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ResumoO objetivo do presente trabalho �e a identi�a�~ao de sistemas dinâmios �ni-tos, nos quais o tempo �e onsiderado disreto e �a esala de valores disretae �nita. Estes sistemas modelam adequadamente a evolu�~ao temporal dosgraus de ativa�~ao dos genes numa rede de express~ao gênia (REG). Os ge-nes que integram uma rede deste tipo s~ao segmentos de DNA que odi�amprote��nas espe���as. A express~ao gênia onsiste de dois passos: i) transri�~aoda informa�~ao odi�ada no DNA em mol�eulas de RNA e ii) tradu�~ao da in-forma�~ao odi�ada no mRNA (um dos tipos de RNA sintetizados no passoanterior) em uma seq�uênia de�nida de amino �aidos de uma prote��na. Asprote��nas produzidas, omo onseq�uênia da express~ao gênia, formam om-plexos multiproteios inter-atuantes os quais enviam sinais ao n�uleo da �elulapara mudar os padr~oes da express~ao gênia. Assim, os genes formam umarede, que �e hamada de express~ao gênia, na qual o grau de ativa�~ao (ou n��velde express~ao) de ada gene depende dos n��veis de express~ao dele mesmo e deoutros genes em instantes anteriores, e de est��mulos externos.O estado de um sistema dinâmio �nito num instante de tempo �e de�nido pelovalor de um vetor de vari�aveis hamadas de vari�aveis de estado, no aso deuma REG, o n��vel de express~ao de ada gene. O valor de uma vari�avel deestado num instante de tempo depende dos estados anteriores e de est��mulosexternos em instantes anteriores. As transi�~oes de estado s~ao de�nidas pelafun�~ao de transi�~ao do sistema, que �e na verdade um vetor de fun�~oes ujasomponentes determinam as transi�~oes de ada vari�avel de estado.Foram realizadas a modelagem e simula�~ao do ilo elular hipot�etio, a partirde fatos onheidos e onjeturas sobre a dinâmia desse fenômeno.Para testar t�enias de identi�a�~ao de sistemas, foi simulado tamb�em umsistema mais simples, sem vinulo om fenômenos biol�ogios. A partir deamostras inompletas das transi�~oes de estado destas simula�~oes, foi reali-zada a identi�a�~ao do sistema dinâmio por t�enias de aprendizado om-putaional. Tal identi�a�~ao onsiste em ahar as omponentes da fun�~ao detransi�~ao. Tamb�em foi efetuada a identi�a�~ao om a aplia�~ao de restri�~aode envelope dinâmio (limite inferior e superior das dinâmias). Finalmente,ambos os sistemas identi�ados (om e sem restri�~ao de envelope) foram simu-lados e omparados om as respetivas simula�~oes do sistema ideal, medindo-seos erros de estima�~ao.Tamb�em foi desenvolvida uma t�enia de gera�~ao autom�atia de �arvores delassi�a�~ao por multirresolu�~ao, a qual poder�a vir a ser apliada no futuro �aidenti�a�~ao de sistemas dinâmios �nitos.
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Cap��tulo 1Introdu�~ao
1.1 Motiva�~aoOs romossomos do n�uleo de uma �elula s~ao estruturas auto-repli�aveis que ont�em oDNA {�aido desoxi-ribonul�eio{, mol�eula que odi�a a informa�~ao gen�etia. O DNApossui na sua seq�uênia de nuleot��deos {sub-unidade de DNA ou RNA{ um arranjo linearde genes. Eles est~ao formados por sub-seq�uênias ordenadas de nuleot��deos e onstituema unidade f��sia e funional fundamental da hereditariedade (Figuras 1.1 e 1.2). Os genespossuem fun�~oes espe���as e, para realiz�a-las, ada gene odi�a um produto funionaldeterminado, i.e., uma prote��na ou uma mol�eula de RNA {�aido ribonul�eio{, que �eproduzido quando ele �e expresso. A atividade da �elula �e determinada por quais genesest~ao sendo expressos ou n~ao. As prote��nas s~ao neess�arias para a estrutura, fun�~ao eregula�~ao das �elulas do orpo, teidos e �org~aos, e ada prote��na tem fun�~oes espe���as.Hormônios, enzimas e antiorpos s~ao exemplos de prote��nas.A express~ao gênia �e o proesso que faz que a informa�~ao odi�ada nos genes sejaonvertida nas estruturas que est~ao presentes e atuam dentro da �elula. Ela oorre em1



2 Introdu�~ao

Figura 1.1: Cromossomo (fonte: NHGRI, National Human Genome Researh Institute).dois passos (Figura 1.3): a) transri�~ao da informa�~ao odi�ada em um gene, mediantea s��ntese de mol�eulas de RNA, i.e., �opias dele que s~ao enviadas para fora do n�uleo
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Figura 1.2: Gene (fonte: NHGRI, National Human Genome Researh Institute).da �elula, e b) tradu�~ao da informa�~ao odi�ada nos nuleot��deos do mRNA (RNAmensageiro: um dos tipos de RNA produzidos na transri�~ao), mediante a s��ntese de umaprote��na, a qual est�a formada por uma seq�uênia perfeitamente de�nida de amino �aidos.O proesso da express~ao gênia �e regulado por um omplexo meanismo de sinaiselulares (Figura 1.4). As prote��nas, produzidas omo onseq�uênia da express~ao dosgenes, formam omplexos multiproteios inter-atuantes, que interagem om sinais externose, ao mesmo tempo, enviam sinais de realimenta�~ao ao n�uleo da �elula, os quais mudamos padr~oes de express~ao gênia. Os genes e os produtos da express~ao gênia formamassim uma rede de transmiss~ao de sinais que regula o funionamento da �elula. Esta rede�e hamada de rede de express~ao gênia (ou de regula�~ao gênia), onde o grau de ativa�~ao(ou n��vel de express~ao) de ada gene depende dos n��veis de express~ao dele mesmo e deoutros genes em instantes anteriores, omo tamb�em de est��mulos externos.



4 Introdu�~ao

Figura 1.3: Express~ao gênia (fonte: NHGRI, National Human Genome Researh Institute).Os dados experimentais que se disp~oe na atualidade para a medi�~ao da express~aogênia s~ao de dois tipos: n��veis de mRNA e n��veis de prote��nas [3℄.Os n��veis de prote��na onstituem uma parte importante do funionamento internoda �elula. Muitas intera�~oes na �elula oorrem ompletamente no n��vel das prote��nas e a
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Figura 1.4: Rede de express~ao gênia.presen�a ou ausênia de determinadas prote��nas determinam a express~ao ou n~ao dos genesno DNA. Mas, na pr�atia, os n��veis de prote��na s~ao muito mais dif��eis de quanti�ar doque os n��veis de mRNA.Podemos medir o n��vel de express~ao de ada gene medindo quantas �opias de mRNAest~ao presentes na �elula. A medi�~ao dos n��veis de mRNA pode ser feita usando:� Miroarrays de DNA� Chips de oligonuleot��deos� RT-PCR (\Reverse Transriptase Polymerase Chain Reation")



6 Introdu�~ao� An�alise Serial da Express~ao Gênia (SAGE: \Serial Analysis of Gene Expression")O m�etodo mais freq�uentemente utilizado �e o dos miroarrays de DNA. Eles s~ao ade-quados para a an�alise de at�e 10.000 lones de DNA {\opy DNA"{. S~ao formados poruma lâmina de vidro sobre a qual se depositam, por impress~ao rob�otia de alta veloidade,lones de DNA num arranjo de pontos miros�opios {ou spots{ (Figura 1.5). Cada spotont�em muitas �opias de uma mesma seq�uênia de DNA perfeitamente onheida, querepresenta um gene espe���o e servir�a para medir seu n��vel de express~ao.

Figura 1.5: Tenologia de Miroarray [1℄.Uma amostra do mRNA que se deseja analisar �e extra��da e retrotransrita1 para DNA.Durante a retrotransri�~ao, maram-se os DNAs que est~ao sendo sintetizados om um1Transri�~ao reversa: o proesso de opiar em DNA a informa�~ao enontrada no RNA



1.1 Motiva�~ao 7uor�oforo2. Para evitar problemas de satura�~ao, e por n~ao podermos saber om exatid~aoquantas �opias de ada DNA est~ao presentes em ada spot, usa-se uma referênia ontraa qual se omparam os n��veis de express~ao de ada gene. Assim, paralelamente �a extra�~aoe tratamento do mRNA da amostra, se extrai e se trata da mesma forma o mRNA deuma amostra de referênia, s�o que neste aso se usa um marador uoresente distinto,normalmente de outra or. Os maradores mais usados s~ao Cy3 {verde{ e Cy5 {vermelho{.Misturam-se em quantidades iguais os dois DNAs marados e oloam-se em ontatoom o DNA do array. Os DNAs da mistura se unem ao spot que ontenha a baseomplementar, este proesso �e hamado de hibridiza�~ao. O proesso �e ompetitivo: aada spot se unem mais ou menos DNAs marados de uma amostra ou de outra emfun�~ao da abundânia relativa deles na mistura iniial. Depois da hibridiza�~ao, se exitao miroarray om luz laser de dois tipos. Um digitalizador {"sanner"{ produz imagensque medem os n��veis dos dois tipos de uoresênia nos spots da lâmina. A ombina�~aodestas imagens d�a origem �a imagem que ser�a usada na an�alise. Nela, ada spot apareede uma or ou de outra, dependendo se o gene representado se expressa mais em umaamostra ou na outra. A raz~ao das intensidades de uoresênia em ada spot india aabundânia relativa da orrespondente seq�uênia de DNA nas duas amostras de �aidosnuleios.Para ter uma id�eia do que esta express~ao diferenial �e apaz de medir, podemos dizer,por exemplo, que os mRNAs da amostra e da referênia podem pertener a uma �eluladoente e a uma sadia, a �elulas om dois tipos diferentes de âner, a dois instantes detempo diferentes, et..Atualmente, os n��veis de mRNA s~ao usados na maior parte dos estudos que visam2Grupo de �atomos neess�arios para a produ�~ao de uoresênia numa mol�eula.



8 Introdu�~aoinferir meanismos de express~ao a partir de medi�~oes experimentais na �elula, prinipal-mente, devido �as tenologias de express~ao gênia de grande esala fazerem om que elessejam as vari�aveis importantes mais f�aeis de medir [4, 5, 6, 7℄.As atuais tenologias possibilitam a obten�~ao de vis~oes globais dos padr~oes de atividadebiomoleular que est~ao por tr�as de proessos biol�ogios omplexos, omo a divis~ao ediferenia�~ao elular. Esta disponibilidade de dados permite pensar em desa�os tais omo:a) inferênia de rela�~oes funionais importantes a partir destes dados, b) visualiza�~aodestes resultados usando ferramentas gr�a�as e ) projeto de experimentos e estrat�egiasde an�alise omputaional, a �m de desvendar o signi�ado dos dados de que se disp~oe.Os sistemas dinâmios �nitos ou FDS (\Finite Dinamial Systems") s~ao adequadospara modelar uma rede de express~ao gênia. Neste modelo o n��vel de express~ao de adagene �e representado pelo valor de uma vari�avel de estado. O estado de um FDS �e de�nidopelo valor num dado instante de todas as vari�aveis de estado. O valor de uma vari�avelde estado num instante de tempo depende dos estados anteriores e de est��mulos externosanteriores, atrav�es de uma fun�~ao que representa os meanismos de regula�~ao gêniadesritos anteriormente. Cada uma destas fun�~oes �e uma omponente de um vetor defun�~oes hamado de fun�~ao de transi�~ao, a qual de�ne a transi�~ao de um estado do FDSpara o seguinte.A identi�a�~ao de um sistema dinâmio �nito onsiste em enontrar as omponentesda fun�~ao de transi�~ao a partir de amostras dos estados do sistema. Enquanto a medi�~aode muitas vari�aveis pode permitir a obten�~ao de um modelo mais exato, a omplexidadedo modelo (e a di�uldade para ah�a-lo) aumenta exponenialmente om o n�umero devari�aveis. A teoria de Aprendizado Computaional (que se aplia para a identi�a�~ao)



1.2 Metodologia Adotada 9explia que quanto maior for o n�umero de vari�aveis neess�arias mais dif��il �e a tarefada modelagem, porque o tamanho do espa�o de busa (n�umero de modelos poss��veis)aumenta exponenialmente om o n�umero de parâmetros do modelo. Com a diminui�~aodo tamanho do espa�o dos modelos plaus��veis, mediante a aplia�~ao de restri�~oes adiio-nais, proura-se simpli�ar onsideravelmente a busa do melhor modelo. A restri�~ao domodelo pelo uso de informa�~ao pr�evia aera do que �e biologiamente onheido ou poss��vel�e, provavelmente, uma das mais importantes estrat�egias de que se disp~oe para lidar omo problema de dimensionalidade, que surge omo onseq�uênia do grande n�umero devari�aveis envolvidas e das m�ultiplas dependênias funionais poss��veis entre estas.
1.2 Metodologia AdotadaA metodologia adotada �e orientada ao desenvolvimento de t�enias de identi�a�~ao desistemas dinâmios �nitos. Tal identi�a�~ao onsiste na determina�~ao das fun�~oes om-ponentes da fun�~ao de transi�~ao do FDS, a partir de amostras de seus estados.A teoria de Aprendizado Computaional (\Mahine Learning") [8℄ estabelee umafundamenta�~ao te�oria e metodol�ogia para o aprendizado de fun�~oes partindo de exem-plos que as amostram. Dado um onjunto de entradas e as orrespondentes sa��das deuma fun�~ao, usado omo exemplos de treinamento, um algoritmo de aprendizado produzuma estimativa da fun�~ao  (Figura 1.6). A Figura 1.7 mostra om mais detalhe esteproesso. No passo 1, oleta de amostras, �e riada uma tabela de freq�uênias de adasa��da para ada entrada presente nas amostras de treinamento. No passo 2, para adaentrada enontrada nas amostras se deide pela sa��da mais freq�uente gerando-se assimuma tabela de deis~ao. A partir desta tabela, no passo 3, a fun�~ao  �e estimada mediante



10 Introdu�~aoos proessos de generaliza�~ao e minimiza�~ao.

Figura 1.6: Aprendizado.

Figura 1.7: Etapas do Aprendizado Computaional.O uso de algoritmos de minimiza�~ao de fun�~oes permite enontrar express~oes equiva-lentes mais simples, failitando a manipula�~ao das mesmas e reduzindo a quantidade demem�oria e o tempo de proessamento requeridos [9, 10, 11℄. O algoritmo ISI [12℄ (\In-remental Splitting of Intervals"), al�em de umprir satisfatoriamente om esta fun�~ao,tamb�em realiza a tarefa de generaliza�~ao, que onsiste em atribuir valores de sa��da para



1.2 Metodologia Adotada 11aquelas ombina�~oes das vari�aveis de entrada para as quais n~ao se disp~oe de exemplos nosdados de treinamento.Com referênia aos erros ometidos, o modelo de aprendizado PAC (\Probably Ap-proximately Corret") estipula que o erro ometido no aprendizado pode ser reduzido aum valor t~ao pequeno omo se deseje, om uma probabilidade t~ao pr�oxima de 1 (um)quanto se deseje, se a amostra de treinamento ont�em um n�umero su�ientemente grandede exemplos [13, 14, 15, 16℄Para efetuar a identi�a�~ao por aprendizado das fun�~oes de transi�~ao deve esolher-seuma representa�~ao matem�atia que seja adequada. N�os utilizamos os Sistemas DinâmiosFinitos ou FDS (\Finite Dinamial Systems") que podem manipular onvenientemente osdados reais provenientes de medi�~oes experimentais (por exemplo, imagens de miroarray)onstitu��dos por valores disretos que representam os n��veis de express~ao dos genes emdiferentes instantes de tempo. A evolu�~ao temporal de um FDS est�a dada por transi�~oesde estado. O valor do pr�oximo estado de ada vari�avel de estado �e uma fun�~ao, que �euma omponente da fun�~ao de transi�~ao, do valor das entradas e das vari�aveis de estadonos instantes anteriores. A ada transi�~ao de estados orresponde tamb�em uma sa��da, emque o valor de ada vari�avel de sa��da �e tamb�em uma fun�~ao das vari�aveis de entrada ede estado. Num sistema livre de entradas o estado atual depende s�o dos estados anteri-ores. Se a fun�~ao de transi�~ao est�a de�nida sobre um retiulado �nito, o sistema �e umSistema Dinâmio Finito de Retiulados ou FLDS (\Finite Lattie Dinamial System").Nesta representa�~ao, as omponentes da fun�~ao de transi�~ao s~ao operadores de retiula-dos, representados pelo onjunto de suas bases, que s~ao ole�~oes minimais de intervalosmaximais [17℄. A estrutura de retiulados de um FLDS �e importante para representar asomponentes da fun�~ao de transi�~ao na forma gerada pelo algoritmo ISI (ole�~ao minimal



12 Introdu�~aode intervalos maximais) usado no proesso de aprendizado na generaliza�~ao e minimiza�~ao.As t�enias de identi�a�~ao foram estudadas num aso simples, partindo de um sistemadinâmio �nito de retiulados. Tal sistema foi simulado e, usando amostras inompletasdas transi�~oes de estado, foi efetuada a identi�a�~ao do sistema por aprendizado ompu-taional. A identi�a�~ao do FLDS onsiste na aplia�~ao de um algoritmo de identi�a�~ao,o qual a partir da amostras das dinâmias de um sistema, fornee uma boa aproxima�~aodas omponentes da fun�~ao de transi�~ao na forma das bases dos operadores orresponden-tes. A identi�a�~ao foi feita om e sem a aplia�~ao da restri�~ao de envelope dinâmio, queimp~oe limites inferiores e superiores para as dinâmias do sistema. Posteriormente, foiavaliada a qualidade da identi�a�~ao medindo a distânia entre as dinâmias do sistemaoriginal (ideal) e o identi�ado. A ompara�~ao dos erros ometidos na identi�a�~ao ome sem a aplia�~ao da restri�~ao de envelope dinâmio mostrou que este tipo de restri�~oespode ser ben�e�a para a melhora da preis~ao da identi�a�~ao nos asos em que se disp~oede um pequeno n�umero de amostras.Com o objetivo de desenvolver t�enias de modelagem da informa�~ao onheida apriori aera de um sistema, foi efetuada a modelagem e simula�~ao de um ilo elularhipot�etio omo um sistema dinâmio �nito de retiulados. Ele onseguiu representar ade-quadamente as suposi�~oes pr�evias aera do seu omportamento dinâmio. Vemos assim,que os FLDS onstituem um modelo hipot�etio que �e apaz de inorporar arater��stiasdo sistema real.Pode apreiar-se a utilidade deste tipo de t�enias de modelagem, simula�~ao e identi-�a�~ao usadas interativamente, da seguinte maneira. Um modelo pode ser riado baseadoem onheimento pr�evio do sistema real. Simulando este sistema podem inferir-se novas



1.3 Estrutura da Disserta�~ao 13arater��stias sobre a l�ogia e os meanismos que regem a sua dinâmia, assim omo, podeobter-se informa�~ao que permita aperfei�oar o modelo e simul�a-lo novamente. Como on-seq�uênia desta intera�~ao suessiva om o simulador, vai-se aumentando a ompreens~aoe a informa�~ao que se possui sobre o funionamento do sistema dinâmio. Quando omodelo resulte satisfat�orio, ele pode ser exibilizado riando um envelope dinâmio, querepresente um limite inferior e superior para as dinâmias do sistema, para ent~ao efetuara identi�a�~ao, a partir de amostras do sistema real, restrita a este envelope dinâmio.Assim, esta t�enia permite a integra�~ao de onheimento pr�evio �a informa�~ao presentenos dados reais, o que �e muito importante quando o n�umero de amostras dispon��veis �e es-asso omparado om o neess�ario para obter uma boa preis~ao na identi�a�~ao, situa�~aoque �e muito freq�uente na pr�atia.
1.3 Estrutura da Disserta�~ao1.3.1 Conte�udo� No Cap��tulo 2, Representa�~ao em Retiulados, se apresentam os oneitos b�asiosde �algebra de retiulados, �algebra booleana e representa�~ao anônia de operadores.Apresentamos l�a a estrutura alg�ebria sobre a qual �e feita a modelagem, simula�~ao eidenti�a�~ao de sistemas dinâmios �nitos.� No Cap��tulo 3, Sistemas Dinâmios Finitos, se apresentam os sistemas dinâmios�nitos, sistemas livres e sistemas dinâmios �nitos de retiulados (FLDS: \Finite Lat-tie Dynamial Systems"), sistemas Booleanos e se d�a a deomposi�~ao da fun�~ao detransi�~ao num vetor de operadores de retiulados representado pelo onjunto de suas



14 Introdu�~aobases. Se d�a um exemplo de um sistema dinâmio Booleano simples, e de sua simula�~ao.Se apresentam a modelagem e simula�~oes realizadas orrespondentes a um ilo elularhipot�etio que representa arater��stias espe���as de sistemas biol�ogios. Elas foramefetuadas em valores bin�arios e em 5 n��veis. Apresenta-se uma desri�~ao do ompor-tamento obtido do ilo elular e mostra-se um resumo das simula�~oes efetuadas emdiversos experimentos.� No Cap��tulo 4, Identi�a�~ao de Sistemas Livres, apresenta-se os fundamentos dateoria de aprendizado omputaional, base te�oria da identi�a�~ao de sistemas efetu-ada. �E desrito o algoritmo ISI de partiionamento suessivo de intervalos, utilizado noaprendizado. Desreve-se a metodologia da identi�a�~ao de�nindo-se os oneitos dealgoritmo de aprendizado, amostra de treinamento, fun�~ao de perda, erro e aprendizadoPAC. S~ao apresentados exemplos da identi�a�~ao de sistemas e da avalia�~ao dos errosometidos.� No Cap��tulo 5, Identi�a�~ao om Restri�~ao de Envelope, apresenta-se o on-eito de restri�~ao de envelope dinâmio e a sua aplia�~ao na melhora da preis~ao naidenti�a�~ao de sistemas dinâmios �nitos. Mostra-se resultados experimentais queexempli�am o seu potenial.� No Cap��tulo 6, Conlus~ao, disute-se os resultados obtidos referentes �a modelagem esimula�~ao do ilo elular e identi�a�~ao de sistemas dinâmios om aplia�~ao de res-tri�~ao de envelope dinâmio. Disute-se a utilidade destas t�enias, poss��veis aplia�~oese futuras linhas de pesquisa.� O Apêndie A, Modelo Bin�ario do Cilo Celular, apresenta a arquitetura do iloelular bin�ario e a de�ni�~ao ompleta das fun�~oes de transi�~ao e realimenta�~ao.



1.3 Estrutura da Disserta�~ao 15� O Apêndie B, Modelo em N��veis de Cinza do Cilo Celular, apresenta a arqui-tetura do ilo elular em ino n��veis de intensidade e a de�ni�~ao ompleta das fun�~oesde transi�~ao e realimenta�~ao.� No Apêndie C, �Arvores de Classi�a�~ao por Multirresolu�~ao apresenta-se a t�e-nia desenvolvida para a gera�~ao autom�atia de �arvores de lassi�a�~ao por multirreso-lu�~ao, os resultados experimentais obtidos, e disute-se sua utilidade omo t�enia deaprendizado, a qual �e tamb�em fat��vel de ser utilizada para a identi�a~ao de sistemasdinâmios �nitos.1.3.2 Contribui�~aoAs ontribui�~oes do presente trabalho enontram-se nos Cap��tulos 3, 4 e 5 e nos Apên-dies A, B e C, e onsistem na modelagem e simula�~ao de ilo elular, identi�a�~ao desistemas dinâmios �nitos de retiulados, aplia�~ao de restri�~ao de envelope dinâmio, ea t�enia de gera�~ao autom�atia de �arvores de lassi�a�~ao por multirresolu�~ao.





Cap��tulo 2Representa�~ao em Retiulados
2.1 �Algebra de RetiuladosDado um onjunto L, uma rela�~ao bin�aria � em L �e hamada de uma rela�~ao de ordemparial se ela �e� Reexiva: 8x 2 L, x � x� Anti-sim�etria: 8x; y 2 L; se x � y e y � x; ent~ao x = y� Transitiva: 8x; y; z 2 L; se x � y e y � z; ent~ao x � zDizemos que (L;�), ou simplesmente L, �e um onjunto parialmente ordenado ou poset(\partially ordered set") [18℄.Dados a; b 2 L e X � L, dizemos que b �e um limitante superior de X, se para todox 2 X temos que x � b e que a �e um limitante inferior de X, se para todo x 2 X, temosque a � x.O supremo de X em L, se existir, �e o menor limitante superior de X, em outraspalavras, um limitante superior x de X, tal que x � u, para qualquer outro limitante17



18 Representa�~ao em Retiuladossuperior u de X.O ��n�mo de X em L, se existir, �e o maior limitante inferior de X.Pela anti-simetria de �, o supremo e o ��n�mo de X em (L;�) s~ao �unios, sempre queexistem.O supremo e o ��n�mo de dois elementos x e y de L, se existem, s~ao denotados respe-tivamente por x_y e x^y. O supremo de X em L �e denotado por _X enquanto o ��n�mode X em L por ^X.Se _X 2 X, ent~ao _X �e dito ser o elemento m�aximo de X. Reiproamente, se^X 2 X, ent~ao ^X �e o elemento m��nimo de X.Um elemento de um poset �e dito minimal (maximal) se nenhum outro elemento doposet �e menor (maior) do que ele.Um subonjunto X de um poset L �e dito um intervalo fehado de L se e somente seexistem dois elementos a e b em L tais que, para todo x 2 L,a � x � b, x 2 X:Tal intervalo fehado �e denotado por [a; b℄ e hamamos a e b, respetivamente, os seusextremos esquerdo e direito.O onjunto de intervalos em L, om a rela�~ao de ordem parial �, de�nida por[a; b℄ � [a0; b0℄ , a0 � a e b � b0onstitui um poset.



2.1 �Algebra de Retiulados 19Dizemos que um poset L �e um retiulado ompleto se todo subonjunto n~ao vazio Xde L tem um ��n�mo e um supremo em L.Os limitantes universais de um retiulado ompleto L s~ao o maior elemento I e omenor elemento O, satisfazindo O � x � I para todo x 2 L.A existênia e uniidade deles segue das igualdades I = _L e O = ^L:Um retiulado L �e dito distributivo se para quaisquer três elementos a; b;  2 L aspropriedades distribuitivas a ^ (b _ ) = (a ^ b) _ (a ^ ) (2.1)a _ (b ^ ) = (a _ b) ^ (a _ ) (2.2)valem; aso ontrario �e dito n~ao distribuitivo.Sejam a; b 2 L tais que a � b. O mapeamento �a;b de L em f0; 1g dado por�a;b(x) = 1 , x 2 [a; b℄; 8x 2 L;�e hamado operador bin�ario sup-gerador.Seja P (L) o onjunto das partes de L, seja Fu[L; P (L)℄ o onjunto de fun�~oes de Lem P (L) e seja  um mapeamento (tamb�em hamado operador de retiulado) de�nidosobre L. O n�uleo ou kernel K( ) de  �e a fun�~ao em Fun[L; P (L)℄ dada por [17℄K( )(y) = fx 2 L : y �  (x)g; 8y 2 L:



20 Representa�~ao em RetiuladosSeja Max(L) o onjunto de elementos maximais do poset L. Dizemos que o poset Ltem um envelope maximal se, para todo x 2 L, existe y 2 Max(L) tal que x � y. Todoposet �nito L tem um envelope maximal Max(L).A base B( ) do operador de retiulados  �e a fun�~ao dada porB( )(y) = Max(f[a; b℄ : [a; b℄ � K( )(y)g); 8y 2 L:Seja L um retiulado �nito e  um operador de�nido sobre L, ent~ao (x) = _fy 2 L : _f�a;b(x) : [a; b℄ 2 B( )(y)ggpara todo x 2 L, e  �e dito de ter uma deomposi�~ao minimal por um onjunto deoperadores bin�arios sup-geradores.
2.2 Fun�~oes Booleanas2.2.1 �Algebra BooleanaUma �algebra Booleana onsiste de um onjunto de elementos B, junto om duas opera�~oesbin�arias f�g e f+g e uma opera�~ao un�aria f�g, tais que s~ao v�alidos os seguintes axiomas [9,10, 12℄:1. O onjunto B ont�em pelo menos dois elementos a, b tais que a 6= b.2. Fehamento: Para ada a; b em B;



2.2 Fun�~oes Booleanas 21a. a + b est�a em Bb. a � b est�a em B3. Leis omutativas: Para ada a; b em B;a. a + b = b + ab. a � b = b � a4. Leis assoiativas: Para ada a; b;  em B;a. (a + b) +  = a + (b+ ) = a + b+ b. (a � b) �  = a � (b � ) = a � b � 5. Identidades:a. Existe um elemento identidade om respeito a +, designado por 0, tal quea + 0 = a para ada a em B:b. Existe um elemento identidade om respeito a �, designado por 1, tal quea � 1 = a para ada a em B:6. Leis distributivas: Para ada a; b;  em B;a. a + (b � ) = (a + b) � (a+ )b. a � (b + ) = (a � b) + (a � )7. Complemento: Para ada a em B, existe um elemento a em B (o omplemento dea) tal quea. a + a = 1



22 Representa�~ao em Retiuladosb. a � a = 0Outras propriedades alg�ebrias importantes est~ao dadas pelos seguintes teoremas:8. Teorema de Idempotênia:a. a + a = ab. a � a = a9. Teorema de Involu�~ao:a = a10. Teoremas de Simpli�a�~ao:a. a � b+ a � b = a; (a + b) � (a+ b) = ab. a + a � b = a; a � (a+ b) = a. (a + b) � b = a � b; (a � b) + b = a+ b11. Leis de DeMorgan:a. (a + b+ + : : :) = a � b �  � : : :b. (a � b �  � : : :) = a + b+ + : : :Exemplo de �algebra Booleana: O onjunto B = f0; 1g om as opera�~oes �, + e �,de�nidas na seguinte tabela, �e uma �algebra Booleana:



2.2 Fun�~oes Booleanas 23a b a + b a � b a0 0 0 0 10 1 1 0 11 0 1 0 01 1 1 1 0Tabela 2.1: De�ni�~ao das opera�~oes �, + e � em B = f0; 1g2.2.2 �Algebras Booleanas omo RetiuladosUma �algebra booleana �e um aso partiular de retiulado om as seguintes propriedades.Em um retiulado [L;_;^℄, o omplemento de um elemento a 2 L �e um elemento btal que a ^ b = O e a _ b = I:Um retiulado [L;_;^℄ �e dito omplementado se para ada elemento a 2 L existe umomplemento b 2 L. Em um retiulado [L;_;^℄ distributivo, os omplementos s~ao �uniosquando eles existem.Uma �algebra booleana ou retiulado booleano �e um retiulado distributivo e omple-mentado.2.2.3 Express~oes BooleanasSejam a1; a2; :::; an vari�aveis que tomam valor em B. Uma express~ao Booleana �e qualquerexpress~ao onstru��da a partir destas vari�aveis apliando-se um n�umero �nito de vezes asopera�~oes +, � e � e as onstantes em B [12℄.



24 Representa�~ao em RetiuladosExemplos de express~oes Booleanas:Nas seguintes express~oes o operador produto foi omitido.a1a2 + a1(a2 + a2a3); a1a2 + a1a2 + a1a2a3; a2 + a1a3
Duas express~oes Booleanas s~ao equivalentes se e somente se uma delas pode ser dedu-zida da outra atrav�es da aplia�~ao das leis ou teoremas da �algebra Booleana. A simpli-�a�~ao de express~oes �e a obten�~ao de uma express~ao equivalente om menor n�umero deprodutos envolvendo um n�umero menor de literais (vari�aveis ou o seu omplemento).2.2.4 Forma Canônia de Express~oes BooleanasUm produto em que apareem n vari�aveis, no qual a aparee se, e somente se, o seuomplemento a n~ao aparee, �e denominado produto anônio (ou mintermo). Analoga-mente, uma soma na qual a aparee se, e somente se, o seu omplemento a n~ao aparee�e denominada soma anônia (ou maxtermo) [19℄.Qualquer fun�~ao anônia pode ser expressa em termos de soma de produtos anônios(forma normal disjuntiva ou FND) ou em termos de produto de somas anônias (formanormal onjuntiva ou FNC ).Exemplos:� a1a2a3 + a1a2a3 + a1a2a3 + a1a2a3 + a1a2a3 : soma de produtos anônios (FND)



2.2 Fun�~oes Booleanas 25� (a1 + a2 + a3)(a1 + a2 + a3)(a1 + a2 + a3) : produto de somas anônias (FNC)2.2.5 Fun�~oes Booleanas:Uma fun�~ao Booleana �e uma fun�~ao de n vari�aveis de f0; 1gn em f0; 1g. Essas n vari�aveis,denotadas por x1; x2; : : : ; xn, s~ao denominadas vari�aveis Booleanas [19℄.Representa�~ao C�ubia de uma Fun�~ao Booleana:As seq�uênias de n \bits", orrespondentes a todas as poss��veis ombina�~oes de valoresque as n vari�aveis de uma fun�~ao Booleana podem tomar, podem ser representadas porpontos no n-espa�o. A ole�~ao de todos os 2n pontos poss��veis formam os v�erties de umn-ubo.Dizemos que um k -ubo tem dimens~ao k. Dado um onjunto V de v�erties de um n-ubo, dizemos que um k-kubo formado pelos v�erties de V �e maximal se n~ao existe outroubo de dimens~ao maior tamb�em formado por v�erties de V e que ontenha o k-ubo.A representa�~ao �ubia de uma fun�~ao Booleana de n vari�aveis onsiste do onjuntode v�erties do n-ubo que orrespondem aos mintermos de f.A representa�~ao �ubia minimal de uma fun�~ao Booleana de n vari�aveis onsiste doonjunto de todos os ubos maximais formados por v�erties do n-ubo que orrespondemaos seus mintermos.O n-ubo forma uma estrutura de retiulado Booleano. Portanto, podemos assoiar aum ubo a no�~ao de intervalo, ujo extremo esquerdo e direito s~ao respetivamente o menore o maior elemento do ubo. A dimens~ao de um intervalo [A,B℄, denotado dim([A,B℄), �e



26 Representa�~ao em Retiuladosde�nida omo a dimens~ao do ubo assoiado a ele, que �e tamb�em equivalente a kBk�kAk,onde kAk representa o n�umero de bits iguais a 1 em A.Uma express~ao Booleana �e onsiderada uma express~ao minimal se:1. n~ao existe nenhuma outra express~ao equivalente om um n�umero menor de termose 2. n~ao existe nenhuma outra express~ao equivalente om igual n�umero de termos masom menor n�umero de vari�aveis.



Cap��tulo 3Sistemas Dinâmios Finitos
3.1 Sistemas Dinâmios Finitos de RetiuladosSejam X, U e Y onjuntos �nitos, N um inteiro positivo, � e  mapeamentos de XN+1�UN+1 em X. Um Sistema Dinâmio Finito ou FDS (Finite Dinamial System) S(�) �edado por, para todo t � N ,x[t + 1℄ = �(x[t℄; x[t � 1℄; : : : ; x[t�N ℄; u[t℄; : : : ; u[t�N ℄)y[t℄ =  (x[t℄; : : : ; x[t�N ℄; u[t℄; : : : ; u[t�N ℄)onde x[t℄ 2 X, u[t℄ 2 U , e y[t℄ 2 Y para todo t � 0. Os mapeamentos � e  s~aohamados respetivamente, fun�~ao de transi�~ao e fun�~ao de sa��da. As vari�aveis t, x, u ey s~ao hamadas tempo disreto, estado, entrada e sa��da, respetivamente. O onjunto X�e hamado espa�o de estados e N mem�oria do sistema [2℄.Na pr�atia podemos ter fun�~oes de transi�~ao e sa��da que dependam de um n�umerodiferente de estados e entradas passadas; no entanto, para manter a nota�~ao simples, as27



28 Sistemas Dinâmios Finitosesrevemos dependendo dos N + 1 estados e entradas mais reentes.Os sistemas de�nidos omo aima s~ao invariantes por transla�~ao de tempo, isto �e, afun�~ao de transi�~ao �e a mesma para todo tempo disreto t.A Figura 3.1 mostra uma representa�~ao gr�a�a de um sistema dinâmio �nito (FDS)de mem�oria N :PSfrag replaementsu[t℄ u[t� 1℄ u[t� 2℄ u[t�N ℄�(x[t�N ℄; : : : ;x[t℄;u[t�N ℄; : : : ;u[t℄)
	(x[t�N ℄; : : : ;x[t℄;u[t�N ℄; : : : ;u[t℄) y[t℄

x[t + 1℄
x[t℄x[t� 1℄x[t� 2℄x[t�N ℄

Figura 3.1: Sistema Dinâmio Finito de Mem�oria N (extra��do de [2℄).Um sistema dinâmio �nito pode ser representado equivalentemente porx[t + 1℄ = '(x[t℄; u[t℄)y[t℄ = �(x[t℄; u[t℄)onde x[t℄ 2 XN+1 e u[t℄ 2 UN+1.Se n~ao existe entrada (ou, equivalentemente, se temos uma entrada onstante) {e � �e



3.1 Sistemas Dinâmios Finitos de Retiulados 29a fun�~ao identidade{ hamamos o sistema � dado por, para todo t � 0 ,x[t + 1℄ = �(x[t℄)y[t℄ = x[t℄um sistema livre. A seq�uênia x[0℄; x[1℄; : : : ; x[t℄; : : : �e hamada uma dinâmia (ou �orbita)do sistema �.Se o espa�o de estados X �e um retiulado �nito, ent~ao o sistema dinâmio �nito livrepode ser representado pela base da fun�~ao de transi�~ao e �e hamado Sistema DinâmioFinito de Retiulados (FLDS: Finite Lattie Dynamial System) livre de entradas. Empartiular, se X �e dado pelo produto Cartesiano de adeias �nitas (i.e., onjuntos om-pletamente ordenados �nitos) K, ou seja, X = Kn, ent~ao a fun�~ao de transi�~ao � podeser deomposta num vetor de n fun�~oes de transi�~ao, om omponentes �j de X em K.Dado que �j �e um operador de retiulados, ele tem uma base e uma orrespondente repre-senta�~ao anônia. Assim, a fun�~ao de transi�~ao � pode ser representada pelo onjuntode bases fB(�j) : j 2 f1; 2; : : : ; ngg.Dizemos que um FLDS �e Booleano se K = f0; 1g e X �e o onjunto de vetores bin�ariosde omprimento n. Num FLDS Booleano, ada fun�~ao de transi�~ao �e uma fun�~ao Boole-ana.A arquitetura de um sistema dinâmio �nito india as dependênias mais relevantesentre as vari�aveis (genes) em tempo e espa�o, ou seja, o valor de quais vari�aveis (n��vel deexpress~ao dos genes) e em quais instantes de tempo inuem mais fortemente no valor deada vari�avel do sistema.



30 Sistemas Dinâmios FinitosNas simula�~oes de sistemas dinâmios �nitos de retiulados realizadas no presentetrabalho foi utilizado o Simulador para Redes de Express~ao Gênia SGEN (\Simulatorfor Gene Expression Networks") desenvolvido pelo Professor do IME - USP Dr. MaroDimas Gubitoso [20℄ no ontexto do projeto CAGE (\Cooperation for Analysis of GeneExpression").
3.2 Um Sistema Booleano SimplesConsideramos um FLDS Booleano S(�) em X = f0; 1g5. Um estado deste sistema �e umelemento x 2 X. Cada omponente xj, j 2 f1; 2; 3; 4; 5g, do estado depende dos seusestados passados e atual omo assim tamb�em dos estados passados e atual de dois outrosomponentes. Cada omponente tem um omportamento ��lio, isto �e, ele toma o valor1 somente se o seu valor num erto n�umero de instantes imediatamente anteriores foi 0.Al�em disso, outros dois elementos podem interagir sobre ele, de modo a aumentar o seuilo. A rede de intera�~ao tem uma arquitetura em forma de estrela (Figura 3.2).

PSfrag replaements x1 x2
x3x4

x5
Figura 3.2: Arquitetura do Sistema.As seguintes regras de�nem a fun�~ao de transi�~ao dos omponentes do sistema:� O omponente x1 toma o valor 1 se: (a) o seu valor no estado atual �e 0 (isto signi�a



3.2 Um Sistema Booleano Simples 31que antes de tomar o valor 1 ele neessariamente toma o valor 0) e (b) existe pelomenos um 1 nos três �ultimos instantes dos omponentes x3 e x4, ou o valor dosomponentes x3 e x4 foi 0 nos �ultimos ino instantes.� O omponente x2 toma o valor 1 se: (a) o seu valor nos dois �ultimos instantes foi 0(isto signi�a que antes de tomar o valor 1 ele neessariamente toma o valor 0 pelomenos em dois instantes pr�evios) e (b) existe pelo menos um 1 nos omponentes x4ou x5 nos �ultimos três instantes, ou ambos os omponentes foram 0 nos �ultimos 6instantes.� O omponente x3 toma o valor 1 se: (a) o seu valor nos �ultimos três instantes foi0 (isto signi�a que antes de tomar o valor 1 ele neessariamente toma o valor 0pelo menos nos três instantes pr�evios) e (b) existem pelo menos dois 1 nos �ultimos5 instantes do omponente x1, ou pelo menos um 1 nos �ultimos 3 instantes doomponente x5, ou o omponente x5 foi zero nos �ultimos ino instantes.� O omponente x4 toma o valor 1 se (a) o seu valor nos �ultimos quatro instantes foi0 (isto signi�a que antes de tomar o valor 1 ele neessariamente toma o valor 0pelo menos em quatro instantes preedentes) e (b) igual que o omponente x1, masom rela�~ao aos omponentes x1 e x2, ou os �ultimo quatro instantes de ambos osomponentes foram 0.� O omponente x5 toma o valor 1 se (a) o seu valor nos �ultimos ino instantes foi 0(isto signi�a que antes de tomar o valor 1 ele neessariamente toma o valor 0 empelo menos os ino instantes preedentes) e (b) existe pelo menos um 1 nos �ultimosquatro instantes dos omponentes x2 e x3, ou um deles �e 0 nos �ultimos 6 instantes.



32 Sistemas Dinâmios FinitosEstas regras podem ser formuladas mediantes fun�~oes Booleanas.A Figura 3.3 mostra a simula�~ao do sistema para as duas ondi�~oes iniiais. Depois
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Figura 3.3: Dois Resultados da Simula�~ao.de alguns instantes, o sistema entra num ilo limite, ou seja, um onjunto de vetores deestado que s~ao repetidos iliamente. Na primeira simula�~ao (esquerda) o sistema entrano ilo limite no instante 9, enquanto na segunda (direita) ele entra no instante 60.
3.3 Simula�~ao de Cilo CelularDada a omplexidade das redes biol�ogias, a modelagem, simula�~ao e visualiza�~ao s~aoferramentas importantes para o entendimento do omportamento dinâmio dos sistemase para omparar os resultados da modelagem matem�atia om os dados experimentais.Da simula�~ao de modelos ideais podem disernir-se arater��stias dinâmias que levem auma maior ompreens~ao te�oria das redes gen�etias.A modelagem baseada em onheimento biol�ogio pr�evio pode ser utilizada para es-tabeleer restri�~oes que melhorem a qualidade da identi�a�~ao de sistemas dinâmios apartir de dados reais.



3.3 Simula�~ao de Cilo Celular 33No desenvolvimento deste tipo de t�enias, foi modelada e simulada a dinâmia deontrole da rede de express~ao gênia orrespondente a um ilo elular hipot�etio. Amodelagem das intera�~oes entre todos os genes da rede foi feita de maneira de obter umsistema que se omporte de forma similar �as hip�oteses sobre o omportamento biol�ogiono referente a robustez, exibilidade, adaptabilidade, et..Para realizar as simula�~oes da dinâmia do sistema foi neess�ario estudar os prin��piosde funionamento e forma de uso do Simulador para Redes de Express~ao Gênia SGEN:\Simulator for Gene Expression Networks" [20℄. As di�uldades enontradas no uso dosimulador foram onsideradas na melhora do projeto deste.O ilo elular foi modelado omo um sistema dinâmio �nito de retiulados. Numaprimeira etapa, o sistema foi modelado om valores bin�arios, e posteriormente ele foimodelado om fun�~oes multivaloradas, podendo seus elementos assumir ino valores oun��veis de inza: -2, -1, 0, 1, 2 (Se�~oes A.2 e B.2).Isto foi feito para explorar as diferen�as de omplexidade entre o sistema multivaloradoe o sistema bin�ario e averiguar quanto podemos aprender sobre um sistema multivaloradoa partir do estudo (modelagem) de um sistema bin�ario. Conseguimos produzir padr~oesde sinal muito semelhantes nos modelos bin�ario e multivalorado ao prourar modelar de-terminadas arater��stias da dinâmina do sistema. Do ponto de vista de identi�a�~ao desistemas, �e onveniente esolher o sistema mais simples que seja su�iente para desrevero fenômeno de interesse. Essa omplexidade, diretamente relaionada ao n�umero de tra-jet�orias poss��veis do sistema, afeta diretamente os erros de estima�~ao. Quanto menor aomplexidade dos sistemas onsiderados, menores tendem a ser os erros de estima�~ao deparâmetros dos sistemas (a partir de trajet�orias observadas).



34 Sistemas Dinâmios FinitosA modelagem para sistemas multivalorados (n��veis de inza) engloba uma di�uldadeadiional deorrente do maior n�umero de graus de liberdade. Neste proesso, foi sugeridauma mudan�a na espei�a�~ao da entrada do simulador, dado que a representa�~ao ante-riormente utilizada (�arvore de intervalos) tinha uma omplexidade da ordem de 5n, onden �e o n�umero de argumentos da fun�~ao onsiderada.



3.3 Simula�~ao de Cilo Celular 353.3.1 Desri�~ao do omportamento do ilo elular modelado
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Figura 3.4: Diagrama da Arquitetura do Cilo Celular.O ilo onsta de seis etapas na sua parte prinipal, representadas pela express~ao dasamadas de genes: P , v , w , x , y e z , e de uma etapa pr�evia ou de exita�~ao, onstitu��dapela amada de genes u que reebem o est��mulo externo I (Figura 3.4).No funionamento normal do sistema, um sinal externo I exita os genes u, e eles seexpressam quando o est��mulo resulta su�iente e existe a quantidade de substânia ne-ess�aria, o que �e indiado no modelo por determinados valores gerados aleatoriamente quedebem superar determinados limiares. Os sinais provenientes dos genes u s~ao integrados



36 Sistemas Dinâmios Finitosem P e, em ondi�~oes favor�aveis, este gene se expressa iniiando um ilo elular. O sinalvai se propagando pelas amadas seguintes de genes e o sistema tende a impedir que umnovo ilo elular seja realizado enquanto n~ao termine o atual.A express~ao de ada um dos genes u depende da intensidade do est��mulo externo I eda existênia de uma quantidade de substânia neess�aria, o que �e indiado por um valorpositivo N assoiado a esse gene. Este valor �e dado para ada gene ui, 1 � i � 5, por trêsvalores aleat�orios: ni1, ni2 e ni3 que devem superar três limiares: ti1, ti2 e ti3 (Se�~oes A.2.1e B.2.1). Estas e as demais fun�~oes de transi�~ao e realimenta�~ao est~ao espei�adas nosapêndies.Os sinais provenientes da amada de genes u s~ao integrados em P dando omo re-sultado o sinal FP . O ilo elular se iniia om a express~ao do gene P . O valor destaexpress~ao depende da intensidade de FP e das realimenta�~oes que P reebe das amadasposteriores de genes (Se�~oes A.2.2 e B.2.2). Se existe sinal se propagando pelas amadasposteriores ao gene P , ser�a neess�aria uma intensidade maior de FP para atingir um n��velde express~ao em P . A intensidade requerida para a express~ao de P quando um sinal j�aest�a se propagando pelas amadas posteriores depende do lugar no ilo em que aquelesinal est�a. A maior intensidade requerida oorre quando o sinal estiver atravessando aamada x. Ser�a algo menor quando se enontra em w ou y, menor ainda quando estiverem v ou z. O menor valor de intensidade requerida para a express~ao de P ser�a quandon~ao exista sinal algum se propagando pelas amadas posteriores.Cada gene das amadas seguintes se expressa dependendo da exita�~ao que reebe edas realimenta�~oes que hegam a ele da amada seguinte. Quando um destes genes seexpressa, envia tamb�em um sinal de realimenta�~ao para P e outro para a amada anterior



3.3 Simula�~ao de Cilo Celular 37de genes que torna mais dif��il a express~ao dos genes pr�evios por algum tempo. Mesmoassim, se eles forem exitados om um sinal muito forte podem se expressar.As Figuras 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8 (Modelo Bin�ario) e as Figuras 3.9 e 3.10 (Modelo emN��veis de Cinza), mostram o omportamento do ilo elular exitado por um sinal FPperi�odio de freq�uênia resente. Quando o per��odo de FP �e maior ou igual ao per��ododo ilo elular, o sistema tem o seu funionamento normal (Figuras 3.5, 3.6, 3.9 e 3.10).Quando o per��odo (deresente) de FP �e menor que o per��odo do ilo elular, o sistematenta rejeitar o sinal exessivo e manter o seu per��odo natural, at�e que um sinal muitoforte em freq�uênia ou amplitude (aso n��veis de inza) onsegue vener a resistênia dosistema dada pelas realimenta�~oes entre amadas e as realimenta�~oes para o primeiro genedo ilo.



38 Sistemas Dinâmios Finitos
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40 Sistemas Dinâmios Finitos
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3.3 Simula�~ao de Cilo Celular 41
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44 Sistemas Dinâmios FinitosSe um sinal FP su�ientemente forte (em freq�uênia ou amplitude) onsegue a ex-press~ao de P quando existe sinal se propagando nas amadas posteriores, as realimenta�~oespara a amada anterior das seguintes etapas estar~ao ativas e resistir~ao �a passagem destenovo sinal (Figuras 3.11, 3.12, 3.13 e 3.14).
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48 Sistemas Dinâmios FinitosSe o n��vel (e a freq�uênia) de express~ao de P for su�ientemente grande, os sinaisexessivos onseguir~ao passar pelo ilo elular, o qual deixar�a de ter o omportamentonormal, (Figuras 3.15, 3.16, 3.17 e 3.18). Como onseq�uênia disso, a sa��da (�naldo ilo ou express~ao do gene z) n~ao ter�a mais o mesmo per��odo m��nimo observado noomportamento normal.
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z --
-2
+2

y1fp --
-2
+2

y1f --
-2
+2

y1 --
-2
+2

x1fp --
-2
+2

x1f --
-2
+2

x1 --
-2
+2

w1fp --
-2
+2

w1f --
-2
+2

w1 --
-2
+2

vfp --
-2
+2

v --
-2
+2

P --
-2
+2

FP --
-2
+2

0 5 10 15 20 25 30 35(a) Sinais representativos a trav�es do Cilo Celular.

z --
-2

+2

y1 --
-2

+2

x1 --
-2

+2

w1 --
-2

+2

v --
-2

+2

P --
-2

+2

FP --
-2

+2

0 5 10 15 20 25 30 35(b) Comportamento do sistema.Figura 3.17: FP = Sinal Peri�odio om valores: 0,1,0,2 (Modelo em N��veis de Cinza).
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52 Sistemas Dinâmios FinitosNas simula�~oes das Figuras 3.19, 3.20, 3.21 e 3.22, foi testado o efeito de for�ar umn��vel de express~ao zero no gene w1 (efeito `knok out'). Esta experiênia �e feita na pr�atiapara inferir a inuênia de um gene nos outros genes de uma rede de express~ao gêniapor ompara�~ao desta situa�~ao om as ondi�~oes normais de express~ao.Nestes experimentos esperava-se que a inibi�~ao de um gene tivesse inuênia na ativa�~aodos genes posteriores no aminho do sinal que estava se propagando. Este efeito foi obser-vado, mas tamb�em observou-se que o n��vel de express~ao dos genes no outro aminho dosinal tamb�em foi alterado em menor medida (Figuras 3.19 e 3.21). Isto aontee devido aofato de que as realimenta�~oes para o gene P provenientes do gene inibido e os posterioresa ele no aminho do sinal n~ao est~ao presentes (Figuras 3.20 e 3.22), o que muda o padr~aode express~ao do gene P e, portanto, de todos os genes na rede que s~ao afetados por ele.
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0 5 10 15 20 25 30 35(b) Comportamento do sistema normal.Figura 3.19: FP = Osilador de per��odo 2: w1 \knok out" e sistema normal (ModeloBin�ario).
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0 5 10 15 20 25 30 35(a) Realimenta�~oes para o gene P om w1 \knok out".
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0 5 10 15 20 25 30 35(b) Realimenta�~oes para o gene P do sistema normal.Figura 3.20: FP = Osilador de per��odo 2: Realimenta�~oes para o gene P om w1 \knokout" e no sistema normal (Modelo Bin�ario).
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0 5 10 15 20 25 30 35(b) Comportamento do sistema normal.Figura 3.21: FP = Osilador de per��odo 3: w1 \knok out" e sistema normal (ModeloBin�ario).
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z

y2fp

x6fp

x5fp

x4fp

w2fp

y1fp

x3fp

x2fp

x1fp

w1fp

vfp

P

FP

 0  5  10  15  20  25  30  35(a) Realimenta�~oes para o gene P om w1 \knok out".
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 0  5  10  15  20  25  30  35(b) Realimenta�~oes para o gene P do sistema normal.Figura 3.22: FP = Osilador de per��odo 3: Realimenta�~oes para o gene P om w1 \knokout" e no sistema normal (Modelo Bin�ario).



3.3 Simula�~ao de Cilo Celular 57Um exemplo interessante do funionamento das realimenta�~oes pode ser visto nassimula�~oes das Figuras 3.23 e 3.24. Um sinal FP forte quase onsegue vener a resistêniado sistema, mas nesse momento atuam as realimenta�~oes para as amadas anteriores degenes e para o gene P (Apêndie B), fazendo om que o sinal que est�a se propagandoseja atenuado. Ao diminuir este sinal, a for�a das realimenta�~oes tamb�em diminui, por�emomo o sinal FP ontinua sendo forte, o sistema volta �a ondi�~ao anterior, mostrando umomportamento ��lio.
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0 9 18 27 36 45 54 63 72(b) Realimenta�~oes para o Gene P.Figura 3.24: FP = Sinal Peri�odio om valores: 0,1,2,0 (Modelo em N��veis de Cinza).



60 Sistemas Dinâmios FinitosNas simula�~oes da Figura 3.25 mostra-se o omportamento do sistema quando mudao sinal peri�odio presente em FP . Um sinal peri�odio FP su�ientemente forte onseguevener a resistênia do sistema, mas depois o sinal de entrada muda para outro de inten-sidade apenas menor. O sistema adapta-se voltando ao funionamento habitual para essenovo sinal FP , onseguindo resistir melhor ao exesso de exita�~ao e apresentando umomportamento mais pr�oximo do normal (veja o omportamento do gene z).
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0 9 18 27 36 45 54 63 72(b) Comportamento do sistema.Figura 3.25: FP = Sinal Peri�odio Vari�avel (Modelo em N��veis de Cinza).



62 Sistemas Dinâmios FinitosAs Figuras 3.26 e 3.27 mostram um sinal FP obtido a partir de um sinal aleat�orio Ie n��veis de substânia tamb�em aleat�orios na primeira amada de genes u.
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0 8 16 24 32 40 48 56 64Figura 3.26: Sinal FP obtido a partir de uma sinal aleat�orio I (Modelo Bin�ario).
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0 30 60 90 120 150 180Figura 3.27: Sinal FP obtida a partir de uma entrada aleat�oria I (Modelo em N��veis deCinza).As Figuras 3.28 e 3.29 exempli�am o funionamento do sistema ompleto a partirdos mesmos sinais aleat�orios.
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Figura 3.28: Comportamento do sistema ompleto exitado om um sinal aleat�orio I (Mo-delo Bin�ario).
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21 28 35 42 49 56 63 70 77(b) Comportamento do sistema.Figura 3.29: Comportamento do sistema ompleto a partir de um sinal de entradaaleat�orio I (Modelo em N��veis de Cinza).





Cap��tulo 4Identi�a�~ao de Sistemas Livres
4.1 Aprendizado de Fun�~oesA Teoria de Aprendizado Computaional estabelee m�etodos e fundamentos te�orios paraos proessos de aprendizado. O aprendizado de fun�~oes �e utilizado na identi�a�~ao deFLDSs para obter as omponentes da fun�~ao de transi�~ao, que determina as transi�~oesde estado, na forma das bases dos operadores de retiulados .Qualquer proesso apaz de \aprender um oneito", a partir de exemplos que o ilus-tram, �e denominado de \aprendizado". O modelo b�asio de Valiant onsiste no aprendi-zado de \oneitos" que podem ser modelados omo fun�~oes Booleanas.Consideremos um dom��nio D ujos elementos s~ao as representa�~oes odi�adas do\mundo real" e um onjunto � para desrever elementos de D denominado alfabeto. �ndenota o onjunto de todas as n-uplas de elementos de �.Seja X � �n. Um oneito  �e uma fun�~ao de�nida por  : X ! f0; 1g. X � f0; 1g �edenominado espa�o de exemplos. Um exemplo �e um par (x; b) onde x 2 X e b 2 f0; 1g. Seb = 1 india que x 2 , se b = 0, ent~ao x =2 . Uma amostra s de treinamento de tamanho67



68 Identi�a�~ao de Sistemas Livresm �e uma seq�uênia de m exemplos. Dizemos que s �e onsistente se xi = xj ) bi = bj,1 � i; j � m. O espa�o de hip�oteses H �e o espa�o de todos os oneitos que podem seraprendidos. O oneito t 2 H a ser aprendido �e denotado oneito alvo.Um algoritmo de aprendizado �e uma fun�~ao L que assoia a ada amostra de treina-mento, relativo a um oneito alvo t 2 H, uma hip�otese h = L(s) 2 H.Uma hip�otese h 2 H �e onsistente om uma amostra s se h(xi) = bi para ada1 � i � m. Um algoritmo de aprendizado �e onsistente se ele �e onsistente om todas asposs��veis amostras de treinamento s onsistentes.Seja � a distribui�~ao de probabilidades assoiada a X, o modelo de aprendizado PAC[14℄ de�ne o erro de uma hip�otese h 2 H relativamente a um oneito alvo t 2 H omoer�(h; t) = �fx 2 X : h(x) 6= t(x)gSeja Xm o espa�o de amostras de treinamento de tamanho m, e dado Y � Xm, o valor�m(Y ) representa a probabilidade de uma amostra aleat�oria de m exemplos, obtidos deX, segundo uma distribui�~ao �, pertener a Y .Um algoritmo L �e PAC para um espa�o de hip�oteses H se, dados um n�umero realÆ, (0 < Æ < 1), e um n�umero real ", (0 < " < 1), ent~ao existe um inteiro positivom0 = m0(Æ; ") tal que para qualquer oneito alvo t 2 H, e para qualquer distribui�~aode probabilidade � sobre X, sempre que m � m0, �mfs 2 S(m; t) : er�(L(s); t < ")g >1� Æ. Um resultado importante �e que qualquer algoritmo onsistente num espa�o �nitode hip�oteses �e PAC.O modelo PAC pode ser estendido para inluir as situa�~oes em que existem exemplos



4.1 Aprendizado de Fun�~oes 69ontradit�orios [16℄. Nesse aso no par (x; b), o elemento b n~ao �e determin��stio, sendo ge-rado segundo uma distribui�~ao ondiional de probabilidade p(bj), que juntamente omuma distribui�~ao � sobre X, determina uma distribui�~ao de probabilidade onjunta P so-bre X�f0; 1g. Os exemplos (x; b) s~ao gerados segundo uma distribui�~ao de probabilidadeP . O erro �e araterizado atrav�es de uma fun�~ao lh : X � f0; 1g ! [0; 1℄, denominadafun�~ao de perda que \mede" a perda ometida ao se esolher uma determinada deis~aoh. O riso de uma hip�otese h 2 H, relativo �a distribui�~ao de probabilidade onjunta Psobre X � f0; 1g e �a fun�~ao de perda lh, �e de�nido porrP (lh) = E[lh(x; b)℄A hip�otese de menor riso �e aquela que minimiza a fun�~ao de perda rP (lh):rP (lh�) � rP (lh); 8h 2 HCom base nesses oneitos, uma de�ni�~ao mais gen�eria de algoritmo PAC �e a seguinte:Um algoritmo L �e PAC para um espa�o de deis~oes H se, dados um n�umero real Æ, (0 <Æ < 1), e um n�umero real ", (0 < " < 1), ent~ao existe um inteiro positivo m0 = m0(Æ; ")tal que para qualquer espa�o de exemplos X � f0; 1g, e para qualquer distribui�~ao deprobabilidade onjunta P sobre X�f0; 1g, sempre que m � m0, Pm(jrP (lL(s))�rP (lh�)j <") > 1� Æ .Uma t�enia que pode resultar onveniente para a melhora da preis~ao do aprendizado�e a aplia�~ao de restri�~oes que reduzem o espa�o das fun�~oes a serem aprendidas, ou



70 Identi�a�~ao de Sistemas Livresseja, reduzem o tamanho do espa�o de hip�oteses poss��veis a um subonjunto H 0 � H.As restri�~oes est~ao baseadas em onheimento pr�evio que se tem sobre a fun�~ao a seraprendida, portanto, uma restri�~ao ser�a ben�e�a dependendo de qu~ao boa seja a hip�otesepr�evia aera da fun�~ao. Se a restri�~ao �e ben�e�a, signi�a que para umprir a ondi�~aoPAC dado um par (Æ; ") ser�a requerido um tamanho m��nimo de amostra m0 menor, ouequivalentemente, para um tamanho de amostra m0 dado, o erro ometido ser�a menor.A aplia�~ao da restri�~ao, baseada no onheimento pr�evio que se tem da fun�~ao, fazque a observa�~ao de um dado permita inferir informa�~ao referente a outros dados n~aoobservados. Esto tem um efeito equivalente �a ampli�a�~ao dos dados dispon��veis e omoonseq�uênia uma melhora da qualidade da identi�a�~ao realizada.Exemplos de restri�~oes:A maneira de exemplo, no aso do proessamento de imagens, s~ao utilizados mapeamentosdo seguinte tipo. Seja E = Z2 o plano inteiro e P(E) o onjunto de partes de E. Considereo mapeamento 	 : P(E)! P(E). As seguintes propriedades de�nem restri�~oes no espa�ode fun�~oes a serem aprendidas [21, 22, 23℄:� Uma fun�~ao 	 �e resente se e somente se, para todo onjunto A e B,A � B ) 	(A) � 	(B)� Uma fun�~ao 	 �e deresente se e somente se, para todo onjunto A e B,A � B ) 	(B) � 	(A)



4.1 Aprendizado de Fun�~oes 71� Uma fun�~ao 	 �e idempotente se e somente se, para todo onjunto A,	(	(A)) = 	(A)� Uma fun�~ao 	 �e extensiva se e somente se, para todo onjunto A,A � 	(A)� Uma fun�~ao 	 �e anti-extensiva se e somente se, para todo onjunto A,	(A) � A



72 Identi�a�~ao de Sistemas Livres4.1.1 Algoritmos de Aprendizado de Fun�~oesUm algoritmo de aprendizado de fun�~oes Booleanas PAC trivial pode ser esrito da se-guinte forma [12℄:Entrada: - onjunto de exemplos S = f(xi; bi) : 1 � i � mgSaida: - uma hipotese (fun�~ao Booleana) ff f = ; % onjunto vazioPara i de 1 ate m fa�ase bi = 1 ent~ao fa�af = f [ fxig;Retorne f ;gEle fornee omo resultado uma fun�~ao Booleana na forma de soma de produtosanônios (FND). Na pr�atia essa forma de representar uma fun�~ao Booleana n~ao �e inte-ressante pois o n�umero de termos e vari�aveis envolvidos �e grande, tornando dif��il a suamanipula�~ao. Proura-se ent~ao enontrar uma express~ao equivalente mais simples, quepode ser obtida por exemplo atrav�es de simpli�a�~ao de express~oes. As fun�~oes Booleanasna forma FND podem ser minimizadas pelo algoritmo de Quine-MCluskey [9, 10℄, masquando o n�umero de vari�aveis envolvidas �e grande, este algoritmo torna-se invi�avel poisrequer grande espa�o de mem�oria e tempo de proessamento. O algoritmo ISI (\Inre-mental Splitting of Intervals") baseado no \Partiionamento Suessivo de Intervalos" �emuito mais e�iente neste sentido [12℄.



4.1 Aprendizado de Fun�~oes 73Algoritmo ISIOs mintermos para os quais a fun�~ao toma o valor 1 s~ao denominadosmintermos positivos,e aqueles para os quais ela toma valor 0 s~ao denominados mintermos negativos.O proesso �e iniializado om o n-ubo (fun�~ao Booleana onstante igual a 1) e a partirdele os pontos orrespondentes aos mintermos negativos de f s~ao eliminados suessiva-mente, onservando s�o os intervalos que sejam maximais, ou seja que n~ao est~ao ontidosem outros de dimens~ao maior. Ao �nal da extra�~ao de todos os mintermos negativos,todos os pontos restantes do n-ubo, representados em termos de um onjunto de interva-los maximais, orrespondem ao onjunto de mintermos positivos e mais aqueles que n~aoforam de�nidos (\don't are"). Como retiulado Booleano o n-ubo pode ser visto omoum intervalo [;;W ℄, onde jW j = n. A representa�~ao minimal de f �e obtida em termos deum onjunto de intervalos maximais. A arater��stia fundamental deste algoritmo �e queele representa o onjunto de todos os pontos de um intervalo, a menos de um, em termosde um onjunto de intervalos maximais. O seguinte teorema formaliza este importanteresultado [12℄:Seja [A;B℄ � P (W ) e C 2 [A;B℄. Ent~ao[A;B℄� fCg = f[A;B \ fag℄ : a 2 Cg [ f[A [ fbg; B℄ : b 2 Cg;onde o omplemento �e em rela�~ao a W . Os intervalos do lado direito da igualdade s~aomaximais.



74 Identi�a�~ao de Sistemas LivresCorol�ario: Seja [A;B℄ � P (W ) e C 2 [A;B℄ . Ent~ao[A;B℄� fCg = f[A;B \ fag℄ : a 2 C \ Ag [ f[fbg [ A;B℄ : b 2 C \ BgUmmintermo negativo P1 �e extra��do do intervalo iniial [;;W ℄, e o onjunto [;;W ℄�P1�e expresso omo um onjunto N de intervalos maximais. O segundo mintermo negativoP2 deve ser extra��do de ada um dos intervalos de [;;W ℄�P1 que o ont�em. Para garantirque o onjunto de todos o intervalos �e maximal, antes de extrair outro exemplo negativodevem-se eliminar os intervalos que est~ao ontidos em outros de dimens~ao maior. Ao �nalda extra�~ao de todos os mintermos negativos, obt�em-se o onjunto de intervalos maximaisorrespondente �a representa�~ao minimal de f , ou seja todos os impliantes primos de f .O algoritmo ISI em pseudo�odigo �e o seguinte [12℄:Entrada: - onjunto de mintermos positivos e negativos- intervalos de iniializa�~aoSaida: - onjunto de impliantes primos esseniaisf T = intervalos de iniializa�~ao;Para ada mintermo negativo P fa�a:N = ;;T0 = intervalos de T que ontem P;T1 = intervalos de T que n~ao ontem P;Para ada intervalo I de T0 fa�a:Elimine P de I e gere os subintervalos I 0i;Para ada I 0i,se I 0i 2 T1ent~ao N = N [ fI 0igT = T1 [N ;Retorne T ;g



4.1 Aprendizado de Fun�~oes 75Do onjunto de impliantes primos seleionam-se os esseniais.O algoritmo ISI �e extremamente e�iente quando o n�umero de \don't ares" (minter-mos n~ao de�nidos) �e grande, em partiular ele �e muito mais e�iente do que o algoritmode Quine-MCluskey nestes asos.O algoritmo ISI foi originalmente desenvolvido para simpli�ar fun�~oes om entradase sa��das bin�arias (ou seja, fun�~oes do tipo f : f0; 1gn ! f0; 1g). Em seguida foi extendidopara simpli�ar fun�~oes om entrada bin�aria e sa��da multivalorada [24℄ (ou seja, fun�~oes dotipo f : f0; 1gn ! f0; 1; : : : ; kg) e, mais reentemente, para simpli�ar a representa�~ao defun�~oes em n��veis de inza om sa��da em n��veis de inza. Estas extens~oes s~ao denominadas,respetivamente, de ISI multilassi�a�~ao e ISI n��veis de inza(GISI) [25℄.Na pr�atia o aprendizado das fun�~oes Booleanas �e efetuado a partir de onjuntos dedados amostrados ou observados orrespondentes a estados do sistema dinâmio. Dadoque n~ao se disp~oe de informa�~ao sobre todos os estados poss��veis, �e neess�aria a utiliza�~aode t�enias estat��stias no aprendizado, o que implia na existênia de um erto erro deestima�~ao.A aplia�~ao de restri�~oes sobre o espa�o das fun�~oes a ser aprendidas, baseadas em al-gum onheimento ou suposi�~ao adequada do sistema, reduz o espa�o de poss��veis fun�~oes,e pode ter omo onseq�uênia positiva uma diminui�~ao onsider�avel do erro da estima�~aoobtido, para uma mesma quantidade de dados de treinamento [26℄.Os onjuntos de dados a serem manipulados sobre os quais se prouram m�etodosomputaionais para maximizar a inferênia funional s~ao muito grandes. Uma redu�~aodo n�umero de dependênias funionais (vari�aveis de entrada das omponentes da fun�~aode transi�~ao) que est~ao sendo onsideradas, om a onseq�uente redu�~ao das opera�~oes



76 Identi�a�~ao de Sistemas Livresomputaionais, pode ser obtida analisando sistematiamente a informa�~ao m�utua entreos estados de entrada e sa��da [27, 28℄. Assim, �e poss��vel inferir os subonjuntos de vari�aveisque determinam mais fortemente o omportamento de ada vari�avel de estado (n��vel deexpress~ao de um gene da rede).Com o objetivo de aprender o uso das t�enias de aprendizado omputaional, partii-pei do projeto de �Arvores de Classi�a�~ao por Multi-resolu�~ao no Projeto de OCRs [29℄.O Apêndie C mostra o trabalho realizado, onde foi riada uma t�enia de gera�~ao au-tom�atia para a ria�~ao destas �arvores de lassi�a�~ao, a qual pode ser apliada paraa obten�~ao de multilassi�adores espeialmente adaptados a problemas espe���os delassi�a�~ao.



4.2 Identi�a�~ao de Sistemas Dinâmios Finitos 774.2 Identi�a�~ao de Sistemas Dinâmios FinitosA identi�a�~ao de um Sistema Dinâmio Finito ou FDS S( ) onsiste na aplia�~ao de umalgoritmo L, o algoritmo de identi�a�~ao, que onstr�oi uma boa aproxima�~ao S(�) paraS( ) a partir de amostras da dinâmia do sistema. Para prop�ositos pr�atios, L onstr�oia fun�~ao de transi�~ao � numa representa�~ao alg�ebria onveniente. Quando S(�) �e umFLDS, usualmente L fornee a base da fun�~ao de transi�~ao � [2, 30℄.Suponha que o espa�o de estados X est�a estruturado om alguma distribui�~ao deprobabilidades �, �xa mas desonheida. Uma amostra de treinamento s para um FDSalvo S( ) �e gerada extraindo de X, de aordo om �, as ondi�~oes iniiais independentese ale�atorias x1; : : : ; xm 2 X. Para ada uma das ondi�~oes iniiais xi, amostramos as kpr�oximas itera�~oes de  :s( ; xi) = fxi;  (xi);  (2)(xi); : : : ;  (k)(xi)gSeja l uma fun�~ao de perda, isto �e, uma fun�~ao de Xk � Xk em [0;1) que mede adistânia entre dinâmias em Xk. A fun�~ao de perda de usto simples lSC �e aquela queonta o n�umero de diferen�as orrespondentes nas duas dinâmias omparadas, isto �e,para ada u; v 2 Xk, lSC(u; v) = jfu[t℄ : u[t℄ 6= v[t℄; t 2 f1; : : : ; kggj;onde u[t℄ e v[t℄ denotam, respetivamente, as omponentes de u e v.Sup~oe-se que a fun�~ao de transi�~ao do FDS alvo  pertene a algum espa�o de hip�otese



78 Identi�a�~ao de Sistemas LivresH � XX . Dada a fun�~ao de transi�~ao do sistema alvo  2 H, o erro segundo l de qualquerhip�otese � 2 H ser�aEr�(�;  ; k) =Xx2X l(s( ; x); s(�; x))P (s( ; x); s(�; x));onde P (s( ; x); s(�; x)) �e a probabilidade onjunta de s( ; x) e s(�; x). Nesta formula�~ao,om um sistema alvo determin��stio, P (s( ; x); s(�; x)) = �fxg, o erro de usto simples�e dado, equivalentemente porEr�(�;  ; k) = kXj=1 �fx 2 X : �(j)(x) 6=  (j)(x)gonde k pode variar de 1 at�e jXj.Por simpliidade, se k = jXj, denotaremos o erro anterior por Er�(�;  ). �E laroque se k1 � k2 ent~ao Er�(�;  ; k1) � Er�(�;  ; k2); e assim o aumento de k permite umre�namento na medi�~ao do erro.Exemplo. Seja X = f1; 2; 3; 4; 5g o espa�o de estados,  = (2; 3; 1; 5; 4) a fun�~ao detransi�~ao do sistema alvo, ou seja,  (1) = 2,  (2) = 3, ...,  (5) = 4, e suponha que ��e uma distribui�~ao uniforme sobre X. Se a fun�~ao de transi�~ao do sistema hip�otese �e� = (4; 3; 1; 5; 2), ent~ao temos: = (2; 3; 1; 5; 4) � = (4; 3; 1; 5; 2) �fx :  (x) 6= �(x)g = 2=5 2 = (3; 1; 2; 4; 5) �2 = (5; 1; 4; 2; 3) �fx :  2(x) 6= �2(x)g = 4=5 3 = (1; 2; 3; 5; 4) �3 = (2; 4; 5; 3; 1) �fx :  3(x) 6= �3(x)g = 1 4 = (2; 3; 1; 4; 5) �4 = (3; 5; 2; 1; 4) �fx :  4(x) 6= �4(x)g = 1 5 = (3; 1; 2; 5; 4) �5 = (1; 2; 3; 4; 5) �fx :  5(x) 6= �5(x)g = 1



4.2 Identi�a�~ao de Sistemas Dinâmios Finitos 79e o erro �e: Er�(�;  ) = 215 :Se a fun�~ao de transi�~ao da hip�otese �e ' = (3; 1; 2; 5; 4), temos: = (2; 3; 1; 5; 4) ' = (3; 1; 2; 5; 4) �fx :  (x) 6= '(x)g = 3=5 2 = (3; 1; 2; 4; 5) '2 = (2; 3; 1; 4; 5) �fx :  2(x) 6= '2(x)g = 3=5 3 = (1; 2; 3; 5; 4) '3 = (1; 2; 3; 5; 4) �fx :  3(x) 6= '3(x)g = 0 4 = (2; 3; 1; 4; 5) '4 = (3; 1; 2; 4; 5) �fx :  4(x) 6= '4(x)g = 3=5 5 = (3; 1; 2; 5; 4) '5 = (2; 3; 1; 5; 4) �fx :  5(x) 6= '5(x)g = 3=5e agora o erro �e: Er�(';  ) = 125 ;o qual �e quase a metade do erro anterior.Estas tabelas mostram que a hip�otese � est�a \mais perto" de  que a hip�otese ', maso sistema gerado por � �e pelo menos duas vezes pior que o sistema gerado por ', quandoas fun�~oes s~ao apliadas iterativamente. �E interessante notar queEr�=(�;  ; 2) = Er�(';  ; 2) = 65 ;e assim, at�e a segunda itera�~ao a fun�~ao erro n~ao diferenia � de '.Seja S(mk;  ) o onjunto de amostras de treinamento de m ondi�~oes iniiais para umFDS dado om fun�~ao de transi�~ao  , onde ada amostra onsiste de um estado iniial e



80 Identi�a�~ao de Sistemas Livresas pr�osimas k itera�~oes de  . Ou seja, um elemento s 2 S(mk;  ) �e da forma:s = ((x1;  (x1); : : : ;  k�1(x1)); : : : ; (xm;  (xm); : : : ;  k�1(xm))):Ass��m, temos uma bije�~ao natural �:Xm �! S(mk;  ) dada por (x1; : : : ; xm) 7! s: Sim-plesmente �e medido o onjunto de amostras s 2 S(mk;  ) om a propriedade P por�m(��1fs 2 S(mk;  ) : s tem a propriedade Pg).Um algoritmo de identi�a�~ao L de S(mk;  ) em H �e hamado Provavelmente Aproxi-madamente Correto (PAC) se, para um k � 2 �xo, existe m � m0(�; Æ) tal que�m(��1fs 2 S(mk;  ) : 1kEr�(L(s);  ; k) < � g) > 1� Æ;para quaisquer n�umeros reais �; Æ 2 (0; 1), distribui�~ao � sobre X, e FDS alvo S( ), om 2 H. Note que o termo 1k normaliza o erro, isto �e,0 � 1kEr�(L(s);  ; k) � 1Um algoritmo de identi�a�~ao L para o espa�o de hip�otese H �e onsistente se, dadaqualquer amostra de treinamento s para um FDS alvo S( ), om  2 H, a hip�otese desa��da S(�) �e tal que � = L(s) 2 H onorda om  em s.Se H �e um espa�o de hip�otese �nito e L �e um algoritmo de identi�a�~ao onsistente,ent~ao L �e PAC e [13℄ m0(�; Æ) = (k � 1)� ln( jHjÆ ):



4.2 Identi�a�~ao de Sistemas Dinâmios Finitos 81Veja que para k = 2, a �ultima f�ormula de omplexidade de identi�a�~ao se reduz�a express~ao l�assia de omplexidade do aprendizado PAC. Esta f�ormula est�a longe deonstituir um limite re�nado, por ter sido derivada em ondi�~oes bastante gerais, masmostra laramente que o resultado da identi�a�~ao piora quando o tamanho do espa�o dehip�oteses aumenta. Assim, um jeito de simpli�ar o problema de identi�a�~ao �e esolhero menor espa�o de hip�oteses que ont�em o FDS alvo ou, pelo menos, um FDS muitosimilar ao alvo. Pode-se diminuir o tamanho do espa�o de hip�oteses mediante a aplia�~aode restri�~oes, omo por exemplo usando a t�enia de envelopes dinâmios.4.2.1 Identi�a�~ao de um Sistema BooleanoConsideramos aqui a identi�a�~ao do sistema desrito na Se�~ao 3.2. Como ada um dosomponentes de S(�) �e uma fun�~ao Booleana, a identi�a�~ao do sistema pode ser vistaomo um problema de identi�ar n = 5 fun�~oes booleanas, ada uma delas orrespondendoa ada uma das omponentes do vetor de estados.O proesso de treinamento onsta dos seguintes passos:� Esolher aleatoriamente exemplos extra��dos dos resultados da simula�~ao. Umaamostra de treinamento �e uma seq�uênia de estados de omprimento 7 de umatrajet�oria, onde os primeiros 6 estados orrespondem a uma entrada da fun�~ao detransi�~ao e o �ultimo �a sua respetiva sa��da.� A partir destes exemplos, gerar exemplos de entrada-sa��da para ada uma das om-ponentes do vetor de estados. Por exemplo, seja (x[t� 6℄; x[t� 5℄; x[t� 4℄; : : : ; x[t�1℄; x[t℄; y[t℄) um destes exemplos. Se a arquitetura �e desonheida, ent~ao o exemploorrespondente para a omponente j �e (x[t�6℄; x[t�5℄; x[t�4℄; : : : ; x[t�1℄; x[t℄; yj[t℄)



82 Identi�a�~ao de Sistemas Livres(yj[t℄ orresponde �a omponente j da sa��da y no instante t). Se a arquitetura�e onheida, ent~ao a entrada do exemplo orrespondente �e formada somente pe-los estados de interesse. Por exemplo, para a omponente x1, os �unios elemen-tos que s~ao de interesse s~ao: x1[t℄, x3[t � 4℄; x3[t � 3℄; x3[t � 2℄; x3[t � 1℄; x3[t℄,x4[t � 4℄; x4[t � 3℄; x4[t � 2℄; x4[t � 1℄; x4[t℄ (ou seja, seu valor atual e os �ultimos 5valores das omponentes x3 e x4, respetivamente).� Para ada exemplo de entrada, deidir se deve ser atribu��da a sa��da 0 ou 1 (paraada omponente j). No aso partiular onsiderado aqui, a deis~ao �e �obvia porqueo valor de sa��da assoiado a uma entrada dada �e sempre 0 ou sempre 1. Se n~ao, aesolha da sa��da mais freq�uente minimizaria o erro quadr�atio m�edio (MAE: \meansquare error").� O onjunto de exemplos de entrada-sa��da obtidos desta forma (para ada om-ponente j) �e uma fun�~ao Booleana (parialmente de�nida). Se deve usar algumalgoritmo de aprendizado para minimizar sua representa�~ao e fazer a generaliza�~ao(ou seja, atribuir valores de sa��da �as entradas n~ao observadas). A minimiza�~ao defun�~oes Booleanas, onsiderando as entradas n~ao observadas omo \don't ares",pode ser usada para este �m [31℄. A forma m��nima da fun�~ao Booleana de�ne abase de um operador.Duas medidas de erro s~ao onsideradas para medir qu~ao bem o sistema identi�adorealmente se paree ao original: erro do sistema e erro de transi�~ao. O erro de�nidoem 4.2 �e um erro do sistema para uma trajet�oria de omprimento k estados.O erro do sistema alula o erro m�edio absoluto, entre os estados dos sistemas originale identi�ado, onsiderando a trajet�oria total, neste aso, se o o sistema identi�ado erra



4.2 Identi�a�~ao de Sistemas Dinâmios Finitos 83no ome�o de uma trajet�oria, ent~ao o erro se propagar�a ao resto dela.O erro de transi�~ao alula o erro m�edio absoluto, tamb�em entre os estados dos sistemasoriginal e identi�ado, mas onsiderando a transi�~ao passo a passo, ou seja, toma adainstante de tempo omo uma ondi�~ao iniial e avalia se o sistema identi�ado �e apaz depredizer orretamente o pr�oximo estado do sistema.Por simpliidade, onsideramos que somente dez ondi�~oes iniiais s~ao poss��veis e queelas s~ao igualmente prov�aveis. Os dados de treinamento s~ao esolhidos aleatoriamente dastrajet�orias geradas a partir daquelas ondi�~oes iniiais. Os erros s~ao avaliados em todasas dez trajet�orias.Foi efetuada uma simula�~ao de omprimento 100 (passos ou estados suessivos) para 10ondi�~oes iniiais geradas aleatoriamente. Os dados de treinamento foram aleatoriamenteextra��dos das trajet�orias simuladas. O sistema identi�ado foi simulado a partir dasmesmas ondi�~oes iniiais, efetuando-se as medidas de erro entre as trajet�orias do sistemainiial (ideal) e o sistema identi�ado. O proesso foi repetido 10 vezes fazendo-se a m�ediadas medidas de erro.O proesso de identi�a�~ao foi apliado para uma quantidade resente de dados detreinamento, extra��dos aleatoriamente das dez trajet�orias. A Figura 4.1 mostra omovariam os erros (do sistema e de transi�~ao) quando varia o tamanho da amostra de trei-namento.Analisando a urva de erro da Figura 4.1(b), vemos que om um n�umero relativamentepequeno de dados de treinamento, quase todas as transi�~oes de um estado para o seguintes~ao aprendidas orretamente. No entanto, a urva de erro da Figura 4.1(a) india queerros em algum ponto da trajet�oria (provavelmente no ome�o) se propagaram ao resto
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Cap��tulo 5Identi�a�~ao om Restri�~ao deEnvelope
5.1 Restri�~ao de Envelope DinâmioSeja L um retiulado ompleto, om uma rela�~ao de ordem parial �, ��n�mo ^ e supremo_. Sejam � e � dois operadores de�nidos em L. O par de operadores de retiulados(�; �) onstitui um envelope dinâmio se e somente se, para todo i � 1 e x 2 L, �i(x) ��i(x) [30℄.Um operador de retiulados � �e resente se, e somente se,8x; y 2 X; x � y ) �(x) � �(y)A seguinte proposi�~ao fornee duas ondi�~oes su�ientes para onstruir envelopes dinâmios.Proposi�~ao. Sejam � e � dois operadores de retiulados. O par (�, �) onstitui umenvelope dinâmio se uma das seguintes ondi�~oes �e satisfeita [30℄:1. � � � e � �e resente; 87



88 Identi�a�~ao om Restri�~ao de Envelope2. � � � e � �e resente.Dem.: Provemos a ondi�~ao 1. Como � � �, temos que �(x0) � �(x0) e, dado que ��e resente, �(�(x0)) � �(�(x0)). Novamente, dado que � � �, temos que �(�(x0)) ��(�(x0)) � �(�(x0)). Assim, �2(x0) � �2(x0). Este �e o passo iniial da prova porindu�~ao. O passo da indu�~ao (i.e., �i�1(x0) � �i�1(x0) implia que �i(x0) � �i(x0)) �eprovado usando os mesmos argumentos. A ondi�~ao 2 pode ser provada om argumentossimilares.Sejam � e � elementos do espa�o de hip�oteses H tais que (�; �) �e um envelopedinâmio. O par (�; �) de�ne um subonjunto H 0 do espa�o de hip�oteses H tal que� 2 H 0 , �i � �i � �i, para todo i � 1.A identi�a�~ao do sistema dinâmio �nito alvo S( ), om  2 H, restrito a H 0, podeser implementada omo um proesso de dois passos:1. estimar a hip�otese � 2 H para  ,2. onstruir a hip�otese � em H 0, isto �e,para todo i � 1 , �i = (�i ^ �i) _ �i
5.2 Resultados ExperimentaisSejam K = [�100; :::; 0; :::; 100℄ a esala de valores e X = K2 o espa�o de estados. Osoperadores  ; � e � de�nidos de X2 em X s~ao as fun�~oes de transi�~ao do FDS alvo edas extremidades superior e inferior do envelope, respetivamente. A Figura 5.1 mostra



5.2 Resultados Experimentais 89a simula�~ao destes sistemas. As duas urvas de alta freq�uênia s~ao  1 e  2, as ompo-nentes de  . As urvas superior e inferior s~ao, respetivamente, �1 = �2 e �1 = �2, asomponentes das extremidades inferior e superior da envelope dinâmio.
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Figura 5.1: Simula�~ao do Sistema 1.Esolhimos aleatoriamente 15 ondi�~oes iniiais e simulamos 120 itera�~oes da fun�~aode transi�~ao  do FLDS alvo a partir de ada ondi�~ao iniial. Depois disso, extra��mosaleatoriamente 50 exemplos do tipo (xi;  (xi)) e identi�amos � usando o algoritmo ISIde n��veis de inza (GISI: \Gray-sale Inremental Splitting of Intervals") [25℄, que gerauma ole�~ao minimal de intervalos maximais que representam a base das omponentes de�. Depois, foram simuladas as dinâmias �i e (�i ^ �i) _ �i.Finalmente, onsiderando a fun�~ao de perda do erro m�edio quadr�atio (MSE: \MeanSquare Error"), o erro entre  i e �i, e entre  i e (�i ^ �i) _ �i foi estimado, sobre assimula�~oes de todas as 15 ondi�~oes iniiais.A �gura 5.2 mostra a urva de erro para as duas hip�oteses, �i e (�i ^ �i) _ �i,
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Figura 5.2: Curvas de erro para o Sistema 1.estimadas om amostras de tamanho resente. Note que para amostras pequenas o errode (�i ^ �i) _ �i �e menor do que o erro de �i. No entanto, para amostras grandes, asitua�~ao �e invertida.Este experimento foi repetido para o mesmo FLDS alvo  , mas om um envelopedinâmio mais severa, ou seja, um limite inferior maior e um limite superior menor. AsFiguras 5.3 e 5.4 mostram, respetivamente, a simula�~ao destes sistemas e as orrespon-dentes urvas de erro. O mesmo tipo de fenômeno observado no primeiro experimentoaontee de novo, mas esta vez as diferen�as de erro entre �i e (�i ^ �i) _ �i s~ao maissigni�ativas.
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Figura 5.3: Simula�~ao do Sistema 2.
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Cap��tulo 6Conlus~ao
Foram estudadas e desenvolvidas t�enias de modelagem, simula�~ao, aprendizado ompu-taional e identi�a�~ao de sistemas dinâmios �nitos de retiulados.Sob esta estrutura alg�ebria foi modelado e simulado um ilo elular hipot�etio,fazendo que o seu omportamento represente hip�oteses aera das arater��stias dadinâmia de um sistema biol�ogio real. Ele mostrou aspetos interessantes dos siste-mas dinâmios omo robustez, exibilidade, adaptabilidade, et.. O sistema foi modeladoom valores bin�arios e em n��veis de inza. A modelagem foi feita interativamente om osimulador.Foi estudada a identi�a�~ao de FLDSs livres de entradas a partir de amostras desuas dinâmias, om e sem a aplia�~ao da restri�~ao de envelope dinâmio. Os resultadosexperimentais mostraram que a restri�~ao de envelope pode ser ben�e�a para amostraspequenas.Na identi�a�~ao, a estrutura de retiulados resulta importante para: i - representaras omponentes da fun�~ao de transi�~ao por uma ole�~ao minimal de intervalos maximais,que �e gerada pelo algoritmo GISI; ii - onstruir um envelope dinâmio; iii - projetar o93



94 Conlus~aosistema identi�ado no espa�o restrito mediante as opera�~oes de ��n�mo e supremo.O uso da estrutura alg�ebria de FLDS reduz o problema de identi�a�~ao do sistemaa uma ole�~ao de problemas de projeto de operadores de retiulados. Assim, o problemade identi�a�~ao do sistema dinâmio �e reduzido a problemas l�assios de reonheimentode padr~oes.A t�enia de identi�a�~ao sob restri�~ao de envelope dinâmio pode ser �util na modela-gem h��brida de FLDSs. O pesquisador usa o seu onheimento aera do FLDS alvo paraidealizar heuristiamente uma hip�otese, depois exibiliza o seu modelo para onstruir umenvelope. Os per�s de express~ao devem ser usados para estimar as fun�~oes de transi�~ao,que ser~ao orrigidas pelo envelope dinâmio.Desta forma, a identi�a�~ao a partir de amostras de um FLDS alvo, sob esta restri�~aode envelope, permite a integra�~ao de onheimento pr�evio om a informa�~ao presente nosdados.A modelagem de um sistema dinâmio que desreve o omportamento de um sistemabiol�ogio real �e um problema muito omplexo que requer o uso de toda a informa�~aodispon��vel: onheimento biol�ogio pr�evio e dados experimentais. Usualmente o n�umerode genes envolvidos �e muito grande, o que di�ulta ou impede a modelagem.A simula�~ao do sistema identi�ado (restrito ao envelope dinâmio) pode sugerir no-vas interpreta�~oes biol�ogias e novos experimentos a serem realizados. O uso do novoonheimento e dos dados, mediante a intera�~ao om o simulador deve levar a melhoriassuessivas do modelo e do onheimento que se tem do sistema alvo.Um interessante trabalho a ser realizado no futuro omo ontinua�~ao do presente �e aidenti�a�~ao da dinâmia do ilo elular modelado a partir de amostras de seus estados.



95A t�enia de aprendizado desenvolvida, referente a gera�~ao autom�atia de �arvores delassi�a�~ao por multirresolu�~ao, pode ser utilizada no futuro na identi�a�~ao de siste-mas dinâmios �nitos, onde seja onveniente o uso de uma t�enia de multilassi�a�~aoespeialmente adaptada a um problema espe���o de lassi�a�~ao.Novas t�enias de identi�a�~ao om restri�~oes ser~ao exploradas e estudar-se-�a a iden-ti�a�~ao da arquitetura das redes de express~ao gênia onsideradas omo um sistemadinâmio �nito.A identi�a�~ao da arquitetura �e importante para inferir as dependênias funionaisentre as vari�aveis de estado (n��veis de express~ao dos genes, em nosso aso). Dada aomplexidade destas redes, �e neess�ario tamb�em determinar quais destas dependêniass~ao mais relevantes, ou seja, quais tem maior inuênia no omportamento da rede, a �mde simpli�ar o modelo e ter maior preis~ao na identi�a�~ao. Ao desprezar as dependêniasmais fraas, espera-se minimizar a perda de informa�~ao sobre o omportamento dinâmiodo sistema.Tamb�em ser�a estudada no futuro a identi�a�~ao de sistemas dinâmios �nitos es-to�astios. Eles onstituem uma generaliza�~ao probabil��stia dos FDSs, que podem repre-sentar a inerteza existente nas trajet�orias de estados e nos parâmetros das fun�~oes quedeterminam as trajet�orias de estado. Os sistemas esto�astios onstituem uma abordagemmais ex��vel para modelar sistemas biol�ogios.
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98 Modelo Bin�ario do Cilo CelularA.1 Arquitetura
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Figura A.1: Arquitetura do Modelo de Cilo Celular.



A.2 De�ni�~ao das Fun�~oes de Transi�~ao e Realimenta�~ao 99A.2 De�ni�~ao das Fun�~oes de Transi�~ao e Realimenta�~aoA.2.1 Genes uj, j = 1; 2; : : : ; 5uj = 1 , pelo menos 3 dos I[t� i℄ = 1 e Nj = 1,i = 1; 2; : : : ; 5onde Nj = 1 signi�a que existe su�iente substâniae Nj = 1 , nj1 � tj1 e nj2 � tj2 e nj3 � tj3tj1tj2tj3 : limiar de substânia para ujnj1nj2nj3 : osiladores de per��odo aleatoriamente vari�avelI : sinal de exita�~ao externo
A.2.2 Gene P P = 1 se, e somente se,# aso 1: sem sinal atrav�es do ilo elularpelo menos 1 dos FP [t� i℄ = 1; (i = 1; : : : ; 5)e vfp[t� j℄ = 0; (8 j = 1; 2)e wkfp[t� l℄ = 0; (8 l = 1; 2; k = 1; 2)e xmfp[t� n℄ = 0; (8 n = 1; 2; m = 1; : : : ; 6)e yofp[t� p℄ = 0; (8 p = 1; 2; o = 1; 2)e z[t� 1℄ = 0e P [t� 1℄ = 0ou



100 Modelo Bin�ario do Cilo Celular# aso 2: sinal na amada 'v' do ilo elularpelo menos 3 dos FP [t� i℄ = 1; (i = 1; : : : ; 5)e vfp[t� j℄ = 1; (8 j = 1; 2)e wkfp[t� l℄ = 0; (8 l = 1; 2; k = 1; 2)e xmfp[t� n℄ = 0; (8 n = 1; 2; m = 1; : : : ; 6)e yofp[t� p℄ = 0; (8 p = 1; 2; o = 1; 2)e z[t� 1℄ = 0;e P [t� 1℄ = 0ou# aso 3: sinal na amada 'w' do ilo elularpelo menos 4 dos FP [t� i℄ = 1 (i = 1; : : : ; 5)e vfp[t� j℄ = 1 (8 j = 1; 2)e wkfp[t� l℄ = 1 (8 l = 1; 2; k = 1; 2)e xmfp[t� n℄ = 0 (8 n = 1; 2; m = 1; : : : ; 6)e yofp[t� p℄ = 0 (8 p = 1; 2; o = 1; 2)e z[t� 1℄ = 0e P [t� 1℄ = 0ou



A.2 De�ni�~ao das Fun�~oes de Transi�~ao e Realimenta�~ao 101# aso 4: sinal amada 'x' do ilo elularpelo menos 5 dos FP [t� i℄ = 1 (i = 1; : : : ; 5)e vfp[t� j℄ = 0 (8 j = 1; 2)e wkfp[t� l℄ = 1 (8 l = 1; 2; k = 1; 2)e xmfp[t� n℄ = 1 (8 n = 1; 2; m = 1; : : : ; 6)e yofp[t� p℄ = 0 (8 p = 1; 2; o = 1; 2)e z[t� 1℄ = 0e P [t� 1℄ = 0ou# aso 5: sinal amada 'y' do ilo elularpelo menos 4 dos FP [t� i℄ = 1 (i = 1; : : : ; 5)e vfp[t� j℄ = 0 (8 j = 1; 2)e wkfp[t� l℄ = 0 (8 l = 1; 2; k = 1; 2)e xmfp[t� n℄ = 1 (8 n = 1; 2; m = 1; : : : ; 6)e yofp[t� p℄ = 1 (8 p = 1; 2; o = 1; 2)e z[t� 1℄ = 0e P [t� 1℄ = 0ou



102 Modelo Bin�ario do Cilo Celular# aso 6: sinal amada 'z' do ilo elularpelo menos 3 dos FP [t� i℄ = 1 (i = 1; : : : ; 5)e vfp[t� j℄ = 0 (8 j = 1; 2)e wkfp[t� l℄ = 0 (8 l = 1; 2; k = 1; 2)e xmfp[t� n℄ = 0 (8 n = 1; 2; m = 1; : : : ; 6)e yofp[t� p℄ = 0 (8 p = 1; 2; o = 1; 2)e z[t� 1℄ = 1e P [t� 1℄ = 0onde: FP = 1 , pelo menos 3 dos Fuq = 1; q = 1; 2; : : : ; 5e Fuq = 1 , pelo menos 3 dos uq[t� r℄ = 1; r = 2; 3; : : : ; 6A.2.3 Gene v v = 1 ,((pelo menos 1 dos P [t� i℄ = 1 i = 1; 2; : : : ; 5e wjf [t� k℄ = 0) 8 j = 1; 2; k = 1; 2oupelo menos 2 dos P [t� l℄ = 1) l = 1; : : : ; 5e v[t� 1℄ = 0



A.2 De�ni�~ao das Fun�~oes de Transi�~ao e Realimenta�~ao 103vfp = 1 ,((pelo menos 1 dos P [t� i℄ = 1 i = 1; 2; : : : ; 5e wjf [t� k℄ = 0) 8 j = 1; 2; k = 1; 2oupelo menos 2 dos P [t� l℄ = 1) l = 1; : : : ; 5e v[t�m℄ = 0 para m = 3; 4



104 Modelo Bin�ario do Cilo CelularA.2.4 Genes wGene w1 w1 = 1 ,((pelo menos 1 dos v[t� i℄ = 1 i = 1; 2; : : : ; 5e xkf [t� l℄ = 0) 8 k = 1; 2; 3; l = 1; 2oupelo menos 3 dos v[t�m℄ = 1) m = 1; : : : ; 5e w1[t� 1℄ = 0
w1f = 1 ,((pelo menos 1 dos v[t� i℄ = 1 i = 1; 2; : : : ; 5e xkf [t� l℄ = 0) 8 k = 1; 2; 3; l = 1; 2oupelo menos 3 dos v[t�m℄ = 1) m = 1; : : : ; 5ou w1[t� 1℄ = 1ou w1[t� 2℄ = 1
w1fp = 1 ,((pelo menos 1 dos v[t� i℄ = 1 i = 1; 2; : : : ; 5e xkf [t� l℄ = 0) 8 k = 1; 2; 3; l = 1; 2oupelo menos 3 dos v[t�m℄ = 1) m = 1; : : : ; 5e w1[t� n℄ = 0 para n = 2; 3



A.2 De�ni�~ao das Fun�~oes de Transi�~ao e Realimenta�~ao 105Gene w2 w2 = 1 ,((pelo menos 1 dos v[t� i℄ = 1 i = 1; 2; : : : ; 5e xkf [t� l℄ = 0) 8 k = 4; 5; 6; l = 1; 2oupelo menos 3 dos v[t�m℄ = 1) m = 1; : : : ; 5e w2[t� 1℄ = 0
w2f = 1 ,((pelo menos 1 dos v[t� i℄ = 1 i = 1; 2; : : : ; 5e xkf [t� l℄ = 0) 8 k = 4; 5; 6; l = 1; 2oupelo menos 3 dos v[t�m℄ = 1) m = 1; : : : ; 5ou w2[t� 1℄ = 1ou w2[t� 2℄ = 1
w2fp = 1 ,((pelo menos 1 dos v[t� i℄ = 1 i = 1; 2; : : : ; 5e xkf [t� l℄ = 0) 8 k = 4; 5; 6; l = 1; 2oupelo menos 3 dos v[t�m℄ = 1) m = 1; : : : ; 5e w2[t� n℄ = 0 para n = 2; 3



106 Modelo Bin�ario do Cilo CelularA.2.5 Genes xGene xi, (para ada i = 1; 2; 3 {�xo{)xi = 1 ,((pelo menos 1 dos w1[t� j℄ = 1 j = 1; 2; : : : ; 5e y1f [t� k℄ = 0) 8 k = 1; 2oupelo menos 3 dos w1[t� l℄ = 1) l = 1; : : : ; 5e xi[t� 1℄ = 0
xif = 1 ,((pelo menos 1 dos w1[t� j℄ = 1 j = 1; 2; : : : ; 5e y1f [t� k℄ = 0) 8 k = 1; 2oupelo menos 3 dos w1[t� l℄ = 1) l = 1; : : : ; 5ou xi[t� 1℄ = 1ou xi[t� 2℄ = 1
xifp = 1 ,((pelo menos 1 dos w1[t� j℄ = 1 j = 1; 2; : : : ; 5e y1f [t� k℄ = 0) 8 k = 1; 2oupelo menos 3 dos w1[t� l℄ = 1) l = 1; : : : ; 5e xi[t�m℄ = 0 para m = 2; 3



A.2 De�ni�~ao das Fun�~oes de Transi�~ao e Realimenta�~ao 107Gene xi, (para ada i = 4; 5; 6 {�xo{)xi = 1 ,((pelo menos 1 dos w2[t� j℄ = 1 j = 1; 2; : : : ; 5e y2f [t� k℄ = 0) 8 k = 1; 2oupelo menos 3 dos w2[t� l℄ = 1) l = 1; : : : ; 5e xi[t� 1℄ = 0
xif = 1 ,((pelo menos 1 dos w2[t� j℄ = 1 j = 1; 2; : : : ; 5e y2f [t� k℄ = 0) 8 k = 1; 2oupelo menos 3 dos w2[t� l℄ = 1) l = 1; : : : ; 5ou xi[t� 1℄ = 1ou xi[t� 2℄ = 1
xifp = 1 ,((pelo menos 1 dos w2[t� j℄ = 1 j = 1; 2; : : : ; 5e y2f [t� k℄ = 0) 8 k = 1; 2oupelo menos 3 dos w2[t� l℄ = 1) l = 1; : : : ; 5e xi[t�m℄ = 0 para m = 2; 3



108 Modelo Bin�ario do Cilo CelularA.2.6 Genes yGene y1 y1 = 1 ,x1[t� 1℄ = 1 e x2[t� 1℄ = 1 e x3[t� 1℄ = 1e y1[t� 1℄ = 0y1f = 1 ,(x1[t� 1℄ = 1 e x2[t� 1℄ = 1 e x3[t� 1℄ = 1e y1[t� 1℄ = 0)ou y1[t� 1℄ = 1ou y1[t� 2℄ = 1y1fp = 1 ,(x1[t� 1℄ = 1 e x2[t� 1℄ = 1 e x3[t� 1℄ = 1e y1[t� 1℄ = 0)e y1[t� 2℄ = 0



A.2 De�ni�~ao das Fun�~oes de Transi�~ao e Realimenta�~ao 109Gene y2 y2 = 1 ,x4[t� 1℄ = 1 e x5[t� 1℄ = 1 e x6[t� 1℄ = 1e y2[t� 1℄ = 0y2f = 1 ,(x4[t� 1℄ = 1 e x5[t� 1℄ = 1 e x6[t� 1℄ = 1e y2[t� 1℄ = 0)ou y2[t� 1℄ = 1ou y2[t� 2℄ = 1y2fp = 1 ,(x4[t� 1℄ = 1 e x5[t� 1℄ = 1 e x6[t� 1℄ = 1e y2[t� 1℄ = 0)e y2[t� 2℄ = 0A.2.7 Gene z z = 1 ,y1[t� 1℄ = 1 e y2[t� 1℄ = 1e z[t� 1℄ = 0
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112 Modelo em N��veis de Cinza do Cilo CelularB.1 Arquitetura
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Figura B.1: Arquitetura do Modelo de Cilo Celular.



B.2 De�ni�~ao das Fun�~oes de Transi�~ao e Realimenta�~ao 113B.2 De�ni�~ao das Fun�~oes de Transi�~ao e Realimenta�~aoB.2.1 Genes uGene u1
u1 =8>>>><>>>>:

�2 se S = �10; : : : ;�4 e N1 = 2�1 se S = �3; : : : ; 0 e N1 = 20 se (S = 1; : : : ; 4 e N1 = 2) ou N1 = �21 se S = 5; : : : ; 8 e N1 = 22 se S = 9; 10 e N1 = 2onde S = 5Xi=1 I[i℄e N1 = � 2 se n11[t� 1℄ � t11 e n12[t� 1℄ � t12 e n13[t� 1℄ � t13�2 aso ontr�arioN1 = 2 signi�a que existe su�iente substânia para que o gene u1 se expresse.t11; t12; t13 : limiar de substânia para u1.n11; n12; n13 : osiladores de per��odo aleatoriamente vari�avel.Gene u2
u2 =8>><>>: �1 se S = �10; : : : ;�5 e N2 = 20 se (S = �6; : : : ; 1 e N2 = 2) ou N2 = �21 se S = 2; : : : ; 7 e N2 = 22 se S = 8; 9; 10 e N2 = 2onde S = 5Xi=1 I[i℄e N2 = � 2 se n21[t� 1℄ � t21 e n22[t� 1℄ � t22 e n23[t� 1℄ � t23�2 aso ontr�ario



114 Modelo em N��veis de Cinza do Cilo CelularN2 = 2 signi�a que existe su�iente substânia para que o gene u2 se expresse.t21; t22; t23 : limiar de substânia para u2.n21; n22; n23 : osiladores de per��odo aleatoriamente vari�avel.Gene u3
u3 =8>><>>: �1 se S = �10 e N3 = 20 se (S = �9; : : : ;�2 e N3 = 2) ou N3 = �21 se S = �1; : : : ; 6 e N3 = 22 se S = 7; : : : ; 10 e N3 = 2onde S = 5Xi=1 I[i℄e N3 = � 2 se n31[t� 1℄ � t31 e n32[t� 1℄ � t32 e n33[t� 1℄ � t33�2 aso ontr�arioN3 = 2 signi�a que existe su�iente substânia para que o gene u3 se expresse.t31; t32; t33 : limiar de substânia para u3.n31; n32; n33 : osiladores de per��odo aleatoriamente vari�avel.Gene u4
u4 =8>>>><>>>>:

�2 se S = �10; : : : ;�4 e N4 = 2�1 se S = �3; : : : ; 0 e N4 = 20 se (S = 1; : : : ; 4 e N4 = 2) ou N4 = �21 se S = 5; : : : ; 8 e N4 = 22 se S = 9; 10 e N4 = 2onde S = 5Xi=1 I[i℄e N4 = � 2 se n41[t� 1℄ � t41 e n42[t� 1℄ � t42 e n43[t� 1℄ � t43�2 aso ontr�ario



B.2 De�ni�~ao das Fun�~oes de Transi�~ao e Realimenta�~ao 115N4 = 2 signi�a que existe su�iente substânia para que o gene u4 se expresse.t41; t42; t43 : limiar de substânia para u4.n41; n42; n43 : osiladores de per��odo aleatoriamente vari�avel.Gene u5
u5 =8>><>>: �1 se S = �10; : : : ;�5 e N5 = 20 se (S = �6; : : : ; 1 e N5 = 2) ou N5 = �21 se S = 2; : : : ; 7 e N5 = 22 se S = 8; 9; 10 e N4 = 2onde S = 5Xi=1 I[i℄e N5 = � 2 se n51[t� 1℄ � t51 e n52[t� 1℄ � t52 e n53[t� 1℄ � t53�2 aso ontr�arioN5 = 2 signi�a que existe su�iente substânia para que o gene u5 se expresse.t51; t52; t53 : limiar de substânia para u5.n51; n52; n53 : osiladores de per��odo aleatoriamente vari�avel.B.2.2 Gene P Se P[t� 1℄ � 0 ) P = 0sen~aoSpfb� �6 �5;�4;�3;�2 � �1� 5 2 2 2Sfp 3; 4 1 1 21; 2 0 0 1� 0 0 0 0Valores de P quando P[t� 1℄ � 0



116 Modelo em N��veis de Cinza do Cilo CelularondeSfp = 5Xi=1 FP [i℄FP : integra�~ao dos sinais de exita�~ao de u1; : : : ; u5.eSpfb = vfp[1℄ + 2Xi=1 wifp + 6Xi=1 xifp + 2Xi=1 yifp + z[1℄Spfb: somat�orio dos sinais de realimenta�~ao das amadas de genes v, w, x, y e z.
FP = 8>>>><>>>>: �2 se SFu = �10; : : : ;�6�1 se SFu = �5; : : : ;�30 se SFu = �2; : : : ; 21 se SFu = 3; : : : ; 52 se SFu = 6; 10ondeSFu = 5Xi=1 Fui[1℄eFui = 8>><>>: �1 se Si = �10; : : : ;�40 se Si = �3; : : : ; 01 se Si = 1; : : : ; 42 se Si = 5; : : : ; 10ondeSi = 6Xj=2 ui[j℄B.2.3 Gene vv =8<: 2 se Sp � 5 e v[t� 1℄ = 01 se 1 � Spf � 4 e v[t� 1℄ = 00 aso ontr�ario



B.2 De�ni�~ao das Fun�~oes de Transi�~ao e Realimenta�~ao 117ondeSp = 5Xi=1 P [i℄eSpf = Sp+ 12 2Xi=1 2Xi=j wi[j℄vfp =8<: �2 se Sp � 5 e v[t� 1℄ = 0�1 se 1 � Spf � 4 e v[t� 1℄ = 00 aso ontr�arioom Sp e Spf omo antes.B.2.4 Genes wGene w1 w1 =8<: 2 se Sv � 5 e w1[t� 1℄ � 01 se 1 � Svf1 � 4 e w1[t� 1℄ � 00 aso ontr�arioondeSv = 5Xi=1 v[i℄eSvf1 = Sv + 13 3Xi=1 2Xj=1 xi[j℄w1f =8>><>>: �2 se (Sv � 5 ou 1 � Svf1 � 4)sen~ao�1 se w1[t� 1℄ > 0 ou w1[t� 2℄ > 0 ou w1[t� 3℄ > 00 aso ontr�ario(Sv e Svf1 omo antes.)w1fp =8<: �2 se Sv � 5 e w1[t� 1℄ � 0�1 se 1 � Svf1 � 4 e w1[t� 1℄ � 00 aso ontr�ario(Sv e Svf1 omo antes.)



118 Modelo em N��veis de Cinza do Cilo CelularGene w2 w2 =8<: 2 se Sv � 5 e w2[t� 1℄ � 01 se 1 � Svf2 � 4 e w2[t� 1℄ = 00 aso ontr�arioondeSv = 5Xi=1 v[i℄eSvf2 = Sv + 13 6Xi=4 2Xj=1 xi[j℄w2f =8>><>>: �2 se (Sv � 5 ou 1 � Svf2 � 4)sen~ao�1 se w2[t� 1℄ > 0 ou w2[t� 2℄ > 0 ou w2[t� 3℄ > 00 aso ontr�ario(Sv e Svf2 omo antes.)w2fp =8<: �2 se Sv � 5 e w2[t� 1℄ � 0�1 se 1 � Svf2 � 4 e w2[t� 1℄ � 00 aso ontr�ario(Sv e Svf2 omo antes.)B.2.5 Genes xGene xi, (para ada i = 1; 2; 3 {�xo{)xi =8<: 2 se Sw1 � 5 e xi[t� 1℄ � 01 se 1 � Swf1 � 4 e xi[t� 1℄ � 00 aso ontr�arioondeSw1 = 5Xj=1 w1[j℄



B.2 De�ni�~ao das Fun�~oes de Transi�~ao e Realimenta�~ao 119eSwf1 = Sw1 + 2Xj=1 y1f [j℄
xif =8>><>>: �2 se (Sw1 � 5 ou 1 � Swf1 � 4)sen~ao�1 se xi[t� 1℄ > 0 ou xi[t� 2℄ > 00 aso ontr�ario(Sw1 e Swf1 omo antes.)xifp =8<: �2 se Sw1 � 5 e xi[t� 1℄ � 0�1 se 1 � Swf1 � 4 e xi[t� 1℄ � 00 aso ontr�ario(Sw1 e Swf1 omo antes.)Gene xi, (para ada i = 4; 5; 6 {�xo{)xi =8<: 2 se Sw2 � 5 e xi[t� 1℄ � 01 se 1 � Swf2 � 4 e xi[t� 1℄ � 00 aso ontr�arioondeSw2 = 5Xj=1 w2[j℄eSwf2 = Sw2 + 2Xj=1 y2f [j℄
xif =8>><>>: �2 se (Sw2 � 5 ou 1 � Swf2 � 4)sen~ao�1 se xi[t� 1℄ > 0 ou xi[t� 2℄ > 00 aso ontr�ario



120 Modelo em N��veis de Cinza do Cilo Celular(Sw2 e Swf2 omo antes.)xifp =8<: �2 se Sw2 � 5 e xi[t� 1℄ � 0�1 se 1 � Swf2 � 4 e xi[t� 1℄ � 00 aso ontr�ario(Sw2 e Swf2 omo antes.)



B.2 De�ni�~ao das Fun�~oes de Transi�~ao e Realimenta�~ao 121B.2.6 Genes yGene y1 y1 =� Mx1 se y1[t� 1℄ � 00 aso ontr�arioondeMx1 = 13 3Xi=1 xi[1℄y1f =8>><>>: �2 se (Mx1 � 0 e y1[t� 1℄ � 0)sen~ao�1 se y1[t� 1℄ > 0 ou y1[t� 2℄ > 00 aso ontr�ario(Mx1 omo antes.)y1fp =� �Mx1 se y1[t� 1℄ � 00 aso ontr�ario(Mx1 omo antes.)Gene y2 y2 =� Mx2 se y2[t� 1℄ � 00 aso ontr�arioondeMx2 = 13 6Xi=4 xi[1℄y2f =8>><>>: �2 se (Mx2 � 0 e y2[t� 1℄ � 0)sen~ao�1 se y2[t� 1℄ > 0 ou y2[t� 2℄ > 00 aso ontr�ario(Mx2 omo antes.)y2fp =� �Mx2 se y2[t� 1℄ � 00 aso ontr�ario(Mx2 omo antes.)



122 Modelo em N��veis de Cinza do Cilo CelularB.2.7 Gene zZ =� y1[t�1℄+y1[t�1℄2 se z[t� 1℄ � 00 aso ontr�ario



Apêndie C�Arvores de Classi�a�~ao porMultirresolu�~ao
Os lassi�adores bin�arios podem reonheer se um objeto (on�gura�~ao de valores dasvari�aveis de entrada) pertene ou n~ao a uma determinada lasse atribuindo um r�otulode lassi�a�~ao em f0; 1g. Assim, se existem n lasses diferentes, a lassi�a�~ao podeser realizada por uma familia de n operadores bin�arios, um para o reonheimento dosobjetos em ada uma das lasses. Os multilassi�adores s~ao uma extens~ao natural doslassi�adores bin�arios [24℄. Neles, um operador assoia um r�otulo de lassi�a�~ao emf0; 1; : : : ; ng a ada uma das on�gura�~oes de vari�aveis de entrada observadas.As �arvores de lassi�a�~ao dividem esta tarefa em passos suessivos de multilassi-�a�~ao, dividindo a fam��lia de lasses em sub-fam��lias, a �m de obter uma maior preis~aonos primeiros passos onde resulta mais f�ail a disrimina�~ao. Assim, os objetos s~ao obser-vados em diversas resolu�~oes. Neste trabalho se prop~oe uma t�enia autom�atia para geraras �arvores de lassi�a�~ao e espei�ar omo deve ser feito o treinamento dos operadoresde multilassi�a�~ao orrespondentes [29℄. Esta t�enia de aprendizado foi avaliada noreonheimento �optio de arateres, mas ela pode ser utilizada para resolver outros pro-123



124 �Arvores de Classi�a�~ao por Multirresolu�~aoblemas de lassi�a�~ao, omo por exemplo, a identi�a�~ao das omponentes das fun�~oesde transi�~ao de um sistema dinâmio �nito.Um sistema de OCR gera doumentos eletrônios (arquivos ASCII) orrespondentesa materiais impressos tais omo livros e outros tipos de doumentos, em geral medianteo uso de proedimentos de an�alise de imagens.O enfoque proposto em nosso m�etodo utilizou operadores morfol�ogios para o reo-nheimento de arateres, estendendo um resultado pr�evio sobre o uso de �arvores delassi�a�~ao em OCR [24℄. Naquele trabalho, foi apresentado um m�etodo baseado emuma �arvore de lassi�a�~ao. Em lugar de projetar um lassi�ador que disrimina todosos objetos em um �unio passo de lassi�a�~ao, o proesso �e exeutado omo um proe-dimento multi-etapas, isto �e, os objetos s~ao lassi�ados em sub-lasses e depois adasub-lasse �e novamente lassi�ada em mais sub-lasses. No entanto, a parte mais dif��ilda t�enia proposta era o projeto da �arvore de lassi�a�~ao. A inova�~ao apresentada nestetrabalho onsiste em uma t�enia autom�atia para o projeto de �arvores de lassi�a�~ao.
C.1 Operadores Morfol�ogios e Multilassi�adoresUma imagem se omp~oe habitualmente de v�arios objetos, e ada objeto pode orrespondera mais de um omponente na imagem. O prop�osito da lassi�a�~ao �e assoiar um �odigode lassi�a�~ao �unio a ada objeto na imagem, que india a lasse �a qual ele pertene.Isto pode ser feito assoiando o �odigo de lassi�a�~ao orreto a todos os pixels na imagem.Seja E = Z2 o plano inteiro e P(E) o onjunto de partes de E. Uma imagem bin�ariaem E pode ser modelada por uma fun�~ao bin�aria f : E ! f0; 1g, ou equivalentemente,



C.1 Operadores Morfol�ogios e Multilassi�adores 125por um subonjunto S � E, fazendo x 2 S () f(x) = 1, para todo x 2 E.Podem-se usar W -operadores bin�arios {que s~ao mapeamentos do tipo 	 : P(E) !P(E) invariantes por transla�~ao e loalmente de�nidos numa janela W [29℄{ , ajustandoo tamanho da janela, para reonheer formas de objetos que pertenem a uma lassepartiular. Assim, se existem n lasses diferentes, a lassi�a�~ao pode ser realizada poruma familia  j de n operadores bin�arios, um para o reonheimento dos objetos em adauma das lasses. A desvantagem desta estrat�egia �e que �e preiso projetar um operador paraada lasse. Tamb�em temos que onsiderar omo tratar os objetos que s~ao reonheidospor mais de um operador.Quando existem n lasses diferentes �e mais onveniente o uso de um multilassi�adorao inv�es de n lassi�adores bin�arios. Seja f0; 1; : : : ; ngE o onjunto de todos os mapea-mentos de E em f0; 1; : : : ; ng (em nosso ontexto orrespondem ao onjunto de imagensem n��veis de inza de�nidas em E, om n + 1 n��veis de inza) e onsideremos um ope-rador da forma 	 : P(E) ! f0; 1; : : : ; ngE, araterizado por uma fun�~ao multi-n��vel : P(W ) ! f0; 1; : : : ; ng. Aqui, um operador assoia um r�otulo de lassi�a�~ao emf0; 1; : : : ; ng a ada uma das formas em W . Neste aso, a entrada �e uma imagem bin�ariae a sa��da �e uma imagem lassi�ada em n��veis de inza. Cada pixel na imagem de sa��datem um valor entre 0 e n, o r�otulo de lassi�a�~ao. O r�otulo 0 �e reservado para o fundo,e n india o n�umero de lasses onsideradas.A vantagem do uso de multi-lassi�adores est�a no fato de que em lugar de projetarn operadores, um para ada lasse, s�o �e preiso projetar um operador.Um multilassi�ador deste tipo, pode ser representado pelos kernels de  nos n��veisi ou equivalentemente pelas bases de  nos n��veis i, onde 0 � i � n [29℄.



126 �Arvores de Classi�a�~ao por Multirresolu�~aoOs multilassi�adores s~ao onstru��dos a partir dos dados de treinamento, que nesteaso s~ao um onjunto de pares de imagens observadas-ideais, que ilustram a lassi�a�~ao.As imagens observadas s~ao imagens bin�arias ontendo os objetos a serem lassi�ados eas imagens ideais s~ao as respetivas imagens om o r�otulo de lassi�a�~ao orreto.Para ada forma x � W , a lasse , �a qual x pertene, �e de�nida pelo r�otulo maisfreq�uentemente atribu��do nos dados de treinamento. Depois, para ada forma x, se projetaum operador  tal que  (x) = (x), obtendo ada uma das n bases, orrespondentes aosintervalos maximais do kernel [29℄. Neste proedimento usamos o algoritmo ISI [31℄.A onstru�~ao de multi-lassi�adores pode ser ine�iente omputaionalmente se on�umero de lasses e o tamanho da janela s~ao grandes. Outro problema �e a preis~aona estima�~ao das probabilidades ondiionais. Reentemente, as �arvores de lassi�a�~aoforam propostas omo una estrat�egia para superar estas di�uldades.
C.2 �Arvores de Classi�a�~aoUma �arvore de lassi�a�~ao divide a tarefa original de lassi�a�~ao em v�arios passos delassi�a�~ao. Em lugar de atribuir a lassi�a�~ao orreta num �unio passo de lassi�a�~ao,os objetos s~ao iniialmente lassi�ados em sub-fam��lias. Depois, no segundo passo dalassi�a�~ao, ada uma das sub-fam��lias s~ao lassi�adas em outro n�umero de sub-fam��lias,e este proesso �e repetido para ada sub-fam��lia at�e que a lassi�a�~ao ompleta �e reali-zada. Esta �e mostrada no diagrama da Figura C.1.No exemplo da �gura C.1, o proesso da lassi�a�~ao onsiste de três passos. O on-junto total de lasses (f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g) �e primeiramente dividido em três sub-fam��lias,



C.2 �Arvores de Classi�a�~ao 127
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0 3 2 6 1 7 4 5

0 3 2 6Figura C.1: Exemplo de uma �Arvore de Classi�a�~ao.os onjuntos f0; 2; 3; 6g, f1; 7g e f4; 5g. O onjunto f0; 2; 3; 6g �e depois dividido em doissubonjuntos, f0; 3g e f2; 6g, enquanto os outros dois s~ao divididos em onjuntos unit�arios,e assim por diante.Cada n�o n~ao folha V de uma �arvore de lassi�a�~ao ont�em a seguinte informa�~ao :� uma sub-fam��lia F(V ) de lasses.� uma lista de n�os �lhos hild(V ). As sub-fam��lias assoiadas aos n�os formam umaparti�~ao disjunta de F(V ).� um operador (multi-lassi�ador) 	V que lassi�a os objetos ontidos em lassesde F(V ) nas respetivas sub-fam��lias dos seus n�os �lhos.Os n�os folha ont�em objetos de uma �unia lasse. Por tanto, n~ao existe operador assoiadoaos n�os folha.Uma vez que tal estrutura �e dada, neessitamos projetar operadores apazes de las-



128 �Arvores de Classi�a�~ao por Multirresolu�~aosi�ar os objetos de aordo om a �arvore. Por exemplo, o operador assoiado ao n�o raizdeve poder separar a fam��lia de todos os objetos poss��veis (f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g) em trêssubonjuntos f0; 2; 3; 6g, f1; 7g e f4; 5g. O operador assoiado ao primeiro n�o deve poderseparar os objetos de f0; 2; 3; 6g em duas sub-fam��lias: f0; 3g e f2; 6g, e assim por diante.Dada uma imagem e a �arvore de lassi�a~ao ujo onjunto de objetos no n�o raiz�e o onjunto de todos os objetos presentes na imagem, para lassi�ar estes objetos,deve-se atravessar a �arvore inteira (exeto os n�os folha) apliando os operadores. Ooperador do n�o raiz �e apliado �a imagem original. Uma imagem �e riada para ada n�o�lho, ontendo somente aqueles objetos lassi�ados omo sendo da respetiva sub-fam��lia.Logo, o operador de ada um dos n�os �lhos �e apliado nas respetivas imagens, e assimpor diante, at�e que um n�o folha �e alan�ado. O resultado da lassi�a�~ao �e obtido a partirde todas as imagens �nais.A id�eia b�asia desta t�enia �e que a lassi�a�~ao dos objetos em lasses intermedi�ariasdeve resultar mais f�ail porque o operador n~ao neessita realizar disrimina�~oes omplexasde formas.
C.3 Projeto de �Arvores de Classi�a�~aoPara projetar uma �arvore de lassi�a�~ao, usualmente �e �xada uma estrutura de �arvoree depois �e projetado um operador para ada n�o n~ao folha usando o proedimento detreinamento indiado na Se�~ao C.1. O tamanho da janela �e testado experimentalmentepara ada n�o, at�e que um resultado aeit�avel �e enontrado. Se um arater reebe maisdo que uma erta porentagem de lassi�a�~ao omo pertenendo a uma sub-fam��lia,ent~ao ele �e mantido nas imagens de treinamento do n�o �lho respetivo. Devido a isto,



C.3 Projeto de �Arvores de Classi�a�~ao 129um arater pode estar em imagens de mais que um dos seus �lhos. Se um arater �emantido numa sub-fam��lia onde ele n~ao deveria estar, o operador projetado para dividiressa sub-fam��lia tende a elimin�a-lo porque ele �e treinado para reonheer somente aquelesarateres presentes na respetiva sub-fam��lia.Uma parte dif��il no desenho de �arvores de lassi�a�~ao �e espei�ar a fam��lia delasses assoiada a ada n�o. No desenho de �arvores de lassi�a�~ao, uma esolha natural�e manter os objetos que tem formas similares na mesma sub-fam��lia.A nova t�enia proposta desenha automatiamente uma estrutura de �arvore de lassi-�a�~ao. O objetivo �e usar janelas pequenas nos primeiros n��veis da �arvore e gerar gruposintermedi�arios que possam ser failmente disriminados.C.3.1 Matriz de lassi�a�~aoSeja F uma fam��lia de lasses de objetos. Queremos enontrar uma janela W relativa-mente pequena que seja su�iente para disriminar objetos em diferentes lasses de F .Para analisar o poder disriminat�orio de uma janela W dada, introduzimos a matriz delassi�a�~ao.Na onstru�~ao de uma matriz de lassi�a�~ao, para uma janela W e uma fam��lia Fdadas, desenha-se um multi-lassi�ador baseado em W a partir de imagens ontendoobjetos das lasses em F , de aordo om a desri�~ao feita na Se�~ao C.1. Este operador�e apliado �as mesmas imagens, para alular T (i; j), i.e., quantos pixels de arateres dalasse i s~ao lassi�ados omo sendo da lasse j. A soma de uma linha i em T india on�umero total de pixels orrespondentes a objetos da lasse i.A Figura C.2 mostra uma matriz de lassi�a�~ao para a fam��lia fA;B;C;D;E; Fg.



130 �Arvores de Classi�a�~ao por Multirresolu�~aoNesta matriz podemos ver que 210 pixels do arater A s~ao orretamente lassi�adosT(i,j) A B C D E FA 210 0 0 0 0 3B 0 239 0 43 0 0C 0 0 172 0 0 0D 0 0 0 381 0 0E 0 0 0 0 118 8F 2 0 0 0 28 271Figura C.2: Exemplo de uma Matriz de Classi�a�~ao.enquanto 3 deles s~ao inorreta-mente lassi�ados omo sendo do arater F . Dois pixeldo arater F s~ao lassi�ados omo sendo do arater A e 28 pixels omo do araterE, sobre 271 lassi�a�~oes orretas. Por outro lado, nenhuma parte dos arateres A, Ee F tem sido lassi�ados omo B, C ou D, e nenhuma parte destas letras omo A, Eou F . Assim, podemos dizer que este lassi�ador �e apaz de separar a fam��lia fA;E; Fgda fam��lia fB;C;Dg. Ainda mais, podemos ver que a letra C nuna �e mal lassi�ada,e nenhuma outra letra �e mal lassi�ada omo letra C. Ent~ao, podemos partiionar afam��lia fA;B;C;D;Eg em três subonjuntos, S1 = fA;E; Fg, S2 = fB;Dg e S3 = fCg.C.3.2 Grafo de Semelhan�aO poder disriminador de um multilassi�ador pode ser analisado a trav�es de sua matrizde lassi�a�~ao. Para analisar a semelhan�a entre objetos de distintas lasses, de�nimosum grafo n~ao orientado G, onde os v�erties s~ao as lasses (arateres), e existe umaaresta entre dois v�erties i e j se, e somente se, T (i; j) > 0 ou T (j; i) > 0. Este grafo,induzido pela matriz de lassi�a�~ao, �e o grafo de semelhan�a, onde arateres pareidoss~ao onetados por uma aresta. Neste grafo, podem aonteer três asos:



C.3 Projeto de �Arvores de Classi�a�~ao 1311. O grafo �e ompletamente desonetado, i.e., T (i; j) = 0; 8i; j, i 6= j. Este �e o asoideal, i.e., a janela �e su�iente para disriminar todos os arateres.2. O grafo �e totalmente onetado, i.e., T (i; j) > 0; 8i; j, i 6= j. Isto india queos arateres ont�em formas pareidas em rela�~ao �a janela W e n~ao podem serdisriminados; a janela W �e muito pequena. Quanto maiores s~ao os valores deT (i; j) e T (j; i), maior �e a semelhan�a entre os arateres i e j.3. O grafo ont�em sub-grafos onetados n~ao triviais. Neste aso, o operador n~aolassi�a todos os objetos orretamente. �E poss��vel, no entanto, agrupar os ara-teres em sub-fam��lias de uma forma tal que nenhuma parte de um arater numasub-fam��lia reebe a lassi�a�~ao de um arater em outra sub-fam��lia.A Figura C.3 mostra o grafo obtido da matriz T da Figura C.2. Podemos ver queexistem três sub-grafos onetados om onjuntos de v�erties V1 = fAFEg, V2 = fBDgeV3 = fCg, respetivamente.
B

A

C

D

E
FFigura C.3: Subgrafos Conetados.Isto signi�a que um operador baseado em W poderia disriminar os elementos emV1 dos elementos em V2 ou V3. No entanto, ele n~ao poderia disriminar laramente os



132 �Arvores de Classi�a�~ao por Multirresolu�~aoarateres A, F e E, porque existe, por exemplo, alguma \onfus~ao" entre as formaspresentes em A e F . Nossa onlus~ao aqui �e que o operador baseado em W poderia serusado para dividir o onjunto fA;B;C;D;E; Fg em três subonjuntos.Em geral, o aso (3) resulta numa fam��lia fG1; G2; : : : ; Gpg de sub-grafos disjuntos,o que signi�a que nenhuma parte de um objeto na lasse de Gi tem sido lassi�adaomo sendo de uma lasse em outro sub-grafo Gj. Neste aso, a janela �e apaz de separarelementos de sub-grafos diferentes. Portanto, se de�nimos os onjuntos V1; V2; : : : ; Vp omoas sub-fam��lias de um n�o, um W -operador seria apaz de disriminar os elementos de Gnas p sub-fam��lias.Na pr�atia, mesmo que as lassi�a�~oes erradas T (i; j) e T (j; i) n~ao sejam zero, estesvalores podem ser muito pequenos, omparados ao n�umero de pixels orrespondentes aosarateres i e j. Em outras palavras, se somente uma pequena parte de um arater �elassi�ada inorreta-mente, ainda �e poss��vel atribuir a lassi�a�~ao erta a ele.Sejam N(i) e N(j) o n�umero de pixels de todas as oorrênias dos arateres i e j,respetivamente, de�nimos N(i; j) = minfN(i); N(j)g : (C.1)O grafo G �e riado de uma matriz de lassi�a�~ao levemente modi�ada, que deno-taremos por T 0, obtida onsiderando um limiar que depende de N(i; j) e do parâmetroperentual �, 0 � � � 100:
T 0(i; j) = 8><>: T (i; j); i 6= j and T (i; j) > ��N(i;j)1000; otherwise. (C.2)



C.3 Projeto de �Arvores de Classi�a�~ao 133O grafo resultante ter�a uma aresta entre duas lasses se, e somente se, a lasssi�a�~aoerrada entre eles �e signi�ativa, i.e., se o n�umero de pixels mal lassi�ados entre eles �euma perentagem onsider�avel (de�nida por �) do n�umero de pixel pertenentes a essaslasses. Isto pode ausar alguma perda na qualidade do lassi�ador, mas tenta evitar ouso de janelas grandes, que n~ao s~ao desej�aveis porque requerem uma grande quantidadede dados de treinamento para alan�ar uma boa preis~ao. A perda na qualidade dalassi�a�~ao pode ser superada pelo ganho em preis~ao.C.3.3 Projeto Autom�atio da �Arvore de Classi�a�~aoPara de�nir uma estrutura de �arvore de lassi�a�~ao, ria-se iniialmente um n�o raiz eonstr�oi-se um grafoG a partir da matriz de lassi�a�~ao T 0, obtida om a fam��lia de todasas lasses f0; 1; : : : ; ng e usando a primeira janela na seq�uênia de janelas resentes. Emnossos experimentos usamos a seq�uênia 3� 3, 5� 3, 5� 5, 7� 5,... (Figura C.4).
. . .

. . .

3 x 3 5 x 3 5 x 5 7 x 5Figura C.4: Seq�uênia de janelas.O proedimento suessivamente onstr�oi uma �arvore de lassi�a�~ao de aordo omas regras desritas a seguir. Estas regras dependem do aso que oorre em G (listado noome�o desta se�~ao).Se oorre o aso (1), o proesso termina para o n�o orrespondente.



134 �Arvores de Classi�a�~ao por Multirresolu�~aoSe o aso (2) oorre, signi�a que a janela �e muito pequena. Logo, o proesso �erepetido para esse n�o, usando a pr�oxima janela na seq�uênia de janelas. Dependendoda forma dos arateres, pode aonteer que at�e janelas muito grandes n~ao onsigamseparar arateres em onjuntos disjuntos. Por outro lado, n~ao �e desej�avel permitir queo tamanho da janela aumente demais, porque isso impliaria numa preis~ao muito pobrepara o operador treinado. Para evitar este problema, ada vez que a janela �e aumentada, oparâmetro � tamb�em �e aumentado por um fator dado. Isto pode impliar que a qualidadeda disrimina�~ao poderia ser omprometida, mas omo isto aonteer�a a um ramo da�arvore, pode resultar insigni�ante em rela�~ao ao resultado geral da lassi�a�~ao.Finalmente, se oorre o aso (3), a fam��lia de lasses nesse n�o �e partiionada em sub-fam��lias orrespondentes aos sub-grafos disjuntos. Para ada sub-fam��lia �e riado um n�o�lho e o proesso termina para esse n�o. A janela a ser usada para os n�os �lhos �e a pr�oximana seq�uênia e o parâmetro � n~ao �e alterado.O proesso �e repetido iterativamente enquanto existem n�os a serem proessados. Ao�nal deste proesso, �a de�nida uma estrutura de �arvore om uma janela e uma fam��liade lasses assoiada a ada n�o. Uma vez que a estrutura est�a de�nida, o pr�oximo passoonsiste em treinar um multi-lassi�ador para ada n�o. Como vimos antes, ada multi-lassi�ador �e treinado para separar os arateres na fam��lia de lasses assoiada a essen�o em sub-fam��lias orrespondentes aos seus n�os �lhos.A Figura C.5 mostra uma �arvore de lassi�a�~ao ompleta, exeto pelos n�os folha,desenhada para o problema de reonheimento de arateres disutido na Se�~ao C.4.1. AFigura C.6 mostra em detalhe um ramo desta �arvore orrespondente �a subfam��lia om-posta pelos arateres \mr1IliLY". Uma janela 7 � 7 �e su�iente para disriminar os



C.4 Resultados Experimentais 135arateres \m" e \r" dos outros. Uma janela maior, 9 � 9, reonhee os arateres \L"e \Y", enquanto uma janela 11 � 9 reonhee os arateres \T" e \i". A �ultima lasse,ontem três arateres muito pareidos (\1", \I" e \l") e foi neess�ario aumentar a janelaat�e 13 � 11. Usualmente, para uma janela deste tamanho, a quantidade de dados detreinamento requerida para uma boa preis~ao �e muito grande. Neste aso, este problema�e atenuado porque a variedade de formas a serem analisadas �e limitada.
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Figura C.5: Um exemplo de �arvore de lassi�a�~ao.
C.4 Resultados ExperimentaisAs duas partes prinipais do OCR implementado s~ao as omponentes de treinamento eaplia�~ao. A omponente de treinamento permite ao usu�ario treinar uma �arvore de las-
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Figura C.6: Uma sub-�arvore da �arvore de lassi�a�~ao.si�a�~ao a partir de amostras de imagens observadas-ideais. A omponente de aplia�~aopermite ao usu�ario apliar uma �arvore de lassi�a�~ao a imagens observadas diferentesdas usadas no treinamento e obter a lassi�a�~ao orrespondente.A nova metodologia para o projeto de �arvores de lassi�a�~ao foi testada para doisgrupos de imagens: um onjunto de imagens obtidas de materiais impressos om im-pressora laser orrompidos om ruido de bordas, e outro onjunto de imagens obtidos dedoumentos impressos por uma impressora de matriz de pontos.C.4.1 Imagens Digitalizadas de Impressora LaserAs imagens originais eram ompostas de 63 arateres diferentes, as letras em mai�usulase min�usulas, e os n�umeros de 0 a 9. Cada imagem onsta de 630 arateres, ontendoexatamente 10 de ada arater. Estas imagens foram obtidas esaneando texto gerado



C.4 Resultados Experimentais 137por impressora laser a 300 dpi. Devido ao fato destas imagens serem de boa qualidade,adiionamos 25% de ru��do sal e pimenta nas bordas externas dos arateres, om o objetivode simular uma degrada�~ao que pode oorrer usualmente em imagens de texto esaneado.A �arvore de lassi�a�~ao obtida foi testada em 10 diferentes imagens do mesmo tipo.A Tabela C.1 mostra o resultado destes testes, inluindo tamb�em testes feitos om algumsOCRs omeriais. Comparado om estes OCRs omeriais, o desempenho de nosso OCRfoi signi�ativamente melhor. Em ada imagem, de um total de 630 arateres, somenteum pequeno n�umero deles (entre 7 e 13) foram lassi�ados erroneamente.OCR Preis~aoTextbridge 87:89%Cuneiform'99 90:63%Nosso 98:33%Tabela C.1: Preis~ao no primeiro grupo de imagens.
C.4.2 Imagens Digitalizadas de Impressora de Matriz de PontosAs imagens de matriz de pontos geram imagens de qualidade muito pobre, porque asletras est~ao formadas a grosso modo por pontos.O resultado dos testes de lassi�a�~ao efetuados se mostra na Tabela C.2 junto om osresultados de um OCR omerial. O desempenho do OCR omerial nas imagens originaisde n��veis de inza �e muito pobre. Ent~ao, tamb�em testamos ele om images �ltradas por umlimiar seguido de dois �ltros de mediana e tamb�em por nosso pre-proessamento. NesteOCR omerial, a op~ao \dot matrix" estaba habilitada no proessamento das imagens.O melhor resultado do OCR omerial, o qual se deve a uma �ltragem externa, �a es-tatistiamente perto de nosso resultado. No entanto, nosso resultado pode ser melhorado



138 �Arvores de Classi�a�~ao por Multirresolu�~aoOCR Imagem testada Preis~aoCuneiform'99 Original N��veis de Cinza 20:19%Cuneiform'99 Nosso pre-proessamento 77:83%Cuneiform'99 Limiar + Medianas 85:97%Nosso Nosso pre-proessamento 88:58%Tabela C.2: Preis~ao no segundo grupo de imagens.usando mais dados de treinamento, j�a que somente quatro imagens de treinamento temsido usadas neste experimento.
C.5 Conlus~oesA t�enia apresentada para a gera�~ao autom�atia de �arvores de lassi�a�~ao, se baseianos oneitos de matriz de lassi�a�~ao e grafo de semelhan�a. O m�etodo resulta e�ienteporque n~ao preisa analisar todas as poss��veis ombina�~oes de subfam��lias para uma dadafam��lia de lasses. As subfam��lias s~ao automatiamente geradas analisando o grafo desemelhan�a, obtido da matriz de lassi�a�~ao que, essenialmente, expressa qu~ao bemuma janela W disrimina os objetos em diferentes lasses.Uma arater��stia desta t�enia �e que sempre tenta enontrar a menor janela su-�iente para separar o onjunto de objetos em subonjuntos disjuntos. Isto permiteque o mesmo objeto seja analisado em diferentes resolu�~oes. Basiamente, nos passosiniiais da lassi�a�~ao, �e poss��vel fazer uma separa�~ao grosseira de arateres om umajanela relativamente pequena. Nos passos posteriores do proesso de lassi�a�~ao, a janelarequerida para separar os arateres �e maior, no entanto, a variedade de objetos que sepreisa reonheer �e usualmente muito pequena, fazendo a lassi�a�~ao estatistiamentemais f�ail.



C.5 Conlus~oes 139Os oneitos apresentados aqui têm sido utilizados no ontexto de projeto de OCR,embora eles possam ser apliados a outros problemas de lassi�a�~ao, omo por exemploo aprendizado das omponentes da fun�~ao de transi�~ao na identi�a�~ao de um sistemadinâmio �nito. Os resultados obtidos para dois onjuntos de imagens s~ao melhoresque os de OCRs omeriais. Devido a que nossa t�enia �e baseada em treinamento, �eposs��vel riar om ela lassi�adores espeialmente adaptados a problemas espe���os delassi�a�~ao.
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