MAC5811 Projeto e Analise de Algoritmos

DCC-IME-USP, 4 de marco de 2005

Instrucoes

(i) Esta prova contém oito questoes sendo seis de dois pontos e duas de trés pontos.

(i) A banca considerard questoes cujos valores somem até 10 pontos de modo que a soma
total das notas obtidas seja maxima. Um aluno, para ser aprovado, precisa obter nessas
questoes pelo menos 7 pontos.

(ii) Mencione os teoremas e propriedades usados para justificar suas afirmagoes.

(iw) Vocé pode utilizar como subrotina qualquer algoritmo do CLRS sem reescrevé-lo, como,
por exemplo, algoritmos para ordenacao. No entanto, vocé deve descrever clara e sucinta-
mente o que o algoritmo recebe, devolve ou faz e o seu consumo de tempo. Exemplo

“O algoritmo BLA-BLA-BLA usa como subrotina o algoritmo ORDENAGAO-
LERDA (A, n) que recebe e rearranja um vetor A[l..n| de modo que ele fique
em ordem crescente. O consumo de tempo do algoritmo ORDENACAO-LERDA

é O(n™).”

(v) Nao é permitida a consulta a livros, anotagoes, colegas, calculadoras, Internet, computa-
dores ...

Duracao da prova: 5 horas



Questao 1 [2 pontos]
Sejam T'(n) e f(n) fungoes dos inteiros no reais.

a) O que significa “T'(n) é O(f(n))"?

E verdade que 20n3 4+ 10nlgn + 5 ¢ O(n?)? Justifique.
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O que significa “T'(n) é Q(f(n))”?

)
)
¢) E verdade que in? ¢ O(n)? Justifique.
)
) O que significa “T'(n) =n+ Q(nlgn)”?
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Questao 2 |2 pontos]
Considere o seguinte algoritmo que recebe um vetor de nimeros inteiros A[l..n] e um ndimero
inteiro positivo k e devolve um vetor B[l ..k] com os k maiores elementos de A.

MAIORES (A, n, k)

1 BuiLD-MAX-HEAP(A,n) © transforma A em um max-heap

2 parai <« 1 até k faga

3 Bl[i] < HEAP-MAXIMUM(A) ©> devolve um maior elemento de A
4 HEAP-EXTRACT-MAX(A,n) > remove um maior elemento de A
5 devolva B

a) Qual o consumo de tempo do algoritmo MAIORES? Justifique a sua resposta.

b) Para quais valores de k o consumo de tempo do algoritmo MAIORES é O(n)? Expresse a
sua resposta em funcao de n e justifique-a.

Questao 3 |2 pontos]
Considere o seguinte algoritmo que tem como argumentos dois ntimeros inteiros n e r,n > 0 e
r > 0, e usa como subrotina um algoritmo CAIXA-PRETA.

ALGO (n,r)

sen =20
entao CAIXA-PRETA(n,r)

devolva 1

k «—r x ALco(n —1,r)

para i < 1 até k faca
CAIXA-PRETA(n, 1)

7 devolva k
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Qual o nimero de vezes que o algoritmo CAIXA-PRETA é chamado pelo algoritmo ALGO?
Expresse esse niimero como funcao de n e r e justifique a sua resposta.

Questao 4 |2 pontos|

Suponha dado um conjunto de livros numerados de 1 a n. Suponha que o livro ¢ tem peso pli] e
que 0 < pi] < 1 para cada i. Considere o problema de acondicionar os livros no menor nimero
possivel de envelopes de modo que cada envelope tenha no méximo 2 livros e o peso do contetido
de cada envelope seja no maximo 1. Escreva um algoritmo guloso MIN-ENV(p, n) que recebe um
vetor p[l..n] e devolve o niimero minimo de envelopes. O consumo de tempo do seu algoritmo



deve ser O(nz). Argumente porque seu algoritmo produz a resposta correta e tem o consumo
de tempo pedido.

Questao 5 |2 pontos]

Dizemos que um vetor Z[1..m + n] é um embaralhamento dos vetores X[1..m] e Y[1..n]
se Z pode ser formado pela intercalacao dos elementos de X e de Y de forma que a ordem em
que os elementos aparecem em X e em Y é mantida. Cada elemento de X[1..m] e de Y[1..n]
deve aparecer em Z[1..m + n].

Exemplos:

a) Z = aALnaGl0iRITsMeOS é um embaralhamento de X = andlise e Y = ALGORITMOS.

b) Z = aALniG10&4RITsMe0S nao é um embaralhamento de X = analise e Y = ALGORITMOS.
Escreva um algoritmo EMBARALHAMENTO(Z, X, m,Y,n) que recebe os vetores Z[1..m + n],
X[1..m] e Y[1..n] e devolve 1 se Z é um embaralhamento de X e Y e devolve 0 em caso

contrario. O consumo de tempo do seu algoritmo deve ser O(mn). Argumente porque seu
algoritmo produz a resposta correta e tem o consumo de tempo pedido.

Questao 6 [2 pontos]
Responda cada um dos itens abaixo e dé uma justificativa curta para a sua resposta.

a) O que significa dizer que um problema II pode ser polinomialmente reduzido a um pro-
blema II'?
b) Defina as classes P e NP e problema NP-completo.

¢) Se um problema II pode ser polinomialmente reduzido a um problema II" e I estd em P
entao Il estd em P?

d) Se um problema II pode ser polinomialmente reduzido a um problema II" e II" é NP-
completo entao II é NP-completo?

e) H& problemas em NP que nao sao NP-completos?
f) PNNP # 7

g) Existem problemas NP-completos em P?

Questao 7 [3 pontos]
Considere a estrutura de dados disjoint-set forest com os melhoramentos union by rank e path-
COMPTESSLON.

a) Escreva os algoritmos MAKESET, UNION e FINDSET.

b) Considere uma seqiiéncia de operagoes MAKESET, UNION e FINDSET em que n sdo MA-
KESET e em que as ultimas m operagoes sao FINDSET. Na ilustracao de seqiiéncia a seguir
M, U e F representam as operacoes MAKESET, UNION e FINDSET, respectivamente.

MMUFM.. MUMVFUUVFVFF ... F FF

A -
v~ g

n destes sdo M’s m

Qual o consumo de tempo da subseqiiéncia formada pelas dltimas m operagoes FINDSET?
Justifique a sua resposta.



Questao 8 [3 pontos]
Uma mediana de um conjunto S de m nimeros inteiros ¢ um nimero x em S que é maior ou
igual a [m/2] dos elementos em S e é menor ou igual a |m/2| dos elementos em S.

Sejam A[l..n] um vetor de nimeros inteiros e k& um ntmero inteiro positivo, k < n.
Um vetor B[l..n — k + 1] é um vetor das medianas dos k-segmentos de A se B[i] é uma
mediana de Afi..i+ k — 1].

a) Escreva um algoritmo MEDIANAS-1(A,n, k) que recebe um vetor de nimeros inteiros
A[l..n| e um ntmero inteiro positivo k e devolve um vetor B[1..n — k + 1] das medianas
dos k-segmentos de A. Seu algoritmo deve consumir tempo O(nk). Explique sucintamente
porque seu algoritmo esta correto e tem o consumo de tempo pedido.

b) Escreva um algoritmo MEDIANAS-2(A,n, k) que recebe um vetor de niumeros inteiros
A[l..n] e um numero inteiro positivo k e devolve um vetor B[l..n — k + 1] das me-
dianas dos k-segmentos de A. Seu algoritmo deve consumir tempo O(nlgk). Explique
sucintamente porque seu algoritmo esta correto e tem o consumo de tempo pedido. O
seu algoritmo pode utilizar como subrotinas algoritmos para a manipulagao de arvores
balanceadas de busca:

TREE-BUILD (T, A,p,r): contréi uma drvore balanceada de busca T com os elementos
de um vetor A[p..r| de niimeros inteiros;

TREE-SEARCH (T, z): devolve VERDADEIRO se = ¢ um elemento da arvore T' e em caso
contrario devolve FALSO;

TREE-INSERT (T, x): insere o nimero inteiro = na arvore 7',
TREE-DELETE (7, z): remove o nimero inteiro = da arvore T
TREE-MINIMUM (T"): devolve o menor nimero inteiro da arvore T

TREE-MAXIMUM (T'): devolve o maior nimero inteiro da drvore 7.



