EXAME PRELIMINAR PARA O DOUTORADO

IME-USP, Agosto, 1998

Prova de Anilise de Algoritmos

Instrucgoes:
(i) O candidato pode resolver todas as questdes.

(i) A banca considerard questdes cujos valores somem até 10 pontos de modo que a soma total das
notas obtidas seja maxima.

(#ii) Mencione os teoremas e propriedades usados para justificar suas afirmagoes.

Questao 1 [1 ponto]
Verdadeiro ou falso? Responda e justifique brevemente sua resposta.

(i) n? = O(n? — 100n logn).
n=0((n—vn)/2).

2" = 0(2M?).

(iv) Vn+1-yn=0(1/yn).
(v) eViogn = O(p1/ loglogn)

(i

)
9
(i)
)
(vi) eViEn = Q((logn)1%).

Questao 2 [1 ponto]

Consider uma matriz n X n de pontos como a mostrada abaixo.

Estamos interessados em quadrados que podemos obter desta matriz de forma que os vértices do qua-
drado sao pontos da matriz e seus lados sao paralelos aos eixos vertical e horizontal. Mostre que niimero
de tais quadrados é O (n?).

Questao 3 [1 ponto]

Descreva um algoritmo de complexidade O(n log k) para concatenar k listas ordenadas numa s6 lista
ordenada, onde n é o nimero total de elementos de todas as listas. Mais precisamente, o algoritmo deve
ter a seguinte entrada e saida:

Entrada: Inteiro n e vetores ordenados Aj, Ao, ..., Ag.
Saida: Vetor ordenado A contendo todos os elementos dos A;’s.



Questao 4 [2 pontos]
Nesta questdo, estamos interessados em &arvores com as seguintes propriedades (chamemos tais arvores
de drvores par-impar):

e se um né u da arvore tem um nimero impar de filhos, entdo todas as subarvores enraizadas nestes
filhos tém no maximo D, /2 nos, onde D, é o nimero de descendentes de u,

e todos os filhos de um vértice com um nimero par de filhos tém um ntimero impar de filhos.

Mostre que a altura de uma arvore par-impar com n nés é O(logn).
[Sugestdo: Mostre que uma arvore par-impar de altura h tem pelo menos oh/2 nos.|

Questao 5 |2 pontos]

Entre n pessoas, uma celebridade é definida como sendo uma pessoa que é conhecida por todos mas
nao conhece ninguém. Descreva um algoritmo que fazendo O(n) perguntas da forma “Vocé conhece z?7”
encontra, se existir, uma celebridade em um grupo com n pessoas.

Questao 6 [2 pontos]
Nesta questao, estamos interessados na complexidade de caso médio de um algoritmo simples.
Entrada: vetores a[l..N] e b[1..N] com entradas 0-1 e um inteiro n < N.
Saida: 1 se existe 1 <4 <n com afi] = b[i] =1 e 0 caso contrario.
aln+1] < 1L;bn+1] - 1;i « 1;
enquanto afi] # 1 ou b[i] # 1 faga i + i+ 1;
se 1 < n devolva 1, sendo devolva 0;
Observe que o algoritmo acima pode ser usado para verificar se dois subconjuntos A e B de [n] =
{1,...,n} tém um elemento comum.
Suponha que cada entrada de a[l..n] e b[1..n] é escolhida ao caso, independentemente, para ser 0

ou 1 com probabilidade 1/2. Mostre que o tempo médio de execugdo do algoritmo acima é O(1).
[Sugestio: 1/(1 —x)?2 =142z +32% +... |

Questao 7 [3 pontos]

Sejam z1,z2,...,Zn € Y1,Y2,--.,Yn duas seqiiéncias numéricas estritamente crescentes. Suponha que
{z1,22,...,zn} N {y1,Y2,...,yn} = 0. Descreva um algoritmo O(logn) para encontrar a mediana do
conjunto {z1,z9,...,Tn} U{y1,%2,.--,Yn}-

(A mediana de um conjunto S de cardinalidade k é o elemento z de S tal que a cardinalidade de
{seS:s<z}e|(k—1)/2].)

[Sugestdo: Compare os elementos do meio de cada vetor.]

Questao 8 |3 pontos|

Nesta questao, estamos interessados em algoritmos de ordenagdo que ordenam uma seqiiéncia arbitra-

ria X = £1,%2,...,Ty, dada em um vetor. Uma operagdo O consiste em permutar os elementos desta
seqiiéncia de acordo com alguma bijecdo o: [n] — [n] de [n] = {1,...,n}, da seguinte forma:
O(X) = Zg(1)sLa(2)s - s Ta(n)- (1)

Por simplicidade, se O satisfaz (1), podemos escrever O, para O. O suporte de uma bije¢do o é o
conjunto dos i tais que (i) # i. Uma transposi¢do é uma bijegdo que tem suporte de cardinalidade 2.



(4)

Argumente que o QUICKSORT permuta os elementos do vetor a ser ordenado através de ope-
racoes O, onde os o sdo sempre transposicoes. Dé um limite superior para o nimero de ope-
racoes O, que sao executadas na fase de particio do QUICKSORT, quando a entrada é um vetor
arbitrario com n elementos.

Dé um limite superior para o ntumero total de operacoes O, que sao executadas pelo QUICKSORT
para ordenar um vetor arbitrario com n elementos.

Suponha que um algoritmo de ordenagdo A,, que ordena vetores com n elementos é baseado nas
operagoes Oy, onde os o pertencem a um conjunto de transposi¢oes T' fixo (em outras palavras,
a unica forma de A, mudar os elementos do vetor dado de posicio é através da aplicacdo das
operagoes O,, com o € T'). Mostre que T' tem pelo menos n — 1 elementos.

Suponha agora que os elementos de T acima nao sdo necessariamente transposi¢coes, mas podem
ser quaisquer permutagoes de [n]. Entretanto, assuma que |T| < n. Mostre que, desde de que n
seja suficientemente grande, o algoritmo A4,, executa pelo menos

t= -
4

operagoes O, (0 € T') para alguma entrada. [Sugestdo: mostre e use o fato de que n! > nln/2] ]



