Exemplos de aplicacao de algebra
booleana

Como ja vimos, o conjunto P(S) juntamente com as operagoes de uniao, intersecgao e complemento de
conjuntos forma uma algebra booleana. Célculo proposicional é outro exemplo de algebra booleana.
Em ambos os casos vimos, por exemplo, a possibilidade de se simplificar expressoes ou entao verificar
a equivaléncia de duas expressoes. Embora os simbolos utilizados nas expressoes sejam diferentes, as
principais operacoes definidas em um tém similar no outro e as regras ou propriedades que valem em
um valem também no outro e vice-versa. A algebra booleana captura, de forma abstrata, a estrutura
em comum entre ambos.

Quando falamos de expressoes, elas envolvem elementos (geralmente denotados por simbolos do nosso
alfabeto). Se pensarmos esses simbolos como incégnitas (varidveis que podem tomar como valor quais-
quer dos elementos da algebra booleana), podemos interpretar essas expressoes como representacao de
funcoes. Se a expressao envolve n simbolos que tomam valor em uma algebra booleana cujo conjunto
de suporte é A, entdao a funcdo é um mapeamento de A™ em A.

A seguir serao introduzidos dois exemplos que ilustram o uso da &lgebra booleana em problemas
praticos. Em particular, a énfase nessas aplicagOes esta justamente nos mapeamentos de A™ em A.

1.1 Circuitos Légicos

Computadores representam e manipulam dados em binario. Um processamento qualquer no compu-
tador pode ser visto como uma enorme caixa preta na qual as entradas e saidas s@o bits (valores 0
ou 1). Imagine, por exemplo, a operacao de adigdo em um computador. Suponha que a = a3 az aj ag
e b = b3 b b1 by sdo dois nimeros de 4 bits a serem somados, nos quais o indice 0 e 3 representam,
respectivamente, os bits menos e mais significativo.

Podemos realizar a adicao desses nimeros da mesma forma que realizamos a adicao na aritmética
usual onde os ntimeros sao representados na base 10. Devemos apenas tomar cuidado com o fato de
que no sistema binario temos apenas dois digitos possiveis, 0 0 e o 1.

Se soubermos como proceder com a adi¢ao para uma coluna de bits (digitos a;, b; e um eventual vai-um
¢; vindo da coluna anterior), entao a operagao de adigao pode ser realizada conforme especificada no
diagrama da figura 1.1. Cada caixa no diagrama corresponde a um somador de bits. Ao se encadear
quatro deles, obtém-se um somador de nimeros de quatro bits.

Visto como uma caixa-preta, o somador apresentado na figura 1.1 possui como entradas os 8 bits (4 de
cada um dos nimeros a serem somados) e um zero que corresponde ao vai-um inicial, e possui como



Figura 1.1: Esquema de um somador de 4 bits.

saidas os bits soma do resultado s = s3 s9 1 9 € um eventual vai-um para a quinta coluna. Nao é dificil
interpretar essa caixa-preta como uma funcao; para cada possivel combinacao de valores de entrada,
ela gera uma saida bem definida. Similarmente, as caixas-pretas menores (ou seja, os somadores de
bits) podem também ser interpretados como fungées. No caso, eles possuem trés entradas e duas
saidas. O seu funcionamento, baseado em nosso conhecimento de aritmética binaria, pode ser descrito
pela seguinte tabela-verdade.

a; b; ¢ | s ciq1
0O 0O O0]0 O
0O 0 11 O
O 1 011 O
0O 1 110 1
1 0 o011 O
1 0 1]0 1
1 1 0|0 1
1 1 1|1 1

E possivel expressarmos s; e ¢;1-1 em termos de a;, b; e ¢; 7 Observe que, no caso do calculo proposicio-
nal, nés aprendemos como gerar tabelas-verdade a partir de uma expressao. Aqui temos um problema
inverso: dada uma tabela-verdade, qual é a expressao que a gerou ? Sempre existe tal expressao? Ela
é Unica?

Uma vez que os tinicos valores que as varidveis podem tomar sdo 0 ou 1, a igualdade @; b; ¢; = 1, por
exemplo, s6 ocorre se e somente se a; = 0, b; =0 e ¢; = 1. Assim, podemos escrever

si=a; bjc; +a; b;¢; + a; b;¢; + a; b; ¢;

Cit1 =aibjci+a;bici+a;b;c; +a;bic

Em problemas reais, desejamos realizar (implementar) essas fungoes fisicamente. Considere dispositi-
vos como os mostrados na figura 1.2, que recebem sinais de entrada a esquerda e produzem sinais de
saida a direita.
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Figura 1.2: Representacao grafica de algumas portas légicas.



Suponha que nestes dispositivos tanto as entradas como as saidas tomam apenas o valor 0 (zero) ou 1
(um). A relagao entrada-saida desses dispositivos esta descrita a seguir, onde x,z2 € {0,1} denotam
entradas. Por exemplo, a saida da porta E é denotada por x1 z9 e toma valor 1 se e somente se 1 = 1
exyg=1.

E ouU NAO | XOR | NAO-E | NAO-OU
Ty X2 || T1T2 | T1 + T2 T r1 Dre | T1x2 T1 + X2
0 O 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 1 0
1 0 0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 0 0 0 0

Estes dispositivos (portas e inversores) podem ser interconectados. A rede resultante é denominada
circuito. Por exemplo, a figura 1.3 mostra um circuito com trés inversores e uma porta E.

B%T: f'

Figura 1.3: Um circuito simples.

A relagdo entrada-saida deste circuito é mostrada na tabela a seguir:

saida
AB | f(AB) — 4B

= O O

B
0
1
0
1
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o~ o~

0
1
1
1

oo o=

A esta altura ja é possivel percebermos que a relacdo entrada-saida de um circuito descreve uma
funcao. Por exemplo, no caso do circuto acima, a saida pode ser expressa como f(A, B) para indicar
que o valor da saida depende das duas entradas A e B que podem ser vistas como varidveis. Neste
sentido, cada linha das tabelas acima corresponde a uma das possiveis atribuicoes de valor as variaveis
de entrada do circuito. Além disso, a saida pode ser caracterizada por uma expressao, justamente

aquela que aparece no cabegalho das colunas. Assim no circuito acima, f(A, B) = A B. Dizemos que
um circuito realiza uma funcao.

Se vocé for um leitor atento, ji deve ter percebido que f(A, B) = AB = A + B. Em outras palavras,
uma mesma fungao pode ser representada por diferentes expressoes. Ou ainda, visto por outro angulo,
diferentes circuitos tém um mesmo comportamento. Quando dois circuitos realizam uma mesma
fungao eles sao ditos equivalentes.

Retomando o exemplo do somador, como seria a realizacao das funcoes s; e ¢;7 Note que, se utilizarmos
dispositivos como os mostrados na figura 1.2, entao cada termo produto pode ser realizado com duas
portas E (pois todos eles envolvem duas operagoes de produto) e cada operacao de adigao pode ser
realizado por uma porta OU. Além disso, sdo necessarios varios inversores.



Uma pergunta natural é se existe uma realizagdo “mais econémica”, ou seja um circuito equivalente
que utiliza um menor numero de dispositivos. Uma abordagem para se obter tal realizacao pode
ser baseada na simplificacdo das expressoes originais; simplificacdo no sentido de obter expressoes
equivalentes com menor nimero de operagoes e simbolos que aparecem na expressao.

Uma possivel solugao que utiliza apenas 4 dispositivos é mostrada na figura 1.4. A verificagdo de que
o circuito é realmente uma realizacao das funcoes s; e ¢;11 serd deixada como exercicio.
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Figura 1.4: Esquema de um somador de bits.

Podemos agora listar algumas questoes interessantes relacionadas ao projeto de circuitos logicos:

e Quais fungoes podem ser realizadas por um circuito?
e Como verificar se dois circuitos sao equivalentes?

Dada uma funcao realizdvel, qual a realizagdo que utiliza o menor ntimero de dispositivos?

Dado um circuito, existe circuito equivalente e mais simples?

Se nos restringirmos ao uso de determinados tipos de porta apenas (e nao todos), quais tipos de
funcoes sao realizaveis?

e Como otimizar o compartilhamento de subcircuitos?

Espera-se que essas perguntas sejam respondidas ao longo do semestre.

1.2 Processamento de imagens binarias

Seja E = Z? o plano dos ntimeros inteiros. Uma funcdo f : E — {0,1,2,...,k—1} define uma imagem
digital monocromatica (em tons de cinza) com k niveis (ou tons) de cinza. Se o contradominio da
funcdo f possui apenas dois valores, entao f define uma imagem bindria. Cada elemento (z,y) € E
corresponde a um ponto (ou pixel) da imagem e o valor da funcao f(z,y) é o nivel de cinza da imagem
nesse ponto. Tipicamente, em uma imagem em niveis de cinza utilizam-se 256 tons (de 0 a 255,
justamente os nimeros que podem ser armazenados em um byte). Em geral, o 0 corresponde ao preto
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e 0 255 ao branco. Numa imagem bindria é comum a utilizagado dos valores 0 e 1 (ou, as vezes, 0 e
255).

Neste texto, estamos interessados apenas em imagens bindrias e vamos supor que os valores das
imagens sao 0 ou 1. Pontos com valor 0 serdao denominados background (fundo) enquanto os de valor
1 serdo denominados foreground (objeto, componente).

1.2.1 Imagens Binarias e Conjuntos

Seja f : E — {0,1} uma imagem binaria. Entao, podemos definir um conjunto Sy = {x € E: f(x) =
1}. Obviamente Sy C E. Por outro lado, dado um conjunto S C E, a funcao indicadora de S é
definida por, Vx € E,

lg(z)=1l<=z€S. (1.1)

Pode-se mostrar que 1g, = f e S = 515. Em outras palavras, uma fungao bindria define um conjunto
e a fungao indicadora deste conjunto é a prépria fungao.

1.2.2 Operadores de Imagens Bindarias

Seja {0, 1}¥ o conjunto de todas as imagens binarias definidas em E. Um mapeamento ¥ : {0,1}¥ —
{0, 1}E é um operador de imagens binarias, ou seja, um mapeamento que leva imagens bindrias em
imagens bindrias.

Uma vez que imagens bindrias em E podem ser entendidos como subconjuntos de F, operadores
de imagens binarias podem ser pensadas como mapeamentos do tipo ¥ : P(E) — P(FE), ou seja,
mapeamentos que levam subconjuntos de E' em subconjuntos de E.

Do ponto de vista pratico, tratar mapeamentos do tipo ¥ : P(E) — P(E), mesmo que E seja finito,
nao é viavel. Na pratica, utilizam-se mapeamentos que podem ser caracterizados por uma funcao
local. Para descrever tais mapeamentos, precisamos introduzir algumas notagoes.

A origem de E é denotada por o e a operacao usual de adicdo em FE por +. O translado de um
conjunto S C E por z € E é denotado S, e definido por S, = {z + z : x € S}. O transposto de S é
denotado S e definido por S = {z € E: —z € S}.

Seja W C FE, um subconjunto especial a ser denominado de janela, tal que o € W. Agora imagine
a janela sendo deslizada sobre uma imagem binaria S. A cada ponto x € E, podemos considerar
o subconjunto S N W,. Se este subconjunto for transladado para a origem, temos o subconjunto
(SNWy)—p = (S-x N W) C W. Portanto, podemos considerar uma fungao binéria do tipo ¥ :
P(W) — {0,1} e em seguida definir:

U(S)={z e E:y(S_,NnW)=1}

Como os elementos do dominio da fungdo ¢ sdo subconjuntos de W, podemos associar uma varidvel
binéria z; a cada ponto de w; € W, i = 1,2,...,n (onde n é o tamanho da janela W). Para cada
x € E, podemos entao considerar x; = 1 <= w; € (S_, NW).

Resumindo, fungoées bindrias do tipo f : {0,1}™ — {0,1} definem um conjunto de mapeamentos de
imagens bindrias, localmente definidos por uma janela W com n pontos. A figura 1.5 mostra a imagem
S, a imagem transformada I, e os subconjuntos (padrdes) observados em dois pontos de S e os seus
respectivos valores de saida.
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Figura 1.5: Ilustragdo de um operador localmente definido.

1.2.3 Como projetar um operador de imagens binarias

Em problemas de processamento de imagens desejamos transformar imagens de forma a obter efeitos
de interesse como eliminagao de ruido, correcao de distorcoes, segmentacao de certos objetos. etc.

Muitos desses efeitos podem ser obtidos com operadores localmente defindos, descritos acima. Por
exemplo, suponha que desejamos encontrar os contornos (internos) de um objeto. Na figura 1.6 mostra
um exemplo.

0 @

0 0

Figura 1.6: Imagem de entrada e imagem com o respectivo contorno.

Para determinar o operador que realiza tal mapeamento, podemos construir uma tabela-verdade, cuja
coluna da esquerda contém todos os possiveis padroes observaveis dentro de uma janela 3 x 3 e a
coluna da direita contém o valor desejado como saida (esse valor serd 1 se o ponto correspondente ao
centro da janela é um ponto que corresponde a contorno e 0 caso contrario). Ao se aplicar a funcao
correspondente a essa tabela em todos os pontos da imagem, obtém-se como resultado a imagem com
os contornos.

A abordagem descrita pressupoe que o projetista conhece o comportamento do operador. Na maioria
dos casos, no entanto, a realidade é outra. Por exemplo, o problema de reconhecer caracteres “a”
em uma imagem de uma pagina de livro demandaria um trabalho demasiadamente arduo se fosse
realizada da forma descrita acima. Isso pode ser contornado utilizando-se técnicas de aprendizado
computacional: exemplos de imagens entrada-saida sao preparados manualmente e alimentam um
sistema computacional que se encarregard da tarefa de construir a tal tabela-verdade. O desafio do
sistema computacional, no entanto, nao termina aqui. Em geral, a tabela-verdade construida assim
¢ incompleta e também pode conter contradi¢oes (ou seja, um padrao sendo mapeado para 0 e para
1). Resolver essas contradi¢oes e também definir os valores de saida para os padroes que nao foram
observados constituem alvo de estudo de técnicas de aprendizado computacional.

No contexto de processamento de imagens bindrias, algumas questoes interessantes sao:

e qual deve ser o tamanho da janela W (ou seja, quantas varidveis devem ser consideradas na
fungao booleana)?



e uma vez determinado o operador (fungao booleana), qual é a representacao que permite avaliagao
do seu valor para uma determinada entrada?

e uma seqiiéncia de processamentos pode ser reduzida a um tnico processamento e vice-versa?

Essas perguntas nao serao respondidas durante o semestre. Aqueles que tiverem interesse pelo assunto
podem falar com a autora deste texto.
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