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Pir âmides de Imagens

Daniel Andr�e Vaquero
daniel@vision.ime.usp.br

Orientador: Prof. Dr. Junior Barrera
jb@ime.usp.br

Mestrado em Ciência da Computa�c~ao
Instituto de Matem�atica e Estat��stica

Universidade de S~ao Paulo

08 de dezembro de 2004

Resumo
Em Vis~ao Computacional e Processamento de Imagens, uma dast�ecnicas bastante

utilizadas para realizar a decomposi�c~ao de uma imagem em diferentes n��veis de resolu�c~ao
consiste na cria�c~ao de umapirâmide de imagens. Neste trabalho �e apresentada a teoria de
pirâmides, acompanhada por diversos exemplos de decomposi�c~oes piramidais e suas propri-
edades. Algumas aplica�c~oes que utilizam estruturas piramidais s~ao brevemente discutidas,
entre elas o projeto de classi�cadores multiresolu�c~ao, que constitui parte da pesquisa em
que estamos trabalhando no mestrado.
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1 Introdu�c~ao

Ao olharmos para uma imagem, em geral observamos regi~oes detexturas, cores ou n��veis de
cinza similares, que se combinam para formar objetos. Se os objetos s~ao pequenos ou possuem
baixo contraste, pode ser necess�ario examin�a-los em altaresolu�c~ao; se eles s~ao grandes ou
possuem alto contraste, uma vis~ao mais grosseira �e su�ciente. Se ambos os tipos de objetos
aparecem em uma imagem, pode ser vantajoso analis�a-los em m�ultiplas resolu�c~oes [9]. A
mudan�ca de resolu�c~ao tamb�em pode levar �a cria�c~ao, elimina�c~ao ou fus~ao de caracter��sticas da
imagem. Isto serve como motiva�c~ao para um importante paradigma em vis~ao computacional
e processamento de imagens: o processamento multiresolu�c~ao. Al�em disso, h�a evidências de
que o sistema visual humano processa informa�c~ao visual deforma multiresolu�c~ao [3], sensores
podem fornecer dados em v�arias resolu�c~oes, e algoritmosmultiresolu�c~ao para processamento
de imagens oferecem vantagens do ponto de vista computacional e em geral s~ao robustos.

Esta monogra�a apresenta o assunto estudado neste semestrecomo conte�udo da disciplina
MAC5701: pirâmides de imagens. As pirâmides constituem um mecanismo bastante utilizado
para realizar a decomposi�c~ao de uma imagem em diferentes n��veis de resolu�c~ao. Muitas vezes
tamb�em �e interessante estudar o caso de sinais unidimensionais; desta forma, em v�arios dos
exemplos apresentaremos as decomposi�c~oes tanto no caso de sinais unidimensionais quanto
no caso de imagens (sinais bidimensionais).

Este texto est�a organizado da seguinte forma. Inicialmente, na Se�c~ao 2 �e feita uma breve
revis~ao de Morfologia Matem�atica, teoria cujos conceitos s~ao empregados nas partes sub-
seq•uentes do texto. Al�em disso, de�nimos a nota�c~ao que ser�a utilizada. Em seguida, na Se�c~ao
3 �e apresentado o conceito de pirâmide de imagens, e a Se�c~ao 4 mostra numerosos exemplos
de decomposi�c~oes piramidais e suas propriedades. Algunsexemplos de aplica�c~ao de pirâmides
em processamento de imagens e vis~ao computacional s~ao ent~ao apresentados na Se�c~ao 5, e,
�nalmente, na Se�c~ao 6 s~ao expostas algumas considera�c~oes sobre o assunto e sua rela�c~ao com
a pesquisa em que estamos trabalhando no mestrado. O Apêndice A descreve as atividades
realizadas, comparando-as com o plano de estudos da disciplina.

2 Fundamentos e nota�c~ao

Nesta se�c~ao, exibiremos alguns conceitos b�asicos e resultados da teoria de Morfologia Ma-
tem�atica, e de�niremos a nota�c~ao que ser�a utilizada. Tais conceitos ser~ao importantes para a
compreens~ao do texto, visto que grande parte das pirâmides que foram estudadas s~ao cons-
tru��das usando operadores morfol�ogicos. Informalmente, em processamento de imagens po-
demos entender os operadores morfol�ogicos como transforma�c~oes cujos resultados dependem
de como a forma de um dado conjunto, conhecido como elemento estruturante, relaciona-se
com as formas dos objetos presentes na imagem. Para uma discuss~ao mais detalhada, o leitor
pode consultar [32, 14, 33].

Um conjunto L munido de uma ordem parcial� �e um reticulado completose todo subcon-
junto K de L tem um supremo(menor limitante superior)

W
K e um��n�mo (maior limitante
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inferior)
V

K. Dizemos queL �e uma cadeia completaseL for um reticulado completo em que
x � y ou y � x para todo par x, y 2 L . Um exemplo simples de cadeia completa �e o conjunto
R = R [ f�1 ; 1g com a ordena�c~ao usual dos n�umeros reais. SeT �e um reticulado completo
e E �e um conjunto n~ao vazio, o conjunto Fun(E; T ) = T E que inclui todas as fun�c~oes deE
em T �e um reticulado completo de acordo com a ordena�c~ao pontual

x � y sex(p) � y(p), 8p 2 E, x, y 2 Fun(E; T ): (2.1)

Utilizaremos a nota�c~ao Fun(E; T ) para representar os sinais cujo dom��nio �e E e cujos
valores est~ao emT . O menor elemento deT (

V
T ) �e denotado por ? , e o maior elemento de

T (
W

T ) �e denotado por > .
Ao considerarmos sinais d-dimensionais, estamos interessados no caso em queE �e o espa�co

discreto Zd de dimens~aod. Dado um sinal x 2 Fun(Zd; T ) e um vetor k = ( k1; k2; : : : ; kd) 2
Zd, de�nimos o operador de transla�c~ao� = � (k1 ;k2 ;:::;k d ) como

� (x)(n) = � (x)(n1; n2; : : : ; nd) = x(n1 � k1; n2 � k2; : : : ; nd � kd) = x(n � k), n; k 2 Zd: (2.2)

Dado um mapeamento : Fun(Zd; T ) ! Fun(Zd; T ), dizemos que �e invariante por
transla�c~ao se

 � = �  ; (2.3)

para todo operador de transla�c~ao� .
Dois operadores morfol�ogicos b�asicos emFun(Zd; T ) s~ao adilata�c~ao � A e a eros~ao"A :

� A (x)(n) = ( x � A)(n) =
_

k2 A

x(n � k) (2.4)

"A (x)(n) = ( x 	 A)(n) =
^

k2 A

x(n + k) (2.5)

Onde A � Zd �e um conjunto denominado elemento estruturante. Ao considerarmos sinais
bin�arios, a representa�c~ao destes por fun�c~oes deE em f 0; 1g �e equivalente �a representa�c~ao por
subconjuntos deE [1]. Neste caso, a dilata�c~ao e a eros~ao s~ao equivalentes�a adi�c~ao [26] e �a
subtra�c~ao de Minkowski [13], de onde vem o uso da nota�c~ao� e 	 . Se b �e uma fun�c~ao de
dom��nio em A e imagem emT , podemos estender a de�ni�c~ao de� A e "A para

� A (x)(n) = ( x � A)(n) =
_

k2 A

x(n � k) u b(k) (2.6)

"A (x)(n) = ( x 	 A)(n) =
^

k2 A

x(n + k) _� b(k) (2.7)
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Onde

t u v =

8
>><

>>:

? set = ? ,
? set > ? e t + v � ? ,
t + v set > ? e ? � t + v � > ,
> set > ? e t + v � > .

(2.8)

t _� v =

8
>><

>>:

? set < > e t � v � ? ,
t � v set < > e ? � t � v � > ,
> set < > e t � v > > ,
> set = > .

(2.9)

e ? e > s~ao, respectivamente, o menor e o maior elemento deT . Neste caso, dizemos que
A �e um elemento estruturante n~ao-
at . Existe uma rela�c~ao importante entre as eros~oes e as
dilata�c~oes:

y � A � x , y � x 	 A, x; y 2 Fun(Zd; T ): (2.10)

Esta rela�c~ao �e conhecida comoadjun�c~ao e �e um ponto fundamental no arcabou�co de reticulados
completosda Morfologia Matem�atica [14].

De�ni�c~ao 2.1 Sejam L e M reticulados completos, e considere dois operadores" : L ! M
e � : M ! L . Dizemos que("; � ) constitui uma adjun�c~ao entre L e M se

� (y) � x , y � " (x), x 2 L , y 2 M : (2.11)

Se ("; � ) forma uma adjun�c~ao entre L e M , ent~ao " satisfaz a propriedade

"(
^

i 2 I

x i ) =
^

i 2 I

" (x i ), (2.12)

para qualquer fam��lia de sinais f x i j i 2 I g � L , ondeI �e um conjunto de ��ndices. O operador
� tem a propriedade dual

� (
_

i 2 I

yi ) =
_

i 2 I

� (yi ), (2.13)

para qualquer fam��lia de sinais f yi j i 2 I g � M (I �e um conjunto de ��ndices). Em particular,
temos como conseq•uência que" e � s~ao operadores crescentes (dizemos que um operador �e
crescentese para todox; y com x � y ent~ao  (x) �  (y)). Um operador " que satisfaz (2.12)
�e chamado de eros~ao, enquanto um operador� que satisfaz (2.13) �e chamado dedilata�c~ao.
O operador identidade emL �e denotado por id. Se  �e um operador de�nido de L em L ,
ent~ao adotaremos a conven�c~ao 0 = id e denotaremos por j , para j > 0 a composi�c~ao de
operadores � � �  (j vezes). A imagem de ser�a denotada porRan( ). A seguinte proposi�c~ao
�e v�alida:
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Proposi�c~ao 2.2 Seja ("; � ) uma adjun�c~ao entre dois reticulados completosL e M . Ent~ao
valem as seguintes rela�c~oes:

"�" = " e �"� = � (2.14)

"� � id e �" � id: (2.15)

Um operador � sobre um reticulado completoL �e uma nega�c~ao se for uma bije�c~ao que
inverte a ordena�c~ao (isto �e, x � y , � (y) � � (x)) tal que � 2 = id. Por exemplo, para todox 2
Fun(E; T ), � (x) = � x, seT = R, enquanto � (x) = N � 1� x, seT = f 0; 1; : : : ; N � 1g. Sejam
L e M dois reticulados completos cujas nega�c~oes s~ao� L e � M , respectivamente. Podemos
associar a um operador : L ! M o operador dual  � = � M  � L . Se ("; � ) �e uma adjun�c~ao
entre reticulados completosL e M , e se ambos os reticulados possu��rem uma opera�c~ao de
nega�c~ao, ent~ao o par (� � ; " � ) forma uma adjun�c~ao entre M e L .

De�ni�c~ao 2.3 Seja  : L ! L um operador que mapeia o reticuladoL sobre ele mesmo.

(a) Dizemos que �e idempotente se 2 =  .

(b) Se  �e crescente e idempotente, ent~ao �e um �ltro.

(c) Um �ltro  que satisfaz � id (isto �e,  �e anti-extensivo) �e uma abertura.

(d) Um �ltro  que satisfaz � id (isto �e,  �e extensivo) �e um fechamento.

Proposi�c~ao 2.4 Seja ("; � ) uma adjun�c~ao entre dois reticulados completosL e M . Ent~ao,
"� �e um fechamento sobreM e �" �e uma abertura sobre L .

Pela propriedade 2.10, o par ("A ; � A ), dado por (2.4) e (2.5) constitui uma adjun�c~ao em
Fun(Zd; T ). Portanto, a composi�c~ao � A = � A "A �e uma abertura, e a composi�c~ao� A = "A � A

�e um fechamento, de acordo com a De�ni�c~ao 2.3. Os operadores � A e � A s~ao chamados de
abertura e fechamentopelo elemento estruturanteA. Usaremos a seguinte nota�c~ao:

� A (x) = x � A (2.16)

� A (x) = x � A (2.17)

Na pr�atica, ao trabalharmos com imagens digitais consideramos o reticuladoFun(E; T )
munido da ordena�c~ao pontual, onde o conjuntoE �e um subconjunto �nito de Z2; em geral,
E �e uma grade retangular. O conjunto T representa o intervalo de valores que os pixels de
uma imagem podem assumir. Por exemplo, em imagens bin�ariasT = f 0; 1g, e em imagens
em n��veis de cinza T = f 0; : : : ; N � 1g, onde N �e o n�umero de diferentes n��veis de cinza que
a imagem pode ter (em geral,N = 2 k ).
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3 Pirâmides de imagens

Em processamento de sinais, o conceito deresolu�c~ao �e fundamental e pode ser de�nido de
formas diferentes dependendo da aplica�c~ao sendo estudada [38]. No decorrer deste texto, �e
su�ciente supor que a resolu�c~ao espacial de uma imagem digital �e o n�umero de pixels desta, e
que a resolu�c~ao em profundidade �e o n�umero de bits utilizado para representar os valores de
um pixel da imagem [8].

Ao analisar uma imagem, �as vezes pode ser �util fazermos umadecomposi�c~ao desta em
partes separadas de modo que n~ao haja perda de informa�c~ao. A teoria de pirâmides provê
maneiras de realizar a decomposi�c~ao de imagens em m�ultiplos n��veis de resolu�c~ao [11].

Considere uma cole�c~ao de representa�c~oes de uma imagem em resolu�c~oes espaciais distin-
tas, empilhadas uma sobre a outra, com a imagem de maior resolu�c~ao na base da pilha e
as imagens subseq•uentes aparecendo sobre ela em ordem decrescente de resolu�c~ao. Isto gera
uma estrutura semelhante a uma pirâmide, como pode ser visto na Figura 1. O procedimento
tradicional para obten�c~ao de uma imagem de menor resolu�c~ao consiste em realizar uma �ltra-
gem passa-baixas seguida por uma amostragem [19]. Em [12, 11, 10, 15], Goutsias e Heijmans
apresentam o conceito de pirâmide sob um enfoque mais formal, que reproduzimos abaixo.
Esta formaliza�c~ao vale para sinais de dimens~oes arbitr�arias.

Figura 1: Estrutura piramidal (adaptado de [38])

Suponha que temos uma seq•uência de espa�cos de sinaisV0; V1; V2; : : : e uma seq•uência
de espa�cos de sinaisW1; W2; : : : tais que o dom��nio dos sinais emWj +1 �e igual ao dom��nio
dos sinais emVj , para j � 0. Suponha tamb�em que para cadaj � 0 temos operadores
 "

j : Vj ! Vj +1 , ! "
j : Vj ! Wj +1 e 	 #

j : Vj +1 � Wj +1 ! Vj . Estes operadores devem ser tais
que 	 #

j (x; y) =  #
j (x)+ y, para x 2 Vj +1 e y 2 Wj +1 , e  #

j : Vj +1 ! Vj �e um operador escolhido
de modo que a condi�c~ao de reconstru�c~ao perfeita seja satisfeita: 	 #

j ( 
"
j (x); ! "

j (x)) = x, para
x 2 Vj ; ou seja, #

j  "
j (x) + ! "

j (x) = x. Ent~ao, ! "
j (x) = x �  #

j  "
j (x).
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Os operadores "
j e ! "

j s~ao chamados deoperadores de an�alise, e os operadores 	#j e  #
j

s~ao denominadosoperadores de s��ntese. Um sinal x j 2 Vj pode ser decomposto em sinais
x j +1 2 Vj +1 e yj +1 2 Wj +1 atrav�es da aplica�c~ao dos operadores de an�alise, e a condi�c~ao
de reconstru�c~ao perfeita garante que o sinal originalx j pode ser reconstru��do sem perda
de informa�c~ao a partir dos sinais x j +1 e yj +1 usando os operadores de s��ntese. Podemos
interpretar x j +1 como uma aproxima�c~ao ou simpli�ca�c~ao do sinal x j , de modo quex j +1

herda muitas das propriedades dex j . O sinal yj +1 pode ser visto como um sinal de detalhe ou
erro, que cont�em (pelo menos) a informa�c~ao descartada para obter tal simpli�ca�c~ao. O sinal
de detalhe �e necess�ario para obtermos a reconstru�c~ao perfeita de x j , pois a transforma�c~ao
de x j para x j +1 em geral implica em perda de informa�c~ao, o que faz com que a opera�c~ao
 #

j (x j +1 ) resulte apenas em uma aproxima�c~ao dex j em Vj , denotada por x̂ j .
A decomposi�c~ao de um sinal de entradax0 2 V0 em diversas resolu�c~oes �e dada por:

x j +1 =  "
j (x j ) 2 Vj +1 (3.1)

yj +1 = x j �  #
j (x j +1 ) 2 Wj +1 (3.2)

com j = 0 ; 1; : : : ; k � 1. Tal processo �e denominadotransforma�c~ao pirâmide de x0. A decom-
posi�c~ao pode ser feita recursivamente:

x0 ! f x1; y1g ! f x2; y2; y1g ! � � � ! f xk ; yk ; yk� 1; : : : ; y1g (3.3)

A reconstru�c~ao perfeita do sinal x0 a partir dos sinais xk e y1; y2; : : : ; yk �e dada pelo
seguinte esquema recursivo de s��ntese:

x j = 	 #
j (x j +1 ; yj +1 ) =  #

j (x j +1 ) + yj +1 , j = k � 1; k � 2; : : : ; 0 (3.4)

Tal processo �e denominadotransforma�c~ao pirâmide inversa. A Figura 2 mostra de forma
esquem�atica três n��veis da transforma�c~ao pirâmide e de sua inversa.

Seja  ̂ i;j =  #
i  #

i +1 � � �  #
j � 1 "

j � 1 "
j � 2 � � �  "

i , j > i o operador de aproxima�c~ao. De�na

V (j )
i = Ran( ̂ i;j ). �E desej�avel que

V (j )
i � V (j � 1)

i � Vi , j > i + 1 (3.5)

Assim, o operador  ̂ i;j mapeia o espa�co de sinaisVi em subespa�cos aninhados� � � �

V (i +2)
i � V (i +1)

i � Vi , com cada subespa�coV (j )
i contendo todas as \aproxima�c~oes do n��vel j"

(j > i ) dos sinais emVi . �E poss��vel mostrar que (3.5) �e satisfeita se assumirmos que

 "
j  #

j = id em Vj +1 : (3.6)

A condi�c~ao 3.6 �e denominada condi�c~ao de pirâmide, e exerce papel importante nas decom-
posi�c~oes piramidais. Considere as condi�c~oes:

1.  "
j �e sobrejetor

8



(a)

(b)

Figura 2: (a) Transforma�c~ao pirâmide; (b) Transforma�c ~ao pirâmide inversa [11]

2.  #
j �e injetor

3.  "
j  #

j  "
j =  "

j

4.  #
j  "

j  #
j =  #

j

5.  #
j  "

j �e idempotente, isto �e,  #
j  "

j  #
j  "

j =  #
j  "

j

Em [11], os autores mostraram que estas cinco condi�c~oes s~ao satisfeitas se e somente se a
condi�c~ao de pirâmide �e satisfeita.

O processo deamostragemde uma imagem consiste em gerar uma nova imagem composta
por um subconjunto dos pixels da imagem original. Na pr�atica, o tipo mais utilizado de
amostragem substitui os pixels (2m; 2n), (2m + 1 ; 2n), (2m; 2n + 1) e (2m + 1 ; 2n + 1) da
imagem original por um �unico pixel ( m; n) na imagem de sa��da. Tal processo �e conhecido como
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amostragem di�adica [38]. Assim, o n�umero de pixels da imagem resultante �e aproximadamente
um quarto do n�umero de pixels da imagem original.

A formula�c~ao tradicional de pirâmides de imagens consiste em, a cada n��vel da pirâmide,
realizar uma �ltragem passa-baixas seguida de amostragem di�adica [19]. Por�em, vale ressal-
tar que algumas decomposi�c~oes que realizam amostragem deoutras maneiras, ou mesmo n~ao
incluem amostragem tamb�em podem ser modeladas de acordo com a teoria apresentada por
Goutsias e Heijmans. Por exemplo, os operadores de an�alisee s��ntese das decomposi�c~oes a
partir de granulometrias (Se�c~ao 4.3) n~ao alteram o n�umero de amostras de dados do sinal (a
resolu�c~ao das imagens n~ao muda). Assim, a decomposi�c~ao obtida �e considerada uma decom-
posi�c~aomulti-escala, embora n~ao sejamultiresolu�c~ao (sugerimos que o leitor consulte [22] para
uma discuss~ao detalhada sobre as diferen�cas entre os termos multi-escala e multiresolu�c~ao).
Por�em, a menos que seja especi�cado em contr�ario, iremos nos referir �as pirâmides como sendo
decomposi�c~oes que envolvem uma etapa de amostragem di�adica. Algoritmos multiresolu�c~ao
podem tirar proveito do fato de que o volume de dados �e reduzido em cada n��vel da pirâmide,
permitindo que implementa�c~oes e�cientes possam ser realizadas [19].

A representa�c~ao de uma imagem ou sinal por meio de uma estrutura piramidal �e consi-
derada redundante, pois sem a utiliza�c~ao de nenhum m�etodo de compress~ao a quantidade de
mem�oria necess�aria para armazenar os sinaisxk e y1; y2; : : : ; yk �e maior que a necess�aria para
armazenar o sinal originalx0. Isto �e uma conseq•uência do fato de que, para cadaj , o dom��nio
dos sinais emWj +1 �e igual ao dom��nio dos sinais em Vj .

No restante deste texto, denotaremos porpirâmide uma seq•uência de imagens ou sinais
gerada atrav�es de um conjunto de operadores de an�alise e s��ntese. Quando n~ao houver con-
fus~ao, utilizaremos o mesmo termo para indicar o conjunto de operadores que de�ne uma
decomposi�c~ao piramidal.

Se os operadores que de�nem uma pirâmide forem lineares, tal pirâmide �e uma pirâmide
linear. Da mesma forma, se a decomposi�c~ao �e feita utilizando operadores n~ao-lineares, temos
uma pirâmide n~ao-linear. As pirâmides morfol�ogicas, que utilizam operadores da Morfologia
Matem�atica, s~ao casos particulares de pirâmides n~ao-lineares.

3.1 Nota sobre os operadores de adi�c~ao e subtra�c~ao

A escolha dos operadores de adi�c~ao e subtra�c~ao entre sinais depende da aplica�c~ao que temos
em m~aos [11]. Abaixo, mostramos três alternativas em que acondi�c~ao de reconstru�c~ao perfeita
�e v�alida. Nos três casos, supomos que os sinais est~ao emFun(E; T ), para algum conjunto de
n��veis de cinza T . Desta forma, �e su�ciente de�nir opera�c~oes de adi�c~ao esubtra�c~ao em T .

1. Suponha queT � R e sejaT 0 = f t � s j t; s 2 T g. De�nimos o operador de subtra�c~ao
(t; s) ! t � s de T � T ! T 0, e o operador de adi�c~ao como a adi�c~ao usual.

2. Suponha queT �e um reticulado completo. Se o sinal de aproxima�c~ao ^x sempre satisfaz
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x̂ � x ponto a ponto, ent~ao podemos de�nir

t � s =
�

t; set > s
? ; set = s

(3.7)

t + s = t _ s: (3.8)

onde ? �e o menor elemento deT .

3. Suponha queT = f 0; 1; : : : ; N � 1g. De�na as opera�c~oes de adi�c~ao e subtra�c~ao como a
adi�c~ao e a subtra�c~ao no grupo abelianoZN , isto �e, a soma e a subtra�c~aom�odulo N . Note
que no caso em queT = f 0; 1g (imagens bin�arias), as opera�c~oes de adi�c~ao e subtra�c~ao
correspondem ao operador \ou exclusivo" (XOR).

4 Exemplos

Nesta se�c~ao, veremos alguns exemplos de decomposi�c~oesencontradas na literatura. A maior
parte dos exemplos pode ser encontrada no trabalho de Goutsias e Heijmans [12, 11, 10, 15],
que inclui diversos exemplos de pirâmides de imagens.

4.1 Pirâmide usando amostragem di�adica simples

Suponha que os espa�cos de sinais s~ao tais queVj = Fun(E; T ), onde E � Zd e T �e um
conjunto arbitr�ario, e seja t um elemento �xo de T . Considere os operadores� " : Vj ! Vj +1

e � #
t : Vj +1 ! Vj :

� " (x)(n) = x(2n) (4.1)

� #
t (x)(2n) = x(n) e � #

t (x)(m) = t, sem =2 2Zd (4.2)

onde 2Zd denota os vetores deZd cujas coordenadas s~ao pares. A decomposi�c~ao cujos opera-
dores de an�alise e s��ntese s~ao " = � " e  # = � #

t (os operadores s~ao os mesmos em todos os
n��veis) �e uma pirâmide v�alida [11].

SeT for um espa�co linear, ent~ao� " e � #
0 s~ao operadores lineares. SeT for um reticulado

completo, ent~ao (� " ; � #
? ) e (� #

> ; � " ), onde ? e > s~ao, respectivamente, o maior elemento e o
menor elemento deT , s~ao adjun�c~oes emFun(Zd; T ).

4.2 Pirâmide de Burt-Adelson

Em [4], Burt e Adelson propuseram uma estrutura piramidal emque os operadores de an�alise
s~ao compostos por duas etapas:

� �ltragem passa-baixas usando uma m�ascara de tamanho 5� 5 cujo formato �e similar ao
da distribui�c~ao Gaussiana de probabilidade, com o objetivo de eliminar altas freq•uências;
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� amostragem di�adica.

Ou seja,

 " (x)(m; n) =
2X

i = � 2

2X

j = � 2

w(i; j )x(2m + i; 2n + j ) (4.3)

Onde w �e o kernel da convolu�c~ao. Por simplicidade, podemos supor quew �e separ�avel, isto
�e, w(i; j ) = ŵ(i )ŵ(j ), onde ŵ �e uma m�ascara unidimensional de tamanho 5. ŵ deve respeitar
as seguintes restri�c~oes:

� ŵ �e normalizada, ou seja,
P 2

i = � 2 ŵ(i ) = 1;

� ŵ �e sim�etrica, isto �e, ŵ(i ) = ŵ(� i ) para i = 0 ; 1; 2;

� Sejam ŵ(0) = a, ŵ(� 1) = ŵ(1) = b e ŵ(� 2) = ŵ(2) = c. A condi�c~ao de igual
contribui�c~ao requer quea + 2c = 2b.

As três restri�c~oes s~ao satisfeitas quando ^w(0) = a, ŵ(� 1) = ŵ(1) = 1
4 e ŵ(� 2) = ŵ(2) =

1
4 � a

2 . A Figura 3 mostra as fun�c~oes equivalentes �as m�ascaras obtidas para alguns valores de
a.

Figura 3: Fun�c~oes equivalentes �as m�ascaras [4]

A opera�c~ao de s��ntese �e feita por interpola�c~ao e �ltra gem. O operador �e dado por:
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 #(x)(m; n) = 4
2X

i = � 2

2X

j = � 2

w(i; j )x(
m � i

2
;
n � j

2
); (4.4)

onde apenas os termos em quem� i
2 e n� j

2 s~ao inteiros s~ao inclu��dos na soma.
Os autores deram o nome depirâmide Gaussiana �a seq•uência f x j g, j � 0 de sinais de

aproxima�c~ao, e o nome depirâmide do Laplaciano �a seq•uência f yj g, j � 1 de sinais de detalhe.
A Figura 4 ilustra as pirâmides Gaussiana e do Laplaciano geradas a partir de uma imagem
em n��veis de cinza, coma = 0 :4. As imagens das pirâmides est~ao representadas da base para
o topo, de baixo para cima. No artigo [4] �e sugerido que esta pirâmide possui propriedades
interessantes em aplica�c~oes de compress~ao de imagens e transmiss~ao progressiva, que ser~ao
discutidas na Se�c~ao 5.

4.3 Granulometrias

Uma fam��lia discreta de operadoresf � j j j � 0g sobre o reticulado completoL �e uma granu-
lometria se satisfaz a propriedade de semi-grupos [14]

� i � j = � j � i = � j , j � i (4.5)

Considere a granulometria discretaf � j j j � 0g sobre o reticulado completoL = Fun(E; T ),
onde T � R. Seja V0 = L e Vj +1 = Ran(� j ), para j � 0, e de�na  "

j = � j e  #
j = id. O

esquema de an�alise resultante �e:
�

x j +1 = � j (x j ) 2 Vj +1

yj +1 = x j � x j +1
; j � 0 (4.6)

A s��ntese �e dada por:

x0 =
1X

j =1

yj : (4.7)

Agora, considere a anti-granulometriaf � j = � �
j j j � 0g sobreL = Fun(E; T ). De�nimos

V0 = L e Vj +1 = Ran(� j ), para j � 0. Os esquemas de an�alise e s��ntese s~ao:

8
<

:

x0
0 = x0 2 V0

x0
j +1 = � j (x0

j ) 2 Vj +1

y0
j +1 = x0

j +1 � x0
j

; j � 0 (4.8)

x0 = � (
1X

j =1

y0
j ): (4.9)

Na literatura, a decomposi�c~ao de um sinalx0 em sinais de detalhef : : : ; y0
2; y0

1; y1; y2; : : :g
�e chamada de transformada discreta de tamanho(discrete size transform) de x0 [25]. Se o
espa�coE �e �nito ou in�nito cont�avel, ent~ao f : : : ; jy0

2j; jy0
1j; jy1j; jy2j; : : :g, ondejxj =

P
n jx(n)j,
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Figura 4: Pirâmides Gaussiana (�a esquerda) e do Laplaciano (�a direita) [4]. Para facilitar a
visualiza�c~ao, todas as imagens foram interpoladas para terem a mesma resolu�c~ao da imagem
da base da pirâmide.

�e chamado de espectro de padr~oesde x0 [25]. A decomposi�c~ao usando granulometrias �e um
exemplo de decomposi�c~ao multi-escala que se encaixa na teoria apresentada por Goutsias e
Heijmans, apesar de n~ao envolver amostragem. Um exemplo degranulometria �e a fam��lia de
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aberturas f � j j j � 0g, onde para cadaj , � j �e uma abertura morfol�ogica (equa�c~ao (2.16))
por um disco D j , e os raios dos discosD j crescem conformej cresce. A anti-granulometria
relacionada �e uma fam��lia de fechamentos (equa�c~ao (2.17)).

4.4 Esqueletos morfol�ogicos

Considere o reticulado completoL = Fun(E; T ), onde T � R, e uma adjun�c~ao ("; � ) em L .
De�na Vj = Ran(" j ), para j � 0. Veremos agora três esquemas de decomposi�c~ao de sinais
baseados em esqueletos da Morfologia Matem�atica. Tais decomposi�c~oes tamb�em s~ao exemplos
em que o operador de an�alise n~ao envolve uma etapa de amostragem.

4.4.1 Esqueleto de Lantu�ejoul

Considere os operadores de an�alise e s��ntese "
j = " e  #

j = � . A decomposi�c~ao de sinais
usando tais operadores �e dada por

�
x j +1 = "(x j ) 2 Vj +1

yj +1 = x j � � (x j +1 )
; j � 0 (4.10)

e a reconstru�c~ao do sinal �e dada por

x j = � (x j +1 ) + yj +1 , j � 0: (4.11)

Observe que o sinal de detalhe tamb�em pode ser escrito como

yj +1 = " j (x) � (�" )" j (x): (4.12)

Se tomarmos
W

j � 1 yj , obtemos uma f�ormula bastante conhecida em Morfologia Matem�atica:
a f�ormula de Lantu�ejoul para esqueletos morfol�ogicos discretos [32].

4.4.2 Esqueleto de Goutsias-Schonfeld

Considere os operadores de an�alise e s��ntese dados por "
j = " e  #

j = " j � j +1 . Tais operadores
formam um mecanismo de decomposi�c~ao de sinais dado por

�
x j +1 = "(x j ) 2 Vj +1

yj +1 = x j � " j � j +1 (x j +1 )
; j � 0 (4.13)

x j = " j � j +1 (x j +1 ) + yj +1 , j � 0 (4.14)

O sinal de detalhe tamb�em pode ser escrito como

yj +1 = " j (x) � (" j � j )( �" )" j (x) (4.15)

Ao compararmos este sinal de detalhe com o sinal de detalhe obtido na decomposi�c~ao
que usa o esqueleto de Lantu�ejoul (equa�c~ao (4.12)), vemos que a equa�c~ao (4.15) possui um
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fechamento" j � j adicional, o que faz com que o sinal de detalhe obtido nunca seja maior que
o sinal de detalhe da decomposi�c~ao de Lantu�ejoul. Assim,o esqueleto formado por

W
j � 1 yj �e

menor ou igual ao gerado pela f�ormula de Lantu�ejoul, o que resulta em uma maior taxa de
redu�c~ao de dados em aplica�c~oes de compress~ao de imagens. A Figura 5 ilustra este fato em
uma imagem bin�aria.

(a) (b) (c)

Figura 5: Esqueletos morfol�ogicos: (a) Imagem bin�aria; (b)
W

j � 1 yj obtida usando o esqueleto
de Lantu�ejoul; (c)

W
j � 1 yj para o esqueleto de Goutsias-Schonfeld (imagens de [11]).

4.4.3 Esqueleto de Kresch

Uma abordagem alternativa para a decomposi�c~ao de sinais,sugerida por Kresch [20], consiste
em usar os mesmos operadores de an�alise e s��ntese que a decomposi�c~ao pelo esqueleto de
Goutsias-Schonfeld, mas de�nir as opera�c~oes de adi�c~aoe subtra�c~ao emT como no exemplo 2
da Se�c~ao 3.1. Assim, obtemos o seguinte esquema de an�alise:

8
<

:

x j +1 = "(x j ) 2 Vj +1

yj +1 (n) =
�

x j (n); sex j (n) 6= " j � j +1 (x j +1 )(n)
? , c:c:

; j � 0 (4.16)

O esquema de s��ntese �e dado por:

x j = " j � j +1 (x j +1 ) _ yj +1 , j � 0 (4.17)

Os mecanismos de decomposi�c~ao baseados nos esqueletos deGoutsias-Schonfeld e Kresch
s~ao bastante diferentes, apesar de terem descri�c~oes alg�ebricas similares. A Figura 6 ilustra os
resultados obtidos ao aplicar tais decomposi�c~oes sobre uma imagem em n��veis de cinza.
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y1 y2 y3

Figura 6: No topo: imagem original em n��veis de cinza. Segunda linha: decomposi�c~ao obtida
por meio do esqueleto de Goutsias-Schonfeld. Terceira linha: decomposi�c~ao obtida por meio
do esqueleto de Kresch (imagens de [11]).

4.5 Pirâmide de Toet

Seja T uma cadeia completa, e suponha que os espa�cos de sinais s~aodados por Vj =
Fun(Zd; T ). Considere os operadores� " e � #

t dados pelas equa�c~oes (4.1) e (4.2). De�na

 "
j = � A � A � " e  #

j = � A � A � #
> , j � 0; (4.18)
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onde � A e � A s~ao a abertura e o fechamento pelo elemento estruturanteA = f 0; 1gd, e > �e
o maior elemento deT . A decomposi�c~ao piramidal resultante �e conhecida comopirâmide de
Toet [36].

4.6 Pirâmide da mediana

SejaT uma cadeia completa, e suponha queVj = Fun(Z; T ), para todo j . De�na os seguintes
operadores de an�alise e s��ntese para todo n��velj :

 " (x)(n) = medianaf x(2n � 1); x(2n); x(2n + 1) g (4.19)

 # (x)(2n) =  # (x)(2n + 1) = x(n): (4.20)

A pirâmide de sinais unidimensionais gerada pelos operadores acima �e chamada depirâmide
da mediana. Uma alternativa para a pirâmide da mediana �e:

 " (x)(n) =
�

x(2n); sex(2n � 1) ^ x(2n) ^ x(2n + 1) = x(2n)
medianaf x(2n � 1); x(2n); x(2n + 1) g, caso contr�ario

(4.21)

 #(x)(2n) = x(n),  # (x)(2n + 1) = x(n) _ x(n + 1) : (4.22)

Esta pirâmide gera melhores aproxima�c~oes ^x =  #  " (x) de x em rela�c~ao �as geradas pela
pirâmide anterior, j�a que mais informa�c~ao �e usada para obter  #(x)(2n + 1).

No caso bidimensional, seA �e o quadrado 3 � 3 com centro na origem, a pirâmide da
mediana �e de�nida por:

 " (x)(m; n) = medianaf x(2m + k; 2n + l) j (k; l ) 2 Ag (4.23)

 #(x)(2m; 2n) = x(m; n) (4.24)

 # (x)(2m; 2n + 1) = x(m; n) ^ x(m; n + 1) (4.25)

 # (x)(2m + 1 ; 2n) = x(m; n) ^ x(m + 1 ; n) (4.26)

 # (x)(2m + 1 ; 2n + 1) = x(m; n) _ x(m; n + 1) _ x(m + 1 ; n + 1) _ x(m + 1 ; n) (4.27)

Podemos citar propriedades interessantes desta pirâmide: a preserva�c~ao de detalhes e a
gera�c~ao de decomposi�c~oes que podem ser comprimidas de forma e�ciente [34]. A Figura 7
ilustra a decomposi�c~ao de uma imagem em n��veis de cinza usando a pirâmide da mediana.

4.7 Pirâmide de Haar

Suponha que, para todoj � 0, Vj = `2(Z), o espa�co das seq•uências de valores reais (: : :,
x(� 1), x(0), x(1), : : :) com

P 1
n= �1 jx(n)j2 < 1 . Os operadores

 " (x)(n) =
1
2

(x(2n) + x(2n + 1)) (4.28)

 #(x)(2n) =  # (x)(2n + 1) = x(n) (4.29)
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x3

x2 x̂2 y2

x1 x̂1 y1

x0 x̂0 y0

Figura 7: Pirâmide da mediana (imagens de [11]). Foi feita mudan�ca de escala em algumas
imagens para facilitar a visualiza�c~ao.

geram um esquema de decomposi�c~ao de sinais unidimensionais chamado dePirâmide de Haar.
Os operadores de an�alise e s��ntese coincidem com os �ltrospassa-baixas associados �awavelet
de Haar [6, 24].
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A vers~ao equivalente da pirâmide de Haar para o caso de sinais bidimensionais �e dada por

 " (x)(m; n) =
1
4

(x(2m; 2n) + x(2m; 2n + 1) + x(2m + 1 ; 2n) + x(2m + 1 ; 2n + 1)) (4.30)

 #(x)(2m; 2n) =  # (x)(2m + 1 ; 2n) =

 #(x)(2m; 2n + 1) =  #(x)(2m + 1 ; 2n + 1) = x(m; n) (4.31)

4.8 Pirâmide de Haar morfol�ogica

Seja T uma cadeia completa, e considere uma pirâmide para a qualVj = Fun(Z; T ), para
todo j , e os mesmos operadores de an�alise e s��ntese s~ao usados emcada n��vel j :

 " (x)(n) = x(2n) ^ x(2n + 1) (4.32)

 #(x)(2n) =  # (x)(2n + 1) = x(n) (4.33)

A vers~ao em duas dimens~oes da pirâmide de Haar morfol�ogica �e dada por

 " (x)(m; n) = x(2m; 2n) ^ x(2m; 2n + 1) ^ x(2m + 1 ; 2n + 1) ^ x(2m + 1 ; 2n) (4.34)

 #(x)(2m; 2n) =  # (x)(2m; 2n + 1) =

 #(x)(2m + 1 ; 2n + 1) =  #(x)(2m + 1 ; 2n) = x(m; n) (4.35)

Esta pirâmide �e \similar" �a pirâmide de Haar linear apre sentada no exemplo anterior, mas
utiliza operadores morfol�ogicos (portanto, �e n~ao-linear).

4.9 Pirâmide de Heijmans-Toet

No caso unidimensional, considere a pirâmide dada por:

 " (x)(n) = x(2n � 1) ^ x(2n) ^ x(2n + 1) (4.36)

 #(x)(2n) = x(n) e  #(x)(2n + 1) = x(n) _ x(n + 1) (4.37)

Esta decomposi�c~ao, sugerida por Heijmans e Toet [17], gera uma vers~ao sim�etrica da pirâmide
de Haar morfol�ogica. A vers~ao bidimensional �e dada por:

 " (x)(m; n) =
^

� 1� k;l � 1

x(2m + k; 2n + l) (4.38)

 #(x)(2m; 2n) = x(m; n) (4.39)

 # (x)(2m; 2n + 1) = x(m; n) _ x(m; n + 1) (4.40)

 # (x)(2m + 1 ; 2n) = x(m; n) _ x(m + 1 ; n) (4.41)

 # (x)(2m + 1 ; 2n + 1) = x(m; n) _ x(m; n + 1) _ x(m + 1 ; n + 1) _ x(m + 1 ; n) (4.42)

A Figura 8 ilustra esta decomposi�c~ao em uma imagem em n��veis de cinza.
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x3

x2 x̂2 y2

x1 x̂1 y1

x0 x̂0 y0

Figura 8: Pirâmide de Heijmans-Toet (imagens de [11]). Foifeita mudan�ca de escala em
algumas imagens para facilitar a visualiza�c~ao.

4.10 Pirâmides de adjun�c~ao morfol�ogica

Suponha queVj = Vj +1 = Fun(Zd; T ) s~ao espa�cos de sinais, e estamos interessados em
operadores morfol�ogicos de an�alise e s��ntese " : Vj ! Vj +1 e  # : Vj +1 ! Vj com as seguintes
propriedades:

1. O par ( " ;  #) �e uma adjun�c~ao. Portanto,  " �e uma eros~ao e # �e uma dilata�c~ao.
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2. Os operadores " e # s~ao operadores
at , no sentido de que seus elementos estruturantes
s~ao conjuntos ao inv�es de fun�c~oes deZd em um conjunto de n��veis de cinzaT .

3. Os operadores " e  # s~ao invariantes por transla�c~ao da seguinte maneira: para todo
operador de transla�c~ao� = � k , k 2 Zd, temos

 " � 2 = �  " e  # � = � 2 # : (4.43)

A �ultima propriedade signi�ca que o operador de an�alise  " envolve amostragem por 2 em
todas as dire�c~oes espaciais (amostragem di�adica).�E poss��vel mostrar que  " e  # sempre têm
a seguinte forma [11]:

 " (x)(n) =
^

k2 A

x(2n + k) (4.44)

 #(x)(k) =
_

n2 A[k]

x(
k � n

2
); (4.45)

onde A � Zd �e o elemento estruturante. De�nimos Zd[n] = f k 2 Zd j k � n 2 2Zdg, para
n 2 Zd. Os conjuntosZd[n] formam uma parti�c~ao de Zd com 2d partes disjuntas. ParaA � Zd

e n 2 Zd, de�nimos A[n] = A \ Zd[n], e com isso temos uma parti�c~ao deA composta de no
m�aximo 2 d conjuntos n~ao-vazios e disjuntos.

Para que os operadores em (4.44) e (4.45) satisfa�cam a condi�c~ao de pirâmide �e necess�ario
que o elemento estruturanteA seja tal queA[a] = f ag para algum a 2 A.

Quando os operadores "
j e  #

j formam uma adjun�c~ao, chamamos a decomposi�c~ao pira-
midal resultante de pirâmide de adjun�c~ao morfol�ogica [11]. Neste caso, como #

j  "
j �e uma

abertura,  #
j  "

j � id, logo os sinais de detalheyj +1 ser~ao sempre n~ao-negativos para todo
j � 0. Esta propriedade �e importante em aplica�c~oes de compress~ao e codi�ca�c~ao de imagens,
j�a que um bit de informa�c~ao pode ser economizado. A pirâmide de Haar morfol�ogica e a
pirâmide de Heijmans-Toet s~ao exemplos de pirâmides de adjun�c~ao morfol�ogica.

4.10.1 Pirâmides n~ao-
at

O caso em que os operadores de an�alise e s��ntese n~ao s~ao dotipo 
at �e similar. As equa�c~oes
(4.44) e (4.45) s~ao substitu��das por [11]

 " (x)(n) =
^

k2 A

[x(2n + k) _� b(k)] (4.46)

 # (x)(k) =
_

n2 A[k]

[x(
k � n

2
) u b(n)]; (4.47)

onde b �e uma fun�c~ao de dom��nio A e imagem emT .
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4.11 Pirâmide de Sun-Maragos

Suponha que os sinais s~ao unidimensionais, isto �e,Vj = Fun(Z; T ) para todo j , e os mesmos
operadores de an�alise e s��ntese s~ao usados em todos os n��veis j . Os operadores

 " (x)(n) = ( x � A)(2n) (4.48)

 #(x)(2n) = x(n) e  # (x)(2n + 1) = x(n) _ x(n + 1) ; (4.49)

com A = f� 1; 0; 1g e x � A = � A "A (x) formam um esquema de decomposi�c~ao piramidal
conhecido comopirâmide morfol�ogica de Sun-Maragos [35].

�E f�acil estender a de�ni�c~ao dos operadores de an�alise e s��ntese para sinais de dimens~oes
maiores. A Figura 9 ilustra a aplica�c~ao da pirâmide de Sun-Maragos em uma imagem bin�aria,
onde o elemento estruturanteA �e o quadrado 3 � 3 com centro na origem e a opera�c~ao de
subtra�c~ao em T = f 0; 1g utilizada �e o \ou exclusivo".

4.12 Pirâmide de aberturas ou fechamentos

No artigo [5], pirâmides constru��das utilizando abertur as ou fechamentos morfol�ogicos em
combina�c~ao com amostragem s~ao usadas para fazer compress~ao de imagens (ver Se�c~ao 5.1).
Se os espa�cos de imagensVj s~ao iguais aFun(E; T ), onde E � Z2 e o conjunto de n��veis de
cinza T �e igual a f 0; : : : ; 2k � 1g, a pirâmide de aberturas �e dada por:

 " = � " � B (4.50)

 # = � B � #
0 (4.51)

Onde � " e � #
0 s~ao os operadores descritos pelas equa�c~oes (4.1) e (4.2), e � B e � B denotam

a abertura e o fechamento morfol�ogico pelo elemento estruturante convexo B . Desta forma,
o operador de an�alise consiste em aplicar uma abertura morfol�ogica e em seguida fazer a
amostragem, enquanto o operador de s��ntese realiza uma interpola�c~ao (inclui zeros entre os
pixels) seguida por um fechamento. Os autores do artigo n~aodescrevem explicitamente a
formula�c~ao da pirâmide de fechamentos, mas sugerem que seja:

 " = � " � B (4.52)

 # = � B � #
0 (4.53)

A utiliza�c~ao do seguinte elemento estruturante n~ao-
at �e sugerida no artigo:

B =

2

4
� a � b � a
� b 0 � b
� a � b � a

3

5 ; (4.54)

onde a e b s~ao inteiros positivos,a � b e a origem �e o ponto de valor zero. Como o valor
central �e zero, ao aplicar a abertura ou o fechamento em regi~oes planas da imagem os valores
dos n��veis de cinza n~ao ser~ao alterados.
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x3

x2 x̂2 y2

x1 x̂1 y1

x0 x̂0 y0

Figura 9: Pirâmide de Sun-Maragos (imagens de [11]). Foi feita mudan�ca de escala em
algumas imagens para facilitar a visualiza�c~ao.

4.13 Pirâmide baseada em amostragem \quincunx"

Em [16], Heijmans e Goutsias apresentam uma pirâmide de adjun�c~ao morfol�ogica para sinais
bidimensionais baseada em um esquema de amostragem denominado amostragemquincunx.
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Seja S o conjunto dos pontos inteiros no plano, isto �e, S = f (s1; s2) j s1; s2 2 Zg, e sejaQ
o subconjunto de S resultante ap�os a aplica�c~ao da amostragemquincunx sobre S, ou seja,
Q = f (q1; q2) j q1; q2 2 Z e q1 + q2 �e par g. Al�em disso, seja S0 � Q o conjunto resultante da
aplica�c~ao da amostragemquincunx sobreQ: S0 = f (s0

1; s0
2) j s0

1; s0
2 2 2Zg.

De�nimos as seguintes normas emS:

ksk1 = js1j + js2j e ksk1 = maxfj s1j; js2jg; (4.55)

onde s = ( s1; s2) 2 S. Considere as rela�c~oes bin�arias

s ! 0 q sseks � qk1 � 1 e q ! 1 s0 ssekq � s0k1 � 1 (4.56)

em S � Q e Q � S0, respectivamente. Tais rela�c~oes s~ao ilustradas na Figura 10.

Figura 10: Rela�c~oes de equival̂encia

De�na os espa�cos de sinaisV0 = Fun(S;T ) e V1 = Fun(Q; T ). Os operadores de an�alise
e s��ntese

 "
0(x)(q) =

^

s:s! 0q

x(s) (4.57)

 #
0(x)(s) =

_

q:s! 0q

x(q) (4.58)

formam uma adjun�c~ao entre V0 e V1 e satisfazem a condi�c~ao de pirâmide. De forma similar,
de�na V2 = Fun(S0; T ) e os operadores de an�alise e s��ntese

 "
1(x)(s0) =

^

q:q! 1s0

x(q) (4.59)

 #
1(x)(q) =

_

s0:q! 1s0

x(s0) (4.60)
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para obter uma adjun�c~ao entreV1 e V2 que est�a de acordo com a condi�c~ao de pirâmide. Como
S0 = 2S0, para obtermos n��veis subseq•uentes da pirâmide basta repetir o mesmo procedimento
para Q0 = 2Q e S00= 2S0.

A Figura 11 mostra dois n��veis da transforma�c~ao pirâmide correspondente. Os n��veis
��mpares da pirâmide s~ao exibidos ap�os uma rota�c~ao de 45 graus no sentido anti-hor�ario.

x2

x1 x̂1 y1

x0 x̂0 y0

Figura 11: Pirâmide usando amostragem \quincunx" (imagens de [16]).

4.14 Pirâmide de �ltros alternados seq•uenciais

Os �ltros alternados seq•uenciais (alternating sequential �lters, ou ASF) [14] constituem uma
classe muito importante de �ltros em Morfologia Matem�atic a. De�nimos um mapeamento
close-opencomo a abertura seguida por um fechamento pelo elemento estruturante B :

M B (X ) = ( X � B ) � B: (4.61)

Um �ltro alternado seq•uencial consiste na aplica�c~ao iterativa de M B
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ASF= M B N M B N � 1 � � � M B 1 ; (4.62)

ondeN �e um inteiro, BN , BN � 1, : : :, B1 s~ao elementos estruturantes de tamanhos diferentes,
e BN � BN � 1 � � � � � B1. Varia�c~oes podem ser obtidas substituindo o operadorclose-
open pelo open-close(fechamento seguido de abertura),close-open-close(fechamento seguido
de abertura, seguida de fechamento) ouopen-close-open(abertura seguida de fechamento,
seguido de abertura).

Em [27, 28], �e apresentado um esquema de decomposi�c~ao piramidal inspirado nos �ltros
alternados seq•uenciais. A etapa de an�alise consiste em aplicar um �ltro close-openseguido
de uma amostragem di�adica, enquanto na etapa de s��ntese �efeita uma interpola�c~ao seguida
por uma dilata�c~ao ou um fechamento. O elemento estruturante usado pelo �ltro close-open�e
mantido �xo em todos os n��veis da pirâmide; como existe amostragem de n��vel para n��vel, o re-
sultado obtido �e \similar" ao de um �ltro alternado seq•uen cial. Formalmente, a decomposi�c~ao
�e dada por:

 " = � " M B (4.63)

 # = � K � #
0 ou  # = � K � #

0 (4.64)

onde � " e � #
0 s~ao os operadores descritos pelas equa�c~oes (4.1) e (4.2), � K e � K denotam a

dilata�c~ao e o fechamento pelo elemento estruturanteK , B �e o elemento estruturante usado
pelo operadorclose-opene K �e o elemento estruturante usado na reconstru�c~ao. Para esta
pirâmide, K pode ser o quadrado 3� 3 com centro na origem. Para uma formula�c~ao mais
precisa das condi�c~oes que devem ser satisfeitas porK , o leitor pode consultar [28].

4.15 Pirâmide de difus~ao anisotr�opica

Uma limita�c~ao da pirâmide de Burt-Adelson �e o borrament o que surge nas imagens em virtude
da aplica�c~ao do �ltro passa-baixas. Tal borramento pode trazer alguns efeitos indesej�aveis em
algumas aplica�c~oes, pois torna dif��cil a detec�c~ao precisa de bordas e pode levar �a fus~ao de obje-
tos. Visando contornar estas limita�c~oes, os autores de [31] prop~oem a utiliza�c~ao de pirâmides
n~ao-lineares para identi�ca�c~ao de objetos. Uma das alternativas sugeridas �e uma pirâmide que
usa operadoresopen-close(fechamento seguido de abertura), discutida no exemplo anterior.
A outra alternativa consiste na utiliza�c~ao de �ltros de di fus~ao anisotr�opica [29].

A abordagem de identi�ca�c~ao de objetos apresentada no artigo envolve a cria�c~ao de uma
pirâmide, mas sem a necessidade de reconstruir o sinal original x0. Desta forma, apenas
a pirâmide de imagensf x0; x1; : : : ; xkg �e constru��da. O operador de an�alise sugerido �e o
�ltro de difus~ao anisotr�opica seguido por uma amostragem. Ao contr�ario da �ltragem passa-
baixas usando uma Gaussiana, tal �ltro tem a propriedade de suavizar regi~oes internas dos
objetos enquanto evita intera�c~oes entre objetos distintos (a suaviza�c~ao �e adaptativa, sendo
mais intensa no interior dos objetos do que nas bordas) [29].O �ltro de difus~ao anisotr�opica
foi inspirado na vers~ao cont��nua da equa�c~ao do calor. A mudan�ca numa imagemI em rela�c~ao
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ao tempo (no nosso caso, a varia�c~ao de tempo �e dada pelos n��veis da pirâmide) pode ser
escrita como:

@I
@t

= div[cr I ]; (4.65)

onde r �e o gradiente, div �e o divergente e c �e o coe�ciente de difus~ao. Sec �e constante, a
difus~ao �e isotr�opica, e a solu�c~ao da equa�c~ao �e igual�a convolu�c~ao por uma Gaussiana. J�a sec
varia de acordo com a magnitude do gradiente, a difus~ao �e anisotr�opica e bordas podem ser
preservadas. Por�em, neste caso a equa�c~ao n~ao cont�em uma solu�c~ao fechada. Uma sugest~ao
para o caso discreto �e a forma iterativa [29]

I i;j;t +1 = I i;j;t + � (cN r N + cSr S + cE r E + cW r W ); (4.66)

onde � �e a taxa de suaviza�c~ao, er N , r S, r E e r W s~ao os gradientes nas dire�c~oes norte, sul,
leste e oeste, isto �e, nas dire�c~oes dos quatro vizinhos dopixel (i; j ) na imagem, considerando
a rela�c~ao de 4-vizinhan�ca. Os coe�cientesc� s~ao os coe�cientes de difus~ao, que devem crescer
monotonicamente conforme a intensidade de seu respectivo gradiente diminui e devem estar
no intervalo [0; 1].

4.16 Pirâmide da diferen�ca

Em [21], Kresch e Heijmans apresentam um exemplo de pirâmide morfol�ogica interessante
para decomporimagens de diferen�ca, isto �e, imagens obtidas a partir da diferen�ca entre duas
fun�c~oes reais. Por exemplo, seI A �e uma imagem e I B �e uma imagem obtida a partir de um
operador de predi�c~ao da imagemI A , isto �e, um operador que tem como objetivo estimar o
valor de I A , a diferen�ca I A � I B pode ser interpretada como um erro de predi�c~ao (os sinais
de detalhe de pirâmides de imagens s~ao exemplos de imagensde diferen�ca). Outro exemplo
interessante aparece em processamento de v��deo digital, onde a an�alise da diferen�ca entre
dois quadros sucessivos em uma seq•uência permite extrairinforma�c~oes sobre mudan�cas na
localiza�c~ao dos objetos.

A ordena�c~ao pontual de imagens (equa�c~ao (2.1)) n~ao �e apropriada para imagens de di-
feren�ca, pois esta ordena�c~ao n~ao trata igualmente valores positivos e negativos. Ent~ao,
foi proposta a seguinte ordena�c~ao, que n~ao apresenta este defeito: f � g , f (x; y) =
medianaf f (x; y); g(x; y); 0g; 8x; y 2 Z. Suponha ent~ao que os espa�cos de sinaisVj = Fun(Z2; T )
sejam munidos desta ordena�c~ao. O seguinte operador �e umaeros~ao deVj em Vj +1 :

" (x)(m; n) = (0 _ MIN ) ^ MAX; (4.67)

onde

MIN = x(2m; 2n) ^ x(2m + 1 ; 2n) ^ x(2m; 2n + 1) ^ x(2m + 1 ; 2n + 1) ; (4.68)

MAX = x(2m; 2n) _ x(2m + 1 ; 2n) _ x(2m; 2n + 1) _ x(2m + 1 ; 2n + 1) ; (4.69)
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e a dilata�c~ao � tal que ("; � ) �e uma adjun�c~ao �e dada por

� (x)(2m; 2n) = � (x)(2m + 1 ; 2n) =

� (x)(2m; 2n + 1) = � (x)(2m + 1 ; 2n + 1) = x(m; n): (4.70)

Se considerarmos os operadores de an�alise e s��ntese "
j = " e  #

j = " j � j +1 = � para
todo j , obtemos uma decomposi�c~ao piramidal denominadapirâmide da diferen�ca. Em [21]
a pirâmide da diferen�ca �e comparada a uma pirâmide linear, e observa-se que a primeira
preserva caracter��sticas como bordas, ao contr�ario da segunda. A pirâmide linear tamb�em
apresenta o efeito indesejado de criar diversos artefatos nas imagens.

4.17 Pirâmides com quantiza�c~ao

Suponha que os n��veis de cinza na base de uma pirâmide possam ser representados por no
m�aximo N bits, isto �e, o conjunto T de n��veis de cinza �e igual a TN = f 0; 1; : : : ; 2N � 1g.
Suponha tamb�em que os espa�cos de sinais s~ao dados porVj = Fun(E; TN � j ), e de�na [11]

 "
j = qN � j e  #

j = dN � j ; (4.71)

onde qN � j : Vj ! Vj +1 e dN � j : Vj +1 ! Vj s~ao de�nidos como

qN � j (x)(n) = b
x(n)

2
c (4.72)

dN � j (x)(n) = 2 � x(n): (4.73)

Ou seja, conforme subimos da base para o topo da pirâmide o tamanho do intervalo de
n��veis de cinza �e dividido por 2. Os operadores ( "

j ;  #
j ) formam uma adjun�c~ao entre Vj e

Vj +1 . Pirâmides que envolvem quantiza�c~ao têm propriedadesinteressantes em aplica�c~oes de
compress~ao e codi�ca�c~ao de imagens, que ser~ao discutidas na Se�c~ao 5.1. Uma decomposi�c~ao
piramidal formada apenas pelos operadores de an�alise e s��ntese de (4.71) pode ser considerada
multiresolu�c~ao no sentido de que a resolu�c~ao em profundidade das imagens varia de n��vel para
n��vel da pirâmide. Abaixo, temos um exemplo que satisfaz acondi�c~ao de pirâmide e combina
quantiza�c~ao com as pirâmides de adjun�c~ao morfol�ogica, que mostramos anteriormente na
Se�c~ao 4.10. Assim, obtemos uma decomposi�c~ao em que varia tamb�em a resolu�c~ao espacial.

4.17.1 Pirâmide morfol�ogica com quantiza�c~ao

Considere a pirâmide de adjun�c~ao morfol�ogica
at , dada pelos operadores " e  # das equa�c~oes
(4.44) e (4.45), ondeVj = Fun(Zd; TN ):

 " (x)(n) =
^

k2 A

x(2n + k) (4.74)

 #(x)(k) =
_

n2 A[k]

x(
k � n

2
); (4.75)
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Suponha que para alguma 2 A, A[a] = f ag; logo, a condi�c~ao de pirâmide �e satisfeita. De�na
V j = Fun(Zd; TN � j ) e os operadores de an�alise e s��ntese com quantiza�c~ao entre V j e V j +1 :

 
"

j = qN � j  
"
j e  

#

j =  #
j dN � j : (4.76)

Ou seja,

 
"

j (x)(n) = b(
^

k2 A

x(2n + k))=2c (4.77)

 
#

j (x)(k) = 2(
_

n2 A[k]

x(
k � n

2
)) : (4.78)

O par ( 
"

j ;  
#

j ) constitui uma adjun�c~ao entre V j e V j +1 . Um exemplo de decomposi�c~ao
que pode ser feita usando operadores desta forma �e a agrega�c~ao de uma etapa de quantiza�c~ao
�a pirâmide de Haar morfol�ogica [11].

5 Aplica�c~oes

Nesta se�c~ao, mostraremos algumas aplica�c~oes em processamento de imagens e vis~ao compu-
tacional em que s~ao usadas pirâmides de imagens.

5.1 Compress~ao e codi�ca�c~ao de imagens

Burt e Adelson propuseram em [4] um mecanismo de codi�ca�c~ao de imagens baseado na de-
composi�c~ao piramidal pelas pirâmides Gaussiana e do Laplaciano. O m�etodo consiste em
aplicar a transforma�c~ao pirâmide sobre a imagemx = x0 que se deseja codi�car, obtendo
imagensf xk ; yk ; yk� 1; : : : ; y1g. Em seguida, tais imagens s~ao codi�cadas visando economizar
espa�co (pode-se usar t�ecnicas de codi�ca�c~ao sem perda de informa�c~ao, como c�odigos de Hu�-
man, por exemplo). Para recuperar a imagem original novamente, �e feita a decodi�ca�c~ao das
imagens da pirâmide e em seguida a imagem original �e reconstru��da utilizando a transforma�c~ao
pirâmide inversa.

Se assumirmos que os valores dos pixels de uma imagem s~ao estatisticamente indepen-
dentes, ent~ao o n�umero m��nimo de bits por pixel necess�arios para codi�car a imagem �e dado
pela entropia da distribui�c~ao de valores dos pixels. Por exemplo, se estamos trabalhando com
imagens cujos n��veis de cinza est~ao emf 0; : : : ; 255g, a entropia de uma imagem [4, 5] �e dada
por

H = �
255X

i =0

f (i ) log2 f (i ) (5.1)

onde f (i ) denota a freq•uência de ocorrência do n��vel de cinzai na imagem. A codi�ca�c~ao
das imagens de detalhe (neste caso, das imagens da pirâmidedo Laplaciano) ao inv�es da
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imagem original �e justi�cada pelo fato de tais imagens serem a diferen�ca entre uma imagem
e o resultado de um processo de predi�c~ao desta. Com isso, grande parte da correla�c~ao entre
os pixels �e removida, os valores dos pixels das imagens de detalhe concentram-se ao redor do
zero, e a entropia dessas imagens �e menor [4].

Burt e Adelson tamb�em sugerem o uso de quantiza�c~ao nas imagens de detalhe a �m de
reduzir ainda mais a entropia, caso seja satisfat�orio que aimagem reconstru��da seja apenas
uma aproxima�c~ao da original (dependendo do processo de quantiza�c~ao utilizado, este pode
introduzir erros irrecuper�aveis). Outra otimiza�c~ao qu e pode ser feita em termos de espa�co,
mas que tamb�em invalida a propriedade de reconstru�c~ao perfeita �e a remo�c~ao do primeiro sinal
de detalhe y1 da pirâmide, contornando assim o problema da redundânciana representa�c~ao
por pirâmides de imagens.

A discuss~ao acima mostra que, para obter uma boa taxa de compress~ao, �e interessante gerar
uma pirâmide cujas imagens de detalhe possuem baixa entropia. Assim, existem na literatura
alguns trabalhos que exploram esta id�eia para obter melhorias na taxa de compress~ao. Entre
eles, podemos citar [5], que sugere que a utiliza�c~ao de pirâmides de aberturas ou fechamentos
morfol�ogicos (Se�c~ao 4.12) gera imagens de detalhe com menor entropia.

J�a em [18] os autores observam o processo de gera�c~ao de umapirâmide segundo a for-
mula�c~ao cl�assica: a an�alise consiste em uma �ltragem linear seguida de amostragem di�adica,
enquanto a s��ntese �e constitu��da por interpola�c~ao (zeros s~ao inclu��dos entre as amostras) se-
guida por �ltragem linear. Ent~ao, �e sugerido que, dentro desta classe de pirâmides, se os
�ltros lineares dos operadores de an�alise e s��ntese foremas convolu�c~oes pelas m�ascarasg e h
abaixo, respectivamente, ent~ao a pirâmide de imagens de detalhe tem entropia m��nima:

g =

2

6
6
6
6
4

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

3

7
7
7
7
5

(5.2)

h =

2

6
6
6
6
4

0 0 0 0 0
0 1=4 1=2 1=4 0
0 1=2 1 1=2 0
0 1=4 1=2 1=4 0
0 0 0 0 0

3

7
7
7
7
5

(5.3)

A decomposi�c~ao obtida �e chamada pelos autores de pirâmide de entropia minimal (minimal
entropy pyramid, ou MEP).

5.2 Transmiss~ao progressiva

As pirâmides de imagens podem ser usadas de forma natural emaplica�c~oes de transmiss~ao
progressiva de uma imagem [4]. Neste tipo de transmiss~ao, primeiro �e enviada uma repre-
senta�c~ao grosseira da imagem, a �m de que o receptor tenha uma id�eia sobre o seu conte�udo.

31



Em seguida, transmiss~oes subseq•uentes proporcionam detalhes da imagem em resolu�c~ao cada
vez mais �na. Se desejar, o receptor pode interromper a transmiss~ao assim que a imagem
alcan�car um n��vel satisfat�orio de detalhe.

Suponha que a imagemx0 ser�a transmitida desta forma. No n�o de origem da transmiss~ao,
x0 �e decomposta em imagensf xk ; yk ; yk� 1; : : : ; y1g pela aplica�c~ao da transforma�c~ao pirâmide.
Ent~ao, primeiramente �e transmitida a imagem xk de menor resolu�c~ao, e em seguida as imagens
de detalheyk ; yk� 1; : : : ; y1 s~ao enviadas progressivamente. No n�o receptor, a reconstru�c~ao da
imagemx0 tamb�em �e feita progressivamente, conforme as imagensyj +1 s~ao recebidas. A cada
recep�c~ao de uma imagemyj +1 , �e feita a aplica�c~ao do operador de s��ntese #

j (x j +1 ) (onde x j +1 �e
a imagem que j�a foi reconstru��da at�e o momento) e o resultado �e adicionado a yj +1 para obter
x j . A imagem x j passa por um processo de interpola�c~ao antes de ser exibidapara o usu�ario
com a resolu�c~ao dex0. Com isso, a imagem exibida para o usu�ario no n�o receptor �eatualizada
progressivamente, at�e que todas as imagens de detalhe sejam transmitidas, resultando na
imagem x0. Ou seja, a imagem vai \entrando em foco" gradativamente. A Figura 12 ilustra
este fato.

Figura 12: Transmiss~ao progressiva. A imagem \entra em foco" gradativamente [4]

Tamb�em �e interessante notar que t�ecnicas de codi�ca�c~ao de imagens podem ser usadas
sobre as imagens transmitidas, para economizar tempo na transmiss~ao.

5.3 Localiza�c~ao de objetos

Na literatura encontramos alguns trabalhos que utilizam pirâmides de imagens em aplica�c~oes
de localiza�c~ao de objetos [31, 23, 38]. Neste tipo de aplica�c~ao o objetivo �e determinar a
posi�c~ao de um ou mais objetos de interesse numa dada imagem. O uso de pirâmides pro-
porciona ganhos em e�cîencia computacional atrav�es de estrat�egias de busca \coarse-to-�ne"
(da resolu�c~ao mais grosseira em dire�c~ao �a resolu�c~aomais �na). Em linhas gerais, este tipo
de estrat�egia consiste em, de posse da representa�c~ao piramidal de uma imagem (n~ao �e ne-
cess�aria a gera�c~ao das imagens de detalhe, basta a seq•u^encia de imagensf x0; : : : ; xkg, para
algum k em que ainda seja poss��vel reconhecer as caracter��sticasda imagem), iniciar a busca
pelo objeto de interesse na imagem de menor resolu�c~ao, obtendo assim uma estimativa da
posi�c~ao do objeto. Tal estimativa �e usada para guiar a busca no n��vel seguinte (de maior
resolu�c~ao) na pirâmide: o objeto �e procurado na regi~aocorrespondente �a localiza�c~ao obtida
na resolu�c~ao mais grosseira (eventualmente incluindo uma pequena vizinhan�ca ao redor desta
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regi~ao). Repete-se o procedimento at�e chegarmos �a base da pirâmide, que cont�em a imagem
de maior resolu�c~ao. Desta forma, conforme prosseguimos do topo para a base da pirâmide a
estimativa da localiza�c~ao do objeto �e re�nada, e a procura apenas nas regi~oes correspondentes
aos pontos obtidos faz com que computacionalmente este m�etodo seja mais e�ciente do que
fazer uma �unica busca na imagem de maior resolu�c~ao.

O artigo [31] explora pirâmides n~ao-lineares em conjuntocom uma estrat�egia de template
matching baseado em bordas para identi�car objetos. Os autores mostram resultados ex-
perimentais comparando pirâmides n~ao-lineares com a pirâmide linear de Burt e Adelson e
concluem que neste tipo de aplica�c~ao as decomposi�c~oes que utilizam operadores n~ao-lineares
levam a resultados melhores com custo computacional equivalente, devido �a preserva�c~ao de es-
truturas como bordas. J�a em [23], �e constru��da uma pirâm ide a partir da imagem do objeto de
interesse e uma pirâmide a partir da imagem onde se quer fazer a busca, e um procedimento de
template matchingentre imagens das duas pirâmides �e realizado. A decomposi�c~ao piramidal
utilizada �e a pirâmide de Haar, e uma varia�c~ao da estrat�egia de buscacoarse-to-�ne baseada
em um procedimento de descida do gradiente �e sugerida. Outro trabalho que usa estrat�egias
de buscacoarse-to-�ne �e [38], onde �e apresentado um algoritmo para persegui�c~ao (tracking) de
objetos em v��deo que faz decomposi�c~oes piramidais de todos os quadros da seq•uência e, para
cada dois quadros sucessivos, trabalha com a informa�c~ao dada pelas duas pirâmides sucessivas
para determinar a mudan�ca de localiza�c~ao de um objeto de forma multiresolu�c~ao.

5.4 Projeto multiresolu�c~ao de operadores morfol�ogicos

Recentemente, t�ecnicas de aprendizado computacional supervisionado têm sido utilizadas no
projeto de operadores morfol�ogicos atrav�es de exemplos [2, 37]. Em linhas gerais, a id�eia con-
siste em encontrar um operador morfol�ogico �otimo (de menor erro)  ot dentro de uma fam��lia
de operadores 	, a partir de um conjunto de exemplos de treinamento (pares que indicam,
para uma dada entrada do operador, qual deve ser sua sa��da).Neste tipo de metodologia, a
qualidade do operador projetado depende fortemente da quantidade de exemplos utilizados,
sendo esta de natureza exponencial com respeito �a complexidade do problema. Uma forma
de resolver isto �e atrav�es da restri�c~ao do espa�co de busca do operador, durante o processo de
aprendizado.

A especi�ca�c~ao de restri�c~oes �e um ponto chave no projeto estat��stico de operadores. Se a
restri�c~ao for especi�cada de forma adequada, isto pode melhorar sensivelmente a qualidade
do operador projetado. Por�em, �e importante lembrar que ao utilizarmos restri�c~oes, o projeto
autom�atico estima o operador �otimo dentro da restri�c~ao ; este pode ser diferente do operador
�otimo obtido sem a aplica�c~ao de restri�c~oes, inclusivepodendo ter um erro maior. Dependendo
da diferen�ca entre esses operadores, o ganho com a diminui�c~ao no erro de estima�c~ao pode ser
anulado pelo aumento do erro do operador �otimo estimado. Esta rela�c~ao entre o erro de
estima�c~ao e o erro do operador �otimo exerce papel crucialno projeto de operadores atrav�es
de restri�c~oes.

Uma restri�c~ao bastante utilizada na pr�atica consiste em fazer a busca porW -operadores,
isto �e, operadores invariantes por transla�c~ao e localmente de�nidos por uma janela W . Esta
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�ultima condi�c~ao faz com que o resultado do operador em um ponto dependa apenas dos
valores da imagem de entrada em uma vizinhan�ca dele, dada por W . Desta forma, podemos
ver o operador como um mapeamento do espa�co de poss��veis con�gura�c~oes observadas nas
imagens atrav�es da janelaW em um conjunto de n��veis de cinza. Assim, o problema �e um
caso particular do problema de reconhecimento de padr~oes,em que queremos encontrar um
classi�cador de menor erro que atribua classesyi , ondeyi denota um n��vel de cinza no conjunto
de sa��da do operador, �as con�gura�c~oesx i observadas nas imagens de entrada sob a janelaW
(que podem ser vistas como vetores de caracter��sticas).

Em [7], foi introduzida uma t�ecnica de projeto estat��stic o de operadores morfol�ogicos ba-
seada em restri�c~oes de resolu�c~ao, que atrav�es da explora�c~ao de conhecimento a priori permite
diminuir a quantidade de exemplos necess�arios para se obter uma boa estima�c~ao. Tal t�ecnica
equilibra o erro de estima�c~ao com o custo de restri�c~ao, atrav�es do uso de um esquema pira-
midal.

SejamD0, D1 e D2 espa�cos de con�gura�c~oes relacionados pelos mapeamentos de resolu�c~ao
� 01 : D0 ! D1 e � 12 : D1 ! D2, onde as con�gura�c~oes emD1 possuem menor resolu�c~ao do que
as deD0, e as deD2 possuem menor resolu�c~ao do que as deD1. Tais mapeamentos de�nem
classes de equival̂encia: parax; x 0 2 D0, x s 1 x0 , � 01(x) = � 01(x0), e para w; w0 2 D1,
w s 2 w0 , � 12(w) = � 12(w0). Podemos de�nir o mapeamento de resolu�c~ao� 2 : D0 ! D2 como
� 2 = � 12� 01, ou seja,� 2 : D0

� 01! D1
� 12! D2. Generalizando, �e poss��vel de�nir uma seq•uência de

espa�cos de con�gura�c~oesD1; D2; D3; : : : de menor resolu�c~ao do queD0 com seus respectivos
mapeamentos de resolu�c~ao� 01; � 12; � 23; : : :, com � (k� 1)k : Dk� 1 ! Dk , e podemos de�nir os
mapeamentos de resolu�c~ao� i : D0 ! D i como � i = � (i � 1)i � � � � 12� 01. Estes mapeamentos
determinam o esquema piramidal de multiresolu�c~ao, e podem ser constru��dos baseando-se nos
operadores de an�alise de uma pirâmide de imagens:� (j � 1)j =  "

j � 1 para j � 1.
Seja  k o operador �otimo sobre a restri�c~ao Q� k , de�nida por Dk e � k , ou seja,  0 �e o

operador �otimo no espa�co D0,  1 �e o operador �otimo sobre Q� 1 , de�nida por D1 e � 1, e assim
por diante. A metodologia do projeto de operadores restritos por resolu�c~ao consiste em obter
um estimador  N;k (N indica o n�umero de amostras usadas no treinamento) de k , sobre
o espa�co de con�gura�c~oesDk , e aplic�a-lo �as con�gura�c~oes observadas emD0. Este m�etodo
permite fazer a estima�c~ao numa resolu�c~ao menor quando se suspeita que a estima�c~ao ser�a
ruim numa resolu�c~ao maior.

Os erros de estima�c~ao do operador �otimo sobreD0 devem-se ao erro de estima�c~ao tanto
para as con�gura�c~oes x 2 D0 encontradas nos pares de treinamento quanto para as n~ao
encontradas nos pares de treinamento. O primeiro caso corresponde ao problema de estima�c~ao
de uma esperan�ca a partir de uma amostra. J�a no segundo caso, o erro depende da metodologia
adotada para generalizar a estima�c~ao para con�gura�c~oes n~ao encontradas.

O projeto piramidal de operadores prop~oe resolver o segundo caso pela restri�c~ao de re-
solu�c~ao, usando a estima�c~ao sobreD0 quando os exemplos s~ao su�cientes, e usando o ma-
peamento de resolu�c~ao� k fazendo as estima�c~oes sobreDk quando x n~ao foi encontrado nos
exemplos. Ou seja, se emD0 temos uma boa estima�c~ao do operador �otimo, usamos o operador
 N; 0. J�a se a estimativa for ruim ou n~ao tivermos dados su�cientes para fazê-la, pode ser
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interessante usar N;k .
O projeto de operadores h��bridos multiresolu�c~aopode ser visto como uma t�ecnica de ge-

neraliza�c~ao; a generaliza�c~ao para as con�gura�c~oes n~ao observadas em um n��vel da pirâmide
�e dada pelos n��veis subseq•uentes. SejaN (x) o n�umero de vezes que a con�gura�c~aox foi
observada nos exemplos. O operador �e de�nido como

 N; (0;1;:::;m )(x) =

8
>>>>><

>>>>>:

 N; 0(x); se N (x) > 0
 N; 1(� 1(x)) ; se N (x) = 0 ; N (� 1(x)) > 0

...
 N;m � 1(� m� 1(x)) ; se N (x) = 0 ; : : : ; N (� m� 2(x)) = 0 ; N (� m� 1(x)) > 0
 N;m (� m (x)) ; se N (x) = 0 ; : : : ; N (� m� 1(x)) = 0

(5.4)
Podemos alterar a de�ni�c~ao para exigir queN (x) � � para algum limiar � ao inv�es de

simplesmente veri�car seN (x) > 0, para evitar uma estima�c~ao ruim do operador desejado.

6 Considera�c~oes �nais e trabalho futuro

As pirâmides de imagens constituem uma t�ecnica bastante importante na cria�c~ao de decom-
posi�c~oes multiresolu�c~ao em vis~ao computacional e processamento de imagens. Neste texto,
vimos diversos exemplos de decomposi�c~oes piramidais. Asdiferentes propriedades apresenta-
das pelas decomposi�c~oes fazem com que para uma dada aplica�c~ao alguns tipos de pirâmides
possam ser mais adequados do que outros. Cada pirâmide de�ne uma maneira de fazer
mapeamentos entre imagens de diferentes resolu�c~oes, e a escolha da melhor pirâmide para
uma determinada aplica�c~ao pode ser uma tarefa bastante complicada. Em geral, tal escolha
depende do conhecimento do projetista sobre o dom��nio da aplica�c~ao.

A formaliza�c~ao da teoria feita por Heijmans e Goutsias inclui diversos tipos de decom-
posi�c~oes piramidais encontrados na literatura como casos particulares, e o arcabou�co ma-
tem�atico tamb�em �e adequado para representar algumas decomposi�c~oes multi-escala que n~ao
envolvem mudan�ca de resolu�c~ao, como os esqueletos morfol�ogicos e granulometrias.

As primeiras pirâmides propostas eram lineares. Tais pir^amides s~ao importantes em di-
versas aplica�c~oes, mas quando �e necess�ario preservar informa�c~ao geom�etrica (por exemplo,
bordas) entre as diversas resolu�c~oes da pirâmide os resultados obtidos podem ser insatis-
fat�orios devido ao borramento gerado pelos �ltros passa-baixas. Isto serviu como motiva�c~ao
para o estudo de esquemas de decomposi�c~ao n~ao-lineares,entre eles as pirâmides morfol�ogicas.
Al�em das propriedades citadas nos exemplos apresentados,as pirâmides morfol�ogicas s~ao inte-
ressantes pelo fato de sempre mapearem valores de pixels inteiros em valores inteiros, e nunca
gerarem imagens de aproxima�c~aof x j g, j � 1 com valores fora do intervalo de n��veis de cinza
da imagem original x0 [11].

No projeto multiresolu�c~ao de operadores morfol�ogicos (ou classi�cadores multiresolu�c~ao),
a pirâmide �xada determina os mapeamentos de resolu�c~ao,e, conseq•uentemente, as classes de
equival̂encia. A escolha desta pirâmide exerce in
uência direta sobre a qualidade do classi�-
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cador projetado. Como parte do meu projeto de mestrado, atualmente estamos trabalhando
em uma t�ecnica para a escolha autom�atica, com base em exemplos de treinamento, da melhor
pirâmide (a que, ao ser usada no projeto de classi�cadores multiresolu�c~ao, far�a com que o
classi�cador projetado tenha menor erro) entre as pirâmides de um conjunto fornecido pelo
usu�ario. At�e o momento, foram realizadas algumas implementa�c~oes e testes considerando
mapeamentos de resolu�c~ao compostos por uma simples amostragem (o que varia de pirâmide
para pirâmide s~ao os subconjuntos de pixels escolhidos naamostragem). Temos alguns re-
sultados experimentais promissores para o problema de �ltragem de ru��do multi-escala do
tipo sal e pimenta em imagens bin�arias. Em continuidade ao trabalho, as decomposi�c~oes pi-
ramidais estudadas ser~ao implementadas, constituindo uma biblioteca de pirâmides. Assim,
teremos uma ferramenta para selecionar automaticamente, para um dado conjunto de exem-
plos de treinamento, a melhor pirâmide dentre um subconjunto das pirâmides dispon��veis na
biblioteca escolhido pelo usu�ario. Tamb�em est�a em nossos planos a realiza�c~ao de testes com
imagens em n��veis de cinza e coloridas.

As wavelets[6, 24] constituem outra classe de decomposi�c~oes multiresolu�c~ao de imagens.
No futuro, pode ser interessante investigar a utiliza�c~aode waveletscomo regras de deter-
mina�c~ao dos mapeamentos de resolu�c~ao no projeto de classi�cadores multiresolu�c~ao.

Tamb�em como parte de meu projeto de mestrado, temos como objetivo realizar o reconhe-
cimento de gestos em v��deo digital. Para tal, investigaremos a viabilidade de utilizar Modelos
Markovianos Ocultos (Hidden Markov Models, ou HMMs) [30] em conjunto com classi�cadores
multiresolu�c~ao.

A Execu�c~ao do plano de estudos

No plano de estudos, foi proposto um estudo sobre pirâmidesde imagens com base na bi-
bliogra�a indicada. Inicialmente, todos os artigos da bibliogra�a foram analisados, e, dos 17
artigos propostos, cinco foram descartados pois seu conte�udo n~ao era relacionado aos nossos
interesses. Os 12 artigos restantes [4, 5, 10, 15, 16, 12, 18,21, 23, 27, 31, 38] foram estudados,
com ênfase nas se�c~oes mais relevantes ao nosso trabalho.Al�em disso, um artigo ([28]) e um
relat�orio t�ecnico ([11]) tamb�em foram estudados, e alguns livros foram consultados.
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