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Resumo
Em Visao Computacional e Processamento de Imagens, uma d&gtnicas bastante

utilizadas para realizar a decomposcao de uma imagem emifdrentes nveis de resoluwcao
consiste na criacao de umagiramide de imagens Neste trabalhoe apresentada a teoria de
piramides, acompanhada por diversos exemplos de decompares piramidais e suas propri-
edades. Algumas aplicacees que utilizam estruturas pinaidais sao brevemente discutidas,
entre elas o projeto de classi cadores multiresolwcao, ge constitui parte da pesquisa em
gue estamos trabalhando no mestrado.
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1 Introdwcao

Ao olharmos para uma imagem, em geral observamos regioes @xturas, cores ou nveis de
cinza similares, que se combinam para formar objetos. Se objetos sao pequenos ou possuem
baixo contraste, pode ser necessrio examira-los em altaesolucao; se eles sao grandes ou
possuem alto contraste, uma visao mais grosseirae su dge. Se ambos o0s tipos de objetos
aparecem em uma imagem, pode ser vantajoso analisa-los emultiplas resolwcees [9]. A
mudarca de resolucao tamkem pode levara criacao, elminacao ou fusao de caractersticas da
imagem. Isto serve como motivecao para um importante pardigma em visao computacional
e processamento de imagens: o0 processamento multirescha. Abm disso, ha evidéncias de
que o sistema visual humano processa informacao visual derma multiresoluwcao [3], sensores
podem fornecer dados em \arias resolwcees, e algoritmasultiresolucao para processamento
de imagens oferecem vantagens do ponto de vista computaciane em geral sao robustos.

Esta monogra a apresenta 0 assunto estudado neste semesitemo contaudo da disciplina
MAC5701: piramides de imagens. As piramides constituem mn mecanismo bastante utilizado
para realizar a decompostcao de uma imagem em diferenteveis de resolucao. Muitas vezes
tamkeme interessante estudar o caso de sinais unidimensnais; desta forma, em \arios dos
exemplos apresentaremos as decompostees tanto no cas® sinais unidimensionais quanto
no caso de imagens (sinais bidimensionais).

Este texto esh organizado da seguinte forma. Inicialmene, na Secao 2e feita uma breve
revisao de Morfologia Materatica, teoria cujos conceit@ sao empregados nas partes sub-
sequentes do texto. Aem disso, de nimos a notacao que sa utilizada. Em seguida, na Secao
3e apresentado o conceito de piramide de imagens, e a a4 mostra numerosos exemplos
de decompostcees piramidais e suas propriedades. Alguagemplos de aplicacao de piramides
em processamento de imagens e visao computacional saoaniapresentados na Secao 5, e,
nalmente, na Secao 6 sao expostas algumas considerses sobre o assunto e sua relacao com
a pesquisa em que estamos trabalhando no mestrado. O Apémai A descreve as atividades
realizadas, comparando-as com o plano de estudos da disdiya.

2 Fundamentos e notacao

Nesta secao, exibiremos alguns conceitos lasicos e rdsulos da teoria de Morfologia Ma-
tematica, e de niremos a notacao que ser utilizada. Tais conceitos serao importantes para a
compreensao do texto, visto que grande parte das piramideque foram estudadas sao cons-
trudas usando operadores morfobgicos. Informalmente em processamento de imagens po-
demos entender os operadores morfobgicos como transfoarees cujos resultados dependem
de como a forma de um dado conjunto, conhecido como elementstauturante, relaciona-se
com as formas dos objetos presentes na imagem. Para uma dissto mais detalhada, o leitor
pode consultar [32, 14, 33].

Um conjunto L munido de uma ordem parcial e um rg;\i):ulado completose todo subcon-
junto K de L tem um supremo (menor limitante superior) K e umnmo (maior limitante



inferior) v K. Dizemos quelL e uma cadeia completaseL for um reticulado completo em que
X youy X paratodo parx,y2L.Um exemplo simples de cadeia completae o conjunto
R=R[f1l ;1g com a ordenacao usual dos rumeros reais. S€e um reticulado completo
e E e um conjunto nao vazio, o conjunto Fun(E; T) = TE que inclui todas as furcees deE
em T e um reticulado completo de acordo com a ordenacao pontuia

x ysex(p) vy(p),82E,x,y2Fun(E;T): (2.2)

Utilizaremos a notecao Fun(E; T) para representar os sinais cujo domnioe E e cujos
valcwas estao enT. O menor elemento deT ( T)e denotado por ?, e o maior elemento de
T ( T)e denotado por >.

Ao considerarmos sinais d-dimensionais, estamos interes$s no caso em quUE e 0 espaco

(x)(n) = (X)(n;nz::iing) = x(n1 kina kaiiiiing kg) = x(n k), nk2z% (2.2)

Dado um mapeamento : Fun(Z%:T)! Fun(z%T), dizemos que e invariante por
translecao se
=, (2.3)

para todo operador de translecao .
Dois operadores morfobgicos kasicos enFun(Z9: T) sao adilatacao A e aerosao”a:

A()()=(x A)n)= " x(n k) (2.4)
kA

A)(n)=(x A)n)=  x(n+Kk) (2.5)
k2A

Onde A Z%e um conjunto denominado elemento estruturante Ao considerarmos sinais
birarios, a representacao destes por furcees d& emf0; 1ge equivalentea representecao por
subconjuntos deE [1]. Neste caso, a dilatacao e a erosao sao equivalerdesdcao [26] ea

subtracao de Minkowski [13], de onde vem o uso da notacao e . Sebe uma furcao de

domnio em A e imagem emT, podemos estender a de ncao dep € "a para

A()(n)=(x A)n)= "~ x(n k)u k) (2.6)
k2A

"a)(n)=(x A= x(n+k) _bk) (2.7)
k2A



Onde

8
5? set= "7,
_ ? set> ? et+v ?
tuv = 2 t+v set>?e? t+v >, (2:8)
é> set> ? et+v >
5? set< >et v ? ,
<>e? >
t v = t v set e’ t v , (2.9)
2 > set< > et v> >,
o> set= >

e ? e > sao, respectivamente, o menor e o maior elemento de. Neste caso, dizemos que
Ae um elemento estruturante nao- at. Existe uma relacao importante entre as erosees e as
dilatecoes:

y A X,y x A xy2Fun(@Z%T): (2.10)

Esta relecaoe conhecida comadjurcao ee um ponto fundamental no arcabowco de reticulados
completosda Morfologia Materratica [14].

Dencao 2.1 SejamL e M reticulados completos, e considere dois operadorés: L ! M
e :MIL . Dizemos que("; ) constitui uma adjurcao entre L e M se

y) x, vy "(xX), x2L,y2M: (2.11)
Se (*; ) forma uma adjurcao entreL e M , entao" satisfaz a propriedade
N N
Coxi)= (%), (2.12)
i21 i21

para qualquer famlia de sinaisfx; ji 2 1g L , ondel e um conjunto de ndices. O operador
tem a propriedade dual
( y)= (yi), (2.13)
i21 i21
para qualquer famlia de sinaisfy; ji 21g M (I e um conjunto de ndices). Em particular,
temos como conseqeéncia qué e sao operadores crescentes (dizemos que um operada
crescentese para todox;y comx Yy entao (X) (y)). Um operador " que satisfaz (2.12)
e chamado de erosaq enquanto um operador que satisfaz (2.13) e chamado dedilatacao.
O operador identidade emL e denotado por id. Se e um operador de nido de L em L,
entao adotaremos a convercao © = id e denotaremos por |, paraj > 0 a compostao de
operadores (j vezes). Aimagem de sem denotada porRan ). A seguinte proposcao
e \alida:



Propostao 2.2 Seja ("; ) uma adjurcao entre dois reticulados completod. e M . Entao
valem as seguintes relecoes:

"m=ven = (2.14)
" ide " id: (2.15)

Um operador sobre um reticulado completoL e uma negeacao se for uma bijecao que
inverte a ordenecao (istoe,x vy, (y) (x)) tal que 2 = id. Por exemplo, para todox 2
Fun(E;:T), (xX)= x,seT =R,enquanto (x)= N 1 x,seT =f0;1;:::;N 1g. Sejam
L e M dois reticulados completos cujas negacoes sa@ e y , respectivamente. Podemos
associar a um operador :L!M ooperador dual = L. Se(; )e uma adjurcao
entre reticulados completosL e M, e se ambos o0s reticulados possurem uma operecao de

negecao, entao o par ( ;" ) forma uma adjurcao entreM elL.

Dentao 2.3 Seja :L!L um operador qgue mapeia o reticuladd. sobre ele mesmo.
(a) Dizemos que e idempotente se 2=
(b) Se e crescente e idempotente, entao e um ltro.
(c) Um ltro que satisfaz id (istoe, e anti-extensivo)e uma abertura.

(d) Um ltro que satisfaz id (istoe, e extensivo)e um fechamento.

Propostao 2.4 Seja("; ) uma adjurcao entre dois reticulados completod. e M . Entao,
" e um fechamento sobreM e " e uma abertura sobrelL.

Pela propriedade 2.10, o par (a; a), dado por (2.4) e (2.5) constitui uma adjurcao em
Fun(Z% T). Portanto, a composcao A = a"ae uma abertura, € a COMpoOStao A = "a A
e um fechamento, de acordo com a De ncao 2.3. Os operad@s A € a Sao chamados de
abertura e fechamentopelo elemento estruturante A. Usaremos a seguinte notacao:

A(X)=x A (2.16)
A(X)=x A (2.17)

Na patica, ao trabalharmos com imagens digitais consideamos o reticuladoFun(E; T)
munido da ordenacao pontual, onde o conjuntoE e um subconjunto nito de Z2; em geral,
E e uma grade retangular. O conjunto T representa o intervalo de valores que os pixels de
uma imagem podem assumir. Por exemplo, em imagens biraria$ = f0;1g, e em imagens
em nveis de cinzaT = f0;:::;N 1g, onde N e o rumero de diferentes nveis de cinza que
a imagem pode ter (em geralN = 2%).



3 Pirdmides de imagens

Em processamento de sinais, o conceito desolwcaoe fundamental e pode ser de nido de
formas diferentes dependendo da aplicacao sendo estudadi38]. No decorrer deste texto, e
su ciente supor que a resoluwcao espacial de uma imagem dtgle o rumero de pixels desta, e
que a resolucao em profundidadee o rumero de bits utilizado para representar os valores de
um pixel da imagem [8].

Ao analisar uma imagem, as vezes pode ser util fazermos umalecomposcao desta em
partes separadas de modo que nao haja perda de informacad teoria de piramides provée
maneiras de realizar a decompostcao de imagens em nmultips nveis de resoluwcao [11].

Considere uma colecao de representacees de uma imagem eesolcees espaciais distin-
tas, empilhadas uma sobre a outra, com a imagem de maior respho na base da pilha e
as imagens subsequentes aparecendo sobre ela em ordem decente de resoluwcao. Isto gera
uma estrutura semelhante a uma piramide, como pode ser vistna Figura 1. O procedimento
tradicional para obtercao de uma imagem de menor resoluao consiste em realizar uma Itra-
gem passa-baixas seguida por uma amostragem [19]. Em [12, 1D, 15], Goutsias e Heijmans
apresentam o conceito de piramide sob um enfoque mais forpague reproduzimos abaixo.
Esta formalizacao vale para sinais de dimensoes arbdrias.

L7

175,

Figura 1: Estrutura piramidal (adaptado de [38])

Suponha que temos uma seqe¢encia de espacos de sinafg; Vi; Vo, .. e uma seqeencia
de espacos de sinaidNi; W»;::: tais que o domnio dos sinais emW,.; e igual ao domnio
dos sinais emV,, para | 0. Suponha tamkem que para cadaj 0 temos operadores

PV Vi, Vi Wiae TiVia Wi ! V. Estes operadores devem ser tais
que [(xy)= [(X)*y,parax2 Vi« ey2 Wi, e [ Vs ! Ve um operador escolhido
de modo que a condcao de reconstricao perfeita seja sateita:  [( ; (x);! (X)) = x, para
x2Vj;ouseja, [ (x)+!;(x)=x Entao,!;(x)=x [ ;(x)
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Os operadores | e!; sao chamados deperadores de aralise e os operadores | e |

sao denominadosoperadores de sntese Um sinal x; 2 V; pode ser decomposto em sinais
Xj+1 2 Vij+1 eyj+1 2 Wj4q atrawes da aplicacao dos operadores de aralise, e a comeo
de reconstrucao perfeita garante que o sinal originalx; pode ser reconstrudo sem perda
de informacao a partir dos sinaisxj+1 € Yj+1 usando os operadores de sntese. Podemos
interpretar Xj+1 como uma aproximacao ou simplicacao do sinalx;, de modo queX;+1
herda muitas das propriedades de;. O sinalyj+1 pode ser visto como um sinal de detalhe ou
erro, que conem (pelo menos) a informacao descartada pa obter tal simpli cacao. O sinal
de detalhe e necessario para obtermos a reconstricao péeita de x;, pois a transformacao
de x; para xj+1 em geral implica em perda de informacao, o que faz com que geracao
j#(Xj +1) resulte apenas em uma aproximacao de&; emV,, denotada porXj .
A decompostcao de um sinal de entradag 2 Vo em diversas resoluceese dada por:

Xj+1 = (X)) 2 Viu (3.1)
Yj+1 = Xj r(xj +1) 2 Wi+ (3.2)

comj =0;1;:::;k 1. Tal processoe denominadaransformecao piramide de xg. A decom-
poscao pode ser feita recursivamente:

Xo!f xuyag!f Xziyz;ya9! ' XYYk 11115Y10 (3.3

A reconstrucao perfeita do sinal xg a partir dos sinais xx € yi;y2;:::;yYx € dada pelo
seguinte esquema recursivo de sntese:

Xj = J(siYie) = J(XGe)+ Yie, j =k Lk 2:::50 (3.4)

Tal processoe denominadotransformacao piramide inversa. A Figura 2 mostra de forma

esquerratlca trés nveis da transformacao plramlde ede sua inversa.

— ##
Seja Ny = i, T1 1 2 , ] > 1 o operador de aproximacao De na

\/I(J) = Rar( Ai;j ) E desejiV6| que

1

. N . . . .

Assim, o operador "j; mapeia o espaco de sinaisv; em subespacos aninhados
vty v com cada subespacv!) contendo todas as \aproximacees do nvel j°
(j > i1 ) dos sinais emV;. E possvel mostrar que (3.5)e satisfeita se assumirmos ge

[ jEidemVjg: (3.6)
A condcao 3.6 e denominadacondcao de piramide, e exerce papel importante nas decom-
poscees piramidais. Considere as condcees:

1. J e sobrejetor
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Figura 2: (a) Transformacao piramide; (b) Transformac ao piramide inversa [11]

2. [einjetor
#"
ST
#0" # #
4 70T
5. F Ji'eidempotente, istoe, ¥ . =

j [ i

Em [11], os autores mostraram que estas cinco condcoeacsatisfeitas se e somente se a
condcao de piramidee satisfeita.

O processo deamostragemde uma imagem consiste em gerar uma nova imagem composta
por um subconjunto dos pixels da imagem original. Na patica, o tipo mais utilizado de
amostragem substitui os pixels (2n;2n), 2m +1;2n), 2m;2n+1) e 2m +1;2n + 1) da
imagem original por umunico pixel (m;n) naimagem de sada. Tal processoe conhecido como
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amostragem dadica [38]. Assim, o umero de pixels da imagem resultantee aprgimadamente
um quarto do rumero de pixels da imagem original.

A formulacao tradicional de piramides de imagens consie em, a cada nvel da piramide,
realizar uma ltragem passa-baixas seguida de amostragemadlica [19]. Poem, vale ressal-
tar que algumas decompostcees que realizam amostragem datras maneiras, ou mesmo nao
incluem amostragem tamtem podem ser modeladas de acordo mpa teoria apresentada por
Goutsias e Heijmans. Por exemplo, os operadores de aralise sntese das decomposcees a
partir de granulometrias (Secao 4.3) nao alteram o rumeo de amostras de dados do sinal (a
resolucao das imagens nao muda). Assim, a decomposz®btidae considerada uma decom-
poscaomulti-escala, embora nao sejanultiresolucao (sugerimos que o leitor consulte [22] para
uma discussao detalhada sobre as diferercas entre os tesmmulti-escala e multiresolcao).
Poem, a menos que seja especi cado em contario, iremos os referiras piramides como sendo
decompostees que envolvem uma etapa de amostragem dimd. Algoritmos multiresolucao
podem tirar proveito do fato de que o volume de dadose reduzio em cada nvel da piramide,
permitindo que implementecoees e cientes possam ser reiakdas [19].

A representacao de uma imagem ou sinal por meio de uma estiwra piramidale consi-
derada redundante, pois sem a utilizacao de nenhum nretod de compressao a quantidade de

armazenar o sinal originalxg. Istoe uma conseqeéncia do fato de que, para cad@q, o domnio
dos sinais emW; .1 e igual ao domnio dos sinais emYV, .

No restante deste texto, denotaremos pompiramide uma seqeéncia de imagens ou sinais
gerada atrawes de um conjunto de operadores de aralise ergese. Quando nao houver con-
fusao, utilizaremos o mesmo termo para indicar o conjunto € operadores que de ne uma
decompostcao piramidal.

Se os operadores que de nem uma piramide forem lineares, Itpiramidee uma piramide
linear. Da mesma forma, se a decompostcaoe feita utilizando opadores nao-lineares, temos
uma piramide nao-linear. As piramides morfobgicas, que utilizam operadores da Morfologia
Matenatica, sao casos particulares de piramides nadreares.

3.1 Nota sobre os operadores de adcao e subtraao

A escolha dos operadores de adcao e subtrecao entre sis depende da aplicacao que temos
em maos [11]. Abaixo, mostramos trés alternativas em que @ndcao de reconstrucao perfeita
e \alida. Nos trés casos, supomos que 0s sinais estao érun(E; T), para algum conjunto de
nveis de cinza T. Desta forma,e su ciente de nir operecees de adcao esubtracao emT .

1. Suponha queT R eseaT®=ft sjts2Tg. Denimos o operador de subtrecao
(;s)! t sdeT T!T ©eooperador de adcao como a adcao usual.

2. Suponha queT e um reticulado completo. Se o sinal de aproximecaax”sempre satisfaz

10



R X ponto a ponto, entao podemos de nir

_t set>s
t s= ?; set=s 3.7)
t+s=t_s: (3.8)
onde ? e o menor elemento deT .
3. Suponha queT = f0;1;:::;N 1g. De na as opereacoes de adcao e subtracao como a

adcao e a subtracao no grupo abelian@y, istoe, a soma e a subtracaonodulo N. Note
que no caso em qud = fO0;1g (imagens birarias), as operacoees de adcao e subtrao
correspondem ao operador \ou exclusivo" XOR).

4 Exemplos

Nesta secao, veremos alguns exemplos de decomposc@esontradas na literatura. A maior
parte dos exemplos pode ser encontrada no trabalho de Gouss e Heijmans [12, 11, 10, 15],
que inclui diversos exemplos de piramides de imagens.

4.1 Pirdmide usando amostragem dadica simples

Suponha que os espacos de sinais sao tais qie = Fun(E; T), onde E Z9eTeum
conjunto arbitario, e seja t um elemento xo de T. Considere os operadores” :V; ! Vj41
e (Vi ! Vo

(X)(n) = x(2n) (4.1)

Hx)E@n)= x(n)e {(x)(m)=t, sem 2 2z¢ (4.2)

onde Z¢9 denota os vetores de&z¢ cujas coordenadas sao pares. A decompostcao cujos opera
dores de arnlise e sntese sao" = " e *= | (os operadores sao os mesmos em todos 0s
nveis)e uma piramide \alida [11].

SeT for um espaco linear, entao " e { sao operadores lineares. SE for um reticulado
completo, entao ("; 3)e ( I; '), onde? e> sao, respectivamente, 0 maior elemento e o
menor elemento deT, sao adjurcees enfFun(Z9;T).

4.2 Pirdmide de Burt-Adelson

Em [4], Burt e Adelson propuseram uma estrutura piramidal emque os operadores de aralise
sao compostos por duas etapas:

ltragem passa-baixas usando uma nascara de tamanho 5 5 cujo formatoe similar ao
da distribucao Gaussiana de probabilidade, com o objetio de eliminar altas freqeéncias;

11



amostragem dadica.
Ou segja,

) X X
(xX)(m;n) = w(i;) )X@m+i;2n+j) (4.3)
i= 2j= 2
Onde we o kernel da convolucao. Por simplicidade, podemos supor qua/e sepaavel, isto
e, w(i;j ) = w(i)wW( ), onde we uma rmascara unidimensional de tamanho 5. w*deve respeitar
as seguintes restrcoes:

P
wWe normalizada, ou seja, i2: SW(i) =1,
We simetrica, istoe, ‘w(i) = &v( i) parai =0;1,;2;

Sejamwi0) = a, Ww( 1) = W(1l) = bew( 2) = W(2) = c. A condcao de igual
contribucao requer quea+2c=2h.

As trés restrcees sao satisfeitas quandaw(©) = a, Ww( 1) = W(1) = %1 ev( 2)=W(2) =
. A Figura 3 mostra as furcees equivalentesas mascaras latidas para alguns valores de

QD sl

a=04

Figura 3: Furcees equivalentesas nmascaras [4]

A operacao de sntesee feita por interpolecao e ltragem. O operadore dado por:

12



X x i i
"po(m;n) = 4 Wi (T

i= 2j= 2

); (4.4)

onde apenas 0s termos em qu@z—i e % s4ao inteiros sao includos na soma.

Os autores deram o nome depiramide Gaussianaa seqeéncia fx;g, | 0 de sinais de
aproximecao, e o nome depiramide do Laplacianoa seqeénciafy;jg,j 1 de sinais de detalhe.
A Figura 4 ilustra as piramides Gaussiana e do Laplaciano gadas a partir de uma imagem
em nveis de cinza, coma = 0:4. As imagens das piramides estao representadas da basepa
0 topo, de baixo para cima. No artigo [4]e sugerido que esta ipAmide possui propriedades
interessantes em aplicacees de compressao de imagengangmissao progressiva, que serao
discutidas na Secao 5.

4.3 Granulometrias

Uma famlia discreta de operadoresf ; jj  Og sobre o reticulado completoL e uma granu-
lometria se satisfaz a propriedade de semi-grupos [14]

i = = g (4.5)
Considere a granulometria discreta j jj  Ogsobre o reticulado completoL = Fun(E; T),
ondeT R. SejaVp =L eVjxa = Rar( j), paraj O0,edena ;= je [=id O

_ i
esquema de aralise resultantee:

Xj+1 = j(Xj) 2 Viu1

] 0 4.6
Vi+1 = Xj  Xj+1 J (4.6)
A sntesee dada por: "
X = Y- 4.7)
j=1
Agora, considere a anti-granulometriaf ; = j jj OgsobreL = Fun(E; T). De nimos

Vo= L eVjs1 = Ran( j), paraj 0. Os esquemas de aralise e sntese sao:

8 0
< Xp= Xo 2 Vo

V= jxH2Via ;j 0O (4.8)
6 0 : 0
Yivr = Xjer X
A

xo= (Y (4.9)

j=1

Na literatura, a decompostao de um sinalxo em sinais de detalhef:::;y2;y%y1;y2; 1110
e chamada de transformada discreta de tamanho(discrete size transforn) de Xxgp ’525]. Se o
espacoE e nito ou in nito conavel, entao  f:::;jyS5;jyY;iyajiiyai; g, ondejxj = jx(n)j,
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Figura 4: Piramides Gaussiana @ esquerda) e do Laplacian @ direita) [4]. Para facilitar a
visualizecao, todas as imagens foram interpoladas paraetem a mesma resolcao da imagem
da base da piramide.

e chamado de espectro de padreesle xg [25]. A decompostao usando granulometriase um
exemplo de decomposcao multi-escala que se encaixa neot@ apresentada por Goutsias e
Heijmans, apesar de nao envolver amostragem. Um exemplo deanulometriae a famlia de
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aberturas f  j | Og, onde para cadaj, ; e uma abertura morfobgica (equecao (2.16))
por um disco Dj, e os raios dos disco®; crescem conformg cresce. A anti-granulometria
relacionadae uma famlia de fechamentos (equacao (2.1)).

4.4 Esqueletos morfobgicos

Considere o reticulado completoL = Fun(E;T), onde T R, e uma adjurcao (; ) emL.
Dena V, = Rar(")), para j 0. Veremos agora trés esquemas de decompostcao de sinais
baseados em esqueletos da Morfologia Materatica. Tais dempostcoees tamlem sao exemplos
em que o operador de aralise nao envolve uma etapa de amaoagem.

4.4.1 Esqueleto de Lantwejoul

Considere os operadores de aralise e sntese; = " e [ = . A decompostao de sinais
usando tais operadorese dada por

Xj+1 = "(Xj) 2 Vis1

j 0 4.10
Vi+1 = Xj (Xj+1) : ( )
e a reconstrucao do sinale dada por

Xj = (Xj+1)*+ Vi1, | O (4.11)

Observe que o sinal de detalhe tamtem pode ser escrito como

Y =00 () 0): (4.12)
W
Se tomarmos ; ,Yj, obtemos uma brmula bastante conhecida em Morfologia Maematica:

a brmula de Lantwejoul para esqueletos morfobgicos discretos [32].

4.4.2 Esqueleto de Goutsias-Schonfeld

#

Considere os operadores de aralise e sntese dados poj = " e = "I I*1. Tais operadores

formam um mecanismo de decomposiao de sinais dado por

Xj+1 = "(Xj) 2 Vi1

o 0 4.13
Yi+1 = Xj ! J+:L()(j+l) ( )

xj =" N (Xja)+ Yja1, O (4.14)
O sinal de detalhe tamtem pode ser escrito como
yier =00 (T (M) (x) (4.15)

Ao compararmos este sinal de detalhe com o sinal de detalhe tido na decompostcao
que usa o esqueleto de Lantiejoul (equacao (4.12)), venoque a equacao (4.15) possui um
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fechamento"! | adicional, o que faz com que o sinal de detalhe obtido nuncajservgior que
o sinal de detalhe da decomposcao de Lantwejoul. Assimp esqueleto formado por j 1yie

menor ou igual ao gerado pela brmula de Lantwejoul, o que esulta em uma maior taxa de
reducao de dados em aplicacoes de compressao de imagied Figura 5 ilustra este fato em
uma imagem biraria.

(a) (b)

w
Figura 5: Esqueletw morfobgicos: (a) Imagem biraria; (b) i 1Y obtida usando o esqueleto

de Lantwejoul; (c) 1Y para o esqueleto de Goutsias-Schonfeld (imagens de [11]).

i

4.4.3 Esqueleto de Kresch

Uma abordagem alternativa para a decomposcao de sinaisugerida por Kresch [20], consiste
em usar os mesmos operadores de aralise e sntese que a depmscao pelo esqueleto de
Goutsias-Schonfeld, mas de nir as operacees de adcae subtracao emT como no exemplo 2
da Secao 3.1. Assim, obtemos o seguinte esquema de aralis

8
< Xj+1 = "(Xj)2 \/j+1

xi (n); sex;(n) & " 1*1(x; n i 0 4.16
Vi1 (n) = ?J(C:)C: i(n) (Xj+1)(n) j (4.16)
O esquema de sntesee dado por:

xj =" I (X41) _Yjaa, J O (4.17)

Os mecanismos de decompostao baseados nos esqueleto§&detsias-Schonfeld e Kresch
sao bastante diferentes, apesar de terem descrcoesedldgcas similares. A Figura 6 ilustra os
resultados obtidos ao aplicar tais decomposcees sobrana imagem em nveis de cinza.
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Figura 6: No topo: imagem original em nveis de cinza. Seguda linha: decomposcao obtida
por meio do esqueleto de Goutsias-Schonfeld. Terceira limh decomposicao obtida por meio
do esqueleto de Kresch (imagens de [11]).

45 Piramide de Toet

Seja T uma cadeia completa, e suponha que os espacos de sinais sdamlos por V; =
Fun(Z9% T). Considere os operadores” e ¢ dados pelas equacees (4.1) e (4.2). De na

= Aaa €/=aal, ] O (4.18)



onde A e a Ssao a abertura e o fechamento pelo elemento estruturantd = f0; lgd, e>e
0 maior elemento deT. A decomposcao piramidal resultantee conhecida com@iramide de
Toet [36].

4.6 Piramide da mediana

SejaT uma cadeia completa, e suponha qugj; = Fun(Z;T), paratodo j. De na os seguintes
operadores de aralise e sntese para todo nvel; :

“(x)(n) = mediandx(2n 1);x(2n);x(2n +1)g (4.19)
“(x)2n) = *(x)2n+1) = x(n): (4.20)

A piramide de sinais unidimensionais gerada pelos operades acimae chamada depiramide
da mediana Uma alternativa para a piramide da medianae:

. ) = x(2n); sex(2n 1)~ x(2n) ~ x(2n +1) = x(2n)
(x)(n) = mediandx(2n  1);x(2n);x(2n + 1) g, caso contario

“(x)(2n) = x(n), *(X)2n+1)= x(n) _x(n+1): (4.22)

Esta piramide gera melhores aproximeceex’= # "(x) de x em relacao as geradas pela
piramide anterior, f que mais informacaoe usada para obter *#(x)(2n +1).

No caso bidimensional, seA e o quadrado 3 3 com centro na origem, a piramide da
medianae de nida por:

(4.21)

“(x)(m;n) = mediandx(2m + k;2n + 1) j (k;1) 2 Ag (4.23)
#(x)(2m; 2n) = x(m;n) (4.24)

f(x)2m;2n +1) = x(m;n) ~ x(m;n +1) (4.25)
f(x)2m+1;2n) = x(m;n) A x(m+1;n) (4.26)

X)2m+1;2n+1)= x(m;n) _x(m;n+1) _x(m+1;n+1) x(m+1;n) (4.27)

Podemos citar propriedades interessantes desta piramidea preservacao de detalhes e a
geracao de decomposcees que podem ser comprimidas derha e ciente [34]. A Figura 7
ilustra a decompostcao de uma imagem em nveis de cinza ando a piramide da mediana.

4.7 Pir@mide de Haar

Suponha que, para todoj = 0,V = *2(Z), o espaco das seqeéncias de valores reais:(,
x( 1), x(0), x(1), :::) com ﬁ: 1 jx(n)j> < 1 . Os operadores
“(x)(n) = %(X(Zn) + x(2n + 1)) (4.28)
x)(2n) = *(x)2n+1) = x(n) (4.29)

18



Ro Yo

Figura 7: Piramide da mediana (imagens de [11]). Foi feita mdarca de escala em algumas
imagens para facilitar a visualizacao.

geram um esquema de decompostao de sinais unidimensiigmehamado dePiramide de Haar.
Os operadores de aralise e sntese coincidem com os ltropassa-baixas associadosaavelet
de Haar [6, 24].
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A versao equivalente da piramide de Haar para o caso de siisabidimensionaise dada por

"(x)(m;n) = %(X(Zm; 2n) + x(2m;2n +1)+ x2m+1;2n)+ x2m+1;2n+1)) (4.30)

x)(2m;2n) = *(x)(2m+1;2n) =
x)2m;2n+1) =  *(x)@2m +1;2n+1) = x(m;n) (4.31)

4.8 Piramide de Haar morfobgica

SejaT uma cadeia completa, e considere uma piramide para a qualj = Fun(Z;T), para
todo j, e os mesmos operadores de aralise e sntese sao usadosaada nvel | :

"(x)(n) = x(2n) * x(2n + 1) (4.32)
x)2n) = *(x)(2n +1) = x(n) (4.33)
A versao em duas dimensees da piramide de Haar morfobzae dada por

"(x)(m;n) = x(2m; 2n) A x(2mM;2n +1) A x(2m +1;2n +1) A x(2m +1;2n) (4.34)
(x)(2m;2n) = *(x)(2m;2n +1) =
X)2m+1;2n+1)=  *(x)(2m +1;2n) = x(m;n) (4.35)

Esta piramidee \similar"a piramide de Haar linear apre sentada no exemplo anterior, mas
utiliza operadores morfobgicos (portanto,e nao-linear).

4.9 Piramide de Heijmans-Toet
No caso unidimensional, considere a piramide dada por:
"(X)(n) = x(2n  1)”™ x(2n) N x(2n + 1) (4.36)
x)2n) = x(n) e *(x)2n+1)= x(n) _x(n+1) (4.37)

Esta decomposcao, sugerida por Heijmans e Toet [17], ggluma versao sinetrica da piramide
de Haar morfobgica. A versao bidimensionale dada por:

N

“(x)(m;n) = x(2m + k; 2n + ) (4.38)
1 kil 1

#(x)(2m; 2n) = x(m;n) (4.39)

f(xX)2m;2n +1) = x(m;n) _ x(m;n +1) (4.40)

f(xX)2m+1;2n) = x(m;n) _x(m+1;n) (4.41)

fX)2m+1;2n+1)= x(m;n) _x(m;n+1) x(m+1;n+1) x(m+1;n) (4.42)

A Figura 8 ilustra esta decomposcao em uma imagem em nvis de cinza.
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X3

X2 R2 y2
X1 R1 Y1
X0 Ro Yo

Figura 8: Piramide de Heijmans-Toet (imagens de [11]). Foifeita mudarca de escala em
algumas imagens para facilitar a visualizacao.

4.10 Piramides de adjurcao morfobgica

Suponha queV; = Vj+1 = Fun(Z% T) sao espacos de sinais, e estamos interessados em
operadores morfobgicos de aralise e sntese " : V; ! Vj:1 e *:Vj4 !V, com as seguintes
propriedades:

1. Opar( "; *)e uma adjurcao. Portanto, “e uma erosao e *e uma dilatacao.
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2. Osoperadores " e * sao operadoresat , no sentido de que seus elementos estruturantes
sa0 conjuntos ao ines de furcees d&¢ em um conjunto de nveis de cinzaT .

3. Os operadores " e * sao invariantes por translecao da seguinte maneira: partodo
operador de translacao = , k 2 Z9, temos

2= e * = 2% (4.43)

Aultima propriedade signi ca que o operador de aralise * envolve amostragem por 2 em
todas as direcees espaciais (amostragem dadica)E possvel mostrar que " e * sempre tém
a seguinte forma [11]:

“(x)(n) = X(2n + k) (4.44)
k2A

k= T x(E

n2A[K]

n

); (4.45)

onde A Z%e o elemento estruturante. De nimos Z9n] = fk 2 Z9jk n 2 279, para
n 2 Z9 Os conjuntosZ9[n] formam uma partcao de Z4 com 2 partes disjuntas. ParaA  Zd
en 2 Z9 denimos A[n] = A\ Z9n], e com isso temos uma partcao deéd composta de no
maximo 29 conjuntos nao-vazios e disjuntos.

Para que os operadores em (4.44) e (4.45) satisfecam a coodo de piramidee necessrio
que o elemento estruturanteA seja tal queAl[a] = fag para alguma?2 A.

Quando os operadores J e J# formam uma adjurcao, chamamos a decompostao pira-
midal resultante de piramide de adjurcao morfobgica [11]. Neste caso, como [ ; e uma

abertura,  : id, logo os sinais de detalheyj.1 serao sempre nao-negativos para todo
j 0. Esta propriedadee importante em aplicacees de compresao e codi cacao de imagens,
f que um bit de informacao pode ser economizado. A piranide de Haar morfobgica e a
piramide de Heijmans-Toet sao exemplos de piramides dedpincao morfobgica.

4.10.1 PirAmides nao- at

O caso em que os operadores de aralise e sntese nao saotigo at e similar. As equacees
(4.44) e (4.45) sao substitudas por [11]

()= [x@n+ k) _bk)] (4.46)
k2A

k)= T (e

n2A[K]

) u b(n)]; (4.47)

onde be uma furcao de domnio A e imagem emT .
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4.11 Piramide de Sun-Maragos

Suponha que os sinais sao unidimensionais, isto®; = Fun(Z;T) para todo j, € 0s mesmos
operadores de aralise e sntese sao usados em todos osais . Os operadores

“(x)(n) =(x A)2n) (4.48)
x(n)e *(xX)2n+1)= x(n)_x(n+1); (4.49)

"(x)(2n)

comA =1 1,00lgex A A"a(x) formam um esquema de decomposcao piramidal
conhecido comopiramide morfobgica de Sun-Maragos [35].

E fcil estender a de ncao dos operadores de aralise e i®tese para sinais de dimensees
maiores. A Figura 9 ilustra a aplicacao da piramide de SurRMaragos em uma imagem biraria,
onde o elemento estruturanteA e o quadrado 3 3 com centro na origem e a operacao de
subtracao em T = f0; 1g utilizadae o \ou exclusivo".

412 Pirdamide de aberturas ou fechamentos

No artigo [5], piramides construdas utilizando aberturas ou fechamentos morfobgicos em
combinecao com amostragem sao usadas para fazer commae de imagens (ver Secao 5.1).
Se os espacos de imageng sao iguais aFun(E; T), onde E Z? e o conjunto de nveis de
cinzaTeigual a f0;::::2¢ 1g, a piramide de aberturase dada por:

"= T g (4.50)
*= g} (4.51)

Onde " e § sao os operadores descritos pelas equacees (4.1) e (42) g e g denotam
a abertura e o fechamento morfobgico pelo elemento estrutrante convexoB. Desta forma,
0 operador de aralise consiste em aplicar uma abertura moobgica e em seguida fazer a
amostragem, enquanto o operador de sntese realiza uma iatpolacao (inclui zeros entre os
pixels) seguida por um fechamento. Os autores do artigo nadescrevem explicitamente a
formulacao da piramide de fechamentos, mas sugerem queja:

= ' g (4.52)
*= B g (4.53)
A utilizacao do seguinte elemento estruturante nao- ate sugerida no artigo:
2 3
a b a
B=4 b 0 bb5; (4.54)
a b a

onde a e b sao inteiros positivos,a b e a origeme o ponto de valor zero. Como o valor
centrale zero, ao aplicar a abertura ou o fechamento em regies planas da imagem os valores
dos nveis de cinza nao serao alterados.
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X2 R Y2
X1 R1 Y1
X0 Ro Yo

Figura 9: Piramide de Sun-Maragos (imagens de [11]). Foi f|a mudarca de escala em
algumas imagens para facilitar a visualizecao.

4.13 Piramide baseada em amostragem \quincunx"

Em [16], Heijmans e Goutsias apresentam uma pirAmide de adjcao morfobgica para sinais
bidimensionais baseada em um esquema de amostragem denoado amostragemquincunx.
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SejaS o conjunto dos pontos inteiros no plano, istoe,S = f(s1;S2) j S1;52 2 Zg, e sejaQ
0 subconjunto de S resultante as a aplicacao da amostragemquincunx sobre S, ou seja,
Q=f()ju, 2 Zeq+ e parg. Abm disso, sejaS® Q o conjunto resultante da
aplicacao da amostragemquincunx sobreQ: S°= f(s9;s9) j s?;s9 2 2zg.

De nimos as seguintes normas ens:

kski = jsij + jSoj e ksky = maxfj s1j;js0j0; (4.55)

ondes =(s;1;s2) 2 S. Considere as relecees birarias

sl ggsseks ak; 1eq! 1s°ssekq sk, 1 (4.56)

emS QeQ SO respectivamente. Tais relacees sao ilustradas na Figa 10.

Figura 10: Relecoees de equivaléncia

De na os espacos de sinaispg = Fun(S;T) e Vi = Fun(Q; T). Os operadores de aralise

e sntese
A

o(x)(q) = x(s) (4.57)

s:s! oQ
oX)(s)= — x(a) (4.58)
gs! oq

formam uma adjurcao entre Vg e V; e satisfazem a condcao de piramide. De forma similar,

dena V, = Fun(S®T) e os operadores de aralise e sntese
N

100(sY = x(q) (4.59)

g:q' 1sO

100@= " x(s) (4.60)

st 1s0
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para obter uma adjurcao entreV; e V, que esht de acordo com a condcao de piramide. Como
S%= 250 para obtermos nveis subseqéentes da piramide basta ngetir o mesmo procedimento
para Q°=2Q e S%%=25°

A Figura 11 mostra dois nveis da transformacao pirAmide correspondente. Os nveis
mpares da piramide sao exibidos as uma rotecao de B graus no sentido anti-hoario.

X2
X1 R1 Y1
X0 Ro Yo

Figura 11: Piramide usando amostragem \quincunx" (imagers de [16]).

4.14 Piramide de ltros alternados seqgsenciais

Os ltros alternados sequenciais (@lternating sequential Iters, ou ASF) [14] constituem uma
classe muito importante de Itros em Morfologia Matenatic a. De nimos um mapeamento
close-opencomo a abertura seguida por um fechamento pelo elemento esturante B:

Mg(X)=(X B) B: (4.61)

Um ltro alternado seqeencial consiste na aplicacao iterativa de Mg
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ASF= Mg, Mg, , Msg,; (4.62)

ondeN e um inteiro, By, By 1, :::, B1 s@0 elementos estruturantes de tamanhos diferentes,
e By Bn 1 B,. Variecoes podem ser obtidas substituindo o operadorclose-
open pelo open-close(fechamento seguido de abertura)gclose-open-closgfechamento seguido
de abertura, seguida de fechamento) owpen-close-open(abertura seguida de fechamento,
seguido de abertura).

Em [27, 28],e apresentado um esquema de decompostcao amidal inspirado nos Itros
alternados sequenciais. A etapa de aralise consiste em #par um Itro close-openseguido
de uma amostragem dadica, enquanto na etapa de sntese deita uma interpolacao seguida
por uma dilatacao ou um fechamento. O elemento estruturaie usado pelo ltro close-opere
mantido xo em todos os nveis da piramide; como existe amatragem de nvel para nvel, o re-
sultado obtidoe \similar" ao de um ltro alternado seqeen cial. Formalmente, a decomposcao
e dada por:

"= Mg (4.63)
'z . tou fz o 8 (4.64)

onde " e § sao os operadores descritos pelas equacees (4.1) e (4.2 e k denotam a
dilatacao e o fechamento pelo elemento estruturanteK , B e 0 elemento estruturante usado
pelo operadorclose-opene K e o0 elemento estruturante usado na reconstruicao. Para da

piramide, K pode ser o quadrado 3 3 com centro na origem. Para uma formulecao mais
precisa das condcees que devem ser satisfeitas plir, o leitor pode consultar [28].

4.15 Piramide de difusao anisotopica

Uma limitacao da piramide de Burt-Adelsone o borrament o que surge nas imagens em virtude
da aplicacao do Itro passa-baixas. Tal borramento pode tazer alguns efeitos indesepveis em
algumas aplicacees, pois torna difcil a deteaao preisa de bordas e pode levara fusao de obje-
tos. Visando contornar estas limitacees, os autores de |3 propeem a utilizacao de piramides
nao-lineares para identi cacao de objetos. Uma das altativas sugeridase uma piramide que
usa operadoresopen-close(fechamento seguido de abertura), discutida no exemplo aetior.
A outra alternativa consiste na utilizecao de Itros de di fusao anisotopica [29].

A abordagem de identi cacao de objetos apresentada no artjo envolve a criecao de uma
piramide, mas sem a necessidade de reconstruir o sinal oingl xo. Desta forma, apenas

Itro de difusao anisotopica seguido por uma amostragem Ao contario da Itragem passa-
baixas usando uma Gaussiana, tal Itro tem a propriedade de savizar regiees internas dos
objetos enquanto evita interacees entre objetos distinbs (a suavizacao e adaptativa, sendo
mais intensa no interior dos objetos do que nas bordas) [29D Itro de difusao anisotiopica
foi inspirado na versao contnua da equacao do calor. A mdarca numa imagem!| em relacao
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ao tempo (no nosso caso, a varieccao de tempoe dada pelosweis da piramide) pode ser
escrita como:
@!_ _
@t divier 1]; (4.65)
onder e o gradiente, dive o divergente e ce o coe ciente de difusao. Sece constante, a
difusaoe isotopica, e a solucao da equacaoe iguah convoluicao por uma Gaussiana. J sec
varia de acordo com a magnitude do gradiente, a difusaoe asotopica e bordas podem ser

preservadas. Poem, neste caso a equacao nao conem wrsolucao fechada. Uma sugestao
para o caso discretoe a forma iterativa [29]

lijit +1 = lijg + (ONT N+ Csl s+ CeEl g+ Cwi w), (4.66)

onde e ataxa de suavizecao, er n,r s, g €r w Sao0 0s gradientes nas direcees norte, sul,
leste e oeste, istoe, nas direcees dos quatro vizinhos daixel (i;j ) na imagem, considerando

a relacao de 4-vizinharca. Os coe cientesc sao0 0s coe cientes de difusao, que devem crescer
monotonicamente conforme a intensidade de seu respectivaagliente diminui e devem estar
no intervalo [O; 1].

4.16 Pirdamide da difererca

Em [21], Kresch e Heijmans apresentam um exemplo de piramé& morfobgica interessante
para decomporimagens de difererca istoe, imagens obtidas a partir da difererca entre duas
furcees reais. Por exemplo, séx € uma imagem elg e uma imagem obtida a partir de um
operador de predcao da imageml 5, istoe, um operador que tem como objetivo estimar o
valor de |5, a diferercala Ig pode ser interpretada como um erro de predcao (os sinais
de detalhe de piramides de imagens sao exemplos de imagelesdifererca). Outro exemplo
interessante aparece em processamento de vdeo digital,nde a aralise da difererca entre
dois quadros sucessivos em uma seqeéncia permite extrainformacees sobre mudarcas na
localizecao dos objetos.

A ordenecao pontual de imagens (equacao (2.1)) naoe @ropriada para imagens de di-
fererca, pois esta ordenacao nao trata igualmente val@s positivos e negativos. Entao,
foi proposta a seguinte ordenacao, que nao apresenta estlefeito: f g, fxy) =
mediandf (x;y); g(x;y); 0g; 8x;y 2 Z. Suponha entao que os espacos de sinafs = F un(zZT)
sejam munidos desta ordenacao. O seguinte operadore umerosao dev; em V. :

"(xX)(m;n)=(0 _ MIN )™ MAX; (4.67)

onde
MIN = x(2m;2n)* x(2m +1;2n)” x(2m;2n+1) * x(2m +1;2n +1); (4.68)
MAX = x(2m;2n) _ x2m+1;2n) _ x(2m;2n+1) x2m+1;2n+1); (4.69)
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e a dilatacao tal que ("; )e uma adjurcaoe dada por

(xX)2m;2n) = (X)(2m +1;2n) =
xX)2m;2n+1)= (X)2m+1;2n+1)= x(m;n): (4.70)

n #

Se considerarmos 0s operadores de aralise e sntese} ="e | = "1t = para
todo j, obtemos uma decompostcao piramidal denominadairamide da dlferen:a Em [21]
a piramide da diferercae comparada a uma piramide linea, e observa-se que a primeira
preserva caractersticas como bordas, ao contario da sgunda. A piramide linear tamkem
apresenta o efeito indesejado de criar diversos artefatosas imagens.

4.17 Piramides com quantizaao

Suponha que os nveis de cinza na base de uma piramide possaser representados por no
maximo N bits, istoe, o conjunto T de nveis de cinzae igual a Ty = f0;1;:::;2V  1g.
Suponha tamkem que os especos de sinais sao dados pgr= Fun(E; Ty ), e de na [11]

= je [=dvj; (4.71)
ondegy j:Vj! Vj+1 edy j:Vj+1 ! V, sao de nidos como
x(n
o 0 = B0 (@72)
dv j(x)(n)=2 x(n): (4.73)

Ou seja, conforme subimos da base para o topo da piramide o rreanho do intervalo de
nveis de cinzae dividido por 2. Os operadores (Jf'; Jf*) formam uma adjurcao entre V, e
Vj+1. Piramides que envolvem quantizecao ttm propriedadesnteressantes em aplicacees de
compressao e codi cacao de imagens, que serao discatigdna Secao 5.1. Uma decomposcao
piramidal formada apenas pelos operadores de aralise entese de (4.71) pode ser considerada
multiresolucao no sentido de que a resolucao em profuridade das imagens varia de nvel para
nvel da piramide. Abaixo, temos um exemplo que satisfaz acondcao de piramide e combina
quantizacao com as piramides de adjurcao morfobgia, que mostramos anteriormente na
Seacao 4.10. Assim, obtemos uma decomposcao em gque \@atamtem a resoluwcao espacial.

4.17.1 Pirdmide morfobgica com quantizaao

Considere a piramide de adjurcao morfobgica at , dada pelos operadores” e # das equacees
(4.44) e (4.45), ondeV; = Fun(Z9;Ty):

“(x)(n) = x(2n + k) (4.74)
k2A

k= x(

n2A[K]

K n

); (4.75)
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Suponha que para alguma 2 A, Ala] = fag; logo, a condcao de piramidee satisfeita. De na
V| = Fun(z% Ty ;) e os operadores de aralise e sntese com quantizacao #a Vj e V|1

Eov e = fdy g (4.76)
Ou seja,
T00(M = b x(@n + k)=2c @)
k2A
. Tk
§ ()(k) = 2( X(S=1): (4.78)
n2A[k]

O par (_} ;_f) constitui uma adjurcao entre V; e Vj.;. Um exemplo de decompostao
que pode ser feita usando operadores desta formae a agrege de uma etapa de quantizecao
a piramide de Haar morfobgica [11].

5 Aplicacees

Nesta secao, mostraremos algumas aplicacoes em prosamento de imagens e visao compu-
tacional em que sao usadas pirAmides de imagens.

5.1 Compressao e codi cacao de imagens

Burt e Adelson propuseram em [4] um mecanismo de codi cace de imagens baseado na de-
compostcao piramidal pelas piramides Gaussiana e do Ldgciano. O netodo consiste em
aplicar a transformacao piramide sobre a imagemx = Xg que se deseja codi car, obtendo

espaco (pode-se usar ecnicas de codi cacao sem perdaadinformacao, como odigos de Hu -
man, por exemplo). Para recuperar a imagem original novamer, e feita a decodi cacao das
imagens da piramide e em seguida a imagem originale recotrada utilizando a transformacao
piramide inversa.

Se assumirmos que os valores dos pixels de uma imagem saatesicamente indepen-
dentes, entao o rumero mnimo de bits por pixel necessaios para codi car a imageme dado
pela entropia da distribucao de valores dos pixels. Por xemplo, se estamos trabalhando com

por

55
H = f(i)log,f (i) (5.1)

i=0
ondef (i) denota a freqeéncia de ocorréncia do nvel de cinzai na imagem. A codiceacao
das imagens de detalhe (neste caso, das imagens da piramide Laplaciano) ao inwes da
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imagem originale justi cada pelo fato de tais imagens seren a difererca entre uma imagem
e o resultado de um processo de predcao desta. Com issoagde parte da correlecao entre
0s pixelse removida, os valores dos pixels das imagens detdie concentram-se ao redor do
zero, e a entropia dessas imagense menor [4].

Burt e Adelson tamtem sugerem o uso de quantizacao nas ingens de detalhe a m de
reduzir ainda mais a entropia, caso seja satisfabrio que amagem reconstruda seja apenas
uma aproximacao da original (dependendo do processo de gatizacao utilizado, este pode
introduzir erros irrecuperveis). Outra otimizecao qu e pode ser feita em termos de especo,
mas que tamkem invalida a propriedade de reconstrucao pdeitae a remacao do primeiro sinal
de detalhey; da piramide, contornando assim o problema da redundanciana representacao
por piramides de imagens.

A discussao acima mostra que, para obter uma boa taxa de comgssao,e interessante gerar
uma piramide cujas imagens de detalhe possuem baixa entra@ Assim, existem na literatura
alguns trabalhos que exploram esta ickia para obter melhdas na taxa de compressao. Entre
eles, podemos citar [5], que sugere que a utilizacao de gmides de aberturas ou fechamentos
morfobgicos (Secao 4.12) gera imagens de detalhe com mer entropia.

J em [18] os autores observam o processo de geracao de urmpa@mide segundo a for-
mulacao chssica: a aralise consiste em uma ltragem lnear seguida de amostragem dadica,
enquanto a sntesee constituda por interpolacao (zeros sao includos entre as amostras) se-
guida por ltragem linear. Entao, e sugerido que, dentro desta classe de pirAmides, se o0s
Itros lineares dos operadores de aralise e sntese forenas convolucees pelas mascarag e h
abaixo, respectivamente, entao a piramide de imagens desthlhe tem entropia mnima:

2 3
000O0O
000O0O
g= 001002 (5.2)
000O0O
000O0O
2 3
0 0 0 0 O
0 1=4 1=2 1=4 0
h=80 12 1 1=2 0 (5.3)
0 1=4 1=2 1=4 0
0 0 0 0 0

A decomposcao obtidae chamada pelos autores de pirandie de entropia minimal (minimal
entropy pyramid, ou MEP).
5.2 Transmissao progressiva

As piramides de imagens podem ser usadas de forma natural eaplicacees de transmissao
progressiva de uma imagem [4]. Neste tipo de transmissaorimeiroe enviada uma repre-
sentacao grosseira da imagem, a m de que o receptor tenhama ickia sobre o seu contaudo.
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Em seguida, transmissees subseqdentes proporcionam détes da imagem em resoluwcao cada
vez mais na. Se desejar, 0 receptor pode interromper a tramgissao assim que a imagem
alcarcar um nvel satisfabrio de detalhe.

Suponha que a imagenxo ser transmitida desta forma. No ro de origem da transmissao,

imagemxo tamleme feita progressivamente, conforme as imageny; +1 sao recebidas. A cada
recepcao de uma imageny; +1 ,€ feita a aplicacao do operador de sntese f(xj +1) (ondex;+1 €

a imagem que f foi reconstruda a& 0 momento) e o resultadoe adicionado ay;+; para obter
Xj. A imagem X; passa por um processo de interpolacao antes de ser exibig@ara o usuario
com a resolucao dexg. Com isso, a imagem exibida para o ustario no ro receptoreatualizada
progressivamente, ae que todas as imagens de detalhe sajatransmitidas, resultando na
imagem xg. Ou seja, a imagem vai \entrando em foco" gradativamente. A Fgura 12 ilustra
este fato.

Figura 12: Transmissao progressiva. A imagem \entra em fax' gradativamente [4]

Tambkem e interessante notar que ecnicas de codi cacao de imagens podem ser usadas
sobre as imagens transmitidas, para economizar tempo na tresmissao.

5.3 Localizacao de objetos

Na literatura encontramos alguns trabalhos que utilizam pramides de imagens em aplicacoees
de localizacao de objetos [31, 23, 38]. Neste tipo de apdrao o objetivo e determinar a
poscao de um ou mais objetos de interesse numa dada imagen© uso de piramides pro-
porciona ganhos em e ciéncia computacional atrawes de dsatgias de busca \coarse-to- ne"
(da resolicao mais grosseira em direcaoa resolucaomais na). Em linhas gerais, este tipo
de estrakgia consiste em, de posse da representecao aimidal de uma imagem (naoe ne-

algum k em que ainda seja possvel reconhecer as caractersticaga imagem), iniciar a busca
pelo objeto de interesse na imagem de menor resolucao, @mdo assim uma estimativa da
poscao do objeto. Tal estimativae usada para guiar a busa no nvel seguinte (de maior
resolucao) na piramide: o objetoe procurado na regiaccorrespondente a localizacao obtida
na resolcao mais grosseira (eventualmente incluindo umpequena vizinharca ao redor desta
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regiao). Repete-se o procedimento a& chegarmosa baseacpiramide, que conem a imagem
de maior resolwcao. Desta forma, conforme prosseguimosodopo para a base da piramide a
estimativa da localizecao do objetoe re nada, e a procura apenas nas regiees correspondentes
aos pontos obtidos faz com que computacionalmente este netlo seja mais e ciente do que
fazer umaunica busca na imagem de maior resoluwcao.

O artigo [31] explora piramides nao-lineares em conjunt@om uma estrakgia detemplate
matching baseado em bordas para identi car objetos. Os autores mosam resultados ex-
perimentais comparando piramides nao-lineares com a gimide linear de Burt e Adelson e
concluem que neste tipo de aplicacao as decomposceeaautilizam operadores nao-lineares
levam a resultados melhores com custo computacional equilente, devidoa preservacao de es-
truturas como bordas. J em [23],e construda uma piram ide a partir da imagem do objeto de
interesse e uma piramide a partir da imagem onde se quer faza busca, e um procedimento de
template matchingentre imagens das duas piramidese realizado. A decompaosio piramidal
utilizadae a piramide de Haar, e uma variacao da estraiegia de buscacoarse-to- ne baseada
em um procedimento de descida do gradientee sugerida. Oudr trabalho que usa estraegias
de buscacoarse-to- nee [38], ondee apresentado um algoritmo para perseguca (tracking) de
objetos em vdeo que faz decomposcees piramidais de tas$ os quadros da seqséncia e, para
cada dois quadros sucessivos, trabalha com a informaca@da pelas duas piramides sucessivas
para determinar a mudarca de localizacao de um objeto dedrma multiresolucao.

5.4 Projeto multiresolicao de operadores morfobgicos

Recentemente, ecnicas de aprendizado computacional swgsvisionado t&m sido utilizadas no
projeto de operadores morfobgicos atrawes de exemplos2 37]. Em linhas gerais, a ickia con-
siste em encontrar um operador morfobgicootimo (de mena erro) ; dentro de uma famlia
de operadores , a partir de um conjunto de exemplos de treinanento (pares que indicam,
para uma dada entrada do operador, qual deve ser sua sada)Neste tipo de metodologia, a
qualidade do operador projetado depende fortemente da quéidade de exemplos utilizados,
sendo esta de natureza exponencial com respeitoa complelade do problema. Uma forma
de resolver istoe atrawes da restrcao do espaco de busa do operador, durante o processo de
aprendizado.

A especi cecao de restrcoese um ponto chave no projed estatstico de operadores. Se a
restrcao for especi cada de forma adequada, isto pode nikeorar sensivelmente a qualidade
do operador projetado. Poem, e importante lembrar que ao utilizarmos restrcees, o projeto
autonatico estima o operadorotimo dentro da restrcao ; este pode ser diferente do operador
otimo obtido sem a aplicecao de restrcoes, inclusivepodendo ter um erro maior. Dependendo
da difererca entre esses operadores, 0 ganho com a dimio@aio no erro de estimacao pode ser
anulado pelo aumento do erro do operador otimo estimado. E® relecao entre o erro de
estimacao e o erro do operadorotimo exerce papel cruciaho projeto de operadores atrawes
de restrcoes.

Uma restrcao bastante utilizada na patica consiste em fazer a busca porW -operadores,
istoe, operadores invariantes por translacao e localmete de nidos por uma janela W. Esta
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ultima condcao faz com que o resultado do operador em um pnto dependa apenas dos
valores da imagem de entrada em uma vizinharca dele, dada pdV. Desta forma, podemos
ver o operador como um mapeamento do espaco de possveis rcguracees observadas nas
imagens atrawes da janelaW em um conjunto de nveis de cinza. Assim, o problemae um
caso particular do problema de reconhecimento de padreesm que queremos encontrar um
classi cador de menor erro que atribua classey;, ondey; denota um nvel de cinza no conjunto
de sada do operador,as con guraceesx; observadas nas imagens de entrada sob a jandls
(que podem ser vistas como vetores de caractersticas).

Em [7], foi introduzida uma €tcnica de projeto estatstic 0 de operadores morfobgicos ba-
seada em restrcoes de resoluwcao, que atrawes da expkrao de conhecimento a priori permite
diminuir a quantidade de exemplos necessarios para se ohteima boa estimacao. Tal ecnica
equilibra o erro de estimacao com o custo de restrcao, teaves do uso de um esquema pira-
midal.

SejamDg, D1 e D, espacos de con guracees relacionados pelos mapeamestde resoluwcao

o1:Do! Die 12:D1! Dy, onde as con guracees enD; possuem menor resoluwcao do que
as deDg, e as deD;, possuem menor resoluwcao do que as d2;. Tais mapeamentos de nem
classes de equivalencia: par&;x°2 Dg, x s1 X%,  01(X) = 01(x9, e paraw;w®2 Dy,
wsow?,  1o(w) = 12(w9. Podemos de nir o mapeamento de resoluwcao, : Do ! D, como

»= 12 01,0USeja, »:Dg!” D1 " Dy. Generalizando,e possvel de nir uma seqséncia de
espacos de con guraceesD;Dy;D3;::: de menor resolwcao do quddy com seus respectivos
mapeamentos de resolcao o1; 12; 23;::: €OM (¢ 1) : Dk 1! Dk, e podemos de nir os
mapeamentos de resolicao; : Do ! D; como ; = (i i 12 o01. EStes mapeamentos
determinam o esquema piramidal de multiresolucao, e poda ser construdos baseando-se nos
operadores de aralise de uma piramide de imagens:; 1) = J ; paraj 1.

Seja ¢ 0 operadorotimo sobre a restrcao Q ,, de nida por Dy e , ou seja, ge O
operadorotimo no espaco Do, 1€ 0 operadorotimo sobre Q ,, de nida por D; e 1, e assim
por diante. A metodologia do projeto de operadores restrits por resolucao consiste em obter
um estimador nx (N indica o umero de amostras usadas no treinamento) de , sobre
0 espaco de con guraceesDy, e apli@-loas con guracees observadas emDg. Este netodo
permite fazer a estimacao numa resolucao menor quandoessuspeita que a estimecao sea
ruim numa resoluwcao maior.

Os erros de estimacao do operadorotimo sobrdy devem-se ao erro de estimacao tanto
para as con guraceesx 2 Do encontradas nos pares de treinamento quanto para as nao
encontradas nos pares de treinamento. O primeiro caso coisponde ao problema de estimacao
de uma esperarca a partir de uma amostra. J no segundo caso erro depende da metodologia
adotada para generalizar a estimacao para con guraceg nao encontradas.

O projeto piramidal de operadores propee resolver o segundcaso pela restrcao de re-
soluwcao, usando a estimecao sobr®, quando os exemplos sao su cientes, e usando o ma-
peamento de resoluwcao  fazendo as estimacees sobrBy quando x nao foi encontrado nos
exemplos. Ou seja, se e temos uma boa estimacao do operadorotimo, usamos 0 opedar

N:0- A Se a estimativa for ruim ou nao tivermos dados su cienes para fazé-la, pode ser
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interessante usar y .

O projeto de operadores hbridos multiresolwcao pode ser visto como uma &cnica de ge-
neralizacao; a generalizacao para as con guraceesan observadas em um nvel da piramide
e dada pelos nveis subseqeentes. SejaN (x) o rumero de vezes que a con guraaox foi
observada nos exemplos. O operadore de nido como

S N;0(X); se N(x)>0
% N;1( 1(x)); se N(x)=0;N( 1(x))>0
N;(O;l;:::;m)(x) =
2 W 1(m 100); se N()=Z03::5N(m o) =0iN( m 1(x)) > O
. N:m ( m(X)); se N(x)=0;::5;N(m 1(x))=0
(5.4)
Podemos alterar a de ncao para exigir queN (x) para algum limiar ao inwes de

simplesmente veri car seN (x) > 0, para evitar uma estimacao ruim do operador desejado.

6 Consideraoes nais e trabalho futuro

As piramides de imagens constituem uma tcnica bastantemportante na criacao de decom-

poscees multiresollcao em visao computacional e poessamento de imagens. Neste texto,
vimos diversos exemplos de decompostoees piramidais. Alferentes propriedades apresenta-
das pelas decompostcees fazem com que para uma dada agla alguns tipos de piramides

possam ser mais adequados do que outros. Cada piramide deenuma maneira de fazer

mapeamentos entre imagens de diferentes resoluwcoes, e scalha da melhor piramide para

uma determinada aplicacao pode ser uma tarefa bastante coplicada. Em geral, tal escolha

depende do conhecimento do projetista sobre o domnio da djgecao.

A formalizecao da teoria feita por Heijmans e Goutsias intui diversos tipos de decom-
poscees piramidais encontrados na literatura como casoparticulares, e o arcabowo ma-
tematico tamkem e adequado para representar algumas deomposcees multi-escala que nao
envolvem mudarca de resolucao, como 0s esqueletos mabfficos e granulometrias.

As primeiras piramides propostas eram lineares. Tais pamides sao importantes em di-
versas aplicacoes, mas quandoe necessrio preservanformacao geonetrica (por exemplo,
bordas) entre as diversas resolwcees da pirAmide os rdtados obtidos podem ser insatis-
fabrios devido ao borramento gerado pelos Itros passa-fixas. Isto serviu como motivecao
para o estudo de esquemas de decompostcao nao-lineamsre eles as piramides morfobgicas.
Aem das propriedades citadas nos exemplos apresentadoas piramides morfobgicas sao inte-
ressantes pelo fato de sempre mapearem valores de pixelsdimbs em valores inteiros, e nunca
gerarem imagens de aproximacadx;g,j 1 com valores fora do intervalo de nveis de cinza
da imagem original xg [11].

No projeto multiresolucao de operadores morfobgicos ¢u classi cadores multiresolucao),
a piramide xada determina os mapeamentos de resolucacg, conseqaentemente, as classes de
equivaléncia. A escolha desta piramide exerce in uéna direta sobre a qualidade do classi -
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cador projetado. Como parte do meu projeto de mestrado, atuaente estamos trabalhando
em uma ecnica para a escolha autonatica, com base em exenigs de treinamento, da melhor
piramide (a que, ao ser usada no projeto de classi cadores uitiresolicao, fam com que o
classi cador projetado tenha menor erro) entre as piramidces de um conjunto fornecido pelo
uswario. Ae o momento, foram realizadas algumas implementacees e testes considerando
mapeamentos de resolucao compostos por uma simples am@em (o0 que varia de piramide
para piramide sao os subconjuntos de pixels escolhidos ranostragem). Temos alguns re-
sultados experimentais promissores para o problema de ltigem de rudo multi-escala do
tipo sal e pimenta em imagens birarias. Em continuidade ao tabalho, as decomposcees pi-
ramidais estudadas serao implementadas, constituindo uabiblioteca de piramides. Assim,
teremos uma ferramenta para selecionar automaticamente,gra um dado conjunto de exem-
plos de treinamento, a melhor piramide dentre um subconjuto das piramides disponveis na
biblioteca escolhido pelo ustario. Tamkem esh em nossa planos a realizacao de testes com
imagens em nveis de cinza e coloridas.

As wavelets[6, 24] constituem outra classe de decomposicees multselucao de imagens.
No futuro, pode ser interessante investigar a utilizecaode waveletscomo regras de deter-
minacao dos mapeamentos de resolucao no projeto de ckixadores multiresolucao.

Tamkem como parte de meu projeto de mestrado, temos como olejivo realizar o reconhe-
cimento de gestos em vdeo digital. Para tal, investigarenos a viabilidade de utilizar Modelos
Markovianos Ocultos (Hidden Markov Models ou HMMs) [30] em conjunto com classi cadores
multiresolucao.

A Execwao do plano de estudos

No plano de estudos, foi proposto um estudo sobre piramidede imagens com base na bi-
bliogra a indicada. Inicialmente, todos os artigos da bibliogra a foram analisados, e, dos 17
artigos propostos, cinco foram descartados pois seu contdo nao era relacionado aos Nnossos
interesses. Os 12 artigos restantes [4, 5, 10, 15, 16, 12, P8, 23, 27, 31, 38] foram estudados,
com énfase nas secoes mais relevantes ao nosso trabalt&em disso, um artigo ([28]) e um
relabrio tcnico ([11]) tamkem foram estudados, e alguns livros foram consultados.
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