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Capitulo 1

Introducao

Esta disciplina tem como objetivos (1) introduzir a &lgebra booleana, um sistema algébrico cujo
desenvolvimento inicial dos fundamentos é devido a George Boole (1815-1864), e (2) mostrar sua
aplicacao, principalmente no projeto légico de circuitos digitais.

O curso inicialmente abordara algumas aplicacaoes da algebra booleana de forma bastante breve.
Em seguida, elementos comuns dessas aplicacoes serao abstraidas para se chegar as defini¢bes e fun-
damentos tedricos da algebra booleana. Alguns conceitos, resultados e algoritmos importantes no
contexto da &lgebra booleana (tais com propriedades, relagdo com ordens parciais, simplificagao de
expressoes booleanas) serao estudados. Paralelamente, serdo estudados também a relagao e a aplicacao
dos mesmos no projeto de circuitos légicos.

Este capitulo contém notas de aula relativas a parte inicial do curso onde serao explorados topicos
que ilustram aplicacoes da dlgebra booleana. Precisamente, serao apresentados uma breve introducao
ao problema de projeto de circuitos légicos, a dlgebra dos conjuntos, a légica proposicional e operadores
de imagens bindrias.

1.1 Circuitos Légicos

Considere dispositivos como os mostrados na figura 1.1, que recebem sinais de entrada & esquerda e
produzem sinais de saida a direita.

T 2 D= P> J » J >

Porta E Porta OU Inversor NAO Porta XOR Porta NAO-E  Porta NAO-OU

Figura 1.1: Representacao grafica de algumas portas légicas.

Suponha que nestes dispositivos tanto as entradas como as saidas tomam apenas o valor 0 (zero)
ou 1 (um). A relacdo entrada-saida desses dispositivos estd descrita a seguir, onde z1,z2 € {0,1}
denotam entradas. Por exemplo, a saida da porta E é denotada por x1 x5 e toma valor 1 se e somente
sexi=1lexs=1.
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E ou NAO | XOR | NAO-E | NAO-OU
Ty X2 || T1T2 | T1 + T2 T r1 Dry | T1X2 T+ X2
0 O 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 1 0
1 0 0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 0 0 0 0

Estes dispositivos (portas e inversores) podem ser interconectados. A rede resultante é denominada
circuito. Por exemplo, a figura 1.2 mostra um circuito com trés inversores e uma porta E.

B%T: ;

Figura 1.2: Um circuito simples.

A relagao entrada-saida deste circuito é mostrada na tabela a seguir:

saida
AB | /(A B — AB

——_ O Ol

B
0
1
0
1
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o~ o |

0
1
1
1

o O O

A esta altura ja é possivel percebermos que a relagao entrada-saida de um circuito descreve uma
func@o. Por exemplo, no caso do circuto acima, a saida pode ser expressa como f(A, B) para indicar
que o valor da saida depende das duas entradas A e B que podem ser vistas como varidveis. Neste
sentido, cada linha das tabelas acima corresponde a uma das possiveis atribuicoes de valor as varidveis
de entrada do circuito. Além disso, a saida pode ser caracterizada por uma expressao, justamente

aquela que aparece no cabegalho das colunas. Assim no circuito acima, f(A, B) = A B. Dizemos que
um circuito realiza uma funcao.

Se vocé for um leitor atento, j& deve ter percebido que f(A,B) = AB = A+ B. Em outras
palavras, uma mesma fungao pode ser representada por diferentes expressdes. Ou ainda, visto por
outro angulo, diferentes circuitos tém um mesmo comportamento. Quando dois circuitos realizam uma
mesma funcao eles sao ditos equivalentes. Esta observacao leva-nos a uma questao natural: Como
verificar se dois circuitos sao equivalentes? e leva-nos também a seguinte questao interessante:
Dada uma fungao (supondo-se que a mesma pode ser realizada por circuitos), qual é o
“menor” circuito que a realiza? Aqui, o termo menor pode ser associado ao nimero de dispositivos
utilizados no circuito.

Ja vimos que um circuito realiza uma funcao. Sera que a inversa é valida também? Ou seja, sera
que qualquer funcao de {0,1}" em {0, 1} pode ser realizada por um circuito?

Deixemos esta pergunta temporariamente de lado e vamos resolver um exercicio. Sejam A =
agagzayag € B = b3bg by by dois nimeros bindrios de 4 bits (onde o subscrito 0 e 3 representam,
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respectivamente, o bit menos e mais significativo). Deseja-se projetar um circuito que realiza a adi¢ao

de A e B. Deseja-se também, supondo que os nimeros estao na forma complemento de dois, detectar
overflow.

Uma possivel solucao consiste em projetarmos um circuito para realizar a adigdo dos bits de uma
coluna onde as entradas sao os bits a;, b; e o vai-um ¢; da coluna anterior e as saidas sao o bit da soma
S; € 0 vai-um c¢; 41 para a préxima coluna. Esses circuitos podem ser concatenados em série de forma
que a saida vai-um de uma coluna ¢ alimenta a entrada vai-um da coluna i + 1, conforme mostrado na
figura 1.3.

Figura 1.3: Esquema de um somador de 4 bits.

Cada uma das “caixas” corresponde a um somador de bits, cujo exemplo de uma possivel realizagao
em circuito pode ser visto na figura 1.4. Observe que este trata-se de um circuito de duas saidas (e,
portanto, realiza duas funges). As fungoes poderiam ser realizadas por um circuito cada, mas na
solucao apresentada ha compartilhamento de subcircuitos.

b l)

cin ] S

— cout

Figura 1.4: Esquema de um somador de bits.

Em geral, para projetar circuitos, o primeiro passo ¢ a descri¢ao funcional do circuito que desejamos
projetar. Isto pode ser feito através da construgdo de uma tabela como as vistas acima (tabelas-
verdade), especificando-se quais sao as entradas, quais as saidas e a relagao entrada-saida. Fica como
exercicio a construgao da tabela para o somador de bits visto acima. A partir da tabela-verdade,
pode-se projetar diretamente um circuito (veremos isso posteriormente, na segunda metade do curso).
No entanto, circuitos projetados desta forma nem sempre sdao as “melhores”. H& varias questoes
que podem ser consideradas quando se deseja projetar o “melhor”circuito. Algumas dessas questoes
(tais como minimizar o nimero de portas, restringir-se ao uso de um subconjunto de tipos de portas,
compartilhar subcircuitos, etc) serdo vistas mais tarde.
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Resumindo, algumas questoes interessantes que procuraremos responder posteriormente sao:

e Quais fungoes podem ser realizadas por um circuito?
e Como verificar se dois circuitos sao equivalentes?
e Dada uma funcao realizavel, qual a realizacao que utiliza o menor nimero de dispositivos?

Dado um circuito, existe circuito equivalente e mais simples?

e Se nos restringirmos ao uso de determinados tipos de porta apenas (e ndo todos), quais tipos de
fungoes sao realizaveis?

e Como otimizar o compartilhamento de subcircuitos?

1.2 Algebra dos conjuntos

A dlgebra dos conjuntos é um exemplo de algebra booleana que intuitivamente é relativamente simples
de ser entendida. Por esta razao, ela serd introduzida antes da introdugao formal de algebra booleana,
com o objetivo de ajudar o entendimento de uma definicao formal a ser apresentada mais adiante no
curso.

Referéncias para esta parte do curso: capitulos 1 a 6 de [Filho, 1980], capitulo 2 de [Mendelson, 1977],
capitulo 1 de [Whitesitt, 1961], capitulo sobre conjuntos de qualquer livro sobre Matemaética Discreta
(Discrete Mathematics) [Ross and Wright, 1992, Garnier and Taylor, 1992].

Conjuntos e elementos
Conjuntos sdo colecdes de objetos, denominados elementos’

Exemplos de conjuntos

O conjunto de todos os nimeros inteiros, o conjunto de todos os alunos de MAC0329 do
semestre corrente, o conjunto de todos os seres humanos vivos atualmente, o conjunto de
todos os nimeros reais maiores que zero e menores que 1, o conjunto de todos os jogadores
da selecao brasileira de futebol, o conjunto de todas as letras do alfabeto romano, etc.

Notacao
Conjuntos serao representados por letras maiisculas: A, B, C, S, etc. Elementos de um

conjunto serao representados por letras minusculas: a, b, x, y, etc.

Em geral podemos especificar um conjunto descrevendo os elementos, ou entao enumerando
os elementos. Por exemplo, o conjunto A de todos os nimeros inteiros pares pode ser

eXpPresso por:
A={x e Z:xépar}

e o conjunto B das cores da bandeira brasileira pode ser expresso por:

B = {verde, amarelo, azul, branco}

!Né&o é objetivo fazermos uma definicdo formal de conjunto. Basta utilizaremos a nogio intuitiva que temos sobre
conjuntos.
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Conjuntos universo e vazio

Dois conjuntos especiais sao o conjunto universo, isto é, o conjunto de todos os objetos
em questao, e o conjunto vazio, isto é, o conjunto que nao contém nenhum elemento. Os
conjuntos universo e vazio sao denotados, respectivamente, por U e ().

Conjunto unitario

Em algebra de conjuntos, os objetos de interesse sao os conjuntos e nao os elementos que
os formam. Assim, as operacoes devem ser definidas sobre ou entre conjuntos, mas nunca
sobre elementos isolados. Para tratar elementos, devemos considerar conjuntos unitarios.
Por exemplo, se a é um elemento de U entao {a} denota o conjunto unitdrio que contém
apenas um unico elemento, o elemento a.

Relacao elemento x conjunto

Se um elemento x pertence a um conjunto A, escrevemos x € A. Diremos, alternativa-
mente, que x é membro de A. Se z nao pertence ao conjunto A, escrevemos x ¢ A.

Relagao conjunto x conjunto

Um conjunto A é igual a um conjunto B, denotado A = B, se eles contém exatamente os
mesmos elementos. Se nao forem iguais, eles sdo diferentes, e denotado por A # B.

Um conjunto A estd contido num conjunto B se todos os elementos de A pertencem
também ao conjunto B. Escrevemos A C B e dizemos também que A é um subconjunto
de B. Se, além disso, B possui pelo menos um elemento que nao pertence a A, entao
dizemos que A estd propriamente contido em B, ou que A é um subconjunto préprio
de B, e denotamos A C B.

Propriedades da relagao C

A relagao de inclusao de conjuntos C obedece as seguintes propriedades. Para quaisquer X, Y e
Z,
I1. (reflexiva) X C X
12. (transitiva) X CYeY CZ = X CZ
I3. (anti-simétrica) X CYeY C X = X =Y
4. (a) 0 CX
(b) X CU

Conjunto poténcia (power set) ou conjunto das partes de um conjunto

Dado um conjunto A, o conjunto poténcia de A é denotado por P(A) e definido por
P(A)={X CU:X C A}, ou seja, P(A) é o conjunto de todos os subconjuntos de A.
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Exercicio: Mostre que se A contém n elementos entao P(A) contém 2" elementos.

Prova: Para n = 0 o resultado é ébvio. Suponha n > 0. Na escolha de um subconjunto X de A,
existem duas possibilidades para cada elemento z € A: oux € X ou z € X. Como o fato de x estar
ou nao em X independe do fato de qualquer outro elemento y de A estar ou ndo em X, entao existem
2" formas de se escolher um subconjunto de A.

Exercicio: Seja A = {a,b,c}. Liste todos os elementos de P(A).

Complemento, uniao e intersecao

O complemento de um conjunto X, denotado X¢, consiste de todos os elementos em U
que nao estdo em X, ou seja, X ={zx e U :x ¢ X}.

Conjuntos podem ser combinados para gerar outros conjuntos. Para isso, podemos consi-
derar duas regras (operagoes) que definem formas pelas quais conjuntos podem ser combi-
nados: a uniao e a intersegao.

Dados dois conjuntos X e Y quaisquer, a uniao de X e Y é denotada X UY e definida
como sendo o conjunto de elementos que pertencem ou a X, ou a Y ou a ambos, ou seja,
XUY ={reU:2€ Xoux € Y}. A intersecao de X ¢ Y ¢é denotada X NY e
definida como sendo o conjunto de elementos que pertencem tanto a X como a Y, ou seja,
XNY={rxeU:zeXexecY}

Se X NY = (conjunto vazio) entdao dizemos que X e Y sdo disjuntos.

Exemplos:
{1,2,3}U{2,4,6} ={1,2,3,4,6} {1,2,3} n{2,4,6} = {2}
{a} U{b} = {a,b} {a}n{b} =0

Diagramas de Venn

Os diagramas de Venn sao tteis para reforcar a nogao intuitiva sobre conjuntos, principal-
mente para analisar relagoes entre os conjuntos e também seus membros. Para demonstrar
propriedades dos conjuntos, uma prova estritamente algébrica seria necessaria. No en-
tanto, para entender uma propriedade e, mais do que isso, para nos convencermos de sua
validade, os diagramas de Venn sao bastante tteis.

No diagrama de Venn o conjunto universo é representado por um retangulo, mais pre-
cisamente, pelos pontos interiores ao retangulo. Qualquer conjunto é desenhado como
sendo uma curva fechada, inteiramente contida no retangulo. Pontos interiores a curva
correspondem aos elementos do conjunto. No exemplo da figura 1.5, a uniao e intersecao
de dois conjuntos genéricos estao representadas pelas regides hachuradas das figuras 1.5a
e 1.5b, respectivamente. O complemento de um conjunto é representado no diagrama da
figura 1.5c.

Exercicio: Seja z um elemento no conjunto universo U e X e Y dois subconjuntos quaisquer de
U. Mostre que = é membro de apenas um dos conjuntos X NY, X NY° X°NY e X°NY¢€.

Dica: Desenhe o diagrama de Venn e argumente.

Leis fundamentais
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(a) XUY (b) XNY (c) X°

Figura 1.5: Diagramas de Venn (a) Unido de dois conjuntos. (b) Intersecao de dois conjuntos. (c)
Complemento de um conjunto.

Dados conjuntos X, Y, Z quaisquer, utilize diagramas de Venn para convencer-se da validade das
seguintes leis.
L1. Comutativa

(a) XNY=YnNnX
(b) XUY =YUX

L2. Associativa

(a) XN(YnzZ)=(XnY)nZ
(b) XU(YuZz)=(XuY)uz

L3. Distributiva

(a) XN(Yuz)=(XNnY)u(Xn2Zz)
(b) XU(YNZ)=(XUuY)Nn(XU2Z2)

L4. Idempoténcia

(a) XNX =X
(b) XUX = X

L5. Absorc¢ao

(a) XN(XUY)

=X
(b) XU(XNY)=X
L6. Complementacao

(a) XNX=0
(b) XUX°=U

L7. Complementacao dupla
(X)° = X
L8. De Morgan

(a) (XNY)=X°UYe
(b) (XUY)*=X°nYe*
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L9. Operacoes com ) e U

(a) (Elemento neutro) UNX =XeUX =X
) 0INX=0eUUX=U
(c) ce=UeU=10

As igualdades das leis acima podem ser entendidas com o auxilio de diagramas de Venn. Para
provar as igualdades podemos mostrar que o conjunto do lado esquerdo estd contido no do lado direito
e vice-versa (propriedade de anti-simetria de C), ou ainda via transformagoes l6gicas (ver exemplo
mais adiante).

Note que X UY = (XN Y°)e. Isto implica que o operador U poderia ser dispensado. Maiores
detalhes sobre isso serao vistos oportunamente. Enquanto isso, vale a pena mencionarmos que embora
nao necessario, o uso dos trés operadores é conveniente.

Algumas leis sdo semelhantes aos da algebra dos nimeros. No entanto, na dlgebra dos conjuntos
nio existem, como na algebra usual, expressoes do tipo 2X ou X? e algumas leis como as de ntimero
3b, 4 e 5 nao sao validas na algebra dos nimeros.

Observe também que a maior parte das leis aparece aos pares. Iremos ver mais adiante que isso
estd ligado ao principio da dualidade.

Exercicio: Prove ou mostre via diagramas de Venn a validade das leis L3, L5 e L8 acima.

Como exemplo, vamos mostrar a validade da lei L3(a), isto é, XN (YU Z) = (X NY)U (X NZ).
Primeiramente utilizaremos o diagrama de Venn para nos convencermos da validade. O conjunto X N
(YU Z) corresponde a regiao hachurada pelas linhas verticais e pelas linhas horizontais na figura 1.6a.

Esta coincide com a regiao hachurada no diagrama mais a direita da figura 1.6b, que representa o
conjunto (X NY)U (X NZ).

X ] N

/ / Y
MM¥uz
Ex EE=X MMMy EEXay Ex [z EExXaz EXnY)u(XnZ)
EEXaYuD (b)

(a)
Figura 1.6: (a) XN (YU Z). (b) (XNY)U(XN2Z).

Para provar a igualdade, devemos mostrar que XN (YU Z) C (X NY)U(XNZ)eque (XNY)U
(XNZ)cxnyuz).
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Prova: Considere z € X N (Y U Z). Entao x € X. Além disso, z € Y U Z. Isso significa que ou
ze€Y,enestecasor € XNY,oux € Z, eneste caso x € X NZ. Logo, z € (X NY)U (X NZ).

Por outro lado, considere y € (X NY)U (X NZ). Entdo,ouy € (XNY)ouy e (XNZ). Se
ye(XNY),entaoye XeyeVY. SeyeY entdoy € Y UZ e portanto, y € X N (Y U Z). De forma
similar, se y € (XN Z), entaoy € X ey € Z, de modo que y € Y U Z e portanto, y € X N(YUZ). O

Podemos utilizar o mesmo raciocinio acima, porém expressando os conjuntos explicitamente, con-
forme a seguir:
XNYUuZ) = {z:zeXexecYULZ}
= {z:xzeXe(reYourxreclZ)}
= {z:(zeXexeY)ou(zeXexecZ)}
= {z:zeXNYouzxeXnZ}
= (XnY)u(Xn2)

Exercicio: A seguintes generalizagoes das leis de De Morgan sao validas 7 Explique sua resposta.
(AiUAU---UA,) = ATNASN---NA;,
(A1NAsn---NA,) =ATUASU---UAS

Exercicio: Desenhe a relacao X C Y num diagrama de Venn. Quais igualdades envolvendo os
conjuntos X e Y sao verdadeiras quando X C Y 7 Liste pelo menos trés.

Outras propriedades

Para quaisquer conjuntos X, Y e Z, as seguintes propriedades sao verdadeiras:

P1. XNYCXeXNYCY

XCXUYeYCXUY

a
b

(a)

(b)
P2. (a) XNY =Xsse X CY

(b) XUY =Y sse XCVY
P3. (a) X=Ysse( XCYeY CX)
(b)

b) X =Y sse X¢=Y°¢

Exercicio: Mostre que AN (AU B) = A.
Por P1(b), sabemos que A C AUB. Mas entao, por P2(a) A C AU B implica que AN(AUB) = A.

Exercicio: Dados dois conjuntos X e Y a diferenca deles é definida por X \Y ={z €U :z €
X ex ¢ Y} e adiferencga simétrica entre eles é definida por XAY = (X \Y) U (Y \ X). Expresse
estes conjuntos em termos das operagoes de complementacao, uniao e interse¢ao (deduza a partir do
diagrama de Venn).
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C

Obs.: Na presenga dos operadores U, N e ¢, nao ha necessidade dos operadores \ e A. No entanto,

estes operadores podem ser praticos.
Simplificacao de expressoes

As operagoes U, N e ¢ podem ser utilizadas para combinar conjuntos de varias formas.
A combinacgao pode ser representada por uma expressao que descreve como os conjuntos
foram combinados. Assim como a combinagao de conjuntos resulta em um conjunto, uma
expressao que descreve uma combinagdo de conjuntos representa um conjunto (aquele que
resulta apds as combinagoes serem executadas).

Como vimos no caso de algumas leis, existem diferentes formas para se expressar um
mesmo conjunto. Por exemplo, vimos que X = X U X. Ou ainda, (X UY)¢ = X°nN
Y€ Assim sendo, surge a possibilidade de estudarmos diferentes formas de expressao de
conjuntos. Expressoes podem ser expandidas, fatoradas ou simplificadas aplicando-se as
leis fundamentais.

Exemplo: Mostramos a simplificagao da expressao [(AN B) U (AN BN (A°U B).

(ANB)U(ANB9)|N(A°UB) = [AN(BUB]N(A°UB)
(ANU)N(A°UB)

AN (A°UB)
(ANA)U(ANB)
PU(ANB)

= ANB

Exercicio: Simplifique as seguintes expressoes:
a) (ANBY)“U(BNCQO)
b) ([AUB)N(AUB)|N(AUB)
¢) (ANBNC)U(ANBNCY)U(A°NBNCY) U (A°N BN CY)
d) (AUB)N(AUB°)N(A°UB)

Exercicio: Verifique se as seguintes igualdades / afirmacoes sao validas. Justifique (pode ser via
diagrama de Venn) ou mostre um contra-exemplo

a) (ANB)UB =B
b) (ANC)N(BUC)=ANnC
c)Se AUB=AUC entao B=C
d) An(BUC)=(ANnB)uUC
) AUB = (A°N B°)°
) (AUB)N(A°UB)N (AU B°) = A°U B¢
JAN(B\C)=(ANnB)\(ANCQC)
JANB=A\(A\B)
HX\X=0
)X\D=X
k)O\X =10
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D (X\Y)\Z=X\(YUZ)
m) (X\Y)\ Z=(X\2)\Y
n) X\Y=XnY*

0) (A\ B)* = BU A°

p) (A\B)NC=(ANC)\B
q) XAX =)

r) XAY = YAX

s) XA =X

t) XAY = (X NY)U(X°nY)

) XNYAZ)=(XNY)A(XNZ)
v) XU(YAZ)=(XUY)A(XUZ)
x)Se ACBeACCentao AC BNC

Nos seguintes exemplos ilustramos como podemos utilizar a algebra dos conjuntos para analisar
afirmacgoes ou conjunto de afirmacoes.

Exemplo:

Dado que Sécrates é um homem e que todos os homens sao mortais, deseja-se mostrar que
Sécrates é mortal.

Vamos usar a propriedade de que X CY e Y C Z implica X C Z.

Sejam

U: conjunto de todos os seres vivos

X: conjunto de todos os seres vivos humanos

Y: conjunto de todos os mortais

S: conjunto unitdrio cujo tnico elemento é Sécrates

Utilizando esta notagao, temos que S C X (Sécrates é um homem) e que X C Y (todos
os homens sao mortais). Logo, S C Y (ou seja, Sécrates é mortal).

Exemplo:

Considere as quatro afirmagoes a seguir:

a) Um homem infeliz ndo é dono do seu préprio nariz.

b) Todos os homens casados tém responsabilidades

¢) Todo homem ou é casado ou é dono do seu préprio nariz (ou ambos).
d) Nenhum homem com responsabilidades pode pescar todos os dias.

Sejam

U: conjunto de todos os homens

H: conjunto dos homens felizes

B: conjunto dos homens donos dos préprios narizes
M: conjunto dos homens casados

R: conjunto dos homens com responsabilidades

F': conjunto dos homens que pescam todo dia

Que tipo de conclusdes podemos derivar a partir das afirmacoes acima?
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THEEHQm

a) HC B« BCH
b) M C R <= R°C M¢

¢) MUB=U < M°C B (ou B°C M)

d) RNF =0« FCR"

Combinando (d) e (b) temos que F' C R® C M€ (Todo homem que pesca todos os dias ndo

sao casados).

Combinando F' C M€ e (c) temos que F' C B (Todo homem que pesca todos os dias é

dono do seu préprio nariz)

Combinando F' C B e (a) temos que F' C H (Todo homem que pesca todos os dias é feliz).

Exemplo: Trés colecionadores A, B e C' de obras literarias antigas tém interesse pelas seguintes
obras:

A obras sobre politica em inglés e ficgao em lingua estrangeira.

B obras sobre politica, exceto ficcdo em inglés, e obras em inglés que nao sejam ficgao

C obras que nao sao ficgdo, que sejam em inglés ou sobre politica em lingua estrangeira.

Pergunta-se quais sao as obras pelas quais mais de um colecionador tém interesse?

Defina os conjuntos

: todas as obras pelos quais A se interessa
: todas as obras pelos quais B se interessa
: todas as obras pelos quais C' se interessa
: todas as obras em inglés

: todas as obras que sao ficcao

: todas as obras sobre politica

Podemos entao expressar o conjunto Z de obras pelos quais pelo menos dois colecionadores possuem
interesse por:

Z=(ANB)U(ANC)U(BNC) (1.1)

Analogamente, podemos expressar os conjuntos A, B e C' em termos dos conjuntos F, N e P da
seguinte forma:

A = (PNE)U(FNE)

B = (PN(FNE)U(ENF)
C = FN(EU(PNE))

Simplificando Z, ap6s substituirmos A, B e C, temos que

Z=(ENF)U(PNE) (1.2)

ou seja, que ha pelo menos dois interessados em obras nao-ficcdo em inglés e obras sobre politica em
lingua estrangeira.
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ATE AQUI, foram vistos os principais conceitos relacionados a conjuntos. Em particular, note que
conjuntos juntamente com as operagoes de unido, intersecao e complementacao podem ser vistos como
um sistema algébrico, onde expressoes podem ser escritas para representar uma série de operagoes sobre
conjuntos e as mesmas podem ser, por exemplo, simplificadas aplicando-se manipulagoes algébricas
baseadas nas leis basicas. E ja que estamos falando de conjuntos, vamos relembrar alguns outros
conceitos que poderao ser lteis ao longo do curso.

Produto cartesiano

Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. O produto cartesiano de A e B, denotado A x B,
é o conjunto de todos os pares ordenados (z,y) tais que o primeiro elemento z pertence a
A e o segundo elemento y pertence a B.

AxB={(z,y):x€Aey€ B}

Generalizando, dados n conjuntos Ai, As,..., Ay, o produto cartesiano destes n conjuntos
¢é dado por
Ay x Ag x -+ x Ay ={(a1,a2,...,ap):a1 € Ay eas € Age ... ea, € A}

Quando A; = A; para quaisquer 7 e j, denota-se o produto cartesiano acima também por

A"
Exercicio: Seja B = {0,1}. Liste todos os elementos do produto cartesiano B x B x B.

Relagoes binarias e fungoes

Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. Uma relagao binaria R sobre A e B é um subcon-
junto de A x B, isto é, RC A x B.

Dizemos que y é correspondente de x pela relagao R se (z,y) € R, e denotamos xRy (lé-se
x-erre-y).

Uma relacao bindria f € A x B é uma funcéao de A em B se para todo z € A existe um
tnico y € B tal que (z,y) € f. A funcao é denotada f : A — B e em vez de zfy denotamos

f(x) =y.

Exercicio: Explique o que sao funcoes sobrejetoras, injetoras e bijetoras.

1.3 Calculo proposicional

Referéncias para este assunto: [Ross and Wright, 1992], [Garnier and Taylor, 1992], capitulo 1 de [Mendelson, 1977],
capitulo 3 de [Whitesitt, 1961], etc.

Proposigao

Proposigoes sao sentencas afirmativas declarativas que nao sejam ambigiias e que possuem
a propriedade de serem ou verdadeiras ou falsas, mas nao ambas.
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Exemplos:

. “Gatos tém quatro patas”
- 142=3

. “A Terra é quadrada”

. “3 é um ntimero primo”

Exemplos de sentencas que nao sao proposicoes:
. “O que estou dizendo agora é mentira”

. “Ir4 chover amanha”

. “Onde esta a chave 7”

Calculo proposicional

E uma sub-drea da algebra da légica que estuda um conjunto formal de regras que permitem
a analise e manipulacao de proposicoes.

Conectivos légicos

Proposi¢oes simples podem ser concatenadas através de conectivos légicos E, OU, NAO
para formar novas proposi¢oes compostas.

Exemplos: Das proposicoes “Fulano estd cansado” e “Ciclano estd cozinhando”, pode-se
formas as proposigoes “Fulano estd cansado E Ciclano esta cozinhando”, ou “Fulano esta
cansado OU Ciclano esta cozinhando”, ou “Fulano NAO estd cansado”.

Notacgoes

Proposigoes serao representadas por letras como =z, y, 2, p, ¢, etc. Em geral, as letras que
representam proposigoes simples sdo denominadas varidveis (légicas).

Proposigoes tém valor 16gico ou V. (VERDADEIRO) ou F (FALSO).

Utilizaremos os seguintes simbolos para representar os conectivos légicos:

Conectivo ‘ simbolo
E A
ouU vV
NAO -
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Os conectivos implicagao condicional (—) e bicondicional «

Em adigao aos trés conectivos vistos acima, é comum também a utilizagao dos condicionais
SE-ENTAO (—) e SE-E-SOMENTE-SE (+).

Para proposigoes = e y quaiquer, expressoes do tipo “SE x ENTAO y” sao relativamente
comuns, especialmente na matemaética. No contexto de célculo proposicional devemos nos
limitar aos valores V e F. Nosso interesse é saber o valor da expressao x — y. Parece
razodvel pensar que se x ¢ V e y é V, entao a expressao xr — gy é também V. Similarmente,
sex éVeyéF, entao z — y é F. Para completar a definicao, associa-se V para x — y
quando z é F.

Uma outra forma de encarar este condicional é pensar que partindo de uma verdade chega-
se a uma verdade. Entao “partir de uma verdade e chegar a uma verdade” é verdadeiro
enquanto “partir de uma verdade e chegar a uma falsidade” é falso. J& quando se parte
de uma falsidade pode-se chegar tanto a uma verdade quanto a uma falsidade.

Representamos expressoes do tipo “x se, e somente se, iy’ por < y. A expressao x < y é
verdadeira quando z e y tomam o mesmo valor e é equivalente & expressao (x — y) A (y —

Expressao léogica

As proposicoes podem ser representadas por expressoes envolvendo vérias varidveis como
em z Ay, (x Ay)V -z, etc. As regras para a formacao de expressoes sao:

(1) Qualquer variavel (letra) representando uma proposicao é uma expressao légica

(2) Se p e q sado expressoes 16gicas, entao (—p), (p Aq), (pV q), (p — q) e (p < q) sdo
expressoes logicas.

Exemplos: Alguns exemplos de expressoes ldgicas

(= (yV(zA(72))))

(xAyAz)V(—zA-yA-z)

Os parénteses servem para explicitar as precedéncias (da mesma forma com que estamos
acostumados em relacao as expressoes aritméticas usuais).

Tabela-verdade

Da mesma forma que proposicoes simples podem ser ou verdadeiras ou falsas, proposigoes
compostas podem também ser ou verdadeiras ou falsas. O valor-verdade de uma expressao
que representa uma proposicao composta depende dos valores-verdade das sub-expressoes
que a compoem e também a forma pela qual elas foram compostas.

Tabelas-verdade sao diagramas que explicitam a relagao entre os valores-verdade de uma
expressao composta em termos dos valores-verdade das subexpressoes e varidveis que a
compoem. Mostramos a seguir as tabelas-verdade para os conectivos légicos —, A, e V.
Suponha que x e y sao duas varidveis logicas.

vy

< =

T
-z F
A% F
F A%

v

< ™™ R
< < /™M™ 8
<< < /T8
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A tabela-verdade lista todas as possiveis combinacoes de valores-verdade V e F para as
varidveis envolvidas na expressao cujo valor légico deseja-se deduzir. Assim, quando a
expressao possui duas varidveis, sua tabela-verdade contém 4 linhas. Em geral, se uma
expressao possui n varidveis, sua tabela-verdade contém 2" linhas.

As tabelas-verdade dos condicionais SE-ENTAO e SE-E-SOMENTE-SE sao mostradas a

seguir.
z |y |z—y zly |zoy
FIF |V FIF |V
FIV]|V F|I|V]|F
VIF||F VIF | F
VIV |V VIV|V

Tanto — como « podem ser expressos em termos dos demais conectivos. Por isso, eles
poderiam ser considerados nao necessarios. Porém, a sua utilizacdo é comum devido a
conveniéncia para expressar certas proposicoes.

Exemplos de tabela-verdade

A tabela verdade da expressao (z V (y A z)) — y é mostrada a seguir

x|y |z |yAz|lxzVyAnz) | (eV(yAz) —y
F|F|F F F A%
FIF |V F F \Y
F|V|F F F A%
F|V]V A% A% A%
VIF|F F A% F
VIF |V F A% F
V|V |F F A% A%
VIV |V v A% A%

A mesma tabela pode ser expressa em formas mais concisas, como as mostradas a seguir. Os
numeros na ultima linha da tabela indicam a ordem na qual as respectivas colunas devem ser preen-
chidas.

N
~—
~—
—~
<

N
~—
~—

(z

R < <HT/HEEHYS
wgl< < <" AEL
R <HHE<<<EE
o H e < >
b << <

< <mm << <<l
—l<d<md <<
Rl < <mm™m™mdR
Rl <md < < e
—l<am<d< s <
wga< < <™ E<
g H e " < o>
<t <mm << <<l

Exercicio: Faca a tabela-verdade para as expressoes:

a) ~(z Ay) ¢) 2((xVy) — 2)
b) =(zVy) — 2 d) y A=(xVy)
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Tautologias e contradigoes

Uma expressao é uma tautologia se ela toma valor V para todas as possiveis atribuicoes
de valor V e/ou F para as varidveis presentes nela.

Exemplo: As expressées x — x e x V —x sao tautologias.

Uma expressao é uma contradicao se ela toma valor F para todas as possiveis atribuicoes
de valor V e/ou F para as varidveis presentes nela.

Exemplo: Se a expressao x é uma tautologia, entdo —x é uma contradigdao. Similarmente,
se x é uma contradicao, entao —x é uma tautologia.

Exercicio: Para cada expressao abaixo, responda se ela é uma tautologia, uma contradi¢ao ou
nenhuma das duas.

a) r A\ —x d) (xVy) A(mxVy AxV-y)
b) (z —y) —y)—y e) (z—(y—2)) < (zAy) = 2)
c) (zA-y)V (-z Ay) f) (z —=y)V(y—2) = (= (HV2)

Implicagao e equivaléncia légica

Dizemos que uma expressao x implica logicamente uma expressao y se, e somente se,
cada atribuicao de valor as varidveis que torna x verdadeira torna y verdadeira também.
Utilizamos a notagao x = y para dizer que x implica logicamente y.

Teorema: Uma expressao z implica logicamente y se, e somente se, x — y é uma tauto-
logia.

Prova: x implica logicamente y se, e somente se, sempre que z for verdadeira, y também
o for. Portanto, x implica logicamente y se, e somente se, nunca se da o caso em que x €
verdadeira e y é falsa. Mas isto significa que a expressao x — y nunca ¢ falsa, ou seja, que
r — y € uma tautologia.

Duas expressoes sao logicamente equivalentes se a tabela-verdade delas forem iguais.
Utilizamos a notacao <.

Teorema: x e y sao logicamente equivalentes se, e somente se, z < y é uma tautologia.
Equivaléncias légicas

E1l. Comutatividade

(a) zVysyVa
(b) zAhyeyAT

E2. Associatividade

(a) (zVy)VzeaxV(yVz)
(b) (xAy) ANz xzA(yAz)
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E3. Distributividade

(a) zA(yVz)e (xAy)V(TxAz)
(b) zV(ynz)e (zVy A(xV2)

E4. Idempoténcia

(a) xVr e
(b) zhz &z

E5. Leis de absorcao

E6. Dupla negacao
(a) "z &
E7. Leis de De Morgan

(a) =(zVy) & (e A —y)
(b) ~(zAy) = (~zV —y)

E8. Tautologias e contradigoes

(a) (VAz)e
(b) (VVza)eV
(¢c) (FAz)& F
(d) (FVz) e

Exemplo: Vamos verificar a equivaléncia E7(a). Para isso montamos a tabela-verdade:

(z Y)

NEEEE
w|lh ™" <>
w'ﬂ<"l:1<§/

V< < < HE<
sl << <]

< |1 < g

—l< < /M ™8
w|m ™ "<

Podemos ver que —(z V y) < (—z A —y) é uma tatutologia. Ou ainda, podemos ver que
o valor-verdade de =(x V y) e (mx A —y) sdo iguais para todas as linhas da tabela. Logo,
~(zVy) & (hz A y).

Exercicio: Mostre as equivaléncias E3(a), E5(a), E5(d), E8(a) e E8(c).

Outras equivaléncias
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E9. Contrapositivo
e r — Y=Y — T
E10. Eliminagao de condicionais

(a) x —mye T Vy
(b) z —y & =(zA-y)

E11. Eliminacao de bicondicionais

(&) zoye (Ay) V(A y)
(b) 2 =y (maVy) Ay Va)

Exercicio: Mostre as equivaléncias E9, E10(a), E10(b), E11(a) e E11(b).

Exercicio: Mostre que

2) @AYV (@A) o
b) (x — y) <> (-y — —z) (Prova por contradicao)

Algumas implicagoes légicas

.p=(»Va)

12. (pAg)=p

13. (p — C) = —p (C denota uma contradicao)
4. [pA(p—q]=q

I5. [(p— @) A=gl = —p

16. [(pV q) A—p] = ¢

I7. p=g— (pAq)]

B. [(peagn(ger)]=(per)

19. [(p—q)A(g—r)]=(p—r)

Exercicio: Mostre as implicagoes 11, 13, 14, 16, I8 e 19.

Mais dois conectivos

Barra de Sheffer (Sheffer’s stroke): Significando “nao ambos verdadeiro”, ¢ definido
pela seguinte tabela-verdade
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8
B8
<

< < =
< |1 < M|
< <<

Negacao conjunta (joint denial): Significando “nem um e nem outro”, é definido pela
seguinte tabela-verdade

Exercicio: Mostre que —z < zlrx e ~z <z | x.
Exercicio: Mostre que zVy < (z]z)|(yly) ez Ay < (x| z) | (y | y).

Redundancias ou Sistemas adequados de conectivos

Toda expressao determina uma funcao-verdade que pode ser expressa via tabelas-verdade.
Existem 2(2") funcoes-verdade de n varidveis jd que existem 2" possiveis atribuicdes de
valor-verdade para essas n varidveis e para cada uma dessas atribuigoes a fungdo pode
tomar valor V ou F.

Teorema: Toda funcao-verdade pode ser expressa por uma expressao envolvendo apenas
os conectivos V, A e —.

Um conjunto de conectivos é dito formar um sistema adequado de conectivos se toda
funcao-verdade pode ser expressa por expressoes que envolvem apenas conectivos do con-
junto.

Os seguintes conjuntos sao sistemas adequados de conectivos:

Exemplo: As quatro fungdes-verdade de uma varidvel séo :

fol fi | fo f3
x x —r | xV-x | xN\x
FI|IF |V |V F
V|V |F Vv F
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Exercicio: Liste todas as funcoes-verdade com duas varidveis.

Métodos de prova

As provas matematicas com as quais lidamos todos os dias (?) s@o muito baseadas em
elementos da légica proposicional.

Nao é objetivo estudarmos métodos de prova neste curso, mas apenas para dar uma idéia,
alguns métodos de prova sao apresentados a seguir de forma informal.

Prova direta: E a situacao tipica em que temos um conjunto de hipéteses hq, ho, ..., hy
e queremos derivar uma conclusao c¢. Ou seja, queremos mostrar

hiANhoAN...Nhy, = ¢

Prova indireta: Temos a prova contrapositiva
—\C:>—\(h1/\h2/\.../\hn)
e a prova por contradigcao

hi Aha A ... A hy, A —c = uma contradicao

Observe ainda que
hiANhoAN...Nhy, = ¢

é equivalente a
(hi=c)e(ha=c)e ... e (hy,=c¢)

que leva-nos a prova por casos.

A idéia de prova formal pode ser expressa no contexto da légica proposicional. Maiores
detalhes podem ser obtidos, por exemplo, em [Ross and Wright, 1992].

1.4 Morfologia Matematica Binaria

Seja E = Z? o plano dos ntimeros inteiros. Uma funcdo f : E — {0,1,2,...,k—1} define uma imagem
digital monocromatica (em tons de cinza) com k niveis (ou tons) de cinza. Se o contradominio da
fungao f possui apenas dois valores, entao f define uma imagem bindria. Cada elemento (z,y) € E
corresponde a um ponto (ou pixel) da imagem e o valor da funcao f(z,y) é o nivel de cinza da imagem
nesse ponto. Tipicamente, em uma imagem em niveis de cinza utilizam-se 256 tons (de 0 a 255,
justamente os nimeros que podem ser armazenados em um byte). Em geral, o 0 corresponde ao preto
e 0 255 ao branco. Numa imagem bindria é comum a utilizagado dos valores 0 e 1 (ou, as vezes, 0 e
255).

Neste texto, estamos interessados apenas em imagens bindrias e vamos supor que os valores das
imagens sao 0 ou 1. Pontos com valor 0 serdao denominados background (fundo) enquanto os de valor
1 serdo denominados foreground (objeto, componente).
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1.4.1 Imagens Binarias e Conjuntos

Seja f : E — {0,1} uma imagem binaria. Entao, podemos definir um conjunto Sy = {x € E: f(z) =
1}. Obviamente Sy C E. Por outro lado, dado um conjunto S C E, a funcao indicadora de S é
definida por, Vx € E,

lg(x) =1<=uz€S. (1.3)

Pode-se mostrar que 15, = f e S = S15. Em outras palavras, uma fungao bindria define um conjunto
e a fun¢ao indicadora deste conjunto é a prépria fungao.

1.4.2 Operadores de Imagens Binarias

Seja {0,1}¥ o conjunto de todas as imagens bindrias definidas em E. Um mapeamento ¥ : {0, 1}F —
{0,1}F ¢ um operador de imagens bindrias, ou seja, um mapeamento que leva imagens binarias em
imagens binérias.

Uma vez que imagens binarias em E podem ser entendidos como subconjuntos de E, operadores
de imagens bindrias podem ser pensadas como mapeamentos do tipo ¥ : P(E) — P(FE), ou seja,
mapeamentos que levam subconjuntos de E' em subconjuntos de E.

Do ponto de vista prético, tratar mapeamentos do tipo ¥ : P(E) — P(F), mesmo que E seja
finito, nao é viavel. Na pratica, utilizam-se mapeamentos que podem ser caracterizados por uma
funcao local. Para descrever tais mapeamentos, precisamos introduzir algumas notacoes.

Algumas notagoes e definigoes basicas

A origem de E é denotada por o e a operacdo usual de adicdo em E por +. O translado de um
conjunto S C E por z € E é denotado S, e definido por S, = {x + 2z : € S}. O transposto de S é
denotado S e definido por S = {r € E: —x € S}.

Seja W C E, um subconjunto especial a ser denominado de janela, tal que o € W. Agora imagine
a janela sendo deslizada sobre uma imagem bindria S. A cada ponto x € E, podemos considerar
o subconjunto S N W,. Se este subconjunto for transladado para a origem, temos o subconjunto
(SNWz)p = (S—z NW) C W. Portanto, podemos considerar uma func¢do binéria do tipo ¢ :
P(W) — {0,1} e em seguida definir:

U(S)={z e E:y(S_,NnW)=1}

Como os elementos do dominio da funcao ¢ sao subconjuntos de W, podemos associar uma variavel
binéria z; a cada ponto de w; € W, i = 1,2,...,n (onde n é o tamanho da janela W). Para cada
x € F, podemos entao considerar xz; = 1 <= w; € (S_, NW).

Resumindo, fungbes bindrias do tipo f : {0,1}" — {0,1} definem um conjunto de mapeamentos
de imagens bindrias, localmente definidos por uma janela W com n pontos. A figura 1.7 mostra a
imagem S, a imagem transformada I, e os subconjuntos (padroes) observados em dois pontos de S e
0s seus respectivos valores de saida.

Algumas perguntas a serem respondidas sao: (1) quais tipos de mapeamentos podems ser local-
mente definidos? (2) quais propriedades sao validas para essa classe de operadores 7 (3) dado um
operador, qual a melhor forma de representéa-lo (por exemplo, com respeito a eficiéncia computacional),
etc.
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psi(X)

IF i -
T

S Psi(S)

Figura 1.7: Tlustracao de um operador localmente definido.

1.4.3 Morfologia Matematica

A morfologia matematica é uma abordagem para processamento de imagens surgida na década de 1960,
na Franga, baseada na exploracao das formas (geométricas) presentes em imagens. Ela foi inicialmente
desenvolvida para tratar imagens bindrias, no contexto de estudo de porosidade de rochas minerais.
Mais tarde, ela foi extendida para imagens em niveis de cinza e atualmente hd também estudos no
contexto de imagens coloridas.

A formalizacao da morfologia matemética apé6ia-se na teoria dos reticulados (uma estrutura dlgebrica
da qual a dlgebra booleana é um caso particular). Por enquanto ndo vamos nos preocupar com os
formalismos matemadticos.

O restante deste texto é dedicado a apresentagao de alguns operadores morfolégicos bastante
utilizados, que s@o do tipo localmente definidos descrito acima. Referéncias bibliograficas: [?] e [?].

Os operadores da morfologia matematica sao caracterizados por subconjuntos denominados ele-
mentos estruturantes. A idéia bésica é explorar a relagdo entre este subconjunto e o conjunto
que define uma imagem bindria. Vamos supor que os elementos estruturantes contém a origem. A
seguir, imagens binarias sao denotadas por X e elementos estruturantes por B e, a nao ser que seja
explicitamente mencionado, eles sao subconjuntos de E.

Erosao e dilatagao

A erosao de uma imagem X por um elemento estruturante B é definida por :
ep(X)={zr€e F:B, C X}

onde B, é o conjunto B transladado por .

A dilatagao de uma imagem X por um elemento estruturante B é definida por :
Sp(X)={r € E:B,NnX #0}

Em geral, os elementos estruturantes utilizados sao tais que B = B. Portanto, podem ser encontradas
defini¢do que nao utiliza B.

De uma forma geral, a erosao diminui o tamanho dos objetos presentes na imagem, enquanto a
dilatacao aumenta. Veja os exemplos na figura 1.8. Note também que a erosao elimina objetos menores
que o elemento estruturante, enquanto a dilatacao elimina buracos e espagos menores que o elemento
estruturante.

Caracteristicas da erosao:
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O,

Q\X/

Figura 1.8: Efeitos da erosao e dilatagao bindrias (E=ep(X) e D=0p(X).

E

e tamanho dos objetos sao reduzidos
e objetos menores que o elemento estruturante sao eliminados

e nimero de componentes pode aumentar
Caracteristicas da dilatacao :

e tamanho dos objetos sao aumentados
e buracos menores que o elemento estruturante sao eliminados

e numero de componentes pode diminuir

Esta dualidade nao é apenas coincidéncia: de fato, hd uma relacdo de dualidade entre estes dois
operadores, dada por:

eB(X) = (0p(X9))°
onde -¢ representa a operacao de complementacao usual de conjuntos.

Note também que, se a origem esta contida em B, entao ep(X) C X C dp(X).

Gradiente morfolégico e bordas

O operador pp(X) = dp(X) —ep(X) onde — é a operagao de diferenca entre conjuntos, ¢ denominado
gradiente morfolégico.

O operador p5(X) = dp(X) — X é a borda ou gradiente externo, e o operador pg(X) =
X —ep(X) é a borda ou gradiente interno.

A figura 1.92 ilustra os trés tipos de gradiente, pelo elemento estruturante 3 x 3.

A figura 1.10 ilustra os trés tipos de gradiente, para o elemento estruturante 3 x 3 e cruz, respec-
tivamente.

Note que o gradiente morfolégico é a unidao da borda externa com a borda interna, e portanto pode
ser entendida como uma borda “mais grossa”.

2Nas figuras 1.9, 1.10 e 1.12, os objetos aparecem em branco e o fundo em preto, enquanto que nas demais figuras a
regiao escura corresponde aos objetos.
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Figura 1.9: Da esquerda para a direita: imagem inicial, gradiente morfolégico, gradiente interno e
gradiente externo.

Figura 1.10: Da esquerda para a direita: gradiente morfolégico, gradiente interno e gradiente externo
(com elemento estruturante 3 x 3 e cruz, respectivamente).

Em geral, os elementos estruturantes utilizados para extracao de borda sao a cruz ou o quadrado
elementar (quadrado 3 x 3). Dependendo do elemento estruturante utilizado, as bordas podem apre-
sentar pequenas diferencas. Observe também que a cruz esta relacionada com a 4-adjacéncia, enquanto
o quadrado esta associado com a 8-adjacéncia.

Abertura e fechamento

O operador vp(X) = dp(ep(X)) é denominado abertura de X por B, e o operador ¢p(X) =
ep(6p(X)) é denominado fechamento de X por B.

O,

B

Figura 1.11: Efeitos da aberturta e fechamento binarios (A=vyp(X) e F=¢p(X)).

X A F

Caracteristicas da abertura:

e objetos menores que o elemento estruturante sao eliminados
e partes pequenas do objeto sao eliminadas

e partes pequenas do fundo nao sao eliminadas
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Caracteristicas do fechamento :

e preenche pequenos espacos entre objetos
e preenche pequenos buracos

e preenche reentrancias estreitas

Estes operadores também possuem uma propriedade de dualidade, isto é: vp(X) = [¢r(X)]°.

Além disso, vp(X) C X C pp(X), vy =7 e pp = ¢.

Exemplo ilustrativo

A figura 1.12 mostra o resultado dos quatro operadores (erosao, dilatacao, abertura e fechamento)
pelo quadrado elementar.

Figura 1.12: Da esquerda para a direita: imagem inicial, erosao, dilatacao, abertura e fechamento.

Operador Hit-or-Miss

Operadores hit-or-miss sao caracterizados por um par (Bj, Bz) de elementos estruturantes. A idéia
¢é que um certo ponto fard parte da imagem resultante se e somente se o elemento By “atinge” total-
mente a imagem entrada nesse pixel (estd totalmente contido na imagem entrada) e se o elemento Bs
perde totalmente a imagem entrada nesse pixel (estd totalmente contido no complemento da imagem
entrada).

Hp, py)(X) ={x € E: (B1), C X ¢ (By), C X°}

Este operador pode ser escrito também como

H(p, B,)(X) =¢ep,(X) Nep, (X

Um operador equivalente ao operador hit-or-miss sao as sup-geradoras. Dados dois elementos
estruturantes A e B, tais que A C B C W, o operador sup-gerador é definido como:

A(A,B)(X) = {.’E ceFE:A,C (XﬂWx) - Bx}

Exemplo: deteccao de ponto extremo esquerdo em segmentos de reta horizontais, considerando-se
a 4-vizinhanca. Considere os elementos estruturantes da figura 1.13.
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Figura 1.13: Deteccao de ponto extremo esquerdo em segmento de reta horizontal. Temos
H(Bl,Bz)(X) = A(A,B)(X) (a:Bl, b:BQ, C:VV7 d:A, e:B)

1.4.4 Decomposicao candnica
O ntcleo de um W-operador ¥ : P(E) — P(FE) é dado por:

K (¥) = {X € P(W) : 0 € U(X)} (1.4)

Uma vez que 0 € ¥(X) <= ¢(X) = 1, para todo X € P(W), podemos reescrever

Kw (V) ={X e PW) : (X) = 1} .

O conjunto [A,B] = {X € P(W) : A C X C B} é denominado intervalo com extremidades A e
B. Se A = B entao [A, B] é um intervalo trivial (i.e., contém um unico elemento) e se A Z B entao
[A, B] é um intervalo degenerado (i.e., [A, B] = 0).

A base de um W-operador ¥, denotado By (V¥), é o conjunto de todos os intervalos maximais
de Kw(¥). Isto é, [A,B] € Bw (V) implica que V[A',B'] C Kw(¥), se [A,B] C [A, B'] entao
[A, B] = [A, B].

Qualquer W-operador pode ser expresso unicamente em termos de seu ntcleo, isto é, como a uniao
de operadores sup-geradores caracterizados pelos intervalos do nicleo [?]:

v=J {A(AB) (A, B] C /cw(qf)} . (1.5)
Em termos de sua base, ¥ pode ser expresso unicamente por :
v=|] {A(AB) L [A,B] € B(\I/)} . (1.6)

As representagoes da equagao 1.5 e 1.6 sdo denomindas, respectivamente, por decomposi¢ao candnica
e decomposi¢do candnica minimal. Como os operadores sup-geradores sao expressos em termos de
erosoes e dilatacoes, segue que qualquer operador localmente definido pode ser expresso em termos de
erosoes e dilatagoes.

Observe que as decomposigoes acima possuem uma estrutura paralela. Ha situacGes em que expres-
sar um operador em sua estrutura seqiiencial (como aberturas e fechamentos, por exemplo) é muito
mais conveniente. Porém, o problema de se determinar uma estrutura seqiiencial de um operador nao
é trivial.
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1.4.5 Comentarios finais

A teoria de Morfologia Matemadtica bindria é formulada sobre a &dlgebra booleana (ou, equivalente-
mente, sobre o reticulado booleano). Com um pouco de esforgo, nao é dificil perceber que as fungoes
de P(W) em {0, 1} que caracterizam os operadores localmente definidos sao similares as fungoes dos
circuitos digitais. Portanto, todas as perguntas que se aplicam no contexto de projeto de circuitos
digitais pode também ser aplicado no contexto de operadores de imagens bindrias.

1.5 Discussao

Existe alguma coisa comum entre os tépicos discutidos acima ? Em todos os casos ha elementos
(sinais 0 ou 1, conjuntos, sentengas, padroes de pixels) que podem ser representados por simbolos.
H4 operadores (portas 16gicas, intersec¢ao, uniao e complementagao, conjungao, disjunc¢ao e negacao)
que se aplicam a estes elementos. Os elementos operados pelos operadores constituem expressoes, que
correspodem a elementos também. Por exemplo, dois conjuntos X e Y, operados pela operagao de
unido U e expresso pela expressao X UY, corresponde a um conjunto (ao conjunto X UY'). Circuitos
podem ser simplificados, expressoes envolvendo operagao entre conjuntos e sentengas légicas podem
ser simplificadas. H4 os elementos especiais: 01, 0 U, F' V.

Se analisarmos com cuidado, é possivel fazermos analogias entre conceitos vistos em um tépico com
os vistos em outro. A abstracdo dos conceitos comuns aos assuntos apresentados nas segoes acima
corresponde & algebra booleana, que serd apresentada no proximo capitulo.



Capitulo 2

Algebra Booleana

Nesta parte veremos uma definicado formal de dlgebra booleana, que é baseada em um conjunto de
axiomas (ou postulados). Veremos também algumas leis ou propriedades de dlgebras booleanas. Todas
essas leis podem ser derivadas algebricamente a partir dos postulados.

Para as formalizagoes apresentadas aqui, procure associar os equivalentes vistos na parte de dlgebra
dos conjuntos. Recomenda-se também que o leitor faca o inverso: prestar atencdo como os conceitos
apresentados via algebra de conjunto podem ser formalizados (tratados de forma abstrata).

Referéncias para esta parte do curso: [Hill and Peterson, 1981], [Garnier and Taylor, 1992],
[Whitesitt, 1961] entre outros.

2.1 Definicao axiomatica

Uma forma utilizada para definir a dlgebra booleana é através de um conjunto de axiomas (postulados).
Os axiomas apresentados a seguir foram elaborados por Huntington em 1904.

Axioma 1: Existe um conjunto A, sujeito a uma relacdo de equivaléncia denotada =, que satisfaz
o principio da substituicao. Por substituicao, entendemos que se x = y entdao x pode ser substituido
por y em qualquer expressao que envolve x, sem alterar o valor da expressao.

Axioma 2: H& duas operacoes binarias, + e -, definidas em A, tais que x + y e x -y estdo em A
sempre que z e y estao em A.

Outros quatro axiomas sao as seguintes propriedades:
Al. As operagoes + e - sao comutativas, ou seja, para todo x e y em A,
r+y=y+xr e T -YyY=y-x
A2. Cada operacao é distributiva sobre a outra, isto é, para todo =, y e z em A,
z-(yt+z)=(-y+@ -2 e z+-2)=@+y) (r+2)

A3. Existem em A elementos identidade 0 e 1, distintos, com relagdo as operagoes + e -, respec-
tivamente. Ou seja, para todo x € A,

r+0=2z e z-1==x

29
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A partir disto podemos dizer que hé pelo menos dois elementos distintos em A.

A4. Para cada elemento x € A existe um elemento T em A tal que
r+z=1 e z-T=0
O elemento T serda chamado complemento de .

Denotaremos uma algebra booleana por uma sextupla ordenada. No caso da definicao acima,
temos a dlgebra booleana (A, +,-,7,0,1).

Observagao: Alguns autores incorporam outras propriedades como parte da definicdo de uma
algebra booleana. Vale registrar que os postulados de Huntington correspondem a um conjunto mi-
nimal de postulados, isto é, nenhum deles pode ser derivado a partir dos demais. Mais ainda, é um
conjunto completo no sentido de que qualquer propriedade de uma &algebra booleana pode ser deri-
vada/provada a partir desses postulados. Mais adiante mostraremos como a propriedade associativa
(frequentemente incorporada & definigdo de dlgebra booleana) e vérias outras podem ser derivadas a
partir dos postulados acima.

2.2 Exemplos de algebra booleana

Exemplo 1: O conjunto B = {0,1} onde definimos
1=0 0=1
1 1=14+1=1+4+0=0+1=1
0+0=0-0=0-1=1-0=0

é uma algebra booleana.

Os axiomas A1, A3 e A4 sdo satisfeitos por definigdo. Para verificar o axioma A2 podemos construir
uma tabela verdade com todas as possiveis combinagoes de valores para x, y e z. Vejamos a validade
da distributividade em relagao a -, ou seja, que z - (y + 2) = (z - y) + (z - 2).

vy 2|tz |z (y+z)|(@y|(x-2)]|(@y+(@- 2
0 0 O 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1
k *
Denotamos esta &lgebra booleana por (B,+,-,7,0,1). Esta é a dlgebra que estd por tras dos

circuitos légicos.
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Exemplo 2: Dado um conjunto S, P(.S) denota o conjunto das partes de S, isto é, P(S) = {X : X C
S}. Entao, (P(S),U,n,,0,S) é uma dlgebra booleana.

Como ja vimos na parte de algebra dos conjuntos (secao 1.2), os equivalentes aos 4 postulados sao:

Al. XUY =YUX e XNY=YNX
A2. XNYUZ)=(XNY)Uu(XNZ) e XUYNZ)=XUY)N(XUZ)
A3. 0NX =0 e UUX=U

A4 XNX¢=0) ¢ XUX=U

Exemplo 3: A ldgica (ou calculo) proposicional (veja secao 1.3 para maiores detalhes) é uma élgebra
booleana. De fato, ela tem uma correspondéncia um-para-um com (B, +,-,”, 0, 1), conforme mostrado
a seguir:

Logica proposicional | algebra booleana B
V +
A .
F 0
A% 1
- x

Como conseqiiéncia, temos também a correspondéncia entre as tabelas-verdade das operacoes —,

V, A com as tabelas-verdade das operacoes : ~, + e -.
T y‘—'m‘x\/y‘m/\y acy‘f‘m—&—y‘x-y
F F |V F F 0 0|1 0 0
F V|V \Y F 0 1|1 1 0
V F| F \Y F 1 010 1 0
vV V| F \Y A% 1 11]0 1 1

Exemplo 4: O conjunto B" = B X B x ... x B, com as operagoes +, - ¢ ~ herdadas de B e definidas,
para quaisquer (x1,x2,...,%,), (Y1,Y2,-..,Yn) € B", da seguinte forma

(93173327---73771)+(ylay27---;yn> = (331+yl7x2+3/27-~-737n+3/n)

(1.17'%'27"":671)' (ylvaa"'vyn) = (1’1 'y17m2‘y27"'7xn'yn>

(x1,x2,...,2n) = (T1,T2,...,Tn)

é uma algebra booleana.
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2.3 Leis fundamentais da algebra booleana

Principio da dualidade: Cada expressao ou identidade algébrica dedutivel a partir dos postulados
em uma algebra booleana continua valida se todas as ocorréncias dos operadores + e - e os elementos
identidade 0 e 1 sao trocados um pelo outro.

De fato, o dual de cada um dos axiomas é também um axioma. Observe:

x - Yy =y T
Axioma Al ! l
r + Yy =y + =z
r -y + 2 = (@ - y + (@ - 2
Axioma A2 ! ! ! ! !
r + (y - 2 = (z + vy (x + 2)
z + 0 = =z
Axioma A3 (A
r - 1 = =z
z + T = 1
Axioma A4 1 !
r - T = 0

Assim, se na prova de uma proposicao E trocarmos cada derivacao pela sua dual obtemos uma
outra prova (valida, pois axiomas s@o trocadas por axiomas). Esta nova prova é uma prova da dual

de E.

Desta parte em diante omitiremos o simbolo - na maioria das vezes; em vez de x - y, escreveremos
simplesmente zy. Suponha que (A, +,-,7,0,1) é uma élgebra booleana. Entao, os seguintes resultados
sao validos.

[Unicidade do 0 e 1] Os elementos 0 e 1 sao unicos.

PROVA: Suponha que existem dois elementos zero, 01 e 0. Sejam x1 e xo dois elementos
quaisquer em A. Por A3, temos que

x1+01=21 e 22+02=1u2
Tome, em particular, x1 = 0y € 29 = 07. Assim temos
00+0; =03 e 0;+02=04

Por Al e a transitividade de =, resulta que 01 = 0s.

A unicidade de 1 pode ser provada usando o principio da dualidade.

Idempoténcia] Para todo elemento z € A, z+x=ze xr=1.
P
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PROVA:
r+zr = (r+ux)- (A3) zx = zzx+0  (A3)
= (z+2)(z+7) (A9 = zx+a2T (A4)
= z+a2T (A2) = z(x+7) (A2)
= 240 (A4) = z-1 (A4)
= x (A3) = x (A3)

[(Identidade] Para todox € A,z +1=1 e 20=0.

z+1 = 1-(z+1) (A3)
= (z+7T)(z+1) (A4)
= z+7-1 (A2)
= z+7T (A3)
=1 (A4)
[Complemento do um (zero)] 1=0 e 0=1.
1 = 1-1 (43)
=0 (A4)
[Absorcao] Para todo z,y € A,z +ay=2 e z(x+y) ==
r+azy = z-14+zy (A3)
— oty (42)
= z-1 (Identidade)
= x (A3)

[Unicidade de 7] O inverso de qualquer elemento x € A é tinico, isto é,se x +y =1 e xy = 0 para

algum y € A, entdo y = 7.

PROVA: Por contradicao. Suponha que existem dois elementos distintos T e To em A tais

que

r+7T1=1 e z4+7T9=1 e 221=0 e x7T9=0

To = 1-79 ( )
= (x+71)T2 (hipdtese)
= XT2+T1T2 ( )
= 047172 (hipStese)
= xT1+T1 T2 (hipdtese)
= (z+7T2)T1 (A2)
= 1.7 (hipStese)
= T (A3)

[Involugao] Para todo r € A, T = x.
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PROVA: Seja T = y. Entao, por A4 temos que Zy =0e T+ y = 1. Mas por A4, Tx =0
e T+ x = 1. Por causa da unicidade do complemento, T = y = x.

[Associatividade] Para quaisquer z,y,2 € A,z + (y+ 2) = (x + y) + z e x(yz) = (zy)=.
[Lema] Para quaisquer x,y,z € A, z[(z +y) + 2] = [(x + y) + 2]z = x.
zl(x+y)+z = [(z+y)+zlz (Al
e +y)+2] = z(@+y)+zz (A2)
= r+az (absorc¢ao)
= =z (absorgao)
Usando o lema acima, provaremos a propriedade associativa. Seja
Z = [(v+y)+z]z+(y+2)]
= [@+y)+2lo+[z+y)+2]y+2) (A2)
= s+ [(z+y)+2](y+2) (lema)
= s+{[(z+y) +2ly+[(x+y)+2]z} (A2)
= o+ {[ly+=z)+2y+[x+y) +2]z} (A1)
= z+{y+[(z+y) + 2z} (lema)
= z+(y+2)
De forma similar,
Z = @il et (k2] ()
= (@+yle+y+2))+ (lema)
= {zlz++2)]+ [m+@+dﬂ+z (A2)
= {zfz+({y+2)]+y}+=2 (lema)
= (x4y)+=z (lema)
Logo, x4+ (y+2)=(zr+y)+z2
[Teorema de DeMorgan| Para quaisquer z,y € A, (x +y) =Tye Ty=T+7.
Vamos mostrar que (x +y) +Ty =1 e que (x +y)(Ty) =0.
(z+y)+zy = [(+y)+7=z+y) +7] (42)
= E+@+yly+@+y)] (A1)
= [(T+z)+y)llc+ @W+y)] (Associativa+ Al)
= 1-1 (A4 + Identidade)
1 (A3)
(x+1y) Ty = A2 + A1)

2(Ty) +y(mT) (

(zZ)y + (yy)T (associativa)
040 (A4 + Identidade)
0 (43)
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Portanto, pela unicidade do complemento, podemos concluir que (z + y) = Z 7.

A igualdade dual pode ser demonstrada pelo principio da dualidade, ou usando o fato de
que as igualdades acima valem também para T e y no lugar de z e y. [

Note a similaridade destas propriedades com as propriedades dos conjuntos (e também com as
da légica proposicional). Enquanto 14 fizemos uso dos diagramas de Venn e das tabelas-verdade,
respectivamente, para nos convencermos da validade das propriedades, aqui as demonstragoes sao
algébricas.

2.4 Relagoes de Ordem Parciais

2.4.1 Conjuntos parcialmente ordenados (posets)

Seja A um conjunto nao vazio. Uma relagao binaria R sobre A é um subconjunto de A x A, isto é,
RC Ax A. Se (z,y) € R, denotamos a relagdo de x por y como sendo xRy (lé-se z-erre-y).

Relagao de ordem parcial: Uma relacao binaria < sobre A é uma ordem parcial se ela é

1. (reflexiva) x < x, para todo z € A
2. (anti-simétrica) Se z < y e y < x, entdo x = y, para todo =,y € A

3. (transitiva) Se x <y e y < z entdo = < z, para todo z,y,z € A

Se < é uma ordem parcial em A, entdo a relacdo > definida por, para quaisquer x,y € A, © >y
se e somente se y < x, é também uma ordem parcial em A.

Observagao: Apenas uma curiosidade: uma relagdo de equivaléncia é bem parecida com uma
relacdo de ordem parcial. A diferenca estd na segunda propriedade: ordens parciais satisfazem anti-
simetria, enquanto relagoes de equivaléncia satisfazem simetria (i.e., se x ~ y entdao y ~ x, para todo
z,y € A).

Conjuntos parcialmente ordenados (poset): Um conjunto A munido de uma relagdo de ordem
parcial < é denominado um conjunto parcialmente ordenado (ou poset) e denotado por (A, <). Se
(A, <) é um poset, entdo (A4, >) também é um poset.

Exemplo 1: A relagao de ordem < usual definida no conjunto dos ntimeros reais é uma ordem parcial
(na verdade, ela é mais que uma ordem parcial; é uma ordem total, pois todos os elementos sao
comparaveis dois a dois). A relagdo < nao é uma ordem parcial pois ela nao é reflexiva.

Exemplo 2: A relagao de inclusido de conjuntos C é uma ordem parcial.

Diagrama de Hasse: Escrevemos z < y quando z < y e z # y. Dado um poset (4,<) e z,y € A,
dizemos que y cobre x se, e somente se, z < y e nao ha outro elemento z € A tal que z < z < y.
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Um diagrama de Hasse do poset (A, <) é uma representagao grafica onde vértices representam os
elementos de A e dois elementos x e y sao ligados por uma aresta se e somente se y cobre . Em
um diagrama de Hasse, os elementos menores (com relacdo a ordem parcial) sdo em geral desenhados
abaixo dos elementos maiores.

Exemplo: O diagrama de Hasse do poset ({a,b, c}, C) é mostrado na figura 2.1.

{ab,c}

N

{ab} {ac} {bc}

{a} {0} {c

I

{1

Figura 2.1: Diagrama de Hasse de ({a,b, c}, Q).

2.4.2 Elementos notaveis de um poset

Menor e maior elementos: Seja (A, <) um poset.

e Chama-se menor elemento de A um elemento 0 € A tal que 0 < x para todo x € A (também
denotado m(A)).

e Chama-se maior elemento de A um elemento 1 € A tal que x < 1 para todo x € A (também
denotado M (A)).

Teorema: Em um poset (A, <), se existe um menor elemento, ele é inico. Similarmente, se existe
um maior elemento, ele é tinico.

PROVA: Suponha que 07 e 03 s@o menores elementos de (A4, <). Entao, teriamos 07 < 02 (pois 0;
é menor elemento) e 02 < 01 (pois Oz é menor elemento). Pela propriedade anti-simétrica da relacao
<, concluimos que 0; = 02. A unicidade do maior elemento segue de forma andloga. [J

Exemplo: Dado um conjunto nao vazio S, no poset (P(S),C) o menor elemento é o () (conjunto
vazio) e o maior elemento é o S (conjunto universo).

Exemplo: No poset do diagrama abaixo, o maior elemento é a e nao hd um menor elemento.

a

d e

Figura 2.2: Diagrama de um poset.
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Elementos minimais e maximais:

e Chama-se elemento minimal de A um elemento a € A tal que elemento algum de A precede
estritamente a, isto é, para qualquer x € A, se x < a entdo x = a. O conjunto dos elementos
minimais de A é denotado min(A).

e Chama-se elemento maximal de A um elemento a € A tal que elemento algum de A sucede
estritamente a, isto é, para qualquer x € A, se x > a entdo x = a. O conjunto dos elementos
maximais de A é denotado maxz(A).

Exemplo: No poset da figura 2.2, os elementos minimais sao d e e enquanto o inico elemento maximal
é a.

Teorema: Se 0 é o menor elemento de (A, <), entao 0 é o unico elemento minimal de (4, <).

PROVA: Seja 0 o menor elemento de A e suponha que a < 0 onde a € A. Como 0 é o menor
elemento em A, sabemos também que 0 < a. Portanto, pela anti-simetria de <, temos que a = 0.
Logo, 0 é minimal.

Suponha que x é um elemento minimal em A. Como 0 é o menor elemento, temos que 0 < x. Por
x ser minimal, temos x = 0 e, portanto, 0 é o Unico elemento minimal. [J

Exemplo: Seja S = {a,b, c} e considere o conjunto de todos os subconjuntos préprios de S, conforme
ilustrado no diagrama abaixo.

{ab}  {ac {bg}

{a} { b} {c}

{1

Este conjunto tem trés elementos maximais, {a,b}, {a,c} e {b,c}. O menor elemento deste conjunto
é {} e, conforme teorema acima, é o inico elemento minimal. O conjunto nao possui maior elemento.

Limitantes inferiores e superiores; Infimo e supremo:

Seja (A, <) um poset e seja X C A.

e Chama-se limitante inferior de X em A a todo elemento a € A tal que a < x para todo x € X.
O conjunto dos limitantes inferiores de X em A é denotado por [i(X).

e Chama-se limitante superior de X em A a todo elemento a € A tal que x < a para todo
x € X. O conjunto dos limitantes superiores de X em A é denotado por Is(X).

e Chama-se infimo de X em A o maior elemento dos limitantes inferiores de X em A. O infimo
de X é denotado A\ X. O infimo de {z,y} é denotado z Ay. O operador A é chamado conjuncao.
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e Chama-se supremo de X em A o menor elemento dos limitantes superiores de X em A. O
supremo de X é denotado \/ X. O supremo de {z,y} é denotado zVy. O operador V é chamado
UNLa0.

Exemplo:

Elementos minimais: min(A) = {f, g}
Menor elemento de A: nao existe
Elementos maximais: maz(A) = {a, b}
Maior elemento de A: nao existe

X ={c,d, e}

Limitantes inferiores de X: li(X) = {f}
infimo de X: AX = f

Limitantes superiores de X: [s(X) = {a,b,c}
Supremo de S: \/ X =¢

Exemplo:

Elementos minimais: min(A) = {h}
Menor elemento de A: m(A) = h
Elementos maximais: max(A) = {a, b}
Maior elemento de A: nao existe

X = {d,e, }

Limitantes inferiores de X: li(X) = {f, h}
infimo de X: AX = f

Limitantes superiores de X: [s(X) = {a,b,c}
Supremo de S: \/ X =¢

Exemplo:
Elementos minimais: min(A) = {5,6}
Menor elemento de A: nao existe

Elementos maximais: max(A4) = {1}
Maior elemento de A: M(A) =1

X = {2,3,4}

Limitantes inferiores de X: [i(X) = {5,6}
infimo de X: nao existe

Limitantes superiores de X: [s(X) = {1, 2}
Supremo de S: sup(X) =2

2.4.3 Reticulados

Um poset (A, <) no qual cada par de elementos possui um infimo e um supremo em A (ou seja, para
quaisquer z,y € A, x Ay e x V y estdo em A) é um reticulado.

Um reticulado (A4, <) é completo se todo subconjunto nao vazio X de A possui um infimo e um
supremo em A. Qualquer reticulado completo possui menor elemento 0 e maior elemento 1. Qualquer
reticulado finito é completo.
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Um reticulado (4, <) é distributivo se as operacoes de unido (V) e conjuncao (A) sao distributivas,
isto é, para quaisquer x, y e z em A,

cAyVz)=(@Ay)V(rAz) e zV(yAz)=(@Vy A(xV2).

Um reticulado (A, <), com menor elemento 0 e maior elemento 1, é complementado se todo
elemento em A possui um complemento, isto é, para todo = € A existe T tal que xtVT =1ez AT = 0.

Teorema: Um reticulado (A4, <), distributivo e complementado, é uma algebra booleana (também
chamado de reticulado booleano).

PROVA: Considere um reticulado distributivo e complementado (A, <) com as operagoes
de uniao V e conjuncao A como definidos acima, e complementagdo ~. Claramente V e
A definem operacoes bindrias em A. Sejam ainda 0 e 1 o menor e o maior elementos de

(4, <).

Vamos verificar que os axiomas de Huntington sdo satisfeitos. As operagbes V e A sao
comutativas por defini¢ao; sao distributivas pois o reticulado é distributivo; o axioma 4 é
satisfeito pois o reticulado é complementado, e o axioma 3 ¢é satisfeito pois zV 0 = x e
x Al =z para qualquer z € A. O

2.5 Relagao de ordem e algebra booleana

Seja (A,+,-,7,0,1) uma algebra booleana. Definimos uma rela¢ao bindria < em A da seguinte forma:

Ve,y € A, x <y seesomentese x+y=1y (2.1)

A relacao < definida pela equacao 2.1 é uma relagdo de ordem parcial. De fato, a relagao < é
(1) reflexiva pois pela lei de idempoténcia (x + x = z) temos que x < x para todo x € A; é (2)
anti-simétrica pois se x <yey < x,entao x +y =y e y + & = x e, portanto, pela comutatividade de
+, segue que = y; e é (3) transitiva pois se x < y e y < z, entdo

z = y+=z (pois y < 2)
= (@+y)+2z (poisz <y)
= x4+ (y+2) (associatividade de +)
= x+z2 (pois y < 2)
Logo, z < z.

2.5.1 Toda algebra booleana é um reticulado

Teorema: Sejam x,y elementos de uma algebra booleana (A, +,-,7,0,1). Entao os elementos x + y
e xy sao respectivamente o supremo e o infimo de {z,y}.

Teorema: Toda algebra booleana (A, +,-,7,0,1) é um reticulado.

PROVA: Qualquer subconjunto {z,y} de A tem supremo x + y e infimo zy (teorema anterior).
Logo (A,+,-,7,0,1) é um reticulado. O
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2.5.2 Atomos

Um atomo de uma algebra booleana (A, +,-,7,0,1) é um elemento nao nulo = que nao pode ser
expresso na forma x =y +zcomy # x e z # .

Exemplo 1: Os dtomos de (P(S),U,N,“, 0, S) sdo todos os conjuntos unitarios.

Exemplo 2: A dlgebra booleana relativa ao conjunto B" de todas as m-uplas bindrias tem como
atomos as n-uplas com exatamente uma coordenada igual a 1.

Teorema: Um elemento nao nulo « de uma élgebra booleana (A, +,-,7,0,1) é um Atomo se e somente
se nao ha elemento y em A tal que 0 < y < x.

PROVA:

(se x é um dtomo entao nao ha elemento y em A tal que 0 < y < z) Suponha que z é um
atomo e que y < x. Entao, z =21 = (y+x)-(y+7) = y+(27). Como z é um adtomo, entao
ouy =z ou (xy) = z. Como = # y por hipGtese, entdao (xy) = z. Consequentemente
y=ry=(@y)y=2Fy) =20=0.

(se ndo ha elemento y em A tal que 0 < y < z entdo x é um atomo) Agora suponha que
nao ha elemento y em A tal que 0 < y < x e (suponha por absurdo) que x ndo é um
atomo. Entao, x = y + z para y e z diferentes de x e, como y < y + z = x, temos que
y < x. Além disso, y = 0 (pois caso contrario teriamos 0 < y, uma contradi¢ao). Logo,
=0+ 2=z % x (absurdo). O

Teorema: Seja (A, +,-,7,0,1) uma algebra booleana finita com conjunto de dtomos {ay,as,...,a,}.
Cada elemento nao nulo z de A pode ser escrito como o supremo de um conjunto de dtomos

T = Qi + Qi + -+ ay, .
Mais ainda, tal expressao € Unica, a menos da ordem dos atomos.

PROVA: A demonstracao é por contradi¢do. Suponha que existem elementos que nao sao
expressos como supremo de atomos. Seja x um desses elementos. Entdao como z nao é
atomo, temos que x = y + z para algum y < x e z < z, e mais ainda, pelo menos y ou z
nao sao atomos. Supondo que y nao é dtomo, temos que ele é supremo de dois elementos
menores que ele, dos quais pelo menos um nao é dtomo. Assim, hd uma seqiiéncia de
elementos ndo-atomos g = > xr1 =y > T3 > .... Mas, como A é finito, haverao indices
k e m, com k < m tal que xx = x,,,. Pela transitividade de < em xy > g41 > ... > Ty
segue que Ty > Ty, contradizendo zp = z,,. Portanto, podemos concluir que todos os
elementos nao-nulos em A podem ser expressos como supremo de atomos.

Para mostrar a unicidade, primeiro devemos mostrar que
:c:\/{aeA:aéétomoeagx} (2.2)

isto é, x pode ser expresso como o supremo de todos os d&tomos menores ou igual a ele. (A
demonstragao fica como exercicio).
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Agora, suponha que x = a;, + a;, + -+ + a;, ¢ uma expressao de x como supremo de
atomos. Entao temos que a;; < z, e, portanto, a;; € {a € A:a é atomo,a < z}. Agora,
seja a um atomo tal que a € {a € A : a é dtomo e a < z}. Entao, como a é dtomo e a < z,

O#a=ax=al(a, +ay,+- -+a,)=aa; +aa,+ - +aa;,

Pelo menos um a a;; precisa ser diferente de zero. Logo, aa;; = a = a;; uma vez que ambos
sao atomos. Ou seja, a é um dos atomos em {a;,, @iy, - .., a;, }. O

2.5.3 Isomorfismo de algebras booleanas

Uma funcao bijetora ¢ entre duas algebras booleanas (A1, +1,1, 1,01, 11) e (A2, 42,2, 2,092, 12) que
satisfaz

¢z +1y) = ¢(x) +2 o(y)

d(z-1y) = () 2 d(y)

¢ um isomorfismo de dlgebra booleana.

Duas algebras booleanas sao isomorfas se existe um isomorfismo entre elas.

Teorema: Sejam duas algebras booleanas finitas com o mesmo numero de atomos e sejam
{ay,a9,...,an} e {b1,ba,...,b,} respectivamente os seus conjuntos de dtomos. Entao, existe um
isomorfismo ¢ entre eles tal que ¢(a;) = b;, para todo i € {1,2,...,n}.

Teorema: Qualquer &algebra booleana finita com n &tomos é isomorfa a &lgebra booleana
(P(S),U,n, ¢,0,5) onde S é um conjunto com n elementos.

2.5.4 Comentarios finais sobre ordens parciais

Os principais conceitos vistos nesta secao sao sumarizados através da especializacao para os dois
seguintes exemplos.

1) Dado um conjunto nao vazio S, considere a élgebra booleana (P(S),U,N,°, 0, S).

e A seguinte relagao bindria é definida em P(S):

VX, Y e P(S), XCY <<= XUY =Y

e a relacdo C é uma ordem parcial. Logo, (P(S), C) é um poset

e 0 maior elemento de P(S) é S
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e 0 menor elemento de P(S) é

e o supremo de dois conjuntos X,Y € P(S) é dado por X UY

o infimo de dois conjuntos X,Y € P(S) é dado por X NY

e (P(5),C) é um reticulado booleano (distributivo e complementado)

os dtomos de (P(S),U,N,%, 0, S) sdao os conjuntos unitérios.

qualquer elemento de P(S) pode ser expresso como uniao de conjuntos unitarios

2) Considere a algebra booleana (B, +,-,7,0,1) e o conjunto das fungoes booleanas B de n varidveis.
Seja = uma relagdo em B definida para quaisquer f,g € B da seguinte forma:

f29g<= f(z1,22,...,2n) < g(x1,22,...,2,) para todo (x1,z2,...,2,) € B"

Verifique que (B, <) é um conjunto parcialmente ordenado.

A fungao constante zero fo(x1,z2,...,2,) =0 € B é o menor elemento de (B, =<).
e A fungao constante um fi(x1,z2,...,2,) =1 € B é o maior elemento de (B, <).

e O supremo de duas fungoes f,g € B é dado por

(f—i-g)(ﬂfl,.I'Q,...,l'n) = f(.fl,Q?Q,... 73771) +g(3§'1,.%'2,. N 7xn)

O infimo de duas funcgoes f, g € B é dado por

(f-9)(x1,29,...,2n) = f(z1,22,...,2pn) - g(T1, T2, ..., Tp)

O complemento de uma funcao f € B é dado por

f('xlava"'vxn) :f($1,$2,...,l'n)

e Quem sao os atomos de B 7

Exercicios:

1. Mostre que o conjunto B™ mais as operacoes definidas no exemplo 4 da pagina 31 é uma algebra
booleana.

2. Considere o conjunto dos ntmeros reais R, juntamente com as operagoes usuais de adigao e
multiplicacao. Quais dos axiomas Al, A2, A3 nao sao satisfeitos 7 E possivel definir uma
operagao unaria em R tal que o axioma A4 seja satisfeito 7
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10.

Seja A ={1,2,3,5,6,10, 15,30}, ou seja, o conjunto de divisores de 30. Defina operagdes binérias
+ e - e uma operagao unaria - da seguinte forma: para quaiquer ai,as € A,

a1 + a2 = o minimo multiplo comum entre a1 e ao

a1 - as = 0 maximo divisor comum entre a; € as
a; = 30/(11

Quais sao os elementos identidade com respeito a + e -7 Mostre que A, com as trés operagoes
acima, ¢ uma algebra booleana.

. Prove as seguintes igualdades

a)r+Ty=x+y (esuadual 2(T+y) = xy)

b)x+y=7Ty (esuadual xy=T7+7)

¢c) (x+y)(x+7y) =2 (esuadual zy+ 2y =1x)

d) (Teorema do consenso) xy+yz+Tz = zy+Tz (ouo dual (z+y)(y+2)(T+z2) = (z+y)(T+2))
e) yr = zzr e yT = 2T implica que y = z

Y e+y+2)(z+y) =z+y

. Simplifique as seguintes expressoes

a) yZ(Z+zx) + (T +9)(Ty + T2)
b) x + xzyz + y2T + wr + Wr + Ty

. Mostre que em qualquer algebra booleana (A, +,-,7,0,1), x5 = 0 se, e somente se, Ty = x.

Mostre que a configuragao abaixo nao pode ocorrer no diagrama de Hasse de nenhum poset.

c

a

. Seja R uma ordem parcial sobre A e seja X C A. Mostre que S = RN (X x X) é uma relagao

de ordem parcial (em outras palavras, qualquer subconjunto de um poset é também um poset).

. Seja a relacdo de divisibilidade | definida sobre os inteiros positivos da seguinte forma: para

quaisquer z,y inteiros positivos, x|y se, e somente se, x divide y.
a) Mostre que | é uma relagao de ordem parcial

b) Desenhe o diagram de Hasse de {1,2,3,4, 6,12} com respeito a relagdo parcial |.

Liste os elementos da relagdo de ordem cujo diagrama de Hasse é o seguinte:

e f
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11

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

Mostre que se 1 é o maior elemento de (A, <), entao 1 é o tnico elemento maximal de (A, <).
Mostre por inducao que todo subconjunto finito de um reticulado tem um infimo e um supremo.

Sejam x,y elementos de uma algebra booleana (A, +,-,7,0,1). Mostre que os elementos = + y e
xy sao respectivamente o supremo e o infimo de {z,y}.

Mostre que em qualquer algebra booleana, z + y = y se,e somente se, xy = x. Expresse essa
relagao na dlgebra dos conjuntos.

Mostre que em uma algebra booleana (A, +,-,7,0,1), se x < y entdo x +y =y e xy = z, para
todo x,y € A.
Mostre que em uma &dlgebra booleana (A, +,-,7,0,1),se y < zentdo zy < zzex+y < x+ 2

para todo z € A.

Mostre que em qualquer algebra booleana (A, +,-,7,0,1)

a) zy <z < x4y, para todo z e y em A,

b) 0 < x <1, para todo z em A.

Seja (A, +,-,7,0,1) uma algebra booleana finita com conjunto de atomos {a1,az,...,a,}. Sa-
bendo que cada elemento nao nulo z de A pode ser escrito como o supremo de um conjunto de

atomos
T = + Gy + -+ a4,

mostre que, mais especificamente,
x:\/{aeA:aéétomoeagq:}

isto é, x é o supremo de todos os 4tomos menores ou igual a ele.

Dica: Comece expressando 1 como um supremo de atomos e use o fato de que x = x 1.



Capitulo 3

Expressoes e Funcoes Booleanas

3.1 Expressoes Booleanas

Variaveis e literais: Dada uma &lgebra booleana (A, +,-,7,0,1), uma varidvel booleana é uma
varidvel que toma valores em A.

Dada uma variavel booleana x, o complemento de z, denotado T, é uma variavel booleana tal
que T = @ sempre que x = a para qualquer a € A.

Um literal é uma varidvel booleana x ou o seu complemento T.

Expressoes booleanas: Dada uma &algebra booleana (A4,+,-,7,0,1), as seguintes sdo expressoes
booleanas em n varidveis x1, To, ..., Ty:

e 0s elementos 0 e 1,

e as variaveis booleanas x1, xo, ..., Ty,
e r+y, x-y, T, onde x ey sao expressoes booleanas nas variaveis x1, x2, ..., Ty.
Observe que uma expressao booleana em n varidveis zi,zs,...,T, Nao necessariamente precisa

conter todas as n variaveis.

Se uma expressao pode ser derivada a partir de outra aplicando-se um ntmero finito de vezes
as regras (leis/propriedades) da &dlgebra booleana, entao elas sao ditas equivalentes. O valor de
expressoes equivalentes, para cada atribuicao de valores as variaveis booleanas, é o mesmo.

Expressoes booleanas definem uma funcao. Expressoes equivalentes definem uma mesma funcao.

3.2 Funcoes booleanas

Dada uma &lgebra booleana (A, +,-,7,0, 1), uma expressao booleana em n varidveis x1, xo, ..., z, de-
fine uma fungao booleana f : A" — A. O valor da fungao f para um elemento a = (a1, a2, ...,a,) €
A"™ ¢é calculado substituindo-se cada ocorréncia de x; na expressao por a;, para ¢ = 1,2,...,n, e

calculando-se o valor da expressao.

45
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Seja A(n) o conjunto de todas as fungdes booleanas em A com n varidveis e seja < uma relagao
definida em A(n) da seguinte forma:

f<g< f(a) <g(a), Vac A". (3.1)
Seja (f-9)(a) = f(a) - g(a), (f +9)(a) = f(a) +g(a), e f(a) = f(a), Va € A". Fazendo O(a) =0 e
1(a) =1 para todo a € A", o conjunto (A(n),+,-,,0,1) também é uma &lgebra booleana.
Note que nem todas as funcoes f : A — A podem ser definidas por uma expressdo booleana;
fungoes booleanas sao aquelas que podem ser definidas por uma expressao booleana.

Exemplo: A funcio f : B> — B, definida pela expressao f(x1,2) = 21 + o2 pode ser representada
pela tabela-verdade a seguir, a esquerda. Note que ela é igual a tabela-verdade da expressao x1 + 7129,
a direita. Logo, as expressoes x1+x2 e 21+T1 T2 sao equivalentes (ou seja, definem uma mesma fungao).

T1 T2 ‘ T+ X2 T1 T2 H T1 | T1 X2 ‘ r1+ T a2

0 O 0 0 O 1 0 0

0 1 1 0 1 1 1 1

1 0 1 1 0 0 0 1

1 1 1 1 1 0 0 1

H4 2(2") = 16 funcoes de 2 varidveis para (B, +,-,”,0, 1), conforme mostrados a seguir:

z x| fo | Sl fo | S| fal s | fo | fo| fs | fo| fro| fuu | fr2 | fis | fua | Sus
0O O O(0j]O0O|O]O0O|J0O]O0O]O0]1]1 1 1 1 1 1 1
0 1 o(ojojo0j1j1{1j1j01}]0 0 0 1 1 1 1
1 0 o(oj1y170j0(1]1]0]0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 110 1 0 1101 0 1 0 1 0 1

3.3 Formas canonicas

3.3.1 Soma de produtos

Produto: Um produto é uma expressao booleana que é ou uma literal, ou uma conjuncao de duas
ou mais literais, duas das quais nunca envolvem a mesma varidvel. Em outras palavras, um produto é
uma conjuncao em que uma variavel aparece no maximo uma vez (na forma barrada ou nao barrada).
Produtos podem ser expressos como p = [[I", 04, 05 € {z;, T;, " '}, com ' ' denotando o caractere
vazio. Por exemplo, para n = 4, x1x3 e £oT3T4 sao exemplos de produtos.

Mintermos: Mintermo (ou produto canénico) em n variaveis xi, xa, ..., Z, é uma expressao boo-
leana formada pelo produto de cada uma das n varidveis ou dos respectivos complementos (mas nao
ambas). Ou seja, consiste do produto de n literais, cada um correspondendo a uma variavel (se z;

estd presente no produto, entao T; nao estd, e vice-versa).

Exemplo: Supondo 3 variaveis x1, X2, T3, T1T2T3 € x1T2T3 sao exemplos de mintermos.
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Le T por 29, Assim, qualquer mintermo pode ser expresso por Meyeo,..en =

onde e; € {0,1}. Por exemplo, se considerarmos n = 3, entao mgo1 = x(f x% xé =

Notagao: Denote = por x
€1 ,.62 e
xitw? L

T1 T X3.

O conjunto de todas as seqiiéncias de n bits corresponde a representacao bindria dos niumeros
entre 0 e 2" — 1. Com base neste fato, podemos caracterizar os mintermos Mg, ¢,,...¢, através da

correspondente notagao decimal my~yi,,. A tabela 3.1 apresenta todos os mintermos em trés varidveis
e a notacao associada a cada um deles.

€1 €2¢€3 Mey eo,....en

000 T1T9T3 = My
001 T1Tox3 = M
010 T1T2T3 = M2
011 T1T2T3 = M3
100 T1T9T3 = My
101 T1ToT3 = Mj
110 T1T9T3 = Mg
111 T1X2X3 = My

Tabela 3.1: Tabela de mintermos com 3 varidveis.

Teorema: H& 2" mintermos em n varidveis e nao ha dois mintermos equivalentes.

PROVA: Como um mintermo consiste de n literais, cada um podendo ser uma varidvel x ou o seu
complemento T, hé no total 2" possiveis formas de se combinar as literais.

Para mostrar que ndo hé dois mintermos equivalentes, seja Mme, ¢y, ¢, = 7' 5° ... 5 um min-
termo e considere
S 1, see; =1,
! 0, see; =0.
Entao, me, e, e, (%1, Z2,...,2y) = 1, pois todos os literais em m tem valor 1.

Qualquer outro mintermo m’ tem pelo menos um literal 2% que é complemento do correspondente
literal em m. Portanto, substituindo os valores de x; definidos acima neste mintermo, haverd pelo
menos um zero no produto. Isto quer dizer que este mintermo vale zero para estes valores em particular.
Portanto, para quaisquer dois mintermos, hé sempre uma atribuicao de valores as variaveis que torna
um deles 1 e o outro 0. [J

Soma de produtos: Dizemos que uma expressao estd na forma soma de produtos (SOP) se ela é
um produto ou se é uma disjuncao de dois ou mais produtos e se nenhum par de produtos p e p’ é tal
que p < p’ (arelagao < é a definida pela equivaléncia 3.1).

As expressoes zy, * + yz € xyw + Tz + yz estdo na forma SOP, enquanto que z(y + 2) e zy + yzz
nao estao.

Os atomos de (A(n), +,-,, 0, 1) sdo os 2" mintermos (novamente, considerando a relagao < definida
pela equivaléncia 3.1). Portanto, toda funcdo booleana pode ser escrita como uma disjungao (soma)
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de mintermos distintos. Mais ainda, tal representacao é tnica a menos da ordem dos mintermos,
conforme teorema visto na parte de ordens parciais. Este mesmo resultado pode ser mostrado de uma
outra forma. Veja a seguir.

Soma canénica de produtos (SOP candnica): Dizemos que uma expressao estd na forma soma
candnica de produtos (SOP canodnica) se ela é um mintermo ou se é uma disjunc¢ao de dois ou mais
mintermos distintos.

Teorema: Qualquer fungdo booleana que nao seja identicamente 0 (nulo) pode ser expressa uni-
camente na forma soma canénica de produtos (soma de mintermos ou SOP canodnica). Mais
precisamente, se f é uma funcao booleana em n varidveis entao sua forma SOP canoénica é dada por

flz1,29,...,2n) = \/ flei,ea, ... en)at as? ...
ec{0,1}n

PROVA: Uma demonstracao pode ser encontrada em [Garnier and Taylor, 1992], pagina 408. Essa
demonstracao serd discutida em sala de aula, mas naos serd transcrita aqui. [J

Exemplos:
a) Expressar a fungao f(r1,r2) = x1 + z2 na forma SOP candnica.

De acordo com o teorema acima, f pode ser escrito como
f(xla-%?) = f((): O)fl T2 + f(07 1)f1 T2 + f(la 0)$1 T2 + f(17 1)%’1 L2

Se calculamos o valor de f para todos os elementos e € {0,1}2 temos f(0,0) =0 e f(0,1) = f(1,0) =
f(1,1) = 1. Portanto,

f(l'l,.%'Q) = 071+ 1-ZT1xo+1-2172+1 2129

= T1T2+21T2+ T122

b) Expressar f(z,y, z,w) = (rz+y)(zw+w) na forma SOP. Neste caso, basta aplicarmos a distributiva
para eliminar os parénteses.
f@y,2,w) = (vz+y)(zw + W)
= (zz+vy)zw+ (xz+y)w (distributiva)
= zzw+yzw+2xzw0+yw (distributiva)

c¢) Expressar f(x,y,2) = [(x +7) + z](x + §)T na forma SOP. Idem anterior.
flz,y,2) = T

= XYT + yyr + zyxr
= 040+ zyx
= Yz
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d) Escrever f(z,y,z,w) = (zz 4+ y)(2w + w) na forma SOP canonica. Aqui poderfamos utilizar uma
abordagem similar ao do exemplo (a). E possivel, no entanto, utilizarmos manipulagoes algébricas
(eliminar os parénteses e em seguida “introduzir”, em cada produto, as varidveis que nao aparecem).

flz,y,z,w) = (zz+y)zw+ (zz +y)w
= TZW + YW + W + yw
= zzw(y+79)+ (@ +T)yzw+2(y +9)2w0 + (z +T)y(z + 2)w
= zyzw + xYzw + zyzw + Tyzw + xyzw + xyzw + xy(z + 2)w + Ty(z + 2)w
= YW + TYZW + TYZW + TYZW + TYZW + TY2W + TYZW + TYZW + TYZ W
= TYZW + TYZW + TYZ W + TYZW + TYZW + TYZW + TYZW + TYz W

Observagoes: Em vez de produto, alguns autores utilizam também os nomes termo produto, produto
fundamental, conjungao fundamental ou produto normal.

Em vez de soma de produtos, utilizam-se também os nomes soma de produtos normais e forma normal
disjuntiva.

Em vez de soma canénica de produtos (SOP candnica), utilizam-se também os nomes soma padrao de
produtos, forma normal disjuntiva completa ou forma mintermo. Note, porém, que alguns autores
usam o nome forma normal disjuntiva em vez de forma normal disjuntiva completa.

Noés usaremos soma de produtos e soma canénica de produtos.

3.3.2 Produto de somas

Todos os conceitos definidos com respeito a expressoes do tipo produto podem também ser definidos
com respeito a expressoes do tipo soma.

Uma soma define-se de forma andloga ao produto: soma é ou um literal ou a disjungdo de dois ou
mais literais, duas das quais nunca envolvem a mesma varidavel. Dizemos que uma expressao booleana
estd na forma produto de somas (POS) se ela é uma soma ou é uma conjungao de duas ou mais
somas.

Maxtermo (ou soma candénica) em n varidveis xy, xo, . . ., x, tem defini¢do similar ao mintermo: em
vez de produto, consiste de soma de n literais, cada um correspondendo a uma variavel. As expressoes
T1 + Ty + T3 € T1 + X2 + x3 sdo exemplos de maxtermos. A tabela 3.2 lista todos os matexrmos de 3
variaveis.

ejeses maxtermos

000 x1 4+ 22+ 23 = My
001 1 +x9 +7T3 =M
010 T1 +To + a3 = Ms
011 T+ To + T3 = M3
100 1+ 20+ x3 = My
101 T1 + 2o + T3 = Ms;
110 || 1 +%2+ 23 = Mg
111 f1+fg+f3:M7

Tabela 3.2: Tabela de maxtermos com 3 variaveis.

Teorema: H& 2" maxtermos e nao ha dois maxtermos equivalentes.
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Produto canénico de somas (POS canoénica): Dizemos que uma expressao booleana estd na forma
produto canénico de somas (POS canoénica) se ela é um maxtermo ou é uma conjungao de dois ou
mais maxtermos distintos.

Teorema: Qualquer funcao booleana que nao seja identicamente 1 pode ser expressa unicamente na
forma produto candnico de somas (produto de maxtermos ou POS canodnica).

Exemplo: Escrever x 4+ z + 5w na forma POS canonica.

fle,y,z,w) = z+z+7yw

= z+(z2+7yw)
x4+ (z24+7)(z+w)
(x+24+79)(x+ 2+ w)
(x+7+ 2z 4+ ww)(x+ yyg + z + W)
(x+74+z4+w)(z4+7y+z+w0)(z+y+24+wW)(x+7+ 2+ W)
(x+y+z4+w)(ze+y+z4+w)(x+y+2z+w)

3.4 Representacao de funcoes booleanas

A mais elementar das &lgebras booleanas é aquela correspondente ao conjunto B = {0,1}. Neste
curso, a algebra booleana de maior interesse é a algebra booleana das funcoes booleanas associadas a
B, ou seja, as fungoes do tipo f: B"™ — B.

Daqui em diante consideremos a dlgebra booleana (B(n),+,-,7,0,1). No caso da algebra booleana
(B(n),+,-,7,0,1), hé exatamente (2)2" elementos em B(n), ou seja, todas as funcoes de B™ em B
podem ser definidas por expressoes booleanas.

Algumas formas para descrever/representar fungoes booleanas sao:

e expressoes booleanas

tabelas-verdade

e diagramas de decisao binaria

circuitos

3.4.1 Expressoes booleanas

Além das formas soma de produtos e produto de somas (candnica ou nao), expressoes booleanas podem
ter uma forma seqiiencial ou mixta. Entre elas, merece destaque a decomposi¢ao de Shannon.

O teorema de Expansao de Shannon afirma que qualquer funcao f de n varidveis pode ser
escrita em termos de fungoes de n — 1 varidveis da seguinte forma:

fx1, . 2y oy ) = Tif (21, .., 0,0y mp) +xif (21, .., 1,00 xy)

As fungoes f(z1,...,0,...,2,) e f(z1,...,1,...,2,) sdo fungoes de n — 1 varidveis (ndo dependem da
variavel x;).
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3.4.2 Tabelas-verdade

Esta é a forma mais trivial e direta possivel para se representar uma funcao booleana. Uma fungao de
n varidveis pode ser representada por um vetor de 2" posigoes, tal que a posicao ¢ do vetor armazena
o valor da fungéao para a entrada correspondente ao valor decimal i. No entanto, para um valor grande
de n, esta representacao torna-se impraticavel.

Uma fungao booleana f : {0,1}" — {0,1} pode ser completamente caracterizada em termos de
seu conjunto-um, f(1) ={b € {0,1}": f(b) = 1}, bem como em termos do seu conjunto-zero, f(0) =
{b € {0,1}" : f(b) = 0}. Portanto, alternativamente a tabela-verdade, pode-se representar uma
fungao através do seu conjunto-um ou do conjunto-zero. Nestes casos, encontrar uma representacao
eficiente desses conjuntos é a questao principal.

Observe que x1Tox3 = 1 se e somente se 1 = 1,79 = 0 e x3 = 1. Portanto, a SOP canonica de
uma expressao booleana pode ser diretamente obtida através da soma dos mintermos correspondentes
aos 1’s da sua tabela-verdade. Analogamente, (z1 + T2 + x3) = 0 se e somente se x1 = 0,29 = 1 ¢
x3 = 0, e portanto, a POS canodnica pode ser obtida pelo produto dos maxtermos correspondentes aos
0’s da tabela-verdade.

Exemplo: Dada a tabela-verdade

=

T1T2T3
000
001
010
011
100
101
110
111

O === O O = =

a forma SOP canénica da funcao é
f(w1,22,23) = T1T2T3 + T1T223 + T1T2T3 + 217223 + 217273
e sua notacao simplificada é dada por :

f(acl,xg,xg) = mg +mi+ my + ms+ mg.

De forma mais compacta, é usual escrevermos
> " m(0,1,4,5,6)

A forma POS canénica é f(z1,x2,23) = (1 +Ta+x3)(x1 + T2 +T3)(T1 + T2 +T3) = [[ M(2,3,7).

3.4.3 Diagramas de decisao binaria

Diagramas de decisao bindria (ou BDD, do inglés Binary Decision Diagram) sao grafos orientados uti-
lizados para representar fungoes booleanas. Para mais detalhes, consulte [Akers, 1978, Bryant, 1986,
Brace et al., 1990].

Eles estao diretamente relacionados com a expansao de Shannon descrita acima.
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3.4.4 Circuitos (hardware)

Utilizando-se componentes l6gicos (portas, inversores, etc) pode-se criar um circuito que realiza uma
determinada funcao booleana. Conforme ja vimos, dado um circuito logico, pode-se determinar a
correspondente expressao booleana. Analogamente, dada uma expressao booleana, pode-se construir
o circuito correspondente. Além disso, da mesma forma que existem varias expressoes booleanas que
definem uma mesma fungao, existem varios circuitos que realizam uma mesma fungao.

No contexto de circuitos, uma das questoes mais importantes é saber determinar o melhor cir-
cuito (em termos de custo, eficiéncia, etc) que realiza uma dada funcdo. Existem alguns critérios de
simplificagdo de funcoes booleanas que visam responder essa questao. A simplificacdo mais estudada
¢ conhecida como minimizagao légica dois-niveis e consiste em encontrar uma menor expressao
minimal na forma SOP (o numero de produtos corresponde ao nimero de portas E, o nimero de
literais em um produto corresponde ao nimero de entradas da respectiva porta E). O termo dois-
niveis estd associado ao nimero méximo de portas que um sinal de entrada deve percorrer até a saida.
Claramente, de uma forma grosseira, quanto menor o nimero de niveis de um circuito, mais eficiente
ele sera.

Por outro lado, uma realizacao dois niveis pode utilizar muitas portas 16gicas (e pode haver li-
mitagoes fisicas quanto ao nimero de entradas de uma porta légica, por exemplo). Assim, estudam-se
também realizacGes multi-niveis de fungoes booleanas. Neste caso, hd grande interesse em se reduzir
o numero de portas légicas necessarias. Este problema é, em geral, conhecido por decomposigao
funcional.

Esses tépicos, relacionados a circuitos, serao vistos em detalhes mais adiante.

Exercicios:

1. Liste todos os mintermos em 3 varidveis.
Escreva f(a,b,c,d,e) = (ac+ d)(b+ ce) na forma SOP.
Escreva f(a,b,c,d) = (a+ b)ed + (a + b)ed na forma SOP canénica.

- W

Escreva f(x,y,z,w) = x + z + yw na forma SOP candnica. Existe relagao entre a forma SOP
canonica e a forma POS canonica? Qual?

5. Lembrando que z < y < [(z — y) A (y — )], e que x — y < (—x Vy), escreva (a V b) < —c¢ na
forma SOP canoénica.

6. Ache a expressao na forma SOP canénica que define a fungdo dada pela tabela-verdade abaixo.
Vocé consegue simplificar esta expressao e obter uma outra equivalente e mais curta ?

0 0 O 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1
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7. Prove que qualquer fungao booleana que nao seja identicamente 0 (nulo) pode ser expressa na
forma SOP canoénica.

8. Prove que a forma SOP candnica de qualquer funcao booleana que nao seja identicamente 0
(nulo) é tnica, a menos da ordem dos produtos canénicos.



Capitulo 4

Loégica combinacional dois-niveis

Computadores digitais processam dados em formato bindrio. Esses processamentos podem ser en-
carados como mapeamentos do tipo f : {0,1}" — {0,1}". Vimos que qualquer mapeamento
f:4{0,1}" — {0,1} pode ser expresso como soma de produtos candnicos (soma de mintermos) ou
como produto de somas candnicas (produto de maxtermos). As expressoes do tipo soma e produto
podem ser realizadas em circuito pelas portas OU e E, respectivamente. Entao, em principio, qualquer
mapeamento f : {0,1}" — {0, 1}"" pode ser realizado por circuitos que utilizam apenas os inversores
e as portas E e OU.

Deste capitulo em diante trataremos apenas de fungdes booleanas do tipo f : {0,1}" — {0,1}.
Essas funcoes sao, por alguns autores, chamadas de fungoes de chaveamento.

4.1 Logica combinacional e seqiiencial

Circuitos 1égicos sao classificados em dois tipos: combinacionais e seqiienciais. Os circuitos combi-
nacionais sao aqueles nos quais as saidas sao determinadas em fungao apenas das entradas atuais. Os
circuitos seqiienciais sao aqueles nos quais as saidas dependem nao apenas das entradas atuais mas
também de dados prévios nos instantes anteriores. Pode-se dizer que circuitos seqiienciais envolvem
realimentacgao, ou seja, eles possuem “meméria”.

O numero de niveis de um circuito é definido como o nimero maximo de portas logicas que um
sinal de entrada deve atravessar para chegar até a saida. No caso de expressoes do tipo soma de
produtos, uma realizagao direta em circuito consiste de um conjunto de portas E (que sao alimentados
pelos sinais de entrada, invertidos ou nao) no primeiro nivel e, no segundo nivel, uma porta OU (que
recebe como entradas as saidas das portas E do primeiro nivel). A saida da porta OU no segundo
nivel é o valor da funcdo. Assim, um circuito desses é um circuito dois-niveis.

Logica combinacional dois-niveis relaciona-se com o estudo de expressoes que culminem em uma
realizacao por circuito combinacional dois-niveis. Em particular, um problema muito estudado no
contexto de circuitos légicos é o problema de minimizacao légica dois niveis, ou seja, o de encontrar uma
menor expressao na forma soma de produtos que seja equivalente a uma fungao f : {0,1}" — {0, 1}.
Do ponto de vista de circuito, o nimero de niveis igual a dois implica que o circuito é eficiente em
termos de tempo de processamento e a minimizagao do nimero de produtos na expressao implica
minimizagao do nimero de portas logicas (e, portanto, do tamanho do circuito e seu custo).

54
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4.2 Minimizacgao légica dois-niveis

Ao falarmos em minimizagao légica dois-niveis, estamos pensando em expressoes na forma soma de
produtos. Inicialmente definiremos o que é uma expressao minimal.

Defini¢ao: Uma expressao booleana escrita como soma de produtos é minimal se (1) ndo existe
nenhuma outra expressao equivalente na forma soma de produtos com um nimero menor de termos
e (2) nao existe nenhuma outra expressao equivalente na forma soma de produtos com igual nimero
de termos mas com menor nimero de literais.

Dada uma expressao minimal na forma soma de produtos, ao se remover um produto ou um literal
de qualquer um dos produtos, a expressao resultante nao mais representa a mesma fungao.

Dada uma funcao qualquer, como pode ser calculada uma expressao minimal dessa funcao na
forma soma de produtos? Antes de prosseguirmos em direcao & resposta, introduzimos alguns termos
e conceitos.

4.2.1 Produtos, cubos e intervalos

Produtos como expressao:

J& vimos que produto é uma expressao booleana que consiste de conjuncao de literais que nao
envolvem uma mesma varidvel. Em particular, o produto canénico (ou mintermo) é um produto em
que cada variavel ocorre uma vez, ou na forma barrada ou na forma nao-barrada. Vimos também que
um produto candnico em n varidveis toma valor 1 em apenas um elemento do conjunto {0, 1}".

Considere trés varidveis a, b e ¢ e os mintermos abc e abc. Sabemos que abc+ abec = (a+ a)bc = be.
O termo bc é também um produto, porém ele nao é canonico. O produto bc toma valor 1 para os
elementos 011 e 111 de {0,1}?. Em outras palavras, o valor da varidvel a nio afeta o valor desse
produto.

Produtos como subconjuntos de {0,1}" ou sub-cubos:

Lembramos que na fun¢ao f(a, b, c) = abc + abe, os mintermos na notacado compacta sao my (pois
11y = T(10)) e m3 (pois 011(9) = 3(1y). Assim, é usual escrevermos f(a,b,c) = > m(3,7). Uma
vez que existe uma correspondéncia um-para-um entre os mintermos em n varidveis e os elementos
de {0,1}", uma fungdo expressa como soma de mintermos pode ser vista como um subconjunto de

(0,1},

Soma de mintermos | subconjunto de {0,1}?

abc {011}
abc {111}
abe + abe {011, 111}

Os elementos de {0,1}" (aqui denotados como seqiiéncias ou strings de n nimeros binarios) podem
ser encarados como pontos no n-espago. A colegao de todos os 2™ pontos desse espaco forma os vértices
de um hipercubo. A figura 4.1 mostra um hipercubo no espago de dimensao 3.
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Figura 4.1: Um hipercubo de dimensao 3.

No contexto de circuitos 16gicos, hipercubos sdo denominados n-cubos. Os vértices de um n-cubo
sao denominados 0-cubos. Dois 0-cubos formam um 1-cubo se eles diferem em apenas uma coordenada.
Quatro 0-cubos formam um 2-cubo se eles sao iguais a menos de duas coordenadas. De modo geral,
2% 0-cubos formam um k-cubo se eles sdo exatamente iguais a menos de k coordenadas.

Produtos como intervalos do poset ({0,1}", <):

Observe que cubos nao sao subconjuntos arbitrérios de {0,1}". Um cubo é um conjunto de
elementos em {0,1}" para os quais um produto toma valor 1, i.e., se p é um produto entdao o cubo
correspondente a p é o conjunto p(1) = {b € {0,1}" : p(b) = 1}.

Cubos, no contexto de reticulados, sao sub-reticulados do reticulado {0,1}", denominados inter-
valos. Um intervalo num poset é caracterizado por dois extremos: o menor e o maior elementos
contidos nele. Assim, no poset ({0,1}3, <), o intervalo de extremo inferior 100 e extremo superior 101
é denotado [100,101] e definido por [100,101] = {x € {0,1}?: 100 < x < 101}.

Denotamos um k-cubo ou intervalo de dimensao k colocando um X nas coordenadas que nao sao
iguais. Assim, no caso de trés varidveis a, b e ¢, o 1-cubo {000, 100} (ou, equivalentemente, o intervalo
[000, 100]), que correponde ao produto b€, é representado por X00. O 2-cubo {000, 001,100, 101} (ou,
equivalentemente, o intervalo [000, 101]), que corresponde ao produto b, é representado por X0X. Um
intervalo contém necessariamente 2% elementos, onde 0 < k < n. Quanto maijor a dimensao de um
cubo, menor o ntmero de literais presentes no correspondente produto.

Exemplo: A figura 4.2 mostra alguns cubos. Dizemos que o 0-cubo 000 esté contido no (ou é coberto
pelo) 1-cubo X00, ou ainda, que o 1-cubo X00 cobre o 0-cubo 000. Analogamente, dizemos que o
1-cubo X 00 esta contido no 2-cubo X0X ou que o 2-cubo X0X cobre o cubo X00.

el o) o)
o o O
o o ©

.000

Figura 4.2: Os cubos 000, X00 e X0X.

Resumo:

Produtos, cubos e intervalos referem-se a mesma coisa. A tabela a seguir resume esses conceitos:
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Produto | elementos cobertos | intervalo | notacao compacta | dimensao | tamanho
(cubo/intervalo) (k) (2F)
ab {110,111} [110,111] 11X 1 2l =2
c {001,011,101,111} | [001,111] XX1 2 22 =4

NOTA: Daqui em diante utilizaremos equivalentemente os termos produto, cubo ou intervalo
quando nos referirmos a um produto.

Uma fungao booleana com poucas varidveis (tipicamente 3 ou 4) pode ser graficamante ilustrada
através do diagrama de Hasse. Usaremos a convensao de desenhar elementos de f(1) = {b € {0,1}":
f(b) = 1} como circulos preenchidos, enquanto os elementos de f(0) = {b € {0,1}" : f(b) = 0}
serao representados por circulos nao preenchidos. A representagao via diagrama de Hasse da fungao
fi(xy,x9,23) = T1 T2 T3 + T1 T2 T3 + T1 T2 T3 + 1 T2 3 é mostrada na figura 4.3.

Figura 4.3: Representacao via diagrama de Hasse da funcao fi(z1,z9,23) = T1 T2 T3 + T1 T2 23 +
T1 X2 X3+ X1 T2 X3.

Sempre que um dos produtos de uma soma de produtos toma valor 1, a soma também toma valor
1. No caso da fungao f(a,b,c) = abc + abc, se abc = 1 entao f(a,b,c) = 1. Isto pode ser expresso
como abc < f. Analogamente temos abc < f e be < f.

Dada uma fungao f e um produto p, dizemos que o conjunto p(1) é um cubo de f se p < f (ou,
equivalentemente, se p(1) C f(1)). Logo, abc e abc, por exemplo, sdo cubos de f(a,b,c) = abc + abe.

Neste sentido, a forma SOP canodnica de f pode ser vista como a colegao de todos os 0-cubos de
f, aqueles que correspondem aos elementos em f(1).

Os dois primeiros cubos da Fig. 4.4 (em negrito) sdo cubos da fun¢ao f; mas os dois tltimos nao
$a0.

Figura 4.4: Exemplos de um 0-cubo (intervalo 011), um 1-cubo (intervalo 0X1), um 2-cubo (intervalo
0X X) e um 3-cubo (intervalo X X X), respectivamente (em negrito).

Definicao: Um implicante primo (ou simplesmente primo) de uma funcao booleana f é um
produto p tal que p < f, e ndo h4 outro produto p’, p < p/, tal que p’ < f.
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Os implicantes primos sao cubos ou intervalos maximais contidos em f(1) (i.e., um cubo de f que
nao é totalmente contido em outro cubo de f). Por exemplo, na funcao f(a,b,c) = abc + abe, abe é
um cubo de f, mas nao é implicante primo de f pois abc < be < f. J4& be é implicante primo de f.

Exemplo: A funcgao Booleana f = > m(0,1,4,5,6) é representada pelos vértices 000, 001, 100,
101 e 110. Os mintermos de f e os implicantes primos de f (cubos X0X e 1X0) s@o mostrados
respectivamente nas figuras 4.5a e 4.5b.

fe 0.

O @1 @i

Figura 4.5: (a) Mintermos e (b) implicantes primos de f = > m(0,1,4,5,6).

Voltemos agora a questao do inicio desta secao: dada uma funcdo qualquer, qual é a expressao
equivalente minimal na forma soma de produtos?

Teorema: Qualquer produto em uma expressao minimal na forma soma de produtos é um implicante
primo.

A prova deste teorema é simples. Suponha que exista algum produto p na expressao que nao seja
um implicante primo. Por definicao, existe um produto p’ tal que p < p’ e tal que p’ implica a funcao.
Entao, ao substituirmos p por p’ na expressao, obtemos uma expressao equivalente, porém com custo
menor. Isto contradiz com o fato de que a expressao era minimal.

Este teorema diz, em outra palavras, que para encontrarmos uma expressao minimal de uma
funcao, basta considerarmos apenas os implicantes primos da funcao.

Nas proximas segoes serao apresentadas algumas técnicas utilizadas para o calculo de uma ex-
pressao minimal na forma soma de produtos.

4.2.2 Mapas de Karnaugh

A minimizac¢ao de uma expressao Booleana pode ser realizada algebricamente aplicando-se os axiomas
e leis da dlgebra Booleana. Entretanto, a manipulacao algébrica, além de ser uma tarefa cansativa,
pode facilmente induzir uma pessoa a cometer erros, principalmente quando o ntmero de varidveis
envolvidas é grande. Além disso, muitas vezes é dificil ter certeza de que o resultado obtido é minimal.
Mapas de Karnaugh sao diagramas que sao utilizados para auxiliar este processo.
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Mapa de Karnaugh de 2, 3 e 4 varidveis:

A A B A AB
X0 1 C\_00 01 11 10 cDN\_00 01 11 10
0 0 00
1 [B 1 [C 01
— L
B 1
c
10
—
B
Mapa de Karnaugh de 5 variaveis:
B
100 101 A1 110 T A
00 e A
o)’ ! ABC B B
T | DEN\ 000 001 011 010 100 101 111 110
D |
10 | 00
I
| ! | ! 01
| ! | ! ou
| ! ! B |
1 ‘ ————— A=0 1
| ‘ D
1 : / 10
I T E
/ / [¢ C
I I
‘ s
c
Mapa de Karnaugh de 6 variaveis:
\ B ‘
BCD w !
c C
AEF \ 000 001 011 010 100 101 111 110
000
001
F
011
E
010
100
101
A F
111
E
110
- — —
D D

Cada célula dos mapas corresponde a um elemento de {0,1}". A concatenacao do cabecalho da

coluna com o cabecalho da linha de uma célula d4d o elemento correspondente aquela célula.

No
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caso de 3 varidveis, o mapa a esquerda na figura 4.6 mostra em cada célula o 0-cubo correspondente,
enquanto o mapa a direita mostra em cada célula o valor decimal dos respectivos 0-cubos. Observe que
o cabecalho estd disposto em uma seqiiéncia nao-usual. Por exemplo, para duas variaveis, a seqiiéncia
natural seria 00, 01, 10, 11. Porém, a seqiiéncia utilizada é 00, 01, 11, 10, que possui a caracteristica
de dois elementos adjacentes (na seqiiéncia) diferirem em apenas 1 bit.

A A
B B B B
c 00 01 11 10 C 00 01 11 10
0| 000 | 010| 110 | 100 0
0 2 6 4
1) 100| 011| 111| 101 | |C 1 C
1 3 7 5
B B

Figura 4.6: Os 0-cubos correspondentes a cada célula da mapa de Karnaugh de 3 varidveis em notagao
binaria e decimal, respectivamente.

Vejamos através de um exemplo como pode ser realizada a minimizacao utilizando o mapa de
Karnaugh. Seja f(x1,x2,23) = T1To T3 + T1Toxs + T1 T2 T3 + T1 T2 T3 + 1 2 x3. Algebricamente,
podemos proceder como segue:

f(]:l,xg,xg) = T1T9Z3+T1Tox3+T1220ZT3+T12o23+ T12oT3

T1 T2 (T3 + x3) + T1 22 (T3 + x3) + 21 T2 23

T1To2+T122+ 212223

T1 (Tg + x2) + x1 2223

T1+ 212023

= T1+ X223

Aparentemente a expressao acima é minimal. Para utilizarmos o mapa de Karnaugh, precisamos
primeiramente transformar os mintermos da fungéo para a notacdo cuibica. Assim,

Mintermo | notacao cibica
T1 T2 T3 000
ZT1 T2 X3 001
T1 X2 T3 010
ZT1 T2 X3 011
T1T2X3 111

Em seguida, as células correspondentes a esses 0-cubos devem ser marcados com 1 no mapa,
conforme mostrado no mapa da esquerda na figura 4.7. O processo consiste, entao, em procurar, para
cada 0-cubo da fungdo, o maior cubo da fungdo que o cobre. Isto, no mapa de Karnaugh, corresponde
a juntar o 0-cubo em questdao com 0-cubos adjacentes a ele de forma a sempre formar um retangulo
(ou quadrado) com 2* elementos (k >= 1). No exemplo da figura 4.7, o maior cubo que cobre 000 é o
cubo 0XX. Este cubo nao cobre o elemento 111. Assim, tomamos também o maior cubo que cobre 111,
que no caso é o cubo X11. Depois desse procedimento, todos os mintermos da fungdo encontram-se
cobertos por algum cubo. Assim, podemos dizer que uma solugdo SOP minimal corresponde aos cubos
0XX e X11. O produto correspondente ao cubo 0XX é T7 e o correspondente a X11 é x4 x3. Portanto,
uma forma SOP minimal é f(z1,z2,z3) = T1 + 22 3.
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1| 1|1 1L1(1J

O0XX X11

Figura 4.7: Exemplo do uso do mapa de Karnaugh: minimizagao da fungao f = > m(0,1,2,3,7).

Exemplo: Minimize a fungao f(a,b,c,d) = > m(0,2,3,5,6,7,8,10,11,14,15). A resposta ¢é
f(a,b,c,d) =c+abd+ bd. Veja o mapa da figura 4.8.

AB
CDN\_00 01 11 10

00l 1 t9 X0X0

01 )

11‘1 UJ| ! L~ XX1X

Di
oS L

01X1

Figura 4.8: Minimizacao da fungao f(a,b,c) = > m(0,2,3,5,6,7,8,10,11, 14,15).

Exemplo: Minimize a funcao f(a,b,c,d) = > m(0,4,5,6,7,8,9,10,11,14,15). Neste caso, hd mais
de uma solucédo. A figura 4.9 mostra todos os cubos maximais de f. As possiveis solugoes sao:

fla,b,c,d) =ab+ab+acd+be
fla,b,c,d) =ab+ab+acd+ac
fla,b,c,d) =ab+ab-+bed+bc
f(a,b,c,d)=ab+ab+bed+ac

0X00 X000 X000 0X00

AB \ AB \ AB

cpN\_00 |01 11 \1o cDN_00 01 11 \10 cD\_00 |01 11 10
o ()
oom 7} i ooj i i 00 [1 /@ 1
01 01 01
1 P 1oxx 1 P 1oxx 1 T 1oxx
11 F ‘ q 1 11 F q 1 11 F q 1
10 1 ‘ 1 J

1 10 1 1]y 10 @ 1| )
Voo ! !
01XX X11X  IX1X 01XX X11X 01XX X11X

Figura 4.9: Minimizacao da funcao f(a,b,c) = > m(0,4,5,6,7,8,9,10,11,14,15). Esquerda: todos
os implicantes primos (ou cubos maximais). Centro: uma solugao. Direita: outra solugao.
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Mapa de Karnaugh para encontrar a forma POS minimal: Serd que o mapa de Karnaugh
pode ser utilizado também para se encontrar a forma POS (produto de somas) minimal de uma funcao
booleana? A resposta é sim. Considere a funcao f(a,b,c) = > m(0,4,5,7). A minimizacao SOP de
f por mapa de Karnaugh é mostrada na figura 4.10. A forma SOP minimal é f(a,b,c) = b+ ac.

1X1 redundante

Figura 4.10: Exemplo do uso do mapa de Karnaugh: minimizagao da fungao f(a,b,c) = > m(0,4,5,7).

A minimizacdo SOP de f(a,b

,€) = E m(1,2,3,6) por mapa de Karnaugh é mostrada na fi-
gura 4.11. O resultado obtido é f( b,c) =

c+ac.

X10

w

C 00 01 |11 10

1[13;/

0X1 redundante

Figura 4.11: Minimizacdo da funcdo f(a,b,c) = > m(1,2,3,6).

Agora, observe que f = f. Portanto, posso escrever f = be +ac = (be)(@c) = (b+c)(a+7).

Tudo isto pode ser diretamente realizado no mapa de Karnaugh conforme mostrado na figura 4.12.
Em vez de marcar os 0-cubos da fungao no mapa, marcamos os 0-cubos do complemento de f (ou

X10

C 00 01 (11 10

o |fo]o)
1[0:2

0X1 redundante

Figura 4.12: Minimizagao POS da fungao f(a,b,c) = [[ M (1,2,3,6).

equivalentemente, os zeros da func¢ao). Aplica-se o processo de encontrar os cubos maximais. Para
escrever a fungao na forma POS minimal, basta escrevermos o termo soma correspondente a cada
cubo. No exemplo, o cubo 0X1 corresponde ao termo soma a + ¢ e o cubo X10 ao termo soma b + c.
Assim, temos que a forma POS minimal é f(a,b,c) = (a +¢)(b + c).
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4.2.3 Minimizagao Tabular de Quine-McCluskey

Mapas de Karnaugh representam uma maneira visual e intuitiva de se minimizar fun¢ées booleanas.
No entanto, eles s se aplicam a fungoes com até 6 varidveis e nao sao sistematicos (adequados para
programacao). O algoritmo tabular de Quine-McCluskey para minimizagao de fungoes Booleanas é um
método classico que sistematiza este processo de minimizacao para um ntmero arbitrario de variaveis.

Tanto os mapas de Karnaugh como o algoritmo de Quine-McCluskey (QM) requerem que a funcao
booleana a ser minimizada esteja na forma SOP canonica. A idéia basica do algoritmo QM consiste
em encarar os mintermos da SOP canonica como pontos no n-espaco, ou seja, como vértices de um
n-cubo. A partir do conjunto destes vértices (ou 0-cubos) procura-se gerar todos os 1-cubos possiveis
combinando-se dois deles (equivale a gerar as arestas do cubo que ligam dois 0-cubos da funcdo). A
partir da combinacao de dois 1-cubos procura-se gerar todos os possiveis 2-cubos e assim por diante,
até que nenhum cubo de dimensao maior possa ser gerado a partir da combinagao de dois cubos de
dimensao menor. Os cubos resultantes (aqueles que nao foram combinados com nenhum outro) ao
final de todo o processo sdo os implicantes primos (ou seja, cubos maximais) da fungao.

Este processo de combinar dois cubos pode ser facilmente associado ao processo algébrico de sim-
plificacao. Os mintermos da expressao na forma canodnica inicial correspondem aos 0-cubos. Combinar
dois 0-cubos para gerar um 1-cubo corresponde a combinar dois mintermos para eliminar uma variavel
e gerar um termo com menos literais para substitui-los, como mostramos no seguinte exemplo :

T1X2X3 + T1X2XT3 = :171562(:173 + fg) =x129-1 = 2129

Quando considerados no 3-espago, o processo mostrado na expressao algébrica acima corresponde ao
processo de agruparmos os 0-cubos 111 e 110 para geracao do 1-cubo 11X, como ilustra a figura 4.13.

11'1‘
Q Q_t 0]
o oo o o
.

Figura 4.13: Passo elementar do algoritmo de Quine-McCluskey

A primeira vista, poderiamos afirmar que a soma de todos os implicantes primos corresponde a
expressao minimal da funcao Booleana. No entanto, existem casos em que a soma de dois ou mais
implicantes primos cobre um outro. Neste caso, este ultimo termo é redundante, no sentido de que
ele pode ser eliminado do conjunto de implicantes primos, sem que a expressao resultante deixe de ser
equivalente a expressao original. Podemos ilustrar esta situacao no seguinte exemplo.

Exemplo: Considere a expressao Booleana f(a,b,c) = > m(0,1,3,7). Os implicantes primos dessa
fungao sdo 00X, 0X1 e X11 (calcule usando o mapa de Karnaugh). Graficamente, estes implican-
tes primos (ou cubos) correspondem respectivamente aos intervalos [000,001], [001,011] e [011,111]
ilustrados na figura 4.14(a). Note, porém, que o intervalo [001,011] é redundante, ou seja, a mesma
expressao pode ser expressa apenas pelos implicantes primos 00X e X11 (figura 4.14(b)).



64 Nina S. T. Hirata (DCC/IME-USP) — Notas de aula de MAC0329

X1~

0X1 ——=

ox —

Figura 4.14: Os (a) implicantes primos e uma (b) cobertura minima .

Conforme teorema apresentado algumas paginas atras, sabemos que os produtos que aparecem na
forma SOP minimal de uma funcao booleana sao implicantes primos da funcao. Mas nem todos os
implicantes primos aparecem na forma SOP minimal, como mostrado no exemplo acima. Portanto,
um procedimento para obter a forma SOP minimal de uma func¢ao pode ser:

1. Calcular todos os implicantes primos da funcao

2. Calcular uma cobertura minima

O ponto central da segunda etapa é o cdlculo de um menor subconjunto do conjunto de implicantes
primos suficientes para cobrir' todos os mintermos da funcdo Booleana. Tal conjunto é denominado
uma cobertura minima.

No caso de mapas de Karnaugh, estas duas etapas sdo realizadas conjuntamente de forma um
tanto “intuitiva”. No caso do algoritmo QM, estas etapas sao realizadas explicita e separadamente.

Calculo de implicantes primos

A primeira etapa do algoritmo QM consiste de um processo para determinacao de todos os implicantes
primos. A seguir descrevemos 0s passos que constituem esta etapa, mostrando como exemplo o calculo
dos implicantes primos da fungao f(z1,z2,23) =Y m(0,1,4,5,6).

e Primeiro passo : converter os mintermos para a notagao binaria.
000, 001, 100, 101, 110

e Segundo passo : Separar os mintermos em grupos de acordo com o numero de 1’s em sua
representagao bindria e ordend-los em ordem crescente, em uma coluna, separando os grupos
com uma linha horizontal.

000
001
100
101
110

Um conjunto de implicantes primos (cubos maximais) cobre um mintermo (0-cubo) se este é coberto por pelo menos
um dos implicantes primos.
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e Terceiro passo :

combinar todos os elementos de um grupo com todos os elementos do grupo

adjacente inferior para geragao de cubos de dimensdo maior. Para cada 2 grupos comparados
entre si, gerar um novo grupo na préxima coluna e colocar os novos cubos. Marcar com 4/ o0s
cubos que foram usados para gerar novos cubos.

Observacao :
estiver contido nele.

000

v
J

001
100

V
v

101
110

00X
X00

X01
10X
1X0

o novo cubo gerado serd inserido no novo conjunto se e somente se ele ainda nao

Repetir o processo para cada nova coluna formada, até que nenhuma combinagdo mais seja

possivel.

000

001
100

NS

101
110

00X
X00

L=<

X01
10X
1X0

X0X

e Quarto passo : Listar os implicantes primos. Os implicantes primos sdo os cubos que nao foram
combinados com nenhum outro, ou seja, aqueles que nao estdo com a marca +/.

1X0e X0X

Calculo de uma cobertura minima

Uma cobertura minima pode ser calculada com a ajuda de uma tabela denominada Tabela de Impli-
cantes Primos. Este processo é mostrado a seguir, usando como exemplo a minimizacao da funcao

flay, w9, w3, 24, 25) = 5°(1,2,3,5,9,10,11, 18, 19, 20, 21, 23, 25, 26, 27)).

1. Construir a Tabela de Implicantes Primos: No topo das colunas desta tabela deve-se colocar os

mintermos de f e, a esquerda de cada linha, os implicantes primos. Os implicantes primos devem
ser listados em ordem decrescente de acordo com a sua dimensao, isto é, em ordem crescente de
acordo com o numero de literais. Deve-se acrescentar uma coluna a esquerda e uma linha na
parte inferior da tabela.

Em cada linha, marcar as colunas com / quando o implicante primo da linha cobre o mintermo

da coluna.
L] TiJ2[3][5]9 1011 [18[19]20[21[23]25]26] 27|
XX01X Vv VIVIVIV vV
X10X1 V v Vv v
0X0X1 || V Vv Vv
00X01 [ V
X0101 v v
1010X v
10X11 v v
101X1 V
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2. Selecionar os implicantes primos essenciais: deve-se procurar na tabela as colunas que contém

apenas uma marca /. A linha na qual uma dessas colunas contém a marca 4/ corresponde a
um implicante primo essencial. Em outras palavras, este implicante primo é o Uinico que cobre
o mintermo da coluna e, portanto, nao pode ser descartado. Entao, deve-se marcar com um
asterisco (*) esta linha na coluna mais a esquerda, para indicar que este é um implicante primo
essencial. A seguir, deve-se marcar, na ultima linha da tabela, todas as colunas cujo mintermo
é coberto pelo implicante primo selecionado.

No exemplo, o mintermo 2 é coberto apenas pelo implicante primo X X01X. Logo X X01X é essencial.

] TiJ2[3[5]9]10][11[18[19]20][21[23]25]26] 27|
* | XX01X VAR VIVIVIV Vv
X10X1 Vv V V Vv
0X0X1 [ v/ v Vv Vv
00X01 [/ V
X0101 V v
1010X VIV
10X11 V Vv
101X1 N
L] L IVvIVvI T IVIVIVIVI T T [ [VIV]

A linha correspondente a um implicante primo essencial, bem como as colunas cujos mintermos
sao cobertos por esse implicante primo, devem ser descondirados no prosseguimento do processo.
Deve-se repetir o processo enquanto existir, na tabela restante, algum implicante primo essencial.

No exemplo, vemos que o mintermo 25 é coberto apenas pelo implicante primo X10X1 e que o mintermo 20 é
coberto apenas pelo implicante primo 1010X. Logo, esses dois implicantes primos também sao essenciais.

] [1 ]2 [3[5[910][11]18[19]20][21][23]25][26]27]
* | XX01X VAR VIiVIVIY VIV
X10X1 v v v v
0X0X1 || +/ Vv v v
00X01 [ +/ Vv
X0101 v Vv
*171010X VAR
10X11 v v
101X1 NARY
1 C VIV VIVIVIVIVIVIV]E [VIVIV]

. Reduzir a tabela: eliminar as colunas cujos mintermos ja foram cobertos (ou seja, manter apenas

as colunas correspondentes aos mintermos nao cobertos pelos implicantes primos essenciais).
Eliminar as linhas correspondentes aos implicantes primos essenciais e as linhas que nao cobrem
nenhum dos mintermos restantes na tabela.

No exemplo, ap6s a redugao, temos a seguinte tabela:

L] [ 1]5][23]
Lloxoxi[v] | |
00X01 || v/ | v/
X0101 v

10X11 Vi
101X1 V
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4. Selecionar os implicantes primos secundariamente essenciais: eliminar as linhas dominadas e as

colunas dominantes e, em seguida, selecionar os essenciais.

Colunas dominantes: Diz-se que uma coluna (3 na Tabela de Implicantes Primos domina uma
coluna « se e somente se todos os implicantes que cobrem o mintermo da coluna a cobrem
também o mintermo da coluna 3. Se § domina «, entao a coluna ( pode ser removida da tabela.

Linhas dominadas ou equivalentes: Sejam A e B duas linhas na Tabela de Implicantes
Primos reduzida. Entao dizemos que a linha A domina B se o implicante da linha A cobre, ao
menos, todos os mintermos cobertos pelo implicante da linha B. Dizemos que as linhas A e B
sao equivalentes se os respectivos implicantes primos cobrem exatamente os mesmos mintermos
na tabela. Se A domina B, ou se A e B sao equivalentes, e se a dimensdo do implicante da linha
A é maior ou igual ao do implicante da linha B, entao a linha B pode ser eliminada da tabela.

Apoés a eliminagao de colunas dominantes e linhas dominadas (ou equivalentes), deve-se repetir
0 mesmo processo do passo 2, porém os implicantes primos essenciais serao chamados secunda-
riamente essenciais e marcados com dois asteriscos (**).

No exemplo, a linha do implicante primo X0101 pode ser eliminada pois é dominada pela linha do implicante
00X01. A linha do implicante 101 X1 pode ser eliminada pois é equivalente a do implicante 10X 11. Neste tltimo
caso, note que, alternativamente, podemos eliminar a linha do implicante 10X11 em vez da linha do implicante

101X1.
L[| [1]5]23]
L [oxoxif[v] [ |
FT00X01 || /|
F10X11 Vi
[ | [VIVIV]

Deve-se repetir o processo descrito neste passo até que nao seja mais possivel fazer qualquer
eliminacdo ou até que a tabela fique vazia. Se a tabela ndo ficar vazia, a tabela restante é
chamada tabela ciclica.

5. Resolver a tabela ciclica: Para isso, uma possivel abordagem é o método de Petrick, um método
de busca exaustiva. Ele fornece todas as possiveis combinacoes dos implicantes primos restantes
que sao suficientes para cobrir os mintermos restantes. Deve-se escolher dentre elas, uma que
envolve o menor nimero de termos. Caso existam mais de uma nestas condigoes, deve-se escolher
a de custo minimo (aquela que envolve menor nimero de literais).

Exemplo: Considere a tabela ciclica a seguir:

] Jo[4[13[15]10]26]16]
0X10X N

011XX N

01X1X N

1X0X0 vV

00X00 [V [V

X1010 VARV
X0000 || v/ v

Q| =|o||lalo|ocw

Para que todos os mintermos da tabela ciclica sejam cobertos, a seguinte expressao deve ser
verdadeira.

(et+g)late)(a+d)(b+o)c+ fld+ f)ld+g)=1
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Transformando esta expressdo em soma de produtos, obtemos todas as possiveis solucoes (cada
produto é uma solugao vidvel). Dentre os produtos, deve-se escolher aquele(s) de menor custo
(menor nimero de implicantes primos e implicantes com menor nimero de literais). (Se eu nao
errei nos célculos, as solugbes sao {a,c,d,e}, {b,c,d,e} e {a,c,d,g} pois os outros tem custo
maior).

Outro exemplo: Considere a tabela ciclica a seguir e suponha que o custo de A é menor que
o de B e que o custo de C' é menor que o de D.

L[ [me | ms ]

v

VAR
v

VAR

O Q| =| >

Entao as possiveis solugoes sao (A + B)(B + D)(C + D) = (AB+ AD+ B+ BD)(C + D) =
(B+ AD)(C+ D)= BC+ BD + ACD + AD. Dos que envolvem dois implicantes, certamente
o custos de BC e de AD sdo menores que o custo de BD. Entao a escolha final fica entre BC' e
AD.

Resumo do Procedimento para calculo de cobertura minima:

1. Montar a tabela de implicantes primos

2. Identificar todos os implicantes primos essenciais e eliminar as linhas correspondentes, bem como
as colunas dos mintermos cobertos por esses implicantes.

3. Eliminar colunas dominantes: Se uma coluna 3 tem / em todas as linhas que uma outra coluna
alpha tem 4/, a coluna (3 é dominante e pode ser eliminada (pois se escolhermos um implicante
primo que cobre «, (3 serd necessariamente coberto também).

4. Eliminar linhas dominadas ou equivalentes: se uma linha A tem ,/ em todas as colunas em que
a linha B tem /, entdo a linha A domina a linha B. Se elas tem ,/ exatamente nas mesmas
colunas, entao elas sdo equivalentes. Se, além disso, o numero de literais de A é menor que o
de B, entao a linha B pode ser eliminada (pois se tivéssemos uma cobertura envolvendo B, ao
trocarmos B por A na cobertura terfamos uma cobertura de menor custo).

Observagao: Se o objetivo da minimizacao é encontrar apenas UMA solu¢ao minimal (e NAO
TODAS), entao podemos eliminar uma linha B se existe uma linha A tal que A domina B, ou
A é equivalente a B, e ambos tém um mesmo custo.

5. Identificar os implicantes essenciais secundérios e eliminar as linhas correspondentes, bem como
as colunas dos mintermos cobertos por esses implicantes.

6. Repetir 3, 4 e 5 enquanto possivel

7. Se a tabela nao estiver vazia, aplicar o método de Petrick (que lista todas as possiveis solugoes
para o restante da tabela) e escolher uma solucao de custo minimo.
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Exemplo: Considere a funcao f(a,b,c) =abc+abc+abc+abc=> m(2,5,6,7).

Podemos realizar a simplificacao algébrica da seguinte forma:

fla,b,c) = abc+abe+abe+abe
= abc+abc+abé+abé+abé+abe

= ac+bc+ab
= ac+bec
Por QM temos
v_ 010 X10
Y 101
— 1X1

& 11X

V111

Os implicantes primos sao X10 (b¢), 1X1 (ac) e 11X (ab). Uma cobertura minima pode ser
calculada usando-se a Tabela de Implicantes Primos.

L | [2[5]6][7]

FTX10 | N,

[ 1X1 Vi Vi
11X VARV,

[ VIVIVIV]

Os implicantes primos X10 e 1X1 sao essencias e cobrem todos os mintermos da funcao. Logo
formam uma cobertura minima.

4.2.4 Funcgoes incompletamente especificadas

Em algumas situagoes, o valor de uma fungao para algumas entradas nao sao relevantes (tipicamente
porque tais entradas nunca ocorrerdo na prética). Em tais situagoes, tanto faz se a fungao toma valor
0 ou 1 nessas entradas, que serao denominadas de don’t cares.

Para minimizar uma funcao incompletamente especificada pelo algoritmo QM, é interessante con-
siderarmos todos os don’t cares na etapa de cédlculo dos implicantes primos, pois isto aumenta a chance
de obter cubos maiores (portanto produtos com menos literais). Observe que, durante as iteragoes
para a geracao dos implicantes primos, um cubo que cobre apenas don’t cares nao pode ser eliminado
pois ele pode, eventualmente em iteracoes futuras, se juntar a outro cubo para formar outro cubo
maior.

De forma mais genérica do que a vista anteriormente, podemos entao caracterizar uma funcao
booleana f através dos seus conjuntos um, zero e dc (de don’t care), definidos respectivamente por

f(1) ={be{0,1}": f(b) =1}, f(0) = {b € {0,1}" : f(b) = 0} e f(x) = {0,1}" \ (f(1) U f(0)).

Na parte de cdlculo dos implicantes primos devem ser utilizados todos os elementos de f(1) U f(x).
Na parte de célculo de uma cobertura minima devem ser considerados apenas os elementos de f(1).
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4.2.5 Calculo da forma POS minimal

Similarmente ao que ja vimos na minimizacao por mapas de Karnaugh, para se obter a forma POS
minimal de uma funcao procede-se da seguinte forma. No cédlculo dos implicantes primos, em vez de
listar os mintermos, lista-se os Os da funcao e aplica-se o método tabular. Realiza-se o calculo da
cobertura minima utilizando-se nas colunas os 0s da fungao. Ao final, expressa-se o resultado como
produto dos implicantes primos selecionados complementados.

A explicacao é a seguinte: aos tomarmos os Os da fungéo em vez dos 1s, estamos considerando a

minimizagao SOP de f. Agora, uma vez que f = f, ao complementarmos a forma SOP minimal de
f, obtemos a forma POS minimal de f.

Exemplo: Minimizar na forma POS a funcao f(a,b,c) = [[ M(3,6,7). Algebricamente temos:

fla,b,c) = (a+b+e)(@a+b+c)a+b+e)

= (a+b+0)(@+b+)(@+b+c)@+b+7)

= (aa+b+e)(a+b+ce)

= (b+7o)(a+b)

Por QM temos:

IRVARUEY X11
y 10| =
VERTE! 11X

Os implicantes sao X11 e 11X, que escritos na forma de produtos correspondem respectivamente
a bc e ab. Complementando estes produtos temos: b+ ¢ e @ + b, que sdo as somas que aparecem na
forma POS minimal.

4.2.6 O algoritmo ISI

Podemos dizer que o algoritmo QM utiliza uma abordagem bottom-up para gerar todos os implicantes
primos. Outra possivel abordagem é a top-down, utilizada pelo ISI (Inremental splitting of intervals).
O ISI inicia o processo a partir do n-cubo e, sucessivamente, elimina os zeros da funcao, tomando
cuidado em representar os elementos que restam apds uma eliminagao através do conjunto de seus
intervalos maximais. Assim, depois de eliminar todos os zeros, os elementos restantes correspondem
aos uns (mintermos) da fungao, os quais estarao representados pelos intervalos maximais, ou seja,
pelos implicantes primos da funcao.

Para fazer paralelo com algo mais concreto, podemos pensar que o QM é aquele processo em que o

fulano constréi uma parede juntando os tijolos, enquanto o ISI é aquele em que o fulano esculpe uma
estatua removendo partes de uma pedra (ou madeira).

Passo basico do ISI

Remover um elemento de um cubo (intervalo) e representar os elementos restantes pelos subintervalos
maximais contidos neles é a chave do algoritmo ISI.



4.2 Minimizacao légica dois-niveis 71

Sejam [A, B] e [C, D] dois intervalos em {0,1}". A diferenga de [A, B] e [C, D] é o conjunto
4, B\ [C, D] = {x € {0,1}" : x € [4, B] e x ¢ [, D]} (4.1)
que pode também ser expresso por [A4, B]\ [C, D] = [A, B|N[C, D]°.

Proposigao: Sejam [A, B] e [C, D] dois intervalos de {0,1}" cuja interse¢ao é nao-vazia. Entao,
[A, B]\ [C, D] = (4.2)
{[A, B’] : B’ é elemento maximal daqueles que nao contém nenhum elemento de [C, D]} U
{[A' ,B] : A’ é elemento minimal daqueles que nao estao contidos em nenhum elemento de [C, D]} .
A equacao acima mostra como a diferenca de intervalos pode ser expressa em termos da colecao de
intervalos maximais contidos na diferenca.

Se dim([A, B]) = k, qualquer intervalo maximal contido na diferenca tem dimensao k — 1. O
nimero de intervalos maximais contidos na diferenga é dado por dim([A, B]) — dim([A, B]| N [C, D]).

Exemplo: Mostramos a seguir algumas diferencas representadas pelos intervalos maximais contidos
na diferenca.

Sejam [A, B] = [000,111] e [C,D] = [001,111]. O numero de intervalos em [A, B]\ [C,D] é
dim([A, B])—dim([A, B]JN[C, D]) = 3—2 = 1 e a dimensao dos intervalos resultantes é dim([A, B])—1 =
3 —1=2. Veja Fig. 4.15.

111

o1 ‘% 10 o1
X X —
001 ‘& 100 0oL~

Figura 4.15: [000,111] \ [001,111] = {[000, 110]}.

Sejam [A, B] = [000,111] e [C, D] = [001,011]. O numero de intervalos em [A,B]\ [C,D] é
dim([A, B])—dim([A, B]N[C, D]) = 3—1 = 2 e a dimensao dos intervalos resultantes é dim([A, B])—1 =
3 1=2. Veja Fig. 4.16.

Sejam [A, B] = [000,111] e [C, D] = [011,011]. Este é o caso em que apenas um ponto do cubo é
removido. O nimero de intervalos em [4, B]\ [C, D] é dim([A, B]) — dim([A, BN [C,D]) =3-0=3
e a dimensa@o dos intervalos resultantes é dim([A, B]) —1 =3 — 1 = 2. Veja Fig. 4.17.

Um exemplo completo

Consideremos a minimizacao da funcao f(x1,xe,x3) = T1T2T3 + T1Toxs + £1ToT3 + T1Tox3 + T122T3.
Temos f(0) = {111,011,010}. A figura 4.18 mostra os elementos que permanecem apds as sucessivas
remogoes dos elementos em f(0). Cada seta indica um passo de remocao (note que nao mostramos
os intervalos maximais resultantes individualmente, mostramos os elementos restantes em negrito). A
figura 4.19 mostra o mesmo processo em uma estrutura de arvore. Cada nivel da arvore corresponde ao
resultado apds um passo de remocgao. Note que alguns intervalos podem ser descartados por estarem
contidos em outros.
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Figura 4.17: [000,111] \ [011,011] = {[000, 110], [100, 111], [000, 101]}.

ISI: Minimizacao de funcgoes incompletamente especificadas

O algoritmo ISI remove sucessivamente os zeros do cubo inicial de forma a obter, ao final do processo,
o conjunto de todos os intervalos maximais de f(1) (i.e., implicantes primos). Se a func¢ao possui don’t
cares, entdo ao final do processo serdo obtidos os intervalos maximais de f(1) U f(x). No entanto,
intervalos que sao formados inteiramente por elementos de f(x) nao serdo necessirios na etapa de
calculo de uma cobertura minima. Portanto, estes podem ser descartados, assim que sao detectados
durante o processo de remocao dos zeros.

Mostramos a idéia através da sua aplicagdo na minimizacao de f, com f(0) = {010,111}, f(1) =
{000,001,101} e f(x) = {100,011,110}, cujo processo é ilustrado nas figuras 4.20 and 4.21.

Os elementos que sao don’t cares sao representados no diagrama de Hasse como vértices sem os
circulos; circulos preenchidos representam elementos de f(1) enquanto os nao preenchidos representam
os de f(0). As arestas em negrito indicam que os elementos adjacentes a ela fazem parte de um
intervalo.

No inicio do processo, todos os elementos fazem parte do intervalo X X X. Apds a remocgao de 111,
trés intervalos sao gerados: 0 X X, X0X and X X0. Nenhum deles pode ser descartado pois todos eles
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Figura 4.18: Calculo de implicantes primos de f (f(0) = {010,011,111} e f(1) =
{000, 001, 100, 101, 110}). Ordem de remocio: 111, 011 e 010.

| oxx | | xox | [ Xx0] e b

(o] [oo] [ [o] :

[ xox | \)éqo\ [ 1xo] - d

Figura 4.19: Célculo de implicantes primos de f (f(0) = {010,011,111} e f(1) =
{000,001, 100, 101,110}). (a) intervalo inicial; (b) ap6s remogao de 111 ; (c¢) apds remogao de 011; (d)
resultado final, apds remogao de 010.

contém pelo menos um elemento de f(1). Em seguida, o elemento 010 é removido dos intervalos 0X X,
and X X0, produzindo os intervalos 00X, 0X1 and X00, 1X0, respectivamente. Os intervalos 00X and
X00 podem ser descartados pois estao contidos em X0X. O intervalo 1X0 pode ser descartado pois
nao cobre nenhum elemento de f(1). Assim, os intervalos que restam sdo X0X and 0X1. O segundo
serd eliminado no processo de calculo de cobertura minima.

Note que a funcao resutante é consistente com a inicial; dos elementos em f(x), 011 e 110 sao
mapeados para 0, e somente 100 é mapeado para 1.

Figura 4.20: Célculo de implicantes primos de f (f(0) = {010,111}, f(1) = {000,001,101} e f(*) =
{100,011, 110}).

Exercicios

1. Minimize a fungao f(a,b,c) = > m(1,2,3,4,5,6).
2. Minimize a funcado f(a,b,c,d) = > m(0,2,3,6,7,8,9,10,13).

3. Minimize a fung¢ao f(a,b,c,d,) => m(0,4,5,6,7,8,9,10,11,14,15) por QM.
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| oxx | | xox | L xxo| b

(o] [oa] Do L] [p6] o

Figura 4.21: Célculo de implicantes primos de f (f(0) = {010,111}, f(1) = {000,001,101} e f(*) =
{100,011, 110}).

10.

11.

12.

Confira os resultados: os implicantes primos sao 01XX, 10XX, X11X, 1X1X, 0X00, X000 e os
essenciais sao 01XX, 10XX. Chega-se a uma tabela ciclica constituida dos implicantes 0X00 (1),
X000 (2), X11X (3), 1X1X (4) e pelo métdo de Petrick conclui-se que as possiveis solugoes sao
dadas por (14+2)(3+4) =1,3+ 1,4+ 2,3+ 2,4. Ou seja, hd quatro possiveis solugdes de custo
equivalente. Compare coma solugao por mapa de Karnaugh (figura 4.9).

. Minimizar f(a,b,c,d) = Y m(0,2,8,12,13) = [] M(1,3,4,5,6,7,9,10,11, 14, 15).

Resposta (conferir): f = 00X0+ 110X 4 1X00 ou f = 00X0 + 110X + X000, f = (@+¢)(a +
b)(b+ d).

O que se pode dizer sobre a forma SOP e POS minimal de uma func¢ao? Tem uma que sempre
utiliza menor nimero de portas ou o nimero de portas nas ambas as formas podem ser iguais?

. Minimizar f(w,z,y,z) =>_ m(0,7,8,10,12) + d(2,6,11).

Resposta (conferir): Tz + wyz + wxy (X0X0, 1X00 e 011X)
Minimizar na forma POS a funcao f(z,y,z) =[] M(0,1,6,7)

Minimizar na forma SOP a funcao f(a,b,c,d) = > m(0,1,4,5,12,13)

. Minimizar na forma SOP a fun¢ao f(a,b,c,d) => m(0,2,8,9) + d(1,13)

Minimize a funcao f(a,b,c,d,e) => m(1,2,3,5,9,10,11,18,19, 20, 21, 23, 25, 26, 27).
Minimizar a funcdo f(a,b,c,d,e) = 3 m(0,4, 10,13, 15, 16,22, 23, 26) +d(5, 11, 12, 14, 18, 21, 24).

Minimizar na forma SOP a funcdo f(a,b,c,d,e) = > m(0,1,2,9,13,16,18,24,25) +
d(8,10,17,19)

4.3 Minimizacao dois-niveis de miltiplas fungoes

4.3.1 PLA

A minimizacao légica dois-niveis ganhou impulso na década de 1980 devido aos dispositivos conhecidos
como PLA (Programmable Logic Arrays). Eles consistem de um conjunto de entradas, com uma malha
programéavel de conexoes para um conjunto de portas E, e uma malha programével de conexoes entre
as saidas das portas E para um conjunto de portas OU. Por malha programéavel entende-se que os
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cruzamentos podem ser conectados (programados) para conduzir o sinal. No estado inicial, nenhum
cruzamento esta conectado nas malhas de um PLA.

A figura 4.22 mostra um modelo 16gico basico de um PLA tipico, com 3 varidveis de entrada e
trés saidas. Os circulos (pontos pretos) sobre o cruzamento das linhas indicam onde ha conexao. No
exemplo, as portas légicas E realizam, respectivamente de cima para baixo, as funcdes (produtos) a b,
abéc, be e ac; as portas 16gicas OU realizam, respectivamente da esquerda para a direita, as funcoes
fila,b,c) =abe+ab, fa(a,b,c) =abec+bce f3(a,b,c) =abec+ac.

L

Plano OU

URURY

I O i

a b c f1l f2 3

Figura 4.22: Esquema légico de um PLA.

Para nao sobrecarregar o diagrama, em geral desenha-se de forma simplificada como o mostrado
na figura 4.23.

PLAs comerciais tém tipicamente entre 10 e 20 entradas, entre 30 e 60 portas E (produtos) e entre
10 e 20 portas OU (saidas). Em um PLA com 16 entradas, 48 produtos e 8 saidas, existem 2x 16 x48 =
1536 cruzamentos na malha E e 8 x 48 = 384 cruzamentos na malha OU. Um nimero consideravel
de funcoes relativamente complexas podem ser realizadas via um PLA. Claramente, quanto menor o
nimero de variaveis e termos produtos utilizados na expressao de uma funcao, menor sera o “tamanho”
do PLA necesséario para a realizacao da funcao.

4.3.2 Minimizacao conjunta

Uma vez que em um PLA podem ser realizadas varias fungbes, a minimizagdo de um conjunto de
fungoes (e nao apenas de uma unica fungao) torna-se o alvo de interesse. Vamos analisar dois exemplos:

Exemplo 1: Considere as fungoes f1 e fo dadas pelas seguintes tabelas :
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L 5
o}
w g
s ) B
a b c f1 f2 3
Figura 4.23: Esquema simplificado de um PLA.
x1 223 | fi(wy, 22, 23) r122x3 | folwy, 22, 23)
000 1 000 0
001 1 001 0
010 0 010 0
011 0 011 0
100 0 100 0
101 1 101 1
110 0 110 1
111 0 111 1
A minimiza¢ao individual destas duas fungoes resulta em fi(zyxox3) = T1T2 + Tox3 €

fo(x1 xo x3) = 1 x3 + 21 2. Para implementé-las em PLA, sdo necessérias 4 portas E.

Note, porém, que podemos escrever fi(x x2x3) = T1 To+Ta X3 = T1 Ta + 1 Tox3 € fo(r) v223) =
T1T3 + T1 T2 = x1 X2 + x1 T2 x3. Neste caso, ha um produto comum as duas funcoes e portanto para
implementé-las sdo necessarias 3 portas E, pois uma das portas E é compartilhada pelas duas funcoes.

Exemplo 2: Considere as fungoes (ja minimizadas individualmente) :

fo=a

fi=
fo=bc+ ab
fs=ab+ac

Se expressas desta forma, para implementa-las em PLA, s@o necessédrias 6 portas E. No entanto,
note que elas podem ser reescritas como:

f():ag-i-ab
f1 =ab+ab
fo =abc+ ab
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fs=ab+abc

e neste caso sao necessdrias apenas 4 portas E.

Estes exemplos mostram que minimizar individualmente as funcdes nao necessariamente repre-
senta a melhor solugdo para a minimizacao conjunta. Observe também que, no segundo exemplo, na
minimizacao conjunta pode-se reduzir o nimero total de produtos, mas o niimero de somas aumentou.
Existe alguma vantagem nisso 7 Que impacto isto tem no custo de implementagao ? Por essas e outras,
minimizacao de multiplas fun¢des é um problema mais complexo que o da minimizacao individual de
funcgoes.

Exercicios:

1. Desenhe UM circuito que implementa as duas fungoes do Exemplo 1, utilizando apenas portas
NAO-E.

2. Desenhe o PLA que realiza as quatro fungdes do Exemplo 2, utilizando 4 portas E.

Consideracoes sobre o custo a ser minimizado

Quando pensamos em minimizar um conjunto de fungoes, reduzir o nimero de certos elementos
necessarios para a sua implementacao é a principal preocupacao. Entre este elementos, alguns sao
bastante intuitivos:

e reduzir o nimero total de produtos. Em um PLA, significa reduzir o nimero de linhas no plano

E.

e reduzir o nimero de entradas para as portas E (tentar usar produtos com o menor nimero
possivel de literais)

e reduzir o nimero de entradas para as portas OU (ou seja, utilizar o menor nimero possivel de
produtos para cada fungao)

Estas nogoes podem ser equacionadas da seguinte forma :

CUSTO = numero total de portas E + a (ntimero total de entradas para as portas E) +
b(numero total de entradas para as portas OU).

com 0 < a,b < 1 (i.e., minimizar o nimero total de produtos é o principal critério; os outros sao
considerados secunddrios ou irrelevantes).

Em um PLA com certo nimero fixo de entradas, de portas E e de portas OU, a area do chip
também ¢é fixa. Em particular, a drea ocupada por um implicante primo (produto) independe do seu
nuamero de literais. Portanto, podemos dizer que o custo de todos os implicantes primos é o mesmo
e é razoavel assumirmos a = 0. Em termos de selecao de uma cobertura minima, isto implica que o
nimero de literais nos implicantes primos nao é relevante. Similarmente, utilizar um produto a mais
do que o minimo necessario para a realizagdo de uma fungao (ou seja, aumentar o nimero de entradas
em uma porta OU) nao afeta o custo; ou seja, b = 0. Isto significa que uma vez que um implicante
primo é identificado como essencial para uma das fungoes, ele pode ser utilizado por qualquer uma
das outras fungbes (mesmo que nao seja implicante primo dela), sem custo adicional. Assim, na
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minimizagao de fungdes com o objetivo de implementagdo em PLA é (de um modo geral) razodvel
considerarmos a = b = 0, isto é, preocuparmo-nos em apenas minimizar o ntimero total de produtos
necessarios para realizar todas as fungoes.

A realizagao das funcgoes de outra forma, nao utilizando PLA, pode requerer a e b nao nulos. No
entanto, ainda é razodvel supormos a < 1 e b < 1 (isto é, o principal critério é a minimizacao do
ntimero total de produtos). Se utilizarmos a < 1 e b = 0, a chance de termos uma tabela ciclica
complicada é maior do que quando utilizamos a = b = 0.

Quando consideramos a minimizacao de multiplas funcoes, podemos aplicar um processo analogo
ao do algoritmo QM. Numa primeira etapa sao calculados todos os implicantes primos e numa segunda
etapa ¢ escolhida uma cobertura minima. O problema da escolha de uma cobertura minima pode ficar
mais simples se considerarmos a = b = 0 na equagao do custo acima (veremos isso mais adiante através
de exemplos).

A nocéo de implicante primo é agora definida com relagao as multiplas funcées. Devemos considerar
nao apenas os implicantes primos de cada uma das fungoes, mas também todos os implicantes maximais
que podem ser compartilhados por 2 ou mais fungoes. Vamos esclarecer isto analisando um exemplo
concreto.

Exemplo 3: Considere as fungoes do exemplo 1, escritas na forma SOP canonica
fi(m1, 39, 3) = T1ToTs + T1Tows + 11T2ws = »_m(0,1,5)

fo(w1, 32, 33) = 21Taw3 + T122T3 + T1273 = »_m(5,6,7)

Escritos na notacao cibica, os mintermos de fi sao 000, 001 e 101 enquanto os de f5 sao 101, 110
e 111. Os implicantes primos (com respeito a f1 e fa) sdo:

a) os implicantes primos de fi: 00X e X01
b) os implicantes primos de fo: 1X1 e 11X

c) os implicantes de f1 e de fo que ndo sdo cobertos por outro implicante de f1 e de fo: 101 (ou
seja, 101 é implicante (ndo é primo!) de ambas as fung¢oes e nao existe nenhum outro implicante de
f1 e de fa que o cobre).

Na minimizacao de maultiplas funcoes, compartilhar produtos é uma forma de se minimizar o
nimero de portas E no circuito. Os implicantes do tipo (c¢) sdo, em outras palavras, os maiores
subcubos compartilhados entre duas ou mais fungoes. Portanto, o critério de minimizacao deve levar
em consideragdo nao apenas os implicantes primos de cada fun¢do, mas também todos os implicantes
do tipo do item (c).

O algoritmo QM adaptado para o calculo de implicantes primos de miiltiplas funcgoes

Exemplo 4: Considere novamente as fungoes do exemplo 1: fi(x1,x9,23) = Y. m(0,1,5) e
fo(z1,z2,23) = > m(5,6,7).

A tabela 4.1 mostra o célculo dos implicantes primos de f = (f1, f2). Inicialmente, listam-se todos
os mintermos (independente da fungao a qual eles pertencem), um em cada linha, agrupados de acordo
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com o numero de ocorréncia de 1s. Ao lado, cria-se uma coluna para cada uma das fungoes e, para
cada coluna, marcam-se as linhas correspondentes aos mintermos da func¢ao. Assim, por exemplo, na
coluna correspondente a funcao f; aparece 1 nas linhas dos mintermos 000, 001 e 101.

Para gerar os implicantes primos, procede-se de forma anédloga ao da minimizagdo de uma tunica
funcao, tomando-se cuidado para (1) combinar somente os pares de subcubos que fazem parte de pelo
menos uma mesma fungao e (2) quando dois cubos C' e C’ sdo combinados e um novo cubo C” é gerado,
marcar o subcubo C' para descarte somente se o cubo gerado C” é também cubo das mesmas fungoes
das quais C' é cubo (idem para C’). Por exemplo, 001 pode ser combinado com 101 para gerar o cubo
X01. Neste momento, o cubo 001 (da funcao f1) pode ser descartado pois ele é coberto por X01 (que
também é cubo da fungao f1). No entanto, o cubo 101 (das fungoes f1 e f2) NAO pode ser descartado
pois o cubo X01 que o cobre nao é cubo da funcao f,. Quando dois cubos sao combinados e um novo
cubo é gerado, ele deve ser colocado em uma outra tabela (mais a direita na figura 4.1), indicando-se
a qual das funcoes ela pertence. O processo deve ser repetido até que nenhuma combinacao seja mais
possivel. Ao final do processo, os implicantes candidatos sao aqueles que ndo foram marcados para
descarte ao longo do processo. No exemplo da figura 4.1 sdo aqueles marcados por a, b, ¢, d e e.

12273 | f1 fo

[ sl b
001 1 \/ X01 1 b
101 1 1 e X1 I c
110 L Vv 11X 1 d
111 1

Tabela 4.1: Método tabular para célculo dos implicantes primos de f = (f1, f2).

O segundo passo do algoritmo é a selecdo de uma cobertura minima. A tabela 4.2 mostra a
tabela de implicantes primos de f = (fi, f2), utilizada para a selegdo de uma cobertuta minima.
A tabela contém colunas correpondentes a cada um dos mintermos de cada uma das funcoes, e linhas
correspondentes aos implicantes primos calculados no passo anterior. Os nimeros ao lado esquerdo
de um implicante primo indica que ele é implicante daquelas fungoes. Por exemplo, na coluna ao
lado esquerdo de 00X aparece (1) para indicar que 00X é um implicante da funcao fi; ao lado de
101 aparece (1,2) para indicar que 101 é implicante de f; e de fo. Para cada linha, marcam-se com
\/ as colunas correspondentes aos mintermos cobertos pelo implicante primo, desde que o implicante
primo seja implicante da funcao correspondente ao mintermo (por exemplo, X01 cobre 101, mas nao
se marca na coluna 101 da funcdo fs pois X01 nao é implicante de f2).

Apés a construcao da tabela, deve-se primeiramente selecionar os implicantes primos essencias,
que sdo marcados com * (00X e 11X). Procede-se com a reducao da tabela, eliminando-se a linha dos
essenciais, bem como as colunas dos mintermos cobertos por eles. Apds a reducao da tabela, obtemos
a tabela da direita da figura 4.2.

Se levarmos em consideragao apenas a minimizacao do nimero de produtos, podemos dizer que o
implicante (e) domina os implicantes (b) e (c¢). Portanto, as linhas (b) e (c¢) podem ser eliminadas,
resultando apenas a linha (e). Temos entao o resultado 00X, 11X e 101.

No entanto, se levarmos em conta também, além da minimizacao do niimero de produtos, o niimero
de literais em cada produto, nao podemos dizer que a linha (e) domina as outras duas. Neste caso,
temos uma table ciclica e utilizaremos o método de Petrick para resolvé-lo.
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] 000 | 0](;11 | 101 || 101 | 1?0 | 111 7
*T1 T@oX[ v [V [ \ 1011 1021
1 | (b) X0l v
2 [ (o) IX1 7 7 1 [ (b) X0l |
12 [ (@) 11X VARY 2 | (¢ 1X1 Vv
([elewo] [ [v[v[ [ | U2l@u]l/]v]
L1 ] lvIiv] [vI V]

Tabela 4.2: Tabela de implicantes primos de f = (f1, f2).

Para cobrir ambas as colunas, a seguinte igualdade deve ser verdadeira:
(b+e)ct+e)=1
Escrevendo a expressao acima na forma SOP, temos
bc+be+ce+e=1

Daqui podemos concluir que a solugao de menor custo é escolher (e). Assim, temos o resultado 00X,
11X e 101 (por coincidéncia, o mesmo obtido considerando o custo mais simples).

Exercicio: Desenhe o PLA que realiza as duas fungoes minimizadas do exemplo 4.

Nem sempre as solugoes relativas ao custo mais simples serao as mesmas as relativas ao custo mais
complexo, como veremos no seguinte exemplo.

Exemplo 5: Considere as seguintes fungoes.
fala,bye,d) =5 m(2,4,10,11,12,13)
fala,b,c,d) =" m(4,5,10,11,13)
fy(a,b,e,d) =3 m(1,2,3,10,11,12)

O processo de calculo dos implicantes primos pode ser realizado através dos mapas de Karnaugh.
Na figura 4.24 aparecem 7 mapas de Karnaugh, das funcoes fo, f3, fv: fa"f8, fa-fy, [3- 1y € fa-f3- fr,
respectivamente.

Comega-se marcando os implicantes primos (cubos maximais) no mapa da fungao fo - f3- fy. O
Unico implicante primo de f, - fg - fy é 101X. Em seguida, marcam-se os implicantes primos da
intersecao de duas fungoes, desde que os mesmos nao sejam cobertos pelos implicantes de um produto
de fungoes de ordem maior. Por xemplo, em f, - f,, 101X é um implicante primo mas ele é coberto
pelo implicante primo 101X de f, - fg- f,. Portanto, este implicante primo nao ¢ marcado. Repete-se
o processo para cada uma das funcoes, marcando-se apenas os implicantes primos que nao aparecem
em nenhuma das funcoes fo - f3, fo - fv, fa-fy e fa- fa- 1y

Assim, os implicantes obtidos s@o os mostrados na tabela a seguir. A coluna da esquerda indica
as funcoes implicadas pelo implicante.
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AB
CD

00

01

00

01

Bt

AB AB
cD\_00 01 11 10 cD\_00 01 11 10
00 I 00 ﬁ
01 \_1J 01 1 1]
11 1 11 |
10] 4 1 10 1
o B
AB AB AB
CcD\_00 01 11 10 CD\_00 01 11 10 CD\_00
00 00 00
o1 01 01
11 1 11 1 11
10 . 10| 1 1 10
B oy

By

AB
CD

00

01

=)

Figura 4.24: Implicantes primos da funcao f = (fa, f3, f+)-

101X | af~y
X010 | av
1100 a7y
0100 ap
1101 ap
X01X | v
00X1 |~
X101 | B
010X | 3
110X | «
X100 | «

a,py

O método tabular para determinacao dos implicantes primos é mostrado na tabela 4.3.

fo f8 [y TP
0001 1
0010 | 1 1|y
0100 | 1 1 i
0011 RV
0101 1 v
1000 1 1 1]y
1100 | 1 1] j
011 | 1 1 1]
1mo1| 1 1 k

| fa

| P

fo s Sy | TP
00X1 1] f
001X 1|y
X010 | 1 1] g
010X 1 d
X100 | 1 b
X011 RV
X101 1 e
101X |1 1 1]|h
110X | 1 c

X01X |

fﬁ fv
1

| a

Tabela 4.3: Método tabular para célculo dos implicantes primos de f = (fo, f3, f+).

Compare os implicantes primos obtidos pelos mapas de Karnaugh e pelo método QM adaptado.

A tabela de implicantes primos é mostrada na figura 4.4. Primeiramente sao identificados os

implicantes essenciais.
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fa fﬁ f'y
\ \ 2 J4Jo[1mn]12[B3 45 [10]11[13[1[2]3]10]11]12
Lo @xoux] | [ [ | [ [ [ [ [ [ [ IVIVIVIV] |
a [ (b) X100 Vv V
a | (o) 110X AR
g | (d) 010X VAR
B | (e) X101 N 7
v | (f) 00X1 vV v
ay | (g) X010 || ¢/ v v v
afy | (b) 101X VR VIV VIV
af | (i) 0100 vV vV
* | ay | (j) 1100 V v
af | (k) 1101 v v
T ] VI TVIVIVE T T VIV [VIVIVIVIVIV]

Tabela 4.4: Tabela dos implicantes primos e selegao de uma cobertura minima de f = (fa, f3, f5)-

Obtemos os essenciais: f, g, h, j

Caso 1: Minimizar APENAS o nimero de produtos (implementacao em PLA)

fa fﬁ
] 4]13[[4]5]13
a [ (b) X100 [[
a | (c) 110X v
p | (d) 010X YARY
5| (e) X101 NARY
¥ Taf | (i) 0100 | v
1 ap [ (k) 1101 V V
L[] [VIVIVIVIVI

e 0 numero de literais presentes nos implicantes nao é importante: b e ¢ podem ser
eliminados pois sao dominados por 7 e k, respectivamente.

e | e k sao essenciais secundéarios.

e Para cobrir 5 podemos selecionar d ou e.

RESULTADO (ao selecionarmos d)

fatg+h+i+j+k= X010+ 101X + 0100 4+ 1100 + 1101
f3:d+h+i+k= X101+ 101X + 0100 + 1101
frif+g+h+j=00X1+ X010+ 1100 + 101X

Note que na expressao de f3, o termo 1101 é redundante e portanto pode ser eliminado.
Assim temos fg =d+ h+1 = X101 4+ 101X + 0100.

Caso 2: Minimizar nimero de produtos E ntimero de literais nos produtos
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fa fﬁ

\ \ 4]13]4]5]13
a [ (b) X100 [ v/

a | (c) 110X Vv

B | (d) 010X VAR

B | () X101 NARY
af | (1) 0100 | / v

ap | (k) 1101 v Vv

e a tabela acima é ciclica. Nao podemos eliminar a linha (b) nem a (c) pois, embora
elas sejam dominadas respectivamente pelas linhas (i) e (k), o custo dessas tltimas é
maior.

e devemos aplicar o método de Petrick
b+i)c+Ek)(d+i)(d+e)(et+k)=1
que resulta em
cet + bede + eik + dik + bdk

Desses, os de menor custo sao cei e bdk

e Para cada funcao, selecionar o menor subconjunto que a cobre.

RESULTADO (ao selecionarmos cei)

faic+g+h+i=110X + X010+ 101X + 0100
fs3:e+h—+i=X101+ 101X + 0100
fyif4+g+h+7=00X1+ X010+ 101X + 1100

Comparando os casos 1 e 2 acima, em ambos precisamos de 7 produtos. Ha, no entanto, diferenca no
nimero de produtos na funcao f,. Em PLA, a porta OU dessa fungdo terd uma entrada a mais que

no caso nao-PLA.

Exemplo 6: minimizar as funcoes
fila,b,c,d) =>"m(3,4,5,7,9,13,15) + d(11, 14)
fa(a,b,c,d) => m(3,4,7,9,13,14) 4+ d(0, 1,5, 15)

Os implicantes primos sao mostrados na figura 4.25.

AB AB OX0OX AB 010X
cD\_00 0L 11 10 cO\_® 0111 10 e 00 o1/ 11 10
| N
00 1 00| | x 1 00 1
XXO0L
01 1([1 | oii(x | xJ| 1 1 01 (1 E 1H— 1x01
= X1X1
uf(a |1l ] % 1l | 1) x 1 [1 |1
10 X 10 1 10 1
—
1 XX11 2 n2

0XX1 0X11 111X

Figura 4.25: Implicantes primos da fungao f = (f1, f2).

Uma cobertura minima pode ser encontrada com o auxilio da Tabela de Implicantes Primos. Os
implicantes essenciais sao 111X e 010.X.
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fi I2
] 345 [ 7[9[B]15][3[4]7]9]13]14
1 [ 1XX1 VIV
1 [ XX11 || v Vv V
2 [ XX01 N
2 | 0XX1 Vv V
2 [ 0X0X v
F112] 111X V V.
12 [ 0X11 || Vv Vv V
1,2 | 1X01 N N
1,2 [ XIX1 NARY NARY N v
11,27 010X NARY v
L[] [ IvIvI T T IvIL vl T [ [V]

Eliminando os essenciais e colunas, e as linhas vazias, temos a seguinte tabela reduzida. Se con-
siderarmos implementagdo em PLA, pdemos eliminar a linha dos implicantes X X11 e 0X X1 pois
estes sdo dominados pela linha do implicante 0X11. Similarmente, podemos eliminar as linhas dos
implicantes 1.X X1 e X XO01.

fi f2
| ] 3719133 ]7]9]13
1 [1XX1 NV
1 XX [V ][V
2 [ XX01 N
2 [ 0XX1 N
12]0X11 [V [V N
12 | 1X01 N N
1,2 | XIX1 Vv Vv Vv

Vv
N N v

A tabela resultante é a seguinte. Escolhendo-se os secundariamente essenciais obtém-se uma co-
bertura para todos os mintermos restantes na tabela.

f1 I2
| ] 3]7]9]1B3[7]9]13
HFT12]oxX11 [V ]V N
112 ] 1X01 N N
12 [ XIX1 Vv N Vv V
L 1] IVIVIVIVIVIVIVIV]

Assim, a solucao final é:
£1:0X11,1X01,111X,010X
f2:0X11,1X01,111X,010X

Ou seja, f1 = fa! (Por que isso aconteceu !77)

Exemplo 7: minimizar as fungoes
fila,b,c,d) => m(0,2,7,10) + d(12,15)
fa(a,b,c,d) => m(2,4,5) + d(6,7,8,10)
fa(a,b,c,d) =>"m(2,7,8) + d(0,5,13)
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h o f3 | IP
0000 | 1 1]
0010 | 1 1 1 | m
0100 1 N
1000 1 1 1
0101 R
0110 1 N
1000 [ 11 Vi
1100 | 1 k
0111 | 1 1 1 j
1101 1|
1111 | 1 IV

i fa f3 | IP
00X0 | 1 1 i
X000 1 h
0X10 1 g
X010 | 1 1 f
010X 1 N
01X0 1 N
10X0 1 e
01X1 1 1 d
X101 1 ¢
011X 1 J
X111 | 1 b

Tabela 4.5: Método tabular para célculo dos implicantes primos de £ = (f1, f2, f3).

O célculo dos implicantes pelo método tabular é mostrado na tabela 4.5. Os implicantes 1100,
X101 e 10X0 cobrem apenas don’t cares e podem ser desconsiderados na etapa de calculo de cobertura

minima.

Os implicantes podem também ser obtidos pelo mapa de Karnaugh. Veja a figura 4.26.

AB

CD
00

01

11

00

01

cobre apenas

don’t
11 10

X

AB
cp\_00 01 11 10

00

01

11 1

10| 1

le2
X010

care

AB

CD

00

01

10

00X0—

01XX X000
AB AB
cD\_00 01/ 11 10 cDN_00 01 11 \10
N . .
T X
00 1 X i | cobre apenas OOD 1
don’t care -
01 1 1 X X cobre apenas
e don’t care
11 X 11 1
10 [1 X 39 0|
X / : :
L 2 ;
0X10
AB AB
01 11 10 cp\_00 01 11 10 cp\_00 01 10
00 7 1000 oo
01 1 01
1 11 ‘ 1 ‘ 11
10 10
1e3 2e3 le2e3
0010
01X1 0111

Figura 4.26: Implicantes primos da funcao f = (f1, f2, f3).

Uma cobertura minima pode ser encontrada com o auxilio da Tabela de Implicantes Primos, que
é mostrada na seguinte tabela. Nesta mesma tabela, os implicantes essenciais aparecem marcados por

*
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fl f2 f3
\ \ [2]7J1w0][2]4]52]7]38]
2 J@uxXxX] [ | | [ [VIVI [ [ |
1 [ (b) X111
23 | (d) 01X1 N v
* 112 | (f) X010 v VIRV
2 | (g) 0X10 v
3 | (h) X000 v
*1713 | (i) 00X0 Vv v
123 ] (j) 0111 v
23 | (1) 1000 v v
123 (m) 0010 v v v
([ 1 VIV VIVIVIVIVE ]

Eliminando-se a linha dos essencias e as colunas dos mintermos cobertos por eles, obtém-se a
seguinte tabela, onde a linha do implicante 1000 é dominada pela linha do implicante X000. Ao se
eliminar a linha do implicante 1000, o implicante X000 torna-se essencial. Das trés linhas que restam,

¢ imediato verificar que a escolha que minimiza o custo ¢ 0111, que serd marcada com

fl f3
778
T | X111 ||
23 | 01X1 Y
¥ 13 | X000 N
FE 123 [ 0111 || o ||
23 [ 1000 N
VIVIV

Portanto obtemos:

f1: X010, 00X0, 0111

k%%

«— dominada pela linha do X000

for 01X X, X010, 0111 = 01X X, X010 (pois 0111 é coberto por 01X X)

f3: 00X0, X000, 0111.

Exercicios:

1. Para cada uma das solugoes do exemplo 5, desenhe o PLA correspondente. Comente as dife-

rencas.

2. Deseja-se projetar um circuito com quatro entradas e duas saidas e que realiza a adicao médulo
4. Por exemplo, (3 + 3)mod4 = 2, etc. Os nimeros a serem adicionados sao dados em binério
respectivamente por xox1 € y2y1. A saida também deve ser dada em bindrio (z2 21 = 00 se a
soma é 0, z9 21 = 01 se a soma é 1, etc).

a) determine uma fungao na forma SOP canoénica para z; e para 2o

b) Simplifique-as individualmente

¢) Simplifique-as em conjunto

3. Cédigo BCD refere-se a codificacao de digitos decimais de 0 a 9 pela respectiva representacao
bindria. Para tanto s@o necessarios 4 bits. As combinagoes binarias de 0000 a 1001 sao utilizadas
para codificacao e as demais nao sao utilizadas.
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O incremento por 1 do cédigo BCD pode ser definido pela seguinte tabela-verdade:

abed | wxyz
0000 | 0001
0001 | 0010
0010 | 0011
0011 | 0100
0100 | 0101
0101 | 0110
0110 | 0111
0111 | 1000
1000 | 1001
1001 | 0000
1010 | XXXX
1111 | XXXX

Em outras palavras, pode-se pensar esta tabela-verdade como representando 4 fungées (w, x, y,
e z) com 4 entradas.

Utilize o programa ESPRESSO para obter a minimizacao individual e conjunta dessas fungoes.

Compare o custo para implementacao desses dois casos.

4. Considere um subtrator para nimeros de dois bits. As entradas ab e cd definem dois niimeros
bindrios N1 e Ny (i.e., N1 = ab e Ny = cd). Suponha que N; > N,. As saidas f g do circuito
corsespondem a diferenca N1 — Ny (i.e., fg = N; — Na).

a) Escreva a tabela-verdade para f g

b) Encontre a forma SOP minimal de f e de g

c¢) Encontre a forma POS minimal de f e de g

d) Qual das duas formas ((b) ou (c)) é mais econémica?

e) Minimize f e g em conjunto (forma SOP) para implementagao em PLA e compare o resultado

obtido com os resultados do item (b).

5. Minimizar para implementar em PLA as fungoes
fila,b,c,d) =>"m(0,2,6,7,15) + d(8, 10, 14)
fa(a,b,c,d) => m(0,1,3,7,15) + d(8, 10, 14)

4.4 Outros algoritmos de minimizacao légica 2-niveis

Algoritmos de minimizagao tabular (como o Quine-McCluskey) tém algumas desvantagens do ponto
de vista computacional:

e eles listam explicitamente todos os implicantes primos, cuja quantidade pode ser de ordem
exponencial no nimero de varidveis n

e requerem que a fungdo a ser minimizada esteja na forma SOP canonica. Nao é raro que, junta-
mente com os don’t cares, o niimero de produtos candnicos seja da ordem de 271
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e a tabela-ciclica pode ser bem grande.

O algoritmo QM é um processo demorado e além disso utiliza muita memoria, o que limita sua utilidade
na pratica para fungdes com relativamente poucas variaveis (poucas dezenas).

Muito esforco ocorreu nas décadas de 1980 e inicio da década de 1990 no sentido de se desenvolver
programas para minimizagao de fungGes com varias varidaveis. Um dos motivadores deste esfor¢o sao
os PLAs, dispositivos programéveis, que permitem a realizacido dois niveis de miltiplas fungdes. Os
esforcos realizados foram no sentido de achar alternativas que néo requeressem o calculo explicito
de todos os implicantes primos, formas eficientes para o calculo de coberturas minimas e heuristicas
eficientes nesses processos.

Hoje em dia, ESPRESSO (desenvolvido por um grupo da Universidade de Berc-
kley [Brayton et al., 1984, McGreer et al., 1993]) é a referéncia para minimizagao légica dois-niveis.
ESPRESSO é o resultado de uma série de esforcos, realizados principalmente na década de 1980, com o
objetivo de contornar as limitagoes do algoritmo QM. Para maiores detalhes veja [Brayton et al., 1984],
capitulo 7 de [Micheli, 1994], secao 6.10 de [Hill and Peterson, 1993]. ESPRESSO néao calcula os
implicantes primos explicitamente; ele utiliza uma série de heuristicas. Além disso, ele também
realiza minimizacao de multiplas fungoes e de fungoes multi-valoradas (l6gica multi-valores). De-
pois do ESPRESSO, foram propostas outras melhorias (como o uso de BDD — Binary De-
cision Diagrams) por Coudert e outros [Coudert, 1994, Coudert, 1995], e mais recentemente o
BOOM [Hlavicka and Fiser, 2001, FiSer and Hlavicka, 2003].



Capitulo 5

Loégica combinacional modular e
multi-niveis

Uma possivel estruturagao de um programa de computador é a sua decomposigao em médulos/fungoes.
Do ponto de vista global, apenas interessam as entradas e saidas dos mddulos para que os mesmos
possam ser compostos de forma adequada no programa.

Este mesmo principio pode ser observado também no projeto de circuitos légicos. Alguns circui-
tos comumente utilizados podem ser modularizados e utilizados na realizagao de circuitos complexos.
Exemplos de médulos bastante usados sao os decodificadores, codificadores, multiplexadores e demul-
tiplexadores.

Quando mdédulos sdo utilizados, em geral a realizacao de circuitos tende a ser multi-niveis (mais
de dois niveis de portas légicas). Uma conseqiiéncia imediata disso é que esses circuitos serdo mais
lentos que os circuitos dois-niveis. No entanto, ha casos em que uma realizagao multi-niveis utiliza
menos portas légicas do que uma realizacao dois niveis. Além disso, a modularidade é um aspecto
altamente atraente no projeto de circuitos complexos (por possibilitar, por exemplo, testes por partes
e uma melhor visao de sua estrutura global).

Esta se¢do apresenta circuitos conhecidos por decodificadores, codificadores, multiplexadores e
demultiplexadores. Apresenta também alguns exemplos de sua utilizacdo em circuitos especificos e na
realizagao de funcoes booleanas quaisquer. Inclui também uma breve introdugao a légica multi-niveis.
Referéncias para este capitulo: [Nelson et al., 1995, Hill and Peterson, 1993].

5.1 Decodificadores

Decodificadores sao circuitos combinacionais com n entradas e 2" saidas. Para cada uma das 2"
possiveis combinagoes de valores para a entrada, apenas uma saida toma valor 1. A figura 5.1 mostra
um esquema genérico de um decodificador n : 2. As entradas x,_1 ... x1 zg podem ser interpretadas
como um numero bindrio entre 0 e 2" — 1 e tem-se z; = 1 <= Zz;é 2k 2p, = .

Exemplo: Seja o decodificador 2 : 4 e suponha que as entradas sdao B A (i.e., zp = A e 1 = B). Um
circuito correpondente ao decodificador ¢ ilustrado na figura 5.2. No caso temos zg = B A, 21 = B A,
ZgZBZGZgZBA.

89
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L 20
x0 —— z1
xl  — - z2
I A
x2 Decodificador
n
n—para—2
xn—1 ——— n
L 72 -1

Figura 5.1: Esquema de um decodificador n : 2™.

Ay

Figura 5.2: Circuito de um decodificador 2 : 4.

Conceitualmente, o circuito acima poderia ser extendido para realizar decodificadores n : 2", para
um valor de n arbitrariamente grande. No entanto, na pratica existem limitagoes tecnolégicas (fisicas)
conhecidas como fan-in (nimero maximo de entradas possiveis em uma porta légica) que restringem
este valor n. Para valores grandes de n, decodificadores sao realizados por circuitos multi-niveis,
conforme veremos mais adiante.

5.1.1 Memorias ROM

Um exemplo de uso de decodificadores sdo as memérias do tipo ROM (Read-Only Memory). Suponha
por exemplo uma memoéria com 4 posicoes. O endereco destas posicoes pode ser codificado em dois
bits x1 xg. Decodificadores podem ser utilizados para se enderecar uma certa posicao na memoria,
gerando-se um sinal na linha de saida que corresponde a posicao a ser enderecada.

A cada enderego (1 z¢) fonecido como entrada do decodificador, apenas uma saida do decodificador
ficard ativa. A palavra na posigdo de memoria enderecada (isto é, o dado armazenado na linha de saida
ativada) sera transmitida para a saida (z3 22 21 29) (note que o esquema da figura estd simplificado; a
rigor, cada porta OU possui exatamente 4 entradas que poderao ou nao estar conectadas a cada uma
das linhas de saida do decodificador).

Generalizando o esquema acima, para 2" posi¢oes de memoria com palavras de m bits, preci-
sarfamos de um decodificador n : 2" e um plano OU com m portas (um para cada bit da palavra).
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uma palavra.
[ I /

x0 — . ® ® ® _|_
N
xl 85

23 722 z1 20 =(1110)

Figura 5.3: Esquema de uma memoéria ROM com 4 posigoes e palavras de 4 bits.

Memoérias ROM possuem uma estrutura semelhante aos PLAs (i.e., um plano de portas E e um
plano de portas OU). As diferengas em relagao a um PLA sao o fato de que ROMs possuem neces-
sariamente 2" portas E (todos os produtos sdo canonicos) e apenas o plano OU é programéavel. Se
o plano OU tem conexoes fixas, trata-se de uma ROM. Se o plano OU pode ser programado, entao
trata-se de uma PROM (Programmable ROM), e se o plano OU pode ser reprogramado trata-se de
uma EPROM (Erasable Programmable ROM).

5.1.2 Realizagao de fungoes com decodificadores

Uma vez que um decodificador n : 2" realiza todos os produtos candnicos de n variaveis, qualquer
fungao com n varidveis pode ser realizada com um decodificador n : 2" e uma porta OU (com um
numero de entradas maior ou igual ao nimero de 1s da fungdo) ou uma porta NAO-OU (com um
numero de entradas maior ou igual ao ntiimero de 0s da fungao).

O custo da realizagao de uma fungdo com decodifcadores é, em termos de portas 1égicas, (muito
provavelmente) maior que o da realizagao SOP minimal. No entanto, a simplicidade de projeto torna-o
atraente. Além disso, quando multiplas funcoes precisam ser realizadas, menor tende a ser a diferenca
dos custos entre a realizagao SOP minimal e a realizagdo com decodificadores.

Exemplo: A fungao f(a,b,c) = > m(0,1,4,6,7) = [[M(2,3,5) pode ser realizada usando decodi-
ficadores conforme ilustrado na figura 5.4. No caso da realizacdo com porta NAO-OU, observe que
fa,b,c) =T M(2,3,5) = My - M3 - My = My + M3z + M5 = ms + m3 + ms.

0 5]2)(‘_ 0L—
1 E_ibC 1
C___| C__|
0 22— L 0 2
b_1 3—__ — fabe) b_|; 3
qlabc 4
e | 7/ K :
a___| - a___|
2 6 2 6—
7 T—

Figura 5.4: Realizacdo de f(a,b,c) = > m(0,1,4,6,7) com decodificador 3 : 8 e uma porta OU
(esquerda) ou uma porta NAO-OU (direita).
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5.1.3 Realizacao multi-niveis de decodificadores

Vimos que decodificadores possuem n entradas e 2" saidas e que sua realizacao trivial utiliza 2"
portas E, com n entradas cada. Para contornar o problema de fan-in (niimero méximo de entradas
possiveis em uma porta logica), decodificadores com grande niimero de entradas podem ser realizados
por circuitos com multiplos niveis. A figura 5.5 mostra como pode ser realizado um decodificador
12 : 2'2 em trés niveis.

al_|
a2_|

26...a2al — - al2all..a2al

64 portas

ad—
a5— C i

ab— E:DM
o7 —1) 21712..‘.a78a7

a8 -
a9 —

2 12portas

T
64x64

64 portas

al0— -

all—
al2—

al2...a8a7

— ) al2all...a2al

Figura 5.5: Realizacdo trés-niveis de um decodificador 12 : 212

No primeiro nivel sao usados 4 decodificadores 3 : 8. No segundo nivel, 64 portas F de duas
entradas sdao usadas para combinar cada uma das 8 saidas do primeiro decodificador com cada uma
das 8 saidas do segundo decodificador. A mesma coisa para as saidas do terceiro com as do quarto
decodificador. Cada uma das saidas das primeiras 64 portas E do segundo nivel sdo combinadas com
cada uma das saidas das dltimas 64 portas E no mesmo nivel, resultando em um total de 64 x 64 = 212
portas E no terceiro nivel. As saidas dessas 2'2 portas E correspondem aos produtos canoénicos de 12
variaveis.

A solugao acima utiliza portas E com trés entradas no primeiro nivel e portas E com duas entradas
nos demais niveis. Se o circuito fosse realizado em apenas um nivel, as portas E teriam 12 entradas.

Em uma outra possivel realizacao, poderiamos substituir as 128 portas E de duas entradas no
segundo nivel acima por 2'2 portas E de quatro entradas e eliminar as portas do terceiro nivel. Isto
aparentemente reduziria o niimero total de portas, mas uma vez que 2'? domina de longe 128 e uma
vez que as portas agora teriam quatro entradas em vez de duas, nao se pode dizer que hé economia
no custo total.

Um outro problema devido as limitagoes tecnolégicas é o conhecido por fan-out (niimero méaximo
de portas que podem ser alimentadas por uma saida de uma porta légica). No caso da realizacao
trés-niveis do decodificador 12 : 2'2 visto acima, as saidas das portas no segundo nivel alimentam 64

portas no terceiro nivel.
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Para contornar o fan-out, uma possivel solucdo sdo as realizacoes em estruturas de drvore. A
figura 5.6 mostra a realizacdo de um decodificador 3 : 8 em uma estrutura de arvore. Em vez de
termos todas as varidveis alimentando portas no primeiro nivel, temos varidveis que alimentam portas
nos outros niveis, como o exemplo mostrado na figura 5.2. Usando este esquema, pode-se reduzir
o numero de portas no préximo nivel que precisam ser alimentadas pela saida de uma porta no
nivel anterior. Mesmo assim, o problema de fan-out nao é totalmente eliminado pois as varidveis
introduzidas nos niveis posteriores do circuito precisam alimentar muitas portas. No entanto, é mais
facil controlar o sinal de algumas poucas entradas (varidveis) para que eles sejam capazes de alimentar
um maior numero de portas do que fazer o mesmo com as saidas das portas légicas. Esta solugao
possui um maior nimero de niveis e um maior niimero de portas légicas do que o esquema mostrado
na figura 5.5, mas para decodificadores de muitas entradas pode ser a unica solucao.
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Figura 5.6: Decodificador em estrutura de arvore.

Na pratica, as realizagoes de decodificadores para um nimero grande de entradas é baseada em
uma combinagado das estruturas da figura 5.5 e da figura 5.6.

5.2 Codificadores

Codificadores sao circuitos combinacionais que sao o inverso de decodificadores. Um codificador de
n entradas deve possuir s saidas satisfazendo

2°>mn ous >log2n

Usualmente deve-se ter apenas uma entrada ativa e a saida serd o cédigo binario correspondente a
entrada. Isto é, se a i-ésima entrada estiver ativa, a saida serd o cédigo bindrio de i. A figura 5.7
mostra o esquema de um codificador de n entradas.

Embora usualmente os codificadores sejam definidos como um circuito no qual apenas uma entrada
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x0
«1 z0
x2 z1
Codificador
n entradas
: zs—1.
xn-1__ |

Figura 5.7: Esquema de um codificador.

encontra-se ativa, é possivel termos codificadores com propdsitos especificos que, por exemplo, para
certos tipos de combinagao de entradas gera um dado cédigo de saida e para outras combinagoes de
entradas gera outro cédigo de saida.

5.2.1 Teclado

Decodificadores e codificadores podem ser usados, por exemplo, em teclados. Suponha por exemplo
que um teclado simplificado possui 70 teclas. Em vez de se ter 70 fios conectando cada uma das teclas
a um gerador de cédigo ASCII, podemos ter um esquema como o ilustrado na figura 5.8.

O cruzamento das saidas do decodificador 3-8 com as entradas do codificador 16 x 4 corresponde
a uma tecla. Quando houver sinal na linha de saida correspondente & tecla pressionada, o sinal
entraréd no codificador. A saida do codificador indica em qual das 14 colunas estd a tecla pressionada,
enquanto as linhas que ligam a saida do decodificador ao gerador de cédigo ASCII indicam em qual
das 5 linhas a tecla estd. O contador a esquerda da figura alimenta as entradas do decodificador (varia
ciclicamente de 0 a 7), tendo o efeito de gerar saida em uma das 5 linhas, ciclicamente. Obviamente
ha varias questoes que precisam ser consideradas tais como garantir que o contador realiza um ciclo
completo durante o perfodo de tempo em que uma tecla estd pressionada (para “nao perder” a tecla
pressionada), mas também nao mais que um ciclo (para nao produzir o efeito de duas pressoes),
ou entdo tratar as combinagoes de teclas que usualmente sao pressionadas simultaneamente (como
SHIFT+outra, CTRL+outra). Essas questoes nao serao consideradas neste curso.

5.3 Multiplexadores (Seletores de dados)

Multiplexadores sao circuitos combinacionais com n entradas e uma saida. Apenas uma entrada é
selecionada para ser enviada a saida. A entrada selecionada é justamente aquela que é especificada pe-
los seletores, que consistem de k sinais, satisfazendo k > logs n. A figura 5.9 mostra um multiplexador
4 x 1, isto é, um multiplexador de 4 entradas.

Se os seletores forem 5715y = 00, entao teremos Z = Dy; se forem 515y = 01, entao teremos
Z = Dq1; 515y = 10, entao teremos Z = Doy; 5159 = 11, entédo teremos Z = Ds.

Podemos observar que Z é uma funcao das variaveis Sy, S1 e Do, D1, Do, Ds. Assim, podemos
escrever Z como

Z(Dy, D1, D3, Dy, S1,S0) = Do So S1 + D1 So S1 + D2 SoS1 + D3 So S
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c’odigo ASCII buffer

Figura 5.8: Esquema de um teclado.
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Figura 5.9: Multiplexador de 4 entradas.

e portanto multiplexadores podem ser realizados com circuitos dois-niveis, consistindo de n portas E
no primeiro nivel e uma porta OU no segundo nivel, conforme mostrado na figura 5.10. Note que
para cada possivel combinacao de valores de S1.5p, apenas um dos produtos toma valor 1 na equagao
acima.

5.3.1 Realizagao de funcoes com MUX

Funcoes podem ser realizadas utilizando-se MUX. Para tanto, deve-se escolher as variaveis que funcio-
nardao como seletores e, em seguida, as n entradas que poderao ou nao depender das demais variaveis.

Exemplo: Realizar a funcdo f(a,b,c) = @b+ ac usando um MUX 4 x 1, com as varidveis a e b como
seletores.

Uma possivel forma para fazer isso é expandir a expressao da funcao de forma que os literais
correspondentes as varidveis a e b aparecam em todos os produtos da expressao resultante. No caso
da funcao dada, fazemos

fla,b,c) = ab+ac
= ab+a(b+b)c
= ab+abc+abc

Assim, no MUX 4 x 1 basta fazermos s1 =a, so=b, Dy =1, D1 =0, Dy =ce D3 =c.
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Tk

Figura 5.10: Circuito de um multiplexador de 4 entradas.

Exercicio 1: Escreva a realizacdo da fungao f(a,b,c) = ab+ ac usando um MUX 8 x 1, com as
varidveis a, b e ¢ como seletores.

Exercicio 2: Escreva a realizacao da fungao f(a,b,c,d) = > m(0,1,3,6,7,8,11,12,14) usando um
MUX 8 x 1, com as variaveis a, b e ¢ como seletores.

Exercicio 3: Escreva a realizagao da funcao f(a,b,c,d) = > m(0,1,3,6,7,8,11,12,14) usando um
MUX 4 x 1, com as varidveis a e b (neste caso, as entradas possivelmente dependerao das variaveis ¢
e d e serao necessdrias portas adicionais para a realizagao de f).

5.3.2 Realizacao de MUX como composicao de MUX

Um MUX pode ser realizado como composicao de MUXes com um menor numero de entradas. Por
exemplo, um MUX 4 x 1 pode ser realizado através de 3 MUX 2 x 1, conforme ilustrado na figura 5.11.

1

po—{o MUX
DI 1
o 3
I o MUX
B ] 7
2 0
D2— o MUX |
- A
D3 1
0
I
B

Figura 5.11: Realizagao de um MUX 4 x 1 como composicao de trés MUX 2 x 1.

Note que se AB = 00, entdo como B = 0 a saida do MUX 1 é Dy e a do MUX 2 é Dy e, como
A =0, a salda do MUX 3 é Dy. Se AB = 01 entao as saidas sdo, respectivamente, Dy, D3 e D;.
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Se AB = 10, entdo as saidas sdo, respectivamente, Dy, Do e Dy. Finalmente, se AB = 11, entdo as
saidas sao, respectivamente, Dy, Do e D3. Em todos os casos, a terceira saida é a mesma de um MUX
4 x 1 com AB como entrada para seletores.

Pergunta: E se trocarmos as entradas para os seletores na figura acima? Se colocarmos A no seletor
dos MUX 1 e 2 e B na do MUX 3, ainda é possivel realizar um MUX 4 x 1 com AB como entrada
para seletores ?

5.3.3 Realizacao multi-niveis de funcoes com MUX

Uma funcao pode ser realizada com multiplos niveis de multiplexadores. Para cada nivel deve-se definir
as variaveis que alimentarao os seletores. Em funcao disso fica definida as varidveis que alimentarao
as entradas dos multiplexadores no primeiro nivel.

Considere a fungao f(a,b,c,d) = > m(2,5,8,9,11,12,14,15). Se for utilizado um MUX 8x 1, entao
serdo necessarios trés varidveis para alimentar os seletores. A quarta varidvel pode ser diretamente
alimentada nas entradas, conforme mostrado na figura 5.12.

MUX
8-1

0—o
d—1
d—2
0—3
1—{4
d—5
i—6
1—{7

o —O

1
|
b

2o

Figura 5.12: Realizacao de f(a,b,c,d) = > m(2,5,8,9,11,12,14,15) com um MUX 8 x 1.

Se pensarmos em utilizar MUX 4 x 1 e MUX 2 x 1 na realizacao de f, duas possiveis solugoes,
mostradas na figura 5.13, sao:

1. dois MUX 4 x 1 no primeiro nivel, alimentando um MUX 2 x 1 no segundo nivel

2. 4 MUX 2 x 1 no primeiro nivel e 1 MUX 4 x 1 no segundo nivel.

Estas estruturas podem ser obtidas a partir da anélise dos mintermos arranjados em forma tabular,
conforme mostrado a seguir. A tabela da esquerda considera o uso das entradas b e ¢ como seletores
dos MUZXes 4 x 1 no primeiro nivel e o uso da variavel a como seletor do MUX 2 x 1 do segundo nivel.
A tabela da direita faz o andlogo para a implementacao com 4 MUX 2 x 1 no primeiro nivel e 1 MUX
4 x 1 no segundo nivel.
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Figura 5.13: Realizagao de f(a,b,c,d) = > m(2,5,8,9,11,12,14,15) com (a) dois MUX 4 x 1 no
primeiro nivel e um MUX 2 x 1 no segundo nivel e (b) 4 MUX 2 x 1 no primeiro nivel e 1 MUX 4 x 1
no segundo nivel.

abcd H a ‘ bc ‘ d input abed H ab ‘ c ‘ d input
0010 ]0]0L|0 d 001000110 d

0101 |0 [T0 [T 4 0101 [01 101 d

1000 [T]00 [0 = 1000 [10 00 =

1001 || 100 [T FHd=1 1001 || 10|01 ¢Td=1
1100 | 1[0 0 4 1100 [11]0 0 4

1m0 | 1[I0 = 110 |11 [170 =

i1 | 1] 11 1 dtd=1 111 |11 |11 dtd=1

Outra abordagem para determinar a estrutura hierdrquica dos MUXes na realizagoes de fungoes
com miiltiplos niveis de MUXes é baseada na aplicagao sucessiva da expansao de Shannon. Dependendo
da seqiiéncia de varidveis em torno das quais a expansao é aplicada, pode-se chegar a diferentes
estruturas.

O teorema de Expansao de Shannon afirma que qualquer funcao f de n varidveis pode ser
escrita em termos de funcoes de n — 1 varidveis da seguinte forma:

fx1, . 2y oy ) = Tif (21, .., 0,0y mp) Fxif (21, .., 1,00 )

As fungoes f(z1,...,0,...,2,) e f(x1,...,1,...,2,) s@o fungdes de n — 1 varidveis. O teorema pode
ser aplicado recursivamente nessas duas funcoes.

Exemplo: Consideremos novamente a funcao f(a,b,c,d) = > m(2,5,8,9,11,12,14,15). Sua rea-
lizagdo com um MUX 8 x 1 esta mostrada na figura 5.12 acima. Vamos mostrar agora que aplicando-
se sucessivamente a expansao de Shannon é possivel obter diferentes estruturas de realizagoes de f



5.4 Demultiplexadores (Distribuidores de dados) 99

usando MUX.
f = abcd+abéed+abed+abed+abed+abed+abed+abed
= abcd+abed+abed+abéd+abed+abed+abed+abed (rearranjo)
= abcd+abed+acd+abd+abe (algumas simplificagoes)
= a(bcd+bed)+a(cd+bd+bc) (expansio em torno de a)
= a(b(cd) +b(cd)) +a(b@d+d)+b(ed+c)) (expansdoem torno de b)
= ab(cd)+ab(ed)) +ab(@d+d)+ab(cd+c) (distribuigio com respeito a a)
= ab(c(0) +c(d)) +ab(e(d) + c(0)) +ab@(1) + c(d)) + ab(c(d) + ¢(1)) (expansio em torno de c)

A dltima expressao acima pode ser realizada com 4 MUX 2 x 1 no primeiro nivel, com ¢ como entrada
para os seletores, mais um MUX 4 x 1 no segundo nivel, com a e b como entrada para os seletores.

Nas equacoes acima, logo apds a expansao em torno de b, poderiamos ter prosseguido da seguinte
forma:

f = a(b(cd) +bced) +a(b(cd+d)+b(cd+c)) (expansio em torno de b)
b +b2(0) +bc(d) +bc(0) +a(be(1) +be(d) +be(d) +be(1)))

:a(

Esta tltima expressao pode ser realizada com 2 MUX 4 x 1 no primeiro nivel, com b e ¢ como entrada
para os seletores, mais um MUX 2 x 1 no segundo nivel, com a como entrada para os seletores.

5.4 Demultiplexadores (Distribuidores de dados)

Demultiplexadores sao circuitos combinacionais inversos aos multiplexadores, isto é, possuem ape-
nas uma entrada que é transmitida a apenas uma das n saidas. A saida a ser escolhida é selecionada
pelos valores dos seletores. Se o demultiplexador possui n saidas, entao sao necessarios k seletores,
com 2F > n.

Pergunta: Para que serve um demultiplexador? Suponha que ha dois sistemas A e B e que A possui
n saidas que geram ciclicamente sinais que devem ser transmitidos para os respectivos n receptores
de B. A transmissao seria direta se houvesse um canal de comunicacao entre cada saida de A para a
respectiva entrada de B. Se houver apenas um canal de transmissao entre A e B, pode-se utilizar um
multiplexador na saida de A e um demultiplexador na entrada de B. Os seletores devem ser ajustados
para que, no multiplexador, seja selecionado o sinal que se deseja transmitir a B e, no demultiplexador,
seja selecionada a saida conectada a entrada de B para o qual se deseja direcionar o sinal transmitido.

5.5 Légica combinacional multi-niveis

Existem fungoes cuja realizacao por circuitos com mais de dois niveis é natural e simples enquanto
que sua realizacao por circuitos de dois niveis é proibitivamente ineficiente ou caro.

Um desses exemplos é o circuito verificador de paridade. Suponha que em um sistema de trans-
missao os dados sao codificados em 7 bits. O oitavo bit é utilizado para guardar a informagao sobre a
paridade desses 7 bits. Se o ntimero de bits 1 no dado é impar, o oitavo bit é 1; se é par, o oitavo bit é
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0. Assim, a cada grupo de oito bits transmitidos deve-se ter necessariamente um niimero par de bits
1. Apods a transmissao dos dados, verificar se a paridade a cada 8 bits é par é um teste simples que
pode detectar erros (nao todos) na transmissao. De fato, pode-se mostrar através de uns calculos que,
por exemplo, quando a probabilidade de ocorrer erros na linha de transmissao é de 1 em cada 10 bits
transmitidos, as chances de erro diminuem de 7 x 10™* para 28 x 10~® caso seja feita a verificacio de
paridade.

Como poderia ser realizado o circuito para verificar a paridade? Suponha inicialmente uma situagao
com 4 bits (3 de dados e um de paridade). Entao, o seguinte circuito produz saida 1 se, e somente se,
se a paridade é impar.

x1 z1
x2
z
x3
x4 22

Figura 5.14: Circuito para verificagdo de paridade para uma entrada de 4 bits.

Isto pode ser verificado analisando-se a seguinte tabela.

# de x;s iguais a 1 | # de zsiguaisa l | z
0 0 0
1 1 1
2 0 ou 2 0
3 1 1
4 0 0

Note que o numero de saidas z; = 1 é impar se, e somente se, o numero de entradas x; = 1 é também
impar. Se o ntmero de z; = 1 é impar, entdo z = 1. Assim, se a paridade é par, temos z = 0 e se é
impar temos z = 1.

O circuito acima pode ser extendido para verificar a paridade de 8 bits, simplesmente conectando-se
a saida de dois circuitos daqueles a uma porta XOR, conforme mostrado na figura 5.15. Para realizar
tal circuito sdo necessérios 7 portas XOR ou entdo 21 portas NAO-E e 14 inversores.

Se considerarmos a forma SOP, é facil constatarmos que nao é possivel fazer nenhuma minimizagao
a partir da forma SOP candnica. Portanto, no caso de 4 varidveis, como sao 7 mintermos correspon-
dentes a entradas de paridade impar, seriam necessarias 7 portas E com 4 entradas e uma porta OU
com 7 entradas (se pensarmos somente em portas com duas entradas, claramente a forma SOP é muito
pior que a apresentada acima).

De uma forma geral, podemos dizer que a légica multi-niveis é mais flexivel que a logica 2-niveis,
isto é, circuitos multi-niveis oferecem maiores possibilidades para reduzir a quantidade de portas
légicas necessarias. No entanto, o problema de otimizacao associado a légica multi-niveis pode ser
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x1
x2

X4
@72
X

X6

X7.
x8

Figura 5.15: Circuito para verificacao de paridade para entradas de 8 bits.

muito mais complexo. Nao existem técnicas para, dada uma funcao f qualquer, encontrar a realizagao
6tima multi-niveis de f, para um nimero de niveis fixo qualquer (exceto para 2 niveis).

Algumas das abordagens existentes para minimizacao légica multi-niveis resumem-se & composi¢ao
seqiiencial de circuitos de subfungoes (moédulos) mais simples. Este assunto nao serd tratado em
detalhes neste curso. A seguir serao apresentadas duas abordagens utilizadas para projeto de circuitos
multi-niveis.

5.5.1 Decomposicao funcional e estrutural de fungoes

Nao é objetivo deste curso aprofundar-se nestes tépicos. Aqui apresentaremos apenas uma breve
introdugao.

Na decomposicao funcional [Perkowski et al., 1995], o objetivo é, dada uma funcdo f de n
varidveis, escrevé-la como composicao de duas ou mais fungoes com menor nimero de varidveis.

Exemplo: seja f uma funcdo com n variaveis x1, o, ..., x,. Uma possivel decomposicao de f pode
ser dada por
flxi, e, ... xn) = g(h(x1,22, ..., Tk), Tha1s- -, Tn)

Tanto g como h sao funcoes que dependem de menos variaveis. Consequentemente, pode ser mais facil
encontrar uma realizacao eficiente e barata de g e h do que uma realizacao eficiente e barata de f.

Os circuitos resultantes da decomposigao funcional possuem uma estrutura hierdrquica, ou seja, de
multiplos niveis, onde cada uma das subfungoes pode ser vista como um moédulo. Veja a figura 5.16.
Esta estrutura de decomposicao é apenas um exemplo de uma possivel forma de decomposicao. Dada
uma funcao qualquer, verificar se ela pode ser expressa em uma certa estrutura de decomposi¢cao nao
é tarefa facil.

Na decomposicao estrutural [Jacobi, 1996], o objetivo é, dada uma funcdo f de n varidveis,
encontrar subfungoes comuns que possam ser compartilhadas. Essa idéia é mostrada através de um
exemplo. Consideremos a funcao f dada por

f=2123T4+ 2125+ T2 X374 + T2 X5 + T3 T4 X7 + 57 + Tg
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X1

xk—]
xkib— & 1

XN———

Figura 5.16: Exemplo de decomposicao funcional.

Rearranjando os produtos e efetuando algumas manipulacées,

f = x1x3T4+ Tox3T4+ 2125 + T2 X5+ T3 T4 X7 + T5T7 +Tg
(w1 + 12) 2374 (1 + 22) 25 w7 (T304 + T5)
N—— —— —

Y1 Y1 Y2

= Y1234 +Y1T5+Yy227 + Tg

y1 (2374 + T5) Y3
~———
Y2

= NY2+Yys3

O compartilhamento de subfungoes resulta em uma estrutura de rede de fungoes, conforme mostrada
na figura 5.17. Este tipo de decomposicao pode ser realizado levando-se em conta a implementagao

(o)
3. o y4 1 -
— /

X7
Figura 5.17: Exemplo de decomposicao estrutural.

de mais de uma funcao booleana.

O projeto multi-niveis é um problema computacionalmente dificil. Para aborda-lo, é necessario
estabelecer as condigoes de contorno que caracterizam o tipo de decomposicao desejada. Entre es-
tas condicbes, podemos citar o nimero maximo de niveis, o nimero maximo de varidveis de entrada
em cada subfuncao, a utilizacdo de determinados componentes, etc. A solugao do problema, mesmo
em condicoes de contorno bem limitadas, nao é trivial ou entao nem existe ainda. O projeto multi-
niveis pode também ser aplicado no contexto de aprendizado computacional (indugao de classificado-
res) [Zupan, 1997] e de operadores morfol6gicos para processamento de imagens.



Capitulo 6
Loégica Sequencial

As notas de aula referentes a este tépico estdo resumidas. Alguns detalhes discutidos e exemplos
vistos em sala de aula nao aparecem aqui. Referéncias para esta parte de curso: capitulos 6 a 8
de [Nelson et al., 1995], capitulos 9 e 10 de [Hill and Peterson, 1993].

Légica combinacional: saida depende apenas dos valores correntes da entrada

Légica seqiiencial: saida depende também dos valores das entradas passadas (existe realimentacao
no circuito). Neste caso, deve existir algum mecanismo que permita “armazenar” os valores passados.
Em sistemas digitais, os dispositivos que armazenam dados sao denominados memdéria. Um tipo de
circuito que tem a capacidade para “armazenar” dados sao os chamados flip-flops. Os flip-flops, além
de armazenar os dados, tem a capacidade de alterar o valor armazenado mediante sinal de entrada
adequado.

Exemplo: Pegue uma porta OU com ambas as entradas em 0 e conecte a saida em uma das entradas.
Em seguida, mude o valor da outra entrada para 1. O que acontece se colocarmos o valor dessa mesma
entrada de volta para 07

Pegue uma porta NAO-OU com ambas as entradas em 0 e conecte o negado da saida em uma das
entradas. Em seguida, mude o valor da outra entrada para 1. O que acontece se colocarmos o valor
dessa mesma entrada de volta para 07

6.1 Flip-flops

6.1.1 Flip-flop RS

S (set)

R (reset)

@ (saida ou estado do flip-flop)

S; denota o valor do sinal que alimenta a entrada S num certo instante de tempo t;.
R; denota o valor do sinal que alimenta a entrada R num certo instante de tempo t;.

Q); denota a saida ou estado do flip-flop num certo instante de tempo ;.

103



104 Nina S. T. Hirata (DCC/IME-USP) — Notas de aula de MAC0329

Qi+1 denota a saida (ou préximo estado) do flip-flop em decorréncia de termos, no instante de tempo
t;, os valores S; e R; nas entradas S e R.

A figura a seguir mostra o circuito de um flip-flop RS baseado em portas NAO-OU e a respectiva
representagao diagramatica.

Tabela que descreve o comportamento do flip-flop RS:

Si Ri Qi | Qina

0 0 0 |0

00 0 1 Nenhuma mudanca
0 1 0 |0 eset

0 1 1 |0 g

1 0 0 |1 ;

1 0 1 |1 >

1 1 0 |7 o

11 1 5 proibido

A condicao R = S = 1 nédo é permitida pois, numa situacao em que ambas passam simultaneamente
para 1, pode ocorrer oscilagao da saida (saida nao se estabiliza) ou a nova saida @@ depende de qual
das portas NAO-E reage primeiro.

Considerando R; = S; = 1 como don’t care, a tabela acima pode também ser expressa pela equagao

Qit1 =5 +QiR;

Em geral a mudanca de estado dos flip-flops precisa ser coordenado. Para isso, existem os flip-
flops controlados como o da figura a seguir. Um sinal de controle usado para coordenar a mudanca de
estado dos flip-flops é o sinal do clock. A figura a seguir mostra um flip-flop RS controlado. Note que
existe um terceiro sinal de entrada C. Quando C = 0, a saida de ambas as portas £ é 0 e portanto
mudancas no valor de R e S nao tem efeito nenhum sobre o estado do flip-flop. Quando C = 1, temos
o mesmo comportamento descrito na tabela acima.
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6.1.2 Flip-flop J-K

Vimos que, apds ambas as entradas serem ativadas simultaneamente, o flip-flop RS pode ter compor-
tamento imprevisivel. Isso, do ponto de vista pratico, é desagradavel pois o projetista do circuito teria
de garantir que as duas entradas nunca ficarao ativas simultaneamente.

Os flip-flops JK sdao uma variante do RS e nao possuem esse problema. No JK, quando ambas
as entradas passam para um (1), o circuito tem o efeito de mudar de estado, isto é, se a saida era 1,
entao passa a ser 0 e vice-versa.

A figura a seguir mostra o circuito de um flip-flop JK e a respectiva representagao diagramatica.

L
’ __/ Q —J Ql—
c— | :(K: b
K = Q

—__/

Vejamos o que acontece quando J = K = 1. Suponha inicialmente que Q° = 0 e J; e K; passam a
1. Com C* =1, a porta E de cima fica com saida 1 e em conseqiiéncia temos Q11 =1e Q;,; = 0.
Similarmente, se tivéssemos Q* = 1, e J; e K; passassem para 1, com C* = 1 terfamos Q;41 = 0 e

Q;4+1 = 1. Ou seja, J = K =1 tem o efeito de inverter o estado do flip-flop.
Tabela de estados do flip-flop JK:

Ji K Cz Qi+1

x| x| 0| Q nao muda
0|0 1 || Q; mantém

0 1 110 reset

1 0 1 1 set

1 1 1| Q; inverte

Para C; = 1 a equagado do préximo estado é dada por

Qit1 = JiQ; + K;Q; .
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6.1.3 Flip-flop D

E um flip-flop que, quando o controle estd ativo, copia a entrada D para a saida Q. Uma possivel
implementacao é alimentar J com o sinal D e K com o seu inverso.

6.1.4 Flip-flop T

E um flip-flop que, quando o controle esta ativo, inverte o valor da saida. Uma possivel implementagao
é alimentar J e K de um flip-flop JK com 1.

6.1.5 Flip-flops mestre-escravo

Os flip-flops controlados vistos acima podem mudar de estado vérias vezes enquanto o sinal que
alimenta o controle C' estiver ativo. Em geral, o sinal que alimenta a entrada C é o sinal de clock.
Em condigbes ideais, poderiamos fazer com que a duragdo de um pulso de um sinal de clock seja
menor que o tempo necessario para que ocorram mais de uma mudanca de estado nos flip-flops. No
entanto, na pratica, este tipo de controle é dificil e pode nem ser possivel. Portanto, existem os flip-
flops denominados edge-triggered que sao aqueles que mudam de estado somente na transicao 1 para
0 (descida) ou na transigao 0 para 1 (subida) do sinal de controle. Um exemplo desse tipo de flip-flop
sao os flip-flops mestre-escravo.

A figura a seguir mostra o esquema de um flip-flop RS mestre-escravo.

mesire €esCravo
S——s Q_I—S —Q
—c —lc
C [>o—

Quando o clock estd baixo, mudangas nas entradas R e S nao tem efeito no flip-flop mestre. O flip-flop
escravo estd habilitado para mudangas (sua entrada C' é 1), mas nenhuma mudanga ocorre nas suas
entradas R e S (que vem das saidas do flip-flop mestre).

Quando o clock sobe, o mestre muda de estados de acordo com as entradas R e S e o escravo
fica desabilitado (deve-se apenas garantir que o escravo fique desabilitado antes que ocorra qualquer
mudanca na saida do mestre). Quando o clock desce, o mestre fica desabilitado (e portanto “congela”
a saida dele) e o escravo se habilita (ou seja, a saida do mestre é copiada para a saida do escravo).
Desde que o clock subiu, a saida do mestre pode ter oscilado algumas vezes, porém a saida do flip-flop
como um todo sé muda quando o clock baixa. Este é, portanto, um exemplo de flip-flop que muda de
estado na descida do sinal de clock.

A figura a seguir mostra a representagao diagramética de flip-flops RS mestre-escravo com mudanga
de estado respectivamente na subida e na descida do sinal de controle.
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6.2 Exemplos de circuitos seqiienciais

6.2.1 Sincronos x Assincronos

Em circuitos sincronos, a mudanga de estado de todos os elementos de meméria do circuito (flip-
flops) ocorre em sincronia (“ao mesmo tempo”) e é controlada pelo sinal de um clock.

Em circuitos assincronos, a mudanga de estado nao é sincronizada, ou seja, nao se utiliza o
sinal de um clock para se promover a mudanga de estado de todos os flip-flops. Ha dois modos de
promover a mudanca de estado em circuitos assincronos. No modo pulso, o controle do flip-flop pode ser
alimentado por qualquer outro sinal. No modo fundamental, o retardo intrinseco ou propositadamente
colocado no circuito é utilizado para funcionar como “memoria”. Em ambos os casos ha restricoes que
devem ser satisfeitas para o circuito funcionar propriamente.

Neste texto, a maior parte dos exemplos que veremos serdao de circuitos sincronos. Quando nao
for o caso, isso serd explicitamente mencionado.

6.2.2 Registradores

A figura a seguir mostra um esquema de um registrador-deslocador (shift-register) genérico.
Y Z

e—— SHIFT-REGISTER —=S

CLEAR  SHIFT  PRESET

Entrada paralela: Y = y,yn—1 ... y2y1 sd0 os n bits a serem armazenados no registrador, num
pulso do sinal PRESET.
Saida paralela: Z = z,, 2,1 ... 22 21 s@0 os n bits que estdo armazenados no registrador.

Entrada serial: ¢ é 1 bit de entrada que ocupard a posicao mais a esquerda, num pulso do sinal
SHIFT.

Saida serial: s ¢ 1 bit de saida num pulso do sinal SHIFT (é o bit que ocupava a posi¢do mais a
direita no registrador quando o sinal SHIFT subiu).

Os seguintes sao sinais de controle:
CLEAR (Limpa): zera o registardor
PRESET (Carrega): armazena Y no registrador

SHIFT (desloca): desloca, uma posicao, todos os bits para a direita

Podemos pensar em diferentes modos de operacao para este tipo de registrador:

e cntrada e saida seriais

A entrada serial (bit e) deve estar sincronizada com o sinal SHIFT.

e entrada paralela e saida serial



108 Nina S. T. Hirata (DCC/IME-USP) — Notas de aula de MAC0329

— CLEAR para zerar o registrador
— alimentar Y (para que esteja com os valores a serem armazenados no registrador)
— PRESET para armazenar Y (supondo que em Y estdo os valores que se deseja armazenar)

— n SHIFTS, para produzir n bits (saidas) em série
e entrada serial e saida paralela

— CLEAR para zerar o registrador
— entrada de n bits em série, juntamente com n pulsos no sinal SHIFT

— o0s n bits ficam disponiveis em Z

e entrada e saida paralelas

— alimentar Y com os bits que se deseja armazenar
— PRESET para armazenar Y (supondo que em Y estdo os valores que se deseja armazenar)

— o0s n bits ficam disponiveis em Z

Um registrador como o esquematizado acima pode ser realizado por um conjunto de n flip-flops.
Cada flip-flop armazenaria 1 bit.

Exemplo: Uma realizagdo de um registrador com entrada e saida seriais é mostrada na figura a
seguir. Os flip-flops utilizados sdo do tipo RS edge-triggered na descida (ou seja um RS cujo valor de
saida muda na descida do sinal de controle).

tn

Py
O
(9]
Py
O
(9]
Py
O

clock

>

Note que o sinal que alimenta a entrada R é o complemento do sinal que alimenta S em todos os
flip-flops. Portanto, esses correspondem aos flip-flops D que armazenam o valor de entrada ao pulso
do sinal de controle. Quando ha um pulso do clock, o bit e é armazenado no flip-flop mais a esquerda,
o valor de cada flip-flop é armazenado no flip-flop a sua direita e o valor do flip-flop mais & direita é
o bit de saida s.

Note que a mudanca de estado dos flip-flops ocorre na transicdao de 1 para 0 do sinal que alimenta
a entrada C. Portanto, a mudanga de estado ocorre na transigdo de 0 para 1 do clock (uma vez que
o sinal do clock é negado antes de alimentar C).

Registradores em outros modos de operacao podem ser implementados usando flip-flops que pos-
suem sinais de controle adicionais. Tipicamente, os flip-flops comerciais possuem, além da entrada
para o sinal do clock, entradas para os sinais de controle CLEAR e PRESET. O primeiro faz @ = 0
enquanto o segundo faz Q = 1, independente dos outros sinais (obviamente parece nao ter sentido
ativar CLEAR e PRESET simultaneamente ...).
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6.2.3 Contadores

O objetivo de um circuito contador é, a cada pulso do sinal de clock, incrementar (ou decrementar) o
valor armazenado em alguma memoria.

Um contador incremental médulo 2", com valor inicial 0, apresenta a seguinte seqiiéncia de
transicao de valores:

0,1,2,3,...,2" —1,0,1,2,3, ...
Uma possivel implementacao de um contador médulo 23 é mostrado na figura a seguir:

X3 X2 X1

overflow

Ol
= 0
[ 7
Ol
=0
P
ol ©
X0 o
[ 7
N

i I i e

clock

Suponha que incialmente todos os flip-flops estao em 0. A partir dai, a cada pulso no sinal do
clock, o valor é incrementado em 1. Quando o circuito encontra-se no estado 111, o préximo estado
sera 000.

Como pode ser modificado o circuito acima para que ele seja um circuito contador incremen-
tal/decremental?

As seguintes figuras mostram circuitos contadores incrementais médulo 2™ assincronos.

x3 x2 x1
count
Q I—e —Q M s 4 — Q | —
C C cOo— clock
Q  Kf— Q K= Q Kf—

clear

x3 x2 x1

ErBineline

Em ambos os casos, apenas o primeiro flip-flop é alimentado pelo sinal do clock. Os demais flip-flops
sao alimentados pelas saidas dos flip-flops anteriores. Em ambos os casos, ocorrem estados transitérios
da passagem de um estado para outro. Por exemplo, no segundo circuito, do estado 011 o circuito
passa transitoriamente pelos estados 010 e 000 até ficar em 100 (que seria o estado seguinte ao estado
011. Portanto, circuitos combinacionais que possam fazer uso dos valores xsxox1 devem ser projetados
de forma a evitar esses estados transitorios.

clock
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6.3 Analise de circuitos seqiienciais

A anélise de circuitos seqiienciais consiste em, a partir do circuito, obter uma descricao funcional do
mesmo. Tal descricdo funcional pode ser obtida com o auxilio das equagoes de estado, as tabelas de
estado e diagramas de estado. Estes conceitos serao apresentados a seguir através de um exemplo.

Considere o seguinte circuito:

yl
Q I
—_ 19

do  xp+

clock

Q I

yO |- 21

L do kjo———

a) Equacao das entradas dos flip-flops

N

1=

=

1 T
Ja=z=(z+y1)7y

Koy =7Z=(z+y1)%

b) Equagao para os proximos estados:
(Lembre que Q;11 = J; Q; + K; Q;)
yi=xytrp ==

*

vo =[x+ v1) Yol To + [(x + v1) Yolyo = (. + v1) Yo

c¢) Tabela de estados

Cada célula da tabela representa o préximo estado (yjy;) e a saida (z). Ou seja, leia-se cada
célula como y7 y5 / 2.

Estado atual T
(¥1%0) 0 1
00 00/1 | 11/1
01 00/0 | 10/0
10 01/1 ] 11/1
11 00/0 | 10/0
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d) Diagrama de estados

Cada no representa um estado do sistema. Ha uma aresta de um estado para outro se é possivel
uma transi¢cdo de um para o outro. O rétulo nas arestas indica entrada z e saida z (leia-se x / z).
Como h& apenas uma variavel de entrada, que pode tomar os valores ou 0 ou 1, entdo ha exatamente
2 arestas que saem de cada no.

0/0

Diagramas de estado sao uma representacao equivalente a tabela de estados.

6.4 Projeto de circuitos seqiienciais

Projeto de circuitos seqiienciais é um processo inverso ao da analise. No entanto, o ponto de partida
em geral nao é uma tabela ou diagrama de estados, e sim uma descri¢gao funcional do circuito.

As etapas que fazem parte de projeto de circuitos seqiienciais sao:

Descricao funcional

Tabela de estados (que pode ser obtida a partir do diagrama de estados ou nao)

Tabela minimal de estados

Tabela de transicao

Equacao das entradas dos flip-flops

Circuito

Novamente, introduzimos esses conceitos através de um exemplo.

Exemplo: Detector de inicio de mensagem. Suponha uma linha z, sincronizada com o clock, que
transmite sinais. Uma ocorréncia de 3 bits 1 consecutivos é considerado inicio de mensagem. Desejamos
projetar um circuito sincrono que detecta inicio de mensagem. Suponha que existe algum mecanismo
que coloca o sistema detector de inicio de mensagem em um estado ¢y a cada final de mensagem e
suponha que incialmente o sistema encontra-se no estado qg.

a) Diagrama de estados
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0/0

b) Tabela de estados

1/0 110 11
@ ql q2 (83
0 oo
1/0
10
0/0 ()

0/0

Entrada
Estado Tm
) q4/0 | q1/0
q q4/0 | q2/0
Q@ q4/0 | g3/1
q3 q3/0 | q3/0
q4 q4/0 | q1/0

c¢) Tabela minimal de estados Na tabela de estados acima, o estado gy é equivalente ao estado ¢y.
Isso poderia ser percebido até no préprio diagrama de estados. No entanto, em um caso genérico,
nem sempre o diagrama de estados é gerado e, além disso, a equivaléncia de estados pode nao ser tao
obvia. De qualquer forma, nesta etapa reduz-se a tabela de estados a uma tabela minimal, ou seja,
eliminam-se os estados equivalentes. Para nao gerar confusao na identificacdo dos estados, na tabela
minimal de estados é aconselhavel a utilizagao de outros nomes para os estados.

Estado 4’—‘]311“&(1?
a a/0 | ¢/0
b a/0 | d/0
c a/0 | b/1
d_ | djo]|djo

d) Associagao de estados

Se o nimero de estados na tabela minimal de estados é m, entao serdo necessérios r flip-flops para
armazenar qualquer um desses estados, onde r é tal que 2" "1 < m < 27.

O problema de associacao de estados consiste em definir qual das 2" combinagoes de valores bindrios
serd utilizado para representar cada um dos estados do sistema. No exemplo que estamos considerando,
como sao 4 estados entdo sao necessarios r = 2 flip-flops e existem as trés seguintes associagoes:

Estados Alss‘o c1a§ao ‘ 3 ‘
a 00 00 00
b 01 11 10
C 11 01 01
d 10 10 11
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As demais associacbes sao equivalentes a um desses trés no sentido de que correspondem a uma
rotacgao vertical ou a complementagao de uma ou ambas as varidveis e, portanto, em termos de circuito
resultante teriam o mesmo custo.

e) Tabelas de transigdo Para cada uma das associagoes consideradas, pode-se gerar uma tabela de
transicao. Em cada tabela de transicao, as atribuicoes de estado estao listadas seguindo a ordem do
gray-code (00 — 01 — 11 — 10). Uma tabela de transicao mostra qual serd o préximo estado em fungao
do estado e entrada atuais.

Associacao 1

Y1 Yo
Estado | y1 o x:O\le‘
a 00 00 11
b 01 00 10
c 11 00 01
d 10 10 10
Associagao 2
Y1 Yo
Estado | y1 4o sz\le‘
a 00 00 01
c 01 00 11
b 11 00 10
d 10 10 10
Associagao 3
Y1 Y%
Estado | y1 4o 1‘:0\3::1‘
a 00 00 01
c 01 00 10
d 11 11 11
b 10 00 11

f) Equacao das entradas dos flip-flops

A equacao das entradas dos flip-flops pode ser gerada a partir da analise das tabelas de transicoes.
Vejamos como se realiza esse processo para a associagao 3 do item anterior.

Primeiramente, observe que sabemos que do estado ¥ yo o circuito ird para o estado y7 yj e que
cada varidvel de estado (no caso, y;1 e yo) corresponde a um flip-flop. Assim, o que queremos descobrir
é a expressao que descreve o sinal de entrada desses flip-flops para que a transi¢ao (mudanca de estado)
desejada ocorra.

Vamos analisar inicialmente o estado ;. Restringindo a tabela de transicao da associacdao 3 a
variavel y1, temos:
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yi
un :L‘:O‘:E::[
a0 0 0
c0 0 1
dl1 1 1
b1 0 1

Suponha que usaremos flip-flops JK neste circuito. Entao, qual deve ser o valor de J e K para
que a transicdo y; — yi ocorra ? Para isso, recordemos a tabela do flip-flop JK. A tabela abaixo a
esquerda descreve o comportamento do flip-flop JK e a tabela da direita mostra em quais condigoes
ocorre a transi¢ao () — Q™.

Q . K
JK 0=0[0=1 Q—-Q 1| J
0—0 0 x
00 0 1
0—1 0 x
01 0 0
1—0 x 1
10 1 1 1 1 x 0
—
11 1 0

Agora entao podemos montar uma tabela para J e K, indicando os valores que produzirdo a
transicao y1 — yj.

Ji K
Y1Yo T—=01lz=1 Y1Yo =0 z=1
00 0 0 00 X X
01 0 1 01 X X
10 X X 11 0 0
11 X X 10 1 0

Usando procedimento similar aos mapas de Karnaugh, da tabela a esquerda obtemos J; = zyg e
da tabela a direita obtemos K1 = 7.

De forma analoga, repetimos o processo para yg. Restringindo a tabela de transi¢do da associagao
3 a variavel yg, temos:

Yo :U:O‘le
a0 0 1
cl 0 0
1 1
0 1

dl1
b0

Portanto, as tabelas para Jy e Ky serao respectivamente

Jo Ky
Y1Yo =0 lz=1 Y1Yo r—=01lz=1
00 0 00 X X
01 X X 01 1 1
11 X X 11 0 0
10 0 1 10 X X

De onde obtemos que Jg = x ¢ Ko =79;.
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Finalmente, a expressao para a saida z é dada por x y; 7, (pois existe uma tnica situagao em que a
saida do circuito é 1; justamente quando ele se encontra no estado b e a entrada z é = 1. A expressao
segue do fato de termos associado ao estado b o par y1yo = 10).

Procedimento similar pode ser aplicado para as associagoes 1 e 2. A associacao 1 resulta em um
circuito de custo (em termos de nimero total de portas légicas) equivalente ao da associagao 3 e a
associacao 2 resulta em um circuito de custi ligeiramente maior.

g) O circuito!

As equagoes obtidas para a associagao 3 correspondem ao seguinte circuito.

X y _u—‘ z=xyly0
=L
®
—|
xy0
—Q J
yl S c
—JQ K
@—— clock
Q I
y0 Toc
Q K
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