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Resumo

O processamento digital de imagens envolve a transformacao de imagens por fungoes
chamadas operadores de imagens.

A familia de operadores lineares tem um grande desenvolvimento, mas recentemente, de-
vido ao crescimento do poder de processamento dos computadores, os operadores nao lin-
eares estao sendo usados para resolver maior quantidade de problemas. Entre as principais
técnicas utilizadas para projetar operadores ndo lineares estd a Morfologia Matematica,
que permite a construcao de operadores complexos por meio da combinacao de operadores
mais simples. Estes operadores sao chamados de Operadores Morfolégicos.

Atualmente estd sendo explorado o projeto de operadores morfoldgicos através de ex-
emplos, utilizando técnicas de aprendizado computacional. A qualidade do operador
projetado depende fortemente da quantidade de exemplos utilizados, sendo esta de na-
tureza exponencial com repeito a complexidade do problema. Uma solucdo para este
problema é restringir o espacgo de busca do operador, durante o processo de aprendizado.
Se for bem definida, uma restrigado pode melhorar sensivelmente a qualidade do operador
projetado, sendo a especificacao destas restricbes um aspecto chave no projeto estatistico
de operadores. Um bom conhecimento a priori do problema é fundamental para obter
uma, boa restricao do espaco.

Neste trabalho apresentamos duas técnicas para o projeto estatistico de operadores mor-
fol6gicos que permitem diminuir a quantidade de exemplos necessarios para obter uma
boa estimacao, pela exploracdo de conhecimento a priori. Uma delas, baseada em en-
velope, restringe a familia de operadores vidveis, em funcdo de operadores projetados
heuristicamente. A segunda, baseada em restrigoes de resolucdo, equilibra os erros de
estimacdo com o custo de restricdo, através de um esquema piramidal. Finalmente apre-
sentamos uma técnica combinada, onde sao aproveitadas as vantagens do projeto sob
envelope com o projeto piramidal.



Abstract

Digital Image processing involves a transformation of images by functions called image
operators.

The family of linear operators has had a large development, but recently, due to the
growth of the processing power of computers, the non linear operators are being used to
solve a larger number of problems. Among the most important techniques used to project
non linear operators we can mention the mathematical morphology, which allows for the
construction of complex operators by means of the combination of simpler ones. Theses
operators are called morphological operators.

Nowadays is being studied the design of morphological operators through the use of ex-
amples, using learning techniques. The quality of the designed operator strongly depends
on the number of examples used, being this quantity of exponential nature in respect
to the complexity of the problem. One of the solutions to this problem is to constraint
the operator’s search space, during the process of learning. If it were well defined, this
constraint can improve ostensibly the quality of the designed operator. For this reason,
the specification of these constraints is a key aspect of the statistical design of operators.
A good a priori knowledge of the problem is fundamental to get a good constraint of the
space.

In this work we present two techniques for the statistical design of morphological ope-
rators, that enables us to diminish the number of examples necessary to get a good
estimation, through the exploration of a priori knowledge. One of them, based on en-
velope, constraints the family of viable operators, according to the operators designed
heuristically. The second one, based on constraints of resolution, balance the estimation
errors with the cost of constraint, through a pyramid scheme. Finally we present a com-
bined technique, where we make use of the advantages of the design about envelope over
the pyramid design.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Morfologia Matematica

Este trabalho enfoca um desafio dentro da visao computacional: o projeto automdatico de transfor-
macoes de imagens, através de técnicas de morfologia matematica e reconhecimento de padroes.

De grande crescimento nos 1ltimos tempos, devido ao aumento do poder de processamento e
de armazenamento dos computadores modernos, a viséo computacional é a disciplina dedicada a
obtencao de informacao a partir de imagens, utilizando no processo métodos computacionais [1, 2,
3,4, 5.

Uma das etapas envolvidas no processo de visdo computacional é a transformacio das imagens,
ou seja, o estudo de func¢bes que, aplicadas numa imagem digital, (chamadas assim por serem ar-
mazenadas em forma digital no computador) devolvem outra imagem digital. O processamento digital
de imagens, ou PDI, é o ramo da visdo computacional que estuda estas transformagoes, que sao re-
alizadas através de funcoes chamadas operadores de imagens, e tém como objetivo, entre outros, a
compressao, codificacdo, restauracao, realce e segmentacao de imagens.

Existem diversas técnicas para representar e modelar operadores de imagens. As técnicas baseadas
em operadores lineares sao as de maior difusao englobando, entre outras, as transformadas de Fouri-
er e Wavelet. Dentro das técnicas nao lineares, evidenciamos o desenvolvimento da morfologia
matemdtica, que é uma area do processamento digital de imagens que prové uma sélida funda-
mentacao tedrica para o estudo de mapeamentos sobre reticulados completos, sendo os operadores
de imagens casos particulares destes mapeamentos. [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]

O aspecto central da morfologia matematica é a decomposicao, de qualquer operador sobre reticu-
lados, numa combinacao de quatro operadores basicos: erosao, dilatacao, anti-erosao e anti-dilatacao,
e as operagoes de supremo e infimo. A sua defini¢ao formal estd dado pela linguagem morfoldgica,
uma linguagem baseada nestes operadores basicos e que, a partir deles, permite construir outros op-
eradores mais complexos de forma iterativa. As frases desta linguagem sao chamadas de operadores
morfoldgicos, cuja semantica sdo operadores de imagens [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19].

A importéncia pratica da morfologia matemdtica como técnica de processamento de imagens
pode ser comprovado pela existéncia de realizacgoes fisicas da linguagem morfolégica, ou mdquinas
morfoldgicas, de ampla difusdo, como o Texture Analizer, a MMach, MMorph, Micropmorph e o
Visilog, entre outros [20, 21, 22, 23].



2 Introducao

A pesar da ampla difusao de algumas maquinas morfolégicas, o projeto de operadores morfolégicos
para resolver problemas especificos nao é uma tarefa simples. A metodologia mais utilizada, para
criar operadores morfologicos complexos, como os de esqueleto [24, 25] e de wathershed [26, 27], é
baseada na implementcao destes a partir da combinacao de outros mais simples, em um processo
iterativo. Com esta técnica é possivel a criacdo de operadores bem complexos.

Outra metodologia utilizada para projetar operadores de imagens é baseada em otimizagao es-
tatistica. Nesta técnica, pares de imagens sdo usados para definir um operador morfolégico através
de algoritmos de aprendizado computacional [13, 14, 15, 28].

Nesta metodologia, as imagens observadas e ideais sao consideradas como realizagoes de proces-
sos aleatorios. A distribui¢do conjunta dos dois processos é estimada a partir destas realizagoes,
tambem chamadas de exemplos de treinameno. A partir desta distribuicdo é projetado o oper-
ador que, aplicado sobre o processo aleatério observado, melhor aproxima o processo aleatério ide-

al. A qualidade da aproximacdo é computada por meio de uma medida estatistica de proximi-
dade [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36].

A qualidade de um operador de imagens projetado estatisticamente depende de dois fatores: o
tamanho do espaco de operadores, no qual é restrita a busca do operador 6timo, e a qualidade
da estimagao, que depende do algoritmo de aprendizado e da quantidade de exemplos disponiveis.
Infelizmente, esses dois fatores sdo mutuamente complementares no seguinte sentido: dado um de-
terminado algoritmo de aprendizado, e uma determinada quantidade de exemplos, quanto maior é o
espaco de operadores, menor é a qualidade de estimacdo. [37].

O conhecimento de alguma, informacgao sobre o problema a resolver, como por exemplo o tipo de
distribuicao para os processos estocdsticos, permite realizar uma reducdo de tamanho do espaco de
operadores, evitando, em parte, a perda na qualidade de estimagao. No contexto do projeto estatistico
de operadores morfoldgicos, esta reducao é realizada através das restricoes, que sao subfamilias
de operadores, definidas em forma algébrica, mas em fungao de algum conhecimento do problema
[38, 39, 40, 41, 42, 43, 37].

A utilizagao de restricoes, definidas a partir de conhecimento a priori do problema, tem a desvan-
tagem de depender fortemente deste conhecimento. Se ele é errado, ou é aplicado a outro problema,
a restricdo pode fazer cair drasticamente a qualidade dos operadores projetados, mesmo com grande
quantidade de exemplos.

1.2 Contexto histdrico

O inicio da morfologia mateméatica se remonta aos trabalhos de Matheron e Serra [7, 8, 6], sendo origi-
nalmente pensada como uma ferramenta robusta para extrair informac¢io de imagens microscépicas de
rochas. J4 neste trabalho inicial apareceram os primeiros resultados de representacao de operadores
crescentes, de fundamental importancia para o desenvolvimento de técnicas de projeto estatistico.

A partir da representagao dos operadores crescentes, e da modelagem no contexto de operadores
sobre conjuntos aleatérios [44], foi possivel o desenvolvimento de um marco teérico para o projeto
estatistico de operadores crescentes bindrios e em niveis de cinga [45, 46].

Um grande avanco foi a representacdo de operadores nao necesariamente crescentes [18, 19], o
qual permitiu desenvolver técnicas de projeto estatistico deses operadores [47, 48, 49, 50, 13],
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Avancos nesta drea foram realizados, como andlise da precisao dos operadores projetados [51], a
insercdo da técnica no contexto de aprendizado computacional [34], e representacdo de operadores
invariantes por translacoes e localmente definidos na escala de cinzas, chamados Aperture [52, 35,
36, 53].

Uma limitagdo importante, na aplicacdo das técnicas de projeto estatistico, é o tamanho do
espaco de operadores. Diversos trabalhos exploraram o uso de conhecimento a priori no projeto
estatistico de operadores morfolégicos, por exemplo, limitando o tamanho da representacao dos
operadores [38], projetando filtros crescentes [54, 39, 55], utilizando técnicas Bayesianas de estimagao
assumindo uma distribuigao a priori para as probabilidades condicionais [56], corrigindo os valores de
um operador definido a priori [57], utilizando técnicas diferenciais [58, 59] e os representando como
composicao [60, 61, 62, 63].

A aplicagao de uma restricdo no espaco de operadores é vidvel somente se existe um algoritmo
eficiente para projetar um operador morfolégico dentro dela. Como exemplo, os filtros “stack”
sdo operadores sobre imagens em niveis de cinza, que sdo definidos por um tnico operador bindrio
crescente, aplicado em todos os cortes da imagem [64, 65], a qual foi viabilizada como técnica de
projeto automatico de operadores morfolégicos a partir da apresentacdo de um algoritmo eficiente
para projetar operadores bindrios crescentes [66, 67,

Para uma restri¢do ter impacto positivo no projeto estatistico de operadores morfolégicos, ela
tem que cumprir algins requisitos bésicos: a) existir uma forma simple de transmitir o conhecimento
do pesquisador sobre a restri¢io; b) existir um algoritmo eficiente para estimar o operador étimo
dentro da restri¢cdo c) melhorar a estimagao do operador 6timo quando a quantidade de amostras é
pequena.

Neste trabalho apresentamos duas novas restricoes, mostrando como elas cumprem estes requisi-
tos, e criando, apartir delas, uma nova técnica de projeto multi-escala de operadores morfolégicos.

1.3 Contribuicoes da tese

O estudo de um tipo de restricdo algébrica para imagens bindrias, a restricao independente, baseada
em definir valores fixos para algumas observagoes levou a perceber que ela é um caso particular de
uma restricao mais general, a restrigao por envelope, aplicavel tanto a imagens bindrias, como a
imagens em niveis de cinza.

Outra linha de pesquisa comencou com o estudo de uma técnica piramidal ad-hoc para o projeto
estatistico de operadores bindrios. Esta técnica piramidal, baseada na criacdo de uma seqiiéncia de
relacoes de equivaléncia no dominio dos operadores, se mostrou altamente eficiente em problemas
de filtragem de ruido em imagens, quando tanto a imagem como o ruido possuiam componentes de
diferentes tamanhos.

O estudo das propriedades tedricas desta técnica permitiu ver que ela possui uma forte funda-
mentacao tedrica. Para isso foi definida a restrigao por resolugao, baseada numa tnica relacao de
equivalencia no dominio dos operadores. Um operador projetado dentro desta restricao pode perder
qualidade pelo tamanho menor do espaco mais, se as classes de equivalencia sdo ben definidas, o
ganho na qualidade de estimagao pode ser maior.

Um resultado importante deste estudo é o teorema de preservagcdao de erro, do qual é derivada
uma técnica simples para projetar estatisticamente os operadores restritos por resolucdo, onde estes
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operadores sao o resultado direto do mesmo algoritmo de aprendizado utilizado para projetar op-
eradores ndo restritos. Além do teorema de preservacdo de erro, foi estudado o comportamento do
erro de estimagao e foram deduzidas expressoes médias para ele no caso de operadores sobre imagens
binarias.

Uma propriedade requerida nos algoritmos de aprendizado é a consistencia, i.e., que quanto
major é a quantidade de exemplos usados para projetar um operador, mais proximo ele fica do
operador 6timo. O projeto de operadores bindrios utilizando envelope tem a desvantagem de nao
ser consistente, pois se o operador 6timo restrito é diferente do operador 6timo nao restrito, entao o
operador projetado se aproxima do primeiro 4 medida que aumenta a quantidade de exemplos. Aqui é
onde aparece a importincia do projeto combinado usando envelope multi-resolugao. A aplicagao
do envelope somente num nivel da piramide, permite obter as duas propriedades desejadas num
projeto automético: consisténcia e bom comportamento para quantidades pequenas de amostras.
Neste trabalho apresentamos a técnica para imagens bindrias [68], mostrando algumas propriedades
tedricas e exemplos praticos.

Em todos os casos, fizemos simulagoes para analisar as vantagens das restricoes em certas con-
digoes nao triviais, e aplicamos a técnica em diversos problemas de filtragem e corregao de borramento.
Estes exemplos confirmaram os resultados tedricos obtidos.

Parte do trabalho foi realizado em colaboracdo com o Doutor Edward R. Dougherty, da “Texas
A&M University”, no periodo compreendido entre Outubro de 2000 e outubro de 2001.

1.4 Estrutura da tese

e No capitulo 2 (Fundamentos) apresentamos os modelos de imagens utilizados, os conceitos
bésicos da Morfologia Matematica, a representacdo dos operadores morfolégicos e o projeto
estatistico a partir de exemplos. Apresentamos o problema de estimacao com poucas amostras,
e a técnica de restrigoes.

e No capitulo 3 (Envelope) apresentamos a restricio de envelope, que no caso das imagens
bindrias é também chamada de restricdo independente, presentamos a técnica de estimagao
de operadores restritos por envelope, através da projecdo de operadores dentro da restrigao
provando que a projecdo do operador 6timo é 6timo na restrigdo. Apresentamos aplicagoes
praticas comparando o envelope com o projeto estatistico sem restrigoes.

e No capitulo 4 (Multi-resolugao) apresentamos o conceito de restricdo por resolu¢do para im-
agens binarias em niveis de cinza. Provamos o teorema de preservagao de erro, que relaciona o
operador restrito 6timo com o operador étimo no espaco associado & menor resolucao. Apresen-
tamos simulagbes para estudar as vantagens desta técnica. Apresentamos também aplicacoes
praticas comparando-a com outras técnicas de estimacao.

e No capitulo 5 (Envelope multi-resolugao) apresentamos a técnica de projeto utilizando
envelope combinado com multi-resolugao, estendemos as propriedades do projeto por envelope
ao contexto de multi-resolucao, mostramos a consisténcia do novo estimador e o aplicamos em
situagoes experimentais.

e No capitulo 6 (Conclusao) apresentamos as conclusoes deste trabalho e algumas futuras linhas
de pesquisa.
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e No apéndice A (Publicagdes relacionadas ao tema da tese) apresentamos uma lista dos
artigos publicados ou submetidos durante o periodo do doutorado, associados diretamente ao
tema da tese, junto com um breve resumo de cada artigo.

e No apéndice B (Lista complementar de publicagdes) apresentamos uma lista dos artigos
publicados ou submetidos durante o periodo do doutorado, nao associados diretamente ao tema
da tese, junto com um breve resumo de cada artigo.






Capitulo 2

Fundamentos

2.1 Introducao

Nesta secao apresentaremos as noc¢oes béasicas da morfologia matematica e do projeto estatistico de
operadores morfolégicos a partir de exemplos. Primeiro serd introduzido o conceito de reticulado,
e de operador morfolégico, e as propriedades de decomposicdo destes operadores. Depois serdo
apresentados os W-operadores e operadores Aperture, e a representacao por funcoes caracteristicas. A
seguinte secao trata do projeto estatistico de operadores morfolégicos num contexto onde as imagens
sao realizacoes de processos estocdsticos. Finalmente é definido o conceito de restricao no espaco de
operadores como técnica geral para a melhora da estimacao.

2.2 Operadores Morfolégicos

No caso de imagens binarias, a morfologia matemdtica esta fundamentada em operagoes de intersecgao
e uniao. No caso de imagens nao bindrias, as operagoes envolvidas sdo de infimo e supremo. O
modelo de imagens a utilizar deve ter uma estrutura onde possam estar definidas estas operagoes.
Esta estrutura é o reticulado completo [69].

Nesta secdo vamos introduzir o conceito de reticulado completo e a decomposicao de operadores
sob reticulados como supremo de uma sub-familia de operadores.

Defini¢ao 2.1 Um conjunto parcialmente ordenado (L,<) é chamado de reticulado se todo sub-
conjunto finito de L tem infimo e supremo. Um conjunto X C L € um intervalo se e somente se
ezistem A, B € L tais que A< X < B& X € X, e ¢ denotado por X = [A, B].

Usualmente, na definicao de imagens, elas sao definidas como mapeamentos desde um dominio
T, que pode ser, por exemplo, um subconjunto de Z2, num reticulado, que pode ser, por exemplo, o
intervalo [0,255], chamado de escala de cinza da imagem. A seguinte proposi¢do mostra que se a
escala de cinza é um reticulado, entao o espago de imagens é também um reticulado.

Proposigdo 2.2 Seja E um conjunto ndo vazio e seja L um reticulado, entdo a familia FUN[E, L] =
L das funcées com dominio em E e escala de cinza em L, é também um reticulado com a relag@o

7
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de ordem dada por
f<ge flz) <g(z),Vx € E

Em seguida apresentamos uma definicdo de operador de imagens dentro do contexto dos reticu-
lados. Esta definigao é bem geral, para modelar a maior parte dos problemas em processamento de
imagens, e a0 mesmo tempo permite obter resultados importantes como o de sub-decomposigio [19]

Definicao 2.3 Sejam F,G dois reticulados completos, um operador de imagens é uma funcao
U:F — QG.

Como exemplo de operadores de imagens basicos utilizados na morfologia matematica, estao a
erosdo, dilatagdo, anti-erosdo e anti-dilatagao [69]

Definigdo 2.4 Sejam L1, Ly dois reticulados, um operador € : L1 — Lo que satisfaz e(\;c; X;) =
Nicr €(Xs), para qualquer colecdo X; € L1, i € I, € chamado de erosdo. Um operador 0 : L1 — Lo
que satisfaz 6(\/;c; Xi) = Ve 6(Xs), para qualquer colegdo X; € L1, i € I, € chamado de dilatagdo.

Definigdo 2.5 Sejam L1, Ly dois reticulados, um operador €* : L1 — Lo que satisfaz e*(\;c; Xi) =
Vier €(Xi), para qualquer colecio X; € Ly, i € I, é chamado de anti-erosdo. Um operador 0° :
L1 — Lo que satisfaz 6*(\/;c; Xi) = Nijer 6(Xi), para qualquer colegdo X; € L1, i € I, é chamado de
anti-dilatagao.

Seja £1 um reticulado, seja A € £, um exemplo de erosao é operador €4 : £; — {0,1} dado por

1 @ seA< X
ealX) = { 0 : sendo ) (2.1)

e um exemplo de anti-dilatacao é o operador 6% : £; — {0,1} definido por

a 1 : seX<A
04(X) = { 0 : senao ) (2.2)

Definigao 2.6 Sejam L1, Ly dois reticulados, sejam A, B € L1, e sejam €4 e 0®p respectivamente a
erosao pelo elemento estruturante A e a anti-dilatacdo pelo elemento estruturante B [69], o operador
A, L1 = {0,1}, definido por

)\A,B =eq4 Nd6%g

€ chamado de operador sup-gerador bindrio

Proposigao 2.7 O operador sup-gerador A g pode pode ser definido em forma equivalente por
[ 1 : seX €A DB]
Aap(X) = { 0 : sendo ' (2:3)

Definicao 2.8 Para todo operador ¥ € FUN[L1, L2], 0o Niicleo de ¥ € a fung¢ao K(¥) : Lo — P(L1),
onde P(X) denota o conjunto de partes de X, definida, para cadaY € Lo, por

K@)(Y)={X € L;: Y < U(X)}
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Seja W um conjunto finito. No caso particular de operadores bindrios, definidos de £, = P(W)
em Lo = {0,1}, estes podem ser representados simplesmente por K(¥)(1), usualmente denotado
K(¥), e denominado Nucleo do operador. O espago de possiveis nicleos P(L1) é isomoérfico ao
espaco de operadores bindrios ¥ € FUN[Ly, Lo], i.e., K(p) < K(¢) & ¢ < .

Proposigao 2.9 Qualquer operador U : L1 — Lo tem a sequinte decomposicdio [19]:
U(X)=\{Y €Ls: \/{Pup(X): [4,B] CK(T)(Y)} =1}

Defini¢do 2.10 Para todo operador morfolégico U € FUN[L1, Ls], a base de ¥ € a funcdo B(Y) :
Lo — P(P(L1)) definida por, para cada Y € Lo,

B(¥)(Y) = Maz({[4, B] : [4, B] € K(¥)(Y)})
Onde Max(X) denota o conjunto de intervalos maximais contidos na cole¢do de intervalos X.

Proposicao 2.11 Sejam L1 e Lo dois reticulados finitos, quaisquer operador ¥V : L1 — Lo tém a
sequinte decomposicao:

U(X)=\/{Y € L2: \/{hap(X): [4,B] CB(¥)(Y)} =1}

2.3 W-Operadores

Sejam L = [0,...,1] e M = [0,...,m] as escalas de cinza das imagens, considerando a estrutura de
reticulado de L¥ e M¥, os operadores ¥ : L¥ — MP sio operadores morfoldgicos.

Seja o dominio das imagens F um grupo Abeliano com a operacio + : E x E — E. Seja f € L¥
uma imagem sob F, e seja t € . Entao a translacao espacial de f por t é definida por

filz) =f(x—t),Vz € E

Um operador morfolégico ¥ : L¥ — MF se diz Invariante por translacdo se V(f;) = U(f);
para qualquer f € L¥ et € E.

Uma janela W é um subconjunto finito de E, e uma configuragdo de janela (ou configuracio)
e uma fungao ¢ : W — L. Um operador morfolégico ¥ e localmente definido por W se sempre
que f_¢|W = g_4|W entao ¥(f)(t) = ¥(g)(t), para todo f,g em FUN(E, L) e todo ¢t em E.

Definigao 2.12 Um operador invariante por translacdes e localmente definido por uma janela W é
chamado de W -operador.

A familia dos W-operadores é uma, sub-familia dos operadores de imagens. A restri¢do pela janela
W faz o resultado num ponto ¢ € E depender somente dos valores da imagem numa vizinhancga dele.
A invariancia por translacdo faz que essa dependéncia seja a mesma para qualquer ponto ¢t € E. Se,
por exemplo, a janela W s6 contém a origem de E, entdo a familia de W-operadores é formada por
todas as transformagoes pontuais. Se W = E, entao todos os operadores morfolégicos i.t. sao W-
operadores. Mas a propriedade mais importante dos W-operadores é a possibilidade de representa-los
a partir de funcoes mais simples.
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Definicao 2.13 Sejam L e M as escalas de cinza das imagens observadas e ideais, respetivamente,
e W uma janela, uma funcdo caracteristica e uma funcdo v : LY — M.

Proposigdo 2.14 Seja ¥ um W-operador, seja 1 a funcdo caracteristica definida por (x) =
U(f)(0) para alguma imagem f tal que f|W = x, entdo

U(f)() = p(f+W)

Portanto existe uma bijecao entre o espago de W-operadores e o das fungoes caracteristicas sobre
a janela W. Em particular, as funcoes sub-geradoras A4, p de M W caracterizam W-operadores A A,B
por Aa g(f)(t) = A(f—t|W) e, portanto, os W-operadores tém decomposicdo em fungéo da base das
funcoes caracteristicas associadas.

Teorema 2.15 Se U : LF — M¥ ¢ um W-operador, e ¢ : L — M € a sua funcdo caracteristica
associada, entao

U(f) =) V{Aas(f): [4,B] € B#)(y)}
y=1

2.4 Operadores Aperture

Na restricao definida pelos W-operadores, os operadores de imagens sdo invariantes por translacoes
espaciais e dependem somente das observacoes dentro da janela espacial W. Esta restricao é pratica
pois muitos operadores de imagens tteis podem ser englobados dentro desta familia, como por ex-
emplo os filtros mediana, maximo, minimo, e as versoes discretas dos filtros de convolucao.

Da mesma maneira que restricoes espaciais, podem ser realizadas restricdes na escala de cin-
zas, através da K-fungOes caracteristicas, que sao fungoes caracteristicas invariantes por translacoes
na escala de cinza, e definidos localmente dentro de uma janela nos niveis de cinza, como vai ser
apresentado a continuagdo [52, 35].

Definicao 2.16 Seja E o dominio das imagens, W € E uma janela, e L = [0,...,l] a escala de
cinza, sendo L um grupo abeliano (por exemplo, L = Z, ou L = Z,,) , uma funcdo ¢ : FUN(W, L) —
L ¢ invariante por translagées verticais se para todo y € L e todo u € FUN(W, K),

Pluty) =9P(u) +v,

onde u +y denota a fungao (u+y)(t) = u(t) +y para todo t € E.

Sejam k e N e K = [—k,...,—1,0,1,...,k], com k <[. K é chamada de janela na escala de
cinza. A cada configuracao u € FUN(W, L) podemos associar uma configuragao com 2k + 1 niveis
de cinza, centrada no ponto u(0).

Definigao 2.17 Seja E o dominio das imagens, W € E uma janela, L =[0,...,l] a escala de cinza,
sendo L um grupo abeliano, e K = [—k,...,—1,0,1,... k] uma janela na escala de cinza, uma
configurag¢do Aperture é uma funcao c € FUN(W, K).
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Cada configuragao u € FUN(W, L) pode ser restrita 4 janela K por, para todo t € W,
u(t) —u(0) : —k<u(t)—u(0) <k

(u|K)(t) = E o ou(t) >k (2.4)
—k : u(t) < —k

Definicao 2.18 Seja E o dominio das imagens, W € E uma janela, L a escala de cinza, sendo L
um grupo abeliano (por exemplo, L=Z, ou L= Z2,), e K = [~k,...,—1,0,1,...,k] uma janela na
escala de cinza, uma fungao caracteristica v : FUN(W,L) — L ¢ localmente definida em K se
para todo u € FUN(W, K)

P(u) = u(0) + Buy(o) (ulK) (2.5)
onde By é uma funcdo caracteristica da forma By : FUNW,K) — K.

O valor u(0) define a posicao vertical da janela de observacdo W x K. A funcio 3, é definida
para cada possivel valor de u(0).

Definicao 2.19 Uma funcao caracteristica invariante por transla¢ées na escala de cinzas, localmente
definida por uma janela K, é chamada de fun¢ao K -caracteristica.

Se a funcdo caracteristica 1 é uma funcao K-caracteristica, definida pelas funcoes 3y, com y € L,
entdo B, = By para todo y,y' € L, e chamamos a esta fungdo ;. Portanto, uma funcido K-
caracteristica 1) satisfaz

P(u) = u(0) + By (u|K)

Definicao 2.20 Um W K -operador é um W -operador cuja funcdo caracteristica € uma funcdo K-
caracteristica.

Os W K-operadores sao operadores invariantes por translacao espacial e nos niveis de cinza, e
localmente definidos em W e K.

Um W K-operador ¥ é caracterizado, portanto, por
U(f)(E) = f=(0) + By ([f—|W]|K)

Esta definicao pode ser flexibilizada um pouco mais, permitindo um posicionamento vertical da
janela diferente do dado por u(0).

Definigao 2.21 Seja z : FUN(W,L) — L uma funcao invariante por transla¢oes verticais, se tro-
camos a equacao 2.4 por

(ulK)(t) = ko:ou(t) >k B (2.6)
e a equacdo 2.5 por

P(u) = 2(u) + Bu(o) (ulK) (2.7)

entdo um W K -operador é chamado operador Aperture.
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Um operador Aperture ¥ é caracterizado por
U(f) () = 2(f-e| W) + By ([f- W] K)

O operador Aperture tem mais flexibilidade para posicionar a janela verticalmente, podendo ser
usada, por exemplo, a mediana dos valores observados dentro da janela, em vez do valor na origem
u(0), como na defini¢do de W K-operadores. Em imagens com ruido pontual, e janelas K pequenas,
a melhora no posicionamento da janela pode ser notvel [36, 35]

2.5 Projeto estatistico de WW-operadores

O projeto automdtico de operadores morfolégicos supoe que as imagens nao sao deterministicas, mas
realizagoes de processos estocasticos. O modelo utilizado, na morfologia matemédtica, para representar
as imagens e o de conjunto aleatério, para imagens bindrias, e campo aleatdrio para imagens mais
gerais. [5, 70, 71, 44]

Defini¢ao 2.22 Um processo aleatdrio é uma familia de varidveis aleatorias {X (w,u)}}yer para um
conjunto de indices T, onde para cada indice uy € T, a varidvel aleatoria {X (w,up)} esta definida
sobre o espaco S.

Definicao 2.23 Uma imagem digital é a realizacdo de um processo aleatorio discreto {X (w,u)}yer
para um conjunto de indices T = E C Z?, que toma valores no conjunto L C Z.

Seja wy € S um evento, e seja X (wo,u), u € E, entdo X e uma fungdo com X : E — L, atribuindo
a cada ponto u € E o valor X (wp,u).

O modelo aleatério para as imagens define uma estrutura para o projeto estatistico de operadores
morfolégicos. Um operador morfolégico deve ser capaz de cumprir a sua fungdo para diferentes
realizagOes de uma imagem aleatéria. Seja O uma imagem aleatéria, e ¥ um operador morfolégico,
para cada realizacdo o = O(w) de O, ¥(o0) pode ser considerada como uma realizagdo de outra
imagem aleatéria, chamada ¥(O). Usualmente queremos que a nova imagem aleatéria ¥(O) seja
uma boa aproximacao de uma imagem aleatdria ideal I. I e O estao definidas sobre o mesmo espago
amostral S.

Exemplo: A imagem aleatéria O pode ser a degradagao por ruido aleatério de uma imagem
aleatéria bindria R, isto é, O = O(R), onde © e uma transformacio aleatéria de adigdo de ruido.
A imagem aleatéria I pode ser definida pelas bordas de R. O objetivo neste caso é a obtencdo de
um operador morfolégico ¥ que, aplicado a realizagdes 0 = O(w), obtenha as bordas da realizagio
r = R(w), que corresponderia a realizagdo 7 = I(w). A imagem aleatéria I serd chamada de imagem
ideal, O serd chamada de imagem observada e U(O) de estimador.

A qualidade do estimador ¥ é medida pela distancia media entre a imagem ideal e a imagem
obtida pela aplicacio de ¥ sobre a imagem observada, €(¥) = E[D(I, ¥(0))], onde D : L¥ xL¥ — R
pode ser definida, se |E| < oo, como a media de uma medida de distancia puntual,

D(f,9) =) _ d(f(u),g(u))

uel
comd:LxL—R.
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Definicao 2.24 Seja d : L x L — R uma distancia e seja |E| < 0o, o erro do operador ¥ como
estimador de I a partir de O € dada por

(¥ [|E\ > d(I(a), ¥(0)(w)

uelE

Exemplo: Se d(y,y') = |y — ¢'|, entdo o erro é o Erro Absoluto Médio, ou MAE (mean absolute
error). Se d(y,y') = (y —v')?, o erro é o Erro Quadratico Médio, ou MSE (mean square error).

O projeto automatico de operadores morfoldgicos consiste em encontrar, dado um modelo para
as imagens aleatdrias observadas e ideais, um operador ¥ de menor erro, dentro de uma familia F de
operadores. Neste trabalho a familia de operadores considerada é a familia Wy, dos W-operadores.
Neste caso, o operador ¥ esta definido pela fungao caracteristica 1, por

U(o)(u) = p(o-uW)

e o erro é dado por

Er[I,%(0) [|E| Z (I o_u|W))]
se a distribui¢ao conjunta de I e O é estacionaria, isto é, se
ProblI(u) = y,0 4|W = x| = Prob[I(u') = y,0_u|W = x)]

para todoy € L, x : W — L, u,u’ € E, entdo esta distribuicdo conjunta induz uma distribuicio
P:Lx LY —[0,1] por
P(y,a) = Prob[I(u) = y,0_,|W = x]

. Seja Er[y] = E[d(y,v(x)], a esperanca sob a distribui¢do induzida, entdo Er[y] = Er[I, ¥(0)].
Portanto, procurar o W-operador ¥ de minimo erro é equivalente a procurar a fun¢ao caracteristica
1) de minimo erro com a distribuicdo induzida. A partir deste ponto, dada o isomorfismo entre W-
operadores e suas funcoes caracteristicas, e a equivaléncia do erro nos dois espacos, poderemos nos
referir ao operador morfolégico por quaisquer das duas representagoes. Por exemplo, podemos falar
de um W-operador ¢ : L' — L.

2.6 Projeto de operadores sujeitos a restricoes

Uma das desvantagens do projeto automatico de operadores é a sensibilidade & quantidade de dados
de treinamento. O projeto estatistico baseado somente em dados de treinamento pode exigir uma
grande quantidade de dados de treinamento se as imagens posuem grande variedade de formas com
distribuicoes sem massa de probabilidade concentrada. Para resolver este problema podem ser uti-
lizadas restrigoes no projeto de operadores, por meio de uma sub-familia da familia dos operadores
aceitiveis. Estas sub-familias sdo definidas por meio de propriedades que tem que ser véalidas para
os operadores.

Definigao 2.25 Chamamos de Yy ao espaco de W -operadores,
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Um exemplo de restrigao é exigir que os operadores sejam crescentes(i.e., X CY = 9(X) C 9(Y))
[39]. Outra possibilidade é exigir, para operadores bindrios, fixacdo do valor associado a algunas
configuragoes, o que é chamado de restricao independente [72].

Qualquer restricao vai diminuir o espaco de operadores e, portanto, se for bem definida, diminuir
o erro de estimacao, necessitando menor quantidade de dados de treinamento para atingir um bom
resultado no projeto automatico. Deve se considerar que no uso de restricoes, o projeto automatico
estd estimando o operador 6timo dentro da restri¢ao, que pode ser diferente do operador nao restrito
Otimo e, portanto, ter um erro maior que ele. Se essa diferenga é muito grande, o ganho com a
diminuicao no erro de estimacao pode ser anulado pela perda com o incremento do erro do operador
otimo estimado. Este balanco entre erro de estimacao e o erro do operador 6timo é o ponto chave a
ser considerado no projeto de operadores sob restricoes.

Seja Q C ¥y uma restrigao, e sejam 1, e 1. os operadores 6timos em ¥y e Q, respectivamente.
Se €(¢) é a medida de erro usada (por exemplo MSE ou MAE), entdo €(1;) > €(t¢opt), € definimos
como custo da restrigdo a diferenca Aq = €(1Pc) — €(Yopt)-

Aqui vamos supor que as técnicas de estimacdo sdo consistentes tanto para operadores em Uy
como para (). Neste caso, uma amostra de N exemplos permite estimar os dois operadores 6timos.
Sejam 1y . o estimador de 9. e ¥n o estimador de 1. O erro do estimador pode ser decomposto
como a soma do erro do operador 6timo mais o erro de estimacao,

6(@bN,c) = 6("/’0) + A("pN,ca 1ﬁc)
= 6("/Jopt) + AQ + A(lﬁN,c, djc) (28)
6(¢N) = 6(Tﬁopt) + A(¢Na '(popt)

Como as amostras sao aleatérias, estamos interessados no erro médio sobre todas as possiveis amostras
de tamanho N, Ele(¢n ] e Ele(¢n], dados por

Ele(¥ne)] = €(topt) + Aq + E[A(YN e, Ye)] (2.9)
Ele(yn)] = e(Popt) + E[A(PN, Yopt]) '

A restri¢ao é considerada vantajosa se a diferenca entre os erros de estimagdo, com e sem restri¢do,
supera a diferenca dos erros dos correspondentes operadores 6timos, isto é

Ele(¢n,c)] < Ele(yn)]
Aq + E[A(YNe, Pe)] < E[A(YN,Popt] (2.10)
AQ < E[A(‘lﬁ]\r,?ﬁgpt] - E[A("pN,cawc)]

Definir uma boa restricao significa encontrar uma restricio onde a desigualdade é valida para a
quantidade N de amostras a serem utilizadas. Isto vai depender da aplicacao considerada.



Capitulo 3

Envelope

3.1 Introducao

A técnica cldssica para projetar operadores morfolégicos é baseada em heuristica: o operador mor-
folégico é construido a partir da concatenacao, uniao, interseccao e negagao de erosoes e dilatacoes, no
contexto da linguagem formal chamada de linguagem morfoldgica. O conhecimento do pesquisador é
aplicado na decomposicao do problema em sub-problemas e na representacao desta decomposicao na
linguagem morfolégica. Esta tarefa pode nao ser simples, mesmo para um especialista em morfologia
matematica. A complexidade do projeto depende do problema e do grau de exatidao desejado.

Por outro lado, o projeto automatico de operadores morfolégicos sofre do problema da quantidade
de exemplos de treinamento. Quanto maior o tamanho da janela, melhor é o operador 6timo que pode
ser obtido, mas também é maior a quantidade de exemplos necessarios para treinar o operador com
um nivel de precisao desejdvel. Uma forma de diminuir o erro de estimacao no projeto automatico
de operadores e, portanto, a necessidade de grandes amostras, é usando conhecimento a priori.
O conhecimento algébrico a priori impde restri¢cdes estruturais nos operadores como, por exemplo,
restringir os operadores projetados a um sub-espago do espago de operadores.

Em muitos casos de filtragem de ruido, e factivel projetar heuristicamente filtros alternados
seqliénciais [69] que tém um bom desempenho na filtragem. As vezes funcionam tao bem seqiiéncias
de abertura-fechamento como as seqiiéncias de fechamento-abertura [7], e é vélido se perguntar qual
dos dois é a melhor, pois a primeira costuma dar um resultado maior do que o desejado e a segunda
costuma dar um resultado menor do que o desejado. Se os dois operadores sdo bem especificados,
podemos ter muita certeza que o operador 6timo vai estar num ponto intermedidrio entre eles e,
nesse caso, isto pode servir como conhecimento a priori, definindo como sub-espaco de operadores o
intervalo definido pelos dois operadores.

No caso geral, a restricao estard definida por dois operadores « e 3 tais que a < 8. O par (a, §)
é chamado de Enwvelope e é a parte humana do processo, ou o conhecimento a priori usado para
melhorar a estimacgao estatistica do operador étimo.

15
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3.2 Restricao por Envelope

Algumas restricbes podem ser definidas por um par de operadores que delimitam a familia de ope-
radores aceitdveis para o projeto automditico. A restricdo vai estar definida por um intervalo no
reticulado dos operadores portanto, estes dois operadores tem que ser tais que determinem um
intervalo nao vazio.

Definicao 3.1 Sejam D = LYW o espaco de configuracoes e LP o espaco de operadores morfoldgicos
munido da estrutura de reticulado com a desigualdade <, um Envelope é um par (a, ) de operadores
a,B € LP coma <B.

Pela propriedade a < 3, o intervalo [a, ] = {¢ : @« < ¢ < } é néo vazio pois pelo menos « e
estao nele.

Definigdo 3.2 Uma restrigdo por Envelope Q,z C LP e definida por

Qo =, f] ={¢:a <9 < B}

Os elementos de Qa5 C LP sdo chamados de operadores restritos por Envelope

No caso de operadores bindrios, existe uma equivaléncia direta entre as restricdes por Envelope e
as restrigées independentes. Neste caso, o espaco de operadores L?, com L = {0,1} e D = {0,1}V
é isomorfo 4 colecdo P(P(W)) de colegbes de subconjuntos de W.

Defini¢ao 3.3 Uma restri¢ao independente é uma sub-colegio Q C P(P(W)) tal que existem duas
colecoes A BCP(W) taisque X e A X eKVKeQeXeBe X ¢KLVKEQ

Proposicao 3.4 Seja Q C P(P(W)) uma restricio independente, entdo existem um par de ope-
radores (o, B) tais que, para quaisquer ¢ € LP, K(¢) € Q & a < ¢ < B. Em particular, K((¢ A
B)Va) € Q.

Dem.: Definimos a e B através dos respectivos nicleos

Kla)=A={xeP(W):xe K,VK € Q}

K(B)=B={xeP(W):x ¢ K,VK € Q}°

onde o complemento é relativo a P(W). Vamos provar agora que K(v) € Q = a < ¢ < S.
Primeiro, x € K(a) = x € K,VK € Q= x € K(¢). Como isto é valido para quaisquer x €
K(a),a <. Segundo, x € K(¢) = x ¢ K(B) = x € K(B). Agora, vamos provar que o < 9 <
= K@) € Q. Temos que o < ¢ < f = K(a) C K(¢) C K(B). Pela primeira inclusdo,
K() O A e, pela seqgunda inclusao, K(1p) C B¢. Portanto, temos x € K(¢) € Q. Finalmente,
K((¥ AB)V a) € Q é conseqiiéncia imediata das inequacoes o < (P A B) V a < B.
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—— Signal
a

--B
+- Filter

— signal —— Hybrid
—— Filter

(a) (b)

Figura 3.1: Exemplo de envelope

O método utilizado para treinar um operador restrito por Envelope é aplicando uma proje¢do ao
operador treinado p;.

Definicdo 3.5 Seja 1 € L um operador morfoldgico, e seja Qo5 uma restricao por Envelope, a
pProjecao Peon do operador 1 na restricao Qq g € dada por, para todo x € D,:

ax) : P(x) < alx)
Peon(x) = (P(x) Va(x)) AB(x) = § ¥(x) : alx) <y(x) <B(x) . (3.1)
Bx) : P(x) > B(x)

Pela definicao, o < con, < B €, portanto, 1eon € Qq,p € € um operador restrito por Envelope.

A Figura 3.1 (a) mostra um sinal e a estimacao desse sinal (por exemplo uma filtragem de uma
realizagdo ruidosa do sinal). A Figura 3.1 (b) mostra o resultado de aplicar um Envelope, definido
por a e f3, ao filtro projetado. Neste caso podemos ver como, usando um Envelope bem definido, o
sinal resultante do operador restrito por Envelope estd mais préximo do sinal ideal.

Nas Figuras 3.2 e 3.3 podemos ver um exemplo de Envelope bindrio. O Envelope é definido por
a = ¢pyp e B =vypdpB, onde ¢ e vy sdo o fechamento e a abertura morfolégica [7], respectivamente,
e B é um elemento estruturante vertical de 3 pontos.

A Figura 3.2 mostra: (a) uma realizacdo de uma imagem com ruido; (b) o resultado de aplicar
um operador 9 projetado estatisticamente a partir de outros pares de imagens ideal-ruidosa; (c) o
resultado de aplicar ¢ A 8, usando s6 a parte superior do Envelope; e (d) o resultado de aplicar
o operador restrito por Envelope (¢ A 8) V a. O operador ¢ devolve uma imagem com 14 pontos
errados, e (¢ A ) V « s6 tem 6.

A Figura 3.3 mostra o resultado de aplicar somente os operadores projetados heuristicamente:
(a) a imagem com ruido; (b) o resultado de aplicar somente a; (c) o resultado de aplicar somente /3;
e (d) o resultado de aplicar o Envelope sobre a identidade 4, (i A 8) V .. Nos trés casos, a quantidade
de pontos de erro sao 9, 12 e 13, respectivamente.
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el 8

Figura 3.2: Envelope no operador projetado estatisticamente. (a) Imagem com ruido. (b) Operador
projetado estatisticamente 1. (c) Envelope superior ¢ A 8. (d) Envelope (¢ A ) V a.

-
b) C) d)

Figura 3.3: Aplicagao direta do filtro projetado heuristicamente. (a) Imagem com ruido. (b) Oper-
ador de Abertura-Fechamento a. (c) Operador de Fechamento-Abertura 8. (d) Envelope (i A5) V a.
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3.3 Projeto estatistico de operadores restritos por Envelope

A defini¢ao de uma restri¢do tem que estar associada a uma técnica prética de estimagdo (ou projeto
estatistico a partir de amostras) do operador 6timo na restrigao. Isto ji foi realizado, por exemplo, no
caso de filtros bindrios crescentes [39, 40]. A aplicacao de Envelope em operadores projetados pode
ser considerada como um problema de projeto estatistico do operador étimo restrito (por Envelope).

No projeto de operadores restritos por envelope, a metodologia usada é estimar o operador 6timo
Popt Nao restrito por meio de um estimador v x e projetd-lo na restricdo usando a equacao Yy_. =
(¥n A B) Va. O estimador ¢ (sem restrigoes) é obtido através de algum algoritmo de estimagao, a
partir de um conjunto de N pares de exemplos. Entre estes algoritmos podemos nomear o ISI e as
arvores de decisao [73, 74, 35, 75]. Todos estes algoritmos sdo consistentes, isto é, para uma amostra
suficientemente grande, o operador estimado esta suficientemente préximo do operador restrito 6timo.

Se a estimacdo é perfeita, entdo ¥y = 1o, € neste caso queremos também que ¥y . seja
o operador 6timo na restricdo. Neste caso, pela definicdo de projecao, Yyn_—c = (YN AB) Va =
(%opt A B) V . Portanto, ¢n_. vai ser 6timo na restricdo se e somente se a projegdo do operador néo
restrito 6timo, (ept A B) V @ é 6timo na restricao.

A seguinte proposicdo mostra que na restricdo por envelope esta afirmacao é verdadeira, para
quaisquer envelope (o, 3)

Proposicao 3.6 Seja Yopi—c = (Yopt\B)Va. Para qualgquer operador ¢ € Qq g, temos Ay, Yopt—c) >
0, isto €, a proje¢do do operador ndo restrito dtimo € o6timo na restricado.

Dem.: Se ) € Qus ¢ Yope(X) < a(X), entio Yope(x) < a(x) < $(x) e, portanto,
($(x) = Bopt(x))? > (@(x) — Popi(x)).
Similarmente, se 1 € Qug € bopr(x) > B(X), entio ope(x) > B(x) > $(x) e, portanto,
(P (%) = Popt(x))? > (B(x) — Yopt (%))
Como a diferenca de erro pode ser separada em duas partes, ¢ valido
A, Yopt—c) = AW, Popt) — A(Popt—c, Popt)-

Usando as trés desigualdades anteriores, podemos provar entdo que o incremento em erro A(y, Yopt—c)
de usar 1 em lugar de Pop; . satisfaz
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A(wawopt—c) = ;DW(X) - "popt(x))QP(m) - ;D("popt—c(x) - "popt(x))QP(fE)
= 2 ($(x) — Popt(x))*P(2)
xeD

- X (o) = Peu(x))?P(z) = 3 (B(x) — Pop(x))*P(z)

Yopt(x)<a(x) Yopt (x)>B(x)
= Y ($(x) — Yopi(x))*P(z) + > (% (%) — Popt(x))*P(z)
Yopt (x)<a(x) a(x)<thopt (x)<B(x)
+ Y ($(x) = popt(x))* P(x)
Popt(x)>B(x)
- Y (a(x) = ep(x))*Pz) = X (B(x) — Popt(x))*P(x)
Yopt(x)<a(x) Yopt(x)>B(x)
= Y (@)~ Yen(0)? = (@x) — You()*| P(a)
Yopt (x)<a(x)
+ > (1(%) — Popt(x))* P(x)
o(x) <topt (x)<B(x)
N @) = (%)) = (B = thope(x))?| P(a)
Popt(x)>B(x)

>0

(3.2)

Portanto, o incremento de erro € ndo negativo, e o operador Yopi—. tem erro menor que qualquer
operador ¥ € Qq p e, portanto, € dtimo na restri¢ao.

A propriedade anterior mostra a validade de estimar o operador restrito 6timo através da projecao
do estimador nao restrito 6timo.

3.4 Analise do erro

Sejam Popt, Popt—es Y € P respectivamente os operadores nao restrito 6timo, restrito étimo, projetado
e restrito projetado, um ponto importante a analisar é se é melhor usar o operador restrito ou nao.
Para isto, vamos definir a vantagem de usar a restricdo para um operador:

Definigdo 3.7 A vantagem Ay de aplicar o operador restrito 1. em lugar do operador 1 é:

A¢(0z, /3) = A("/’ﬂ/’c) = MSE("/’) - MSE(¢C)

Se a vantagem é positiva (A, > 0) entdo o erro do operador restrito projetado 1. é menor que o erro
do operador projetado 9 e, portanto, é melhor usar .. Se a vantagem ¢ negativa (A4, < 0), entdo o
erro de 1. é maior que o erro de 1 e é melhor nao usar a restricao.
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O erro de 7). pode ser computado como a soma de trés partes: (a) o erro do operador nao restrito
6timo; (b) o incremento de erro entre o operador ndo restrito 6timo e o operador restrito 6timo; e (c)
o incremento de erro entre o operador restrito 6timo e o operador restrito projetado . Se utilizamos
o MSE como medida de erro, entao

MSE(T/JC) = MSE(¢opt) + A("/’opt—w djopt) + A(¢Ca wopt—c)

e, da mesma maneira

MSE(4) = MSE(topt) + A, Yopt)

e, portanto, a vantagem pode ser escrita como

Ay = MSE(y) - MSE(3.)
= MSE(wopt) + A(¢, flpopt)) - (MSE(wopt) + A("popt—ca wopt) + A(’lﬁc, wopt—c)) (33)
= A(Tﬁ,%pt) - A(¢ca "popt—c)) - A(wopt—ca "popt)

Definigao 3.8 Os termos A(v), Yopt) € A(We, Yopt—c) SGo a precisio dos operadores 1 e 1, respecti-
vamente, e 0 termo A(Yopt—c, Yopt) € 0 incremento de erro devido @ restrigao.

Portanto, a vantagem da restricio estd dada por dois factores: (a) o incremento em precisdo
(ou diferenca entre as precisoes); e (b) o incremento de erro devido & restricio. Quando maior é o
incremento de erro devido & restricdo, maior tem que ser o incremento de precisdo para obter uma
vantagem positiva.

Esta férmula mostra que a especificagdo de uma restricdo tem que balancear dois aspectos basicos:
se a restricdo é muito forte (ou seja, o espaco é pequeno) a estimagao dentro da restricao pode ser
muito boa, e portanto o incremento de precisao pode ser alto, mas também pode ser alto o incremento
de erro devido & restri¢ao, anulando o ganho em precisao.

No sentido inverso, se a restricdo é muito fraca, o incremento de erro devido & restri¢cao pode ser
pequeno, mas ao mesmo tempo pode ndo existir muita diferenca entre as precisoes, e a contribuicdo
positiva (incremento em precisdo) pode ainda ser menor que a contribui¢do negativa (incremento de
erro).

A medida do ganho de usar uma restri¢ido sobre um operador 1 estd dada pela vantagem A.
No caso da restricdo por envelope, definido pelo envelope (a, 3), a vantagem é chamada de Ay(a, 3),
e o envelope é vantajoso para o operador ¢ se Ay(a,3) > 0. Os operadores restritos sao $op;—c =

("popt A ﬁ) Vaetp,= (’(ﬁ/\,ﬁ) V .

Recordamos aqui que, pela Eq. 3.3, a vantagem é computada como
Aw = (A(’gb, '@bopt) - A(d]a "/)optfc)) - A(q/]optfa "/)opt) (34)

A seguinte proposi¢ao prova que, para a restricao por envelope, o incremento em precisao é sempre
positivo, isto é, a precisao é sempre maior no envelope que no espaco completo.

Proposigdo 3.9 Para qualquer operador 1 € LP, A(,opt) — AW, Yopt—c) > 0
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Dem.: Dado que
A(’(ﬁc, "popt) = A(¢c, flpopt—c) + A(wopt—ca wopt)a

temos

A(iﬁ, '@bopt) - A(wcawopt—c) A(iﬁ, '@bopt) - [A(¢ca¢opt) - A('(popt—cﬂpopt)]

A(¢, ¢opt) - A("/’ca"popt) + A(d’optfca ¢opt)
> (00 = Yop () — [elx) — pomx)]”  (3:5)

xeD

+["popt—c(x) — Yopt (X)]2)P($)

Agora, podemos dividir o espago D em 7 partes, D = D1 U Dy U ...U D7, dependendo da posicao
de Popt(X) e Px) com respeito a a(x) e B(x), e analisar a equacao 3.5 para cada parte D;.

Para cada x € D, seja

M(x) = [P(x) = Popt(x)]

Ay (X) = [djc(x) - wopt(x)]2 . (36)
Az(x) = [thopt—c(x) — ¢0pt(x)]2

A(x) = Ai(x) — As(x) + As(x)

1. P(x) < a(x) € Popi(x) < a(x)
Neste caso, P.(x) = a(X) € Popt—c(X) = a(x), portanto, As(x) = As(x) e A(x) >0

2. p(x) < a(x) e a(x) < opr(x) < B(x)
Neste caso, P.(x) = a(X) € Popt—c(X) = Yopt(x), portanto Az(x) =0 e A(x) passa a ser
Ax) = (%) — Popt(3)])” — [a(x) — Pope(x)]”
Pelas condicies deste caso, temos (x) < a(x) < topi(X) €, portanto, [h(x) — Yopt(¥)]* >
(%) = opr (%)) € A(x) >0

3. P(x) < ax) € Popr(x) > B(x)
Neste caso P.(x) = a(x) € Popt—c(x) = B(x), portanto A(x) passa a ser
A(x) = [$(%) = Popr(x)]” = [(x) = Pope(x)]” + [B(x) = Pope(x)]”
Pelas condigoes deste caso, temos (x) < a(x) < B(x) < Yop(x) e, portanto, [1(x) —
Bopt (%)]> > [0(%) — opt ()]° € A(x) > 0

4. ofx) < P(x) < B(x), qualguer valor de op(x)
Neste caso, P.(x) = 1¥(x), portanto A1(x) = Ag(x) e A(x) > 0.

5. (%) > B(x) e Popr(x) < a(x)
Neste caso P.(x) = B(X) € Popt—c(X) = a(x), portanto A(x) passa a ser
A(x) = [1h(%) = opr(x)]” = [B(x) = hopt(x)])* + [a(%) = Popt(x)]”

Pelas condicoes deste caso, temos Pop(x) < a(x) < f(x) < 9)(x), portanto [w(x)—¢opt(x)]2 S
[ﬁ(x) - 'wo;ut(x)]2 e A(X) >0
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6. P(x) > B(x) e a(x) < Popr(x) < B(x)
Neste caso, .(x) = B(X) e Yopt—c(X) = Popt(x), portanto Az(x) =0 e A(x) passa a ser
A(x) = [h(x) = topt (%)) = [B(x) = thopu (%)]”
Pelas condigdes deste caso, temos Pope(x) < B(x) < 9(x) e, portanto, [(x) — 1/Jopt(x)]2 >

[B(x) — Popt(x)]” € A(x) >0

7. h(x) > B(x) € topt(x) > B(x)
Neste caso, .(x) = B(X) e Popt—c(x) = B(x), portanto, As(x) = Az(x) e A(x) > 0.

A importancia deste resultado estd no fato de mostrar que, no caso da restricio por envelope,
sempre se tem diminui¢ao do erro de estimagao. Por esta razao, se o filtro 6timo estd dentro do
envelope, isto é, se a < 9o < B, entao podemos provar:

Proposicdo 3.10 Se a < topt < B, entio Ay(a, B) > 0 para todo operador ¢ € L.

Dem.: Se o < "popt < B entdo "popt—c = ("popt A /3) Va= "popt e, portanto, A(¢opt—c>¢0pt) = 0.
Assim, para quaisquer 1 € LT, temos

Ay(@,6) = (AW, Yopt) = AW upi—c)) > 0

pela proposi¢do anterior. |

Este resultado diz que se o envelope é bem selecionado, entdo ele vai dar bom resultado para
quaisquer operador 1.

3.5 Exemplos de aplicacao

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados praticos usando envelope, tanto para imagens binarias
como niveis de cinza.

3.5.1 Correcao de borramento de imagens

Esta aplicagao mostra a corregao de borramento aplicado a imagens geradas por um modelo Booleano
aleatério [76] sobre um fundo de mudanga suave. A fun¢iao Booleana é formada colocando aleatoria-
mente fungdes primdrias na imagem, e tomando o miximo de todas elas. A fun¢do aleatéria primaria
é uma pirdmide com 16 niveis de cinza. A imagem resultante é adicionada a uma superficie com
gradiente suave, para exigir mais do projeto estatistico. A superficie foi gerada selecionando 4 val-
ores aleatdérios nos cantos da imagem, (com o valor uniformemente selecionado no intervalo [0 50]), e
gerando uma superficie suave que conecta os 4 pontos, usando interpolagao por distdncia. No total
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Figura 3.4: Superficie da fun¢ao booleana, (a) imagem, (b) combinado com a superficie

Figura 3.5: Nucleo de convolugao

foram geradas 20 imagens, 10 para treinar o operador de de correcao de borramento e 10 para testar
a efetividade dos operadores treinados.

A Figura 3.4 mostra uma realizagao das pirdmides e a adi¢do da superficie. O borramento foi
gerado usando um nucleo de convolugdo mostrado na Figura 3.5. 10 pares de imagens original e
borrada foram usados para projetar os operadores de correcao de borramento.

A Figura 3.6 (a) mostra uma parte de uma imagem original, e a Figura 3.6 (b) mostra um corte
linear. A Figura 3.6 (¢) mostra o borramento da figura anterior, com o corte na Figura 3.6 (d)

O desempenho dos operadores Aperture, linear e Envelope foram analisados em fun¢ao da quan-
tidade de imagens usadas no treinamento (de 1 a 10). O operador envelope, Env;, foi definido pelo
envelope (a, 8) dados por

ax) = Yun(x) -1 (3.7)
B(x) Yrin(x) + 1 (3-8)

onde 1y, € o filtro linear 6timo com uma janela 9 x 9. O operador Aperture foi projetado numa
janela 3 x 3 com janela na escala de zinza K = [—5, 5].

O segundo operador envelope, Env,, foi definido pelo envelope (o, 3) dado por

a(x) = ep(x) (3.9)
px() = dB(x) (3-10)
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Figura 3.6: Imagem Booleana: (a) combinada; (b) se¢do; (c) emnbogada; (d) secdo

onde B é um elemento estruturante 3 x 3.

A figura 3.7 mostra a media do MSE (medido nas 10 imagens de teste) dos operadores Aperture,
linear e Envelope projetados. Os resultados confirmam a vantagem do envelope, sendo pequena para
FEnv, mais muito maior para Fnv;, mesmo quando usando 10 imagens de treinamento.

3.5.2 Detecao de bordas em imagens binarias com ruido

Aqui consideraremos o projeto de um operador bindrio para detecdo de bordas em imagens binarias
corrompidas com ruido pontual aleatério. Vamos comparar trés diferentes técnicas para realizar a
tarefa:

1. Aplicacdo de um operador projetado numa janela 3 x 3, sem restricoes, para detectar direta-
mente as bordas na imagem com ruido.

2. Aplicacdo de um operador projetado numa janela 3 x 3, restrito por envelope, para eliminar o
ruido, seguido de um detector de bordas heuristico.

3. Aplicacdo de um operador projetado numa janela 3 x 3, restrito por envelope, para eliminar o
ruido, seguido de um operador projetado para detectar bordas, sem restri¢oes.

A primeira técnica é completamente estatistica, enquanto a segunda e terceira combinam es-
tatistica com heuristica, mostrando as vantagens de usar envelope.

As Figuras 3.8 (a) e Figuras 3.8 (b) mostram, respectivamente, realizagdes da imagem original e
da imagem original com ruido,
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Figura 3.7: MSE para as imagens do modelo Booleano

As Figuras 3.9 (a) e Figuras 3.9 (b) mostram, respectivamente a imagem ideal (bordas) e a
imagem obtida a partir da imagem com ruido usando o operador projetado pela técnica (1) usando
4 imagens de treinamento.

A Figura 3.10 (a) mostra o resultado da primeira etapa da técnica (2) sobre a imagem da Figura 3.8
(b). O operador restrito por envelope utilizado, ¢, é obtido pela equagao ¢ = (¢ A §) V «), onde
o = YBeBPBeBYBoB € B = dBEBYBeBPBOB, € ¥ denota fechamento, @ soma de Minkowsky, B é
um elemento estruturante 3 x 3, e ¥ foi projetado estatisticamente numa, janela 3 x 3. O MAE de ¢ é
de 0.0013. A Figura 3.10 (b) mostra o resultado final da técnica (2), aplicando o detector heuristico
de bordas i — g, onde ¢ é o operador identidade.

Neste caso é evidente a vantagem de usar o Envelope, pela diminui¢do & metade do erro, mesmo
usando uma janela menor para o treinamento do operador restrito por Envelope.

Para comparar o resultado da eliminacao de ruido com e sem usar envelope, a Figura 3.11 mostra
o resultado de aplicar um operador ndo restrito v, projetado para eliminar o ruido, aplicado na
realizagao da imagem da Figura 3.8 (b). 1 foi projetado usando 4 imagens de treinamento, e a janela
é uma cruz 3 x 3 dilatada por ela prépria. O erro do operador foi estimado em 6 imagens, obtendo
um MAE estimado de 0.0028.

Para a técnica (3), treinamos um operador ndo restrito ¢ para detecao de bordas, numa janela
3 x 3, usando 4 imagens de treinamento. O resultado de aplicar a composi¢ao £p na realizagao da
Figura 3.8 (b) pode ser vista na Figura 3.12

Finalmente, o MAE dos trés detectores de bordas é MAE[¢y] = 0.0065, MAE[(: — eg)¢] = 0.0027,
MAE[¢y] = 0.0024.

Em resumo, definir um operador de detecdo de bordas para imagens ruidosas, por métodos
puramente heuristicos, é dificil, mas é muito simples definir uma restricio por envelope para o
projeto estatistico.

Um ultimo exemplo mostra uma, caracteristica do projeto restrito por envelope: quando a quanti-
dade de amostras é muito grande, a utilizacao da restricao pode ser desvantajosa. Para este exemplo
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Figura 3.8: (a) Imagem original; (b) Imagem original com ruido
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Figura 3.9: (a) Imagem ideal (bordas); (b) Resultado da técnica (1)
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Figura 3.11: Eliminacao de ruido sem usar envelope

(a) Eliminagao do ruido; (b) Detegao das bordas usando (i — eg)y
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Figura 3.12: Técnica (3)

i

estimamos o erro da primeira etapa das técnicas 2 e 3, ou seja, a eliminagao de ruido. Na Figura
3.13 podemos ver a evolugao do erro com respeito a quantidade N de imagens de treinamento. Neste
exemplo podemos perceber claramente como a restricio por Envelope funciona bem para poucas
amostras, que é onde a estimacao é pior, mas ja nao da bons resultados quando a estimacao melhora.

3.5.3 Identificacao de Texturas

Outro experimento realizado foi o de detecdo de texturas num mapa. Neste caso foi a de detecdo de
regides do mapa marcadas por linhas, com qualquer orientagdo. A Figura 3.14 mostra uma imagem
de um mapa, usado para os experimentos.

Uma parte desse mapa foi usado para treinar um operador morfolégico. As imagens de treina-
mento podem ser vistas na Figura 3.15, onde estdo a figura observada e a imagem ideal, esta tiltima
formada somente pelas linhas a detectar.

Para complicar um pouco o processo, as imagens foram rotacionadas em 45, 90, 135 e 180 graus,
tanto para treinamento como para teste. Foi treinado um W-operador bindrio, pelo algoritmo ISI [77],
usando uma janela de 4 x 4. A Figura 3.16 mostra o resultado do operador treinado, sobre a imagem
completa da Figura 3.14. Podemos ver que o resultado é satisfatério, mas perde algumas das linhas,
e pega outros pontos que nao pertencem & textura.

Para aplicar o envelope foi criado um operador 3, que detecta as linhas, por eliminagdo de linhas
que estao muito proximas umas das outras. Este operador tende a deixar passar mais que as linhas
a serem reconhecidas e, portanto, vai ser usado como limitante superior do envelope. Neste caso nao
vai ser definido um limitante inferior, para simplificar um pouco o processo.

O operador 3 estd definido por

B = 08(1 — VB, $BsYBs VB, BV, VB 6B, VB: (9, (\/ ¢1L.)))

3
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Figura 3.15: (a) Imagem observada; (b) Imagem ideal

Figura 3.16: Textura identificada com o operador projetado estatisticamente
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Figura 3.17: Textura identificada pelo operador projetado heuristicamente

onde ¢, v, L e § s3o, respetivamente, o fechamento, a abertura, a identidade e a dilatagao [7]. By, Bo,
e Bj sao, respetivamente, os elementos estruturantes quadrados 3 X 3, 5 X 5, e 7 X 7, centrados na
origem. Os L; sdo segmentos de linhas com 5 pontos, centrados no origem, e com inclina¢gdo nos 5
angulos considerados (0, 45, 90, 135 e 180 graus).

Para entender o funcionamento do operador 3, podemos analisar cada parte dele. A unido de
fechamentos preenche o espago entre os segmentos, a seqiiéncia de aberturas e fechamentos elimina
quase todos os objetos, exceto as linhas finas. A subtragao elimina as linhas que restaram do processo,
e o que fica é dilatado para ter certeza de que as linhas resultantes incluim completamente as linhas
originais da textura. A Figura 3.17 mostra o resultado da aplicagao deste operador sobre a imagem
completa, lembrando que ele vai ser utilizado como envelope, ndo por si mesmo. Finalmente a
Figura 3.17 mostra o resultado da aplicagao da restricao 8 ao operador projetado estatisticamente.

Comparando as Figuras 3.16 e 3.18 podemos conferir uma melhora, devido ao envelope. Para
estimar o erro foi projetado também um operador sobre uma janela 5 x 5, e medido a proporcgao de
pontos da imagem mal classificados, nas 5 rotagdes possiveis da imagem, e tomando a média desses
valores. Para o projeto estatistico puro, o erro (MAE) foi de 2.77% para a janela 4 x 4 e 2.50% para
a janela de 5 x 5. O erro para o operador restrito foi de 2.49% para a janela de 4 x 4, e de 2.07% para
a janela 5 x 5. Para ambas janelas observamos melhora quantitativa do desempenho do operador.
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Figura 3.18: Textura identificada pelo operador restrito por envelope

3.5.4 Reconhecimento de caracteres

O objetivo deste exemplo é projetar um operador bindrio para reconhecer a letra ¢ numa imagem
com texto. O operador tem que funcionar como um marcador para a letra, isto significa que pelo
menos um ponto da letra tem que ser reconhecido como pertencendo a uma letra a.

A Figura 3.19 mostra uma imagem bindria de um texto, resultante da digitalizacao de uma pagina
de texto, a 300 dpi. A Figura 3.20 mostra o resultado de um operador projetado estatisticamente
sem restricdes. O resultado desta figura serve como marcador para as letras a da Figura 3.19. O
operador estd baseado numa janela 11 x 11, e foi usado um sé parigrafo para treina-lo.

A Figura 3.21 mostra o resultado da Figura 3.20 depois de aplicado um filtro e reconstruidas
as letras marcadas. O filtro é definido pela aplicagao de duas aberturas, a primeira pelo elemento
estruturante horizontal de dois pontos, e a segunda pelo elemento estruturante vertical de dois pontos.

Neste caso os erros do operador projetado estatisticamente sao por excesso, isto é, detecta todas
as letras a, mais marca outras letras como se fossem a. Outra vez é necessario somente utilizar a
parte superior do envelope, 8. O operador 8 foi projetado heuristicamente, por

ﬂ = (SB(EB(SA —’i)

onde A e B sdo, respetivamente, um quadrado 5 x 5 e as bordas internas de um quadrado 9 x 9. Este
operador detecta objetos com um buraco no meio. A primeira dilatagdo por A prenche pequenas
imperfecoes. A erosdo por B, combinada com a subtracido da identidade, equivale a um casamento
de padroes suave, onde sdo detectados elementos que contém o quadrado 9 x 9 e tem o pixel central
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Assim, Freud (apud Sara Pain, 1985) descreve, de maneira metafédrica, um
id onde se encontram os instintos, um ego ativo e organizador,
representado pela realidade, e um superego. Trata-se do mesmo ego,
representado por ele como; um cavaleiro que trata de conciliar as
exigéncias da cavaldura com as imposi¢des do caminho, para estruturar a
agldo possivel, mas conveniente a cada momento. (pag. 55)

O termo organizagdo do ego pode ser interpretada, como um ego que se
apresenta organizado. Mas ela ndo se refere 4 poténcia organizativa, e sim
a sua capacidade de auto-regulacio.

Do ponto de vista genético, o ego aparece primeiramente como um ego
pratico, que se d4 inteiramente na eficiéncia da prépria atividade. O ego

Figura 3.19: Imagem com texto
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Figura 3.20: Marcadores obtidos pelo operador projetado estatisticamente

dele oco. Finalmente, a dilatacdo marca alguns pixels das letras assim identificadas. A Figura 3.22
mostra os marcadores obtidos pelo operador restrito pelo envelope, e a Figura 3.23 mostra as letras
depois da aplicacao do filtro e da reconstrucao.

Testado o erro sobre 6 imagens de exemplo, com 4342 letras, obtivemos que, para o operador pro-

jetado estatisticamente, o erro estimado, computado como a proporc¢ao de lettras mau classificadas,
é de 26.09%, 16.88% e 5.92%, para janelas de 7x 7, 9 x 9 e 11 x 11, respectivamente. Para o operador

res

trito por envelope, os erros foram de 3.59%, 2.51% e 0.81%, respetivamente. Em todos os casos a

melhora foi superior a 85%.
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a ca
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a aa o ea a u q
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a q a t a ae a a aa a B
Figura 3.21: Reconstrugdo das letras marcadas na Figura 3.20
a 27 g : : : 5
» 3 3
a % 2 8 3
q o 5=
3 05 3 ¢ » ;=
Bow 7 v
2 noB 79
s 3 3 o 3 3 5 4 ~ g
4 * 4 5 g 4 5
v 4 9 =
E ‘ ? g 5 8 % R a

Figura 3.22: Marcadores obtidos pelo operador restrito por envelope
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a a ae a a aa a

Figura 3.23: Reconstrucao das letras marcadas na Figura 3.22
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Figura 3.24: (a) Imagem ideal; (b) Imagem com ruido

3.5.5 Comparacao com Stack Filters

Foram realizados dois experimentos para comparar as performances do Envelope e do Stack Fil-
ter. Stack Filter é uma classe de operadores sobre imagens, os quais comutam com o limiar. Os
W -operadores nesta familia sdo crescentes, e tem uma decomposicdo em erosdes por elementos es-
truturantes planos. Uma das técnicas utilizadas, para projetar estatisticamente operadores desta
familia, é a do switching [54, 39, 55]. Este algoritmo realiza mudangas no nicleo de um operador
projetado estatisticamente, sem restri¢oes, para obter um operador crescente, minimizando o erro do
processo.

Os experimentos consistiram na filtragem de ruido em imagens reais (ndo sintéticas) com 256
niveis de cinza. O ruido estd baseado num modelo sal e pimenta, com amplitude de 200 niveis de
cinza, afetando 10% dos pontos da imagem, mais linhas brancas horizontais. As linhas sdo formadas
por segmentos horizontais de intensidade 255 (mdxima), com 35% de probabilidade de ocorréncia, e
cujo comprimento tem distribui¢do normal, com média 5 (pixels), e variancia 49.

No primeiro experimento foi utilizada a foto da Figura 3.24 (a), com 10 realizagoes de ruido.
Uma imagem foi utilizada para treinar o stack filter, e as outras nove para testa-lo. A Figura 3.24
(b) mostra a mesma imagem com uma realizagdo do ruido. O erro quadratico médio da imagem com
ruido, estimado sobre as 9 imagens de teste, € 1912, e depois de aplicar o operador é 106.

Para aplicar a restricao por envelope no operador morfolégico projetado, definimos dois envelopes
diferentes, um usando filtros alternados seqiienciais (ASF), e outro usando filtros da mediana. No
primeiro caso, o envelope (a, 8) estd definido por

B = ¢BYBYB

o = YBPBYB,

onde ¢p é o fechamento morfolégico e g é a abertura morfolégica, e B é um elemento estruturante
definido por uma, cruz 3 x 3 dilatada por ela prépria. Aplicando este envelope ao operador projetado,
o erro MSE foi reduzido a 79. O segundo envelope estd baseado num operador mediana f, sobre uma
janela 5 x 5. O envelope («, 3) estd definido por

B=f+30
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Figura 3.25: (a) Resultado do stack filter; (b) resultado do primeiro envelope; (c) resultado do
segundo envelope

a= f — 30.

Com este envelope o erro MSE se reduz a 55. Neste caso o MSE foi reduzido a 75% e a 52%, usando
filtros seqiienciais e de mediana, respectivamente. As Figuras 3.25 (a), 3.25 (b) e 3.25 (c) mostram,
respectivamente, o resultado do stack filter, do primeiro envelope e do segundo envelope.

O segundo experimento € similar ao primeiro, mas usando outra imagem. Em lugar de projetar
novamente o operador morfolégico, para a nova imagem, foi utilizado o operador treinado no exemplo
anterior, pois é uma situagao esperada a de treinar um operador num tipo de imagens, e aplicd-lo
em outro. Neste exemplo foram aplicados também dois envelopes, um definido por filtros seqiiénciais
alternados, e o seguinte baseado num filtro de mediana. O primero envelope (o, 8) é definido por

B = ¢BYBYB

o = YBOBYB;

onde B é um elemento estruturante horizontal de 3 pontos. O segundo envelope estd baseado num
filtro mediana f, definido numa janela vertical 5 x 1, e por

B=f+30
a=f—30.

O erro MSE médio estimado sobre as imagens com ruido é de 2387. O operador projetado,
aplicado sobre estas imagens, produz um MSE médio de 298. O resultado dos envelopes é de 282
para o primeiro envelope e 251 para o segundo, sendo reduzido a 95% e a 85% respectivamente.

A Figura 3.26 (a) mostra a imagem original do cameraman, usada para este experimento, e a
Figura 3.26 (b) mostra a mesma imagem com ruido.

As Figuras 3.27 (a), 3.27 (b) e 3.27 (c) mostram, respectivamente, o resultado do stack filter, do
primeiro envelope e do segundo envelope.
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Figura 3.26: (a) Imagem original; (b) Imagem com ruido

Figura 3.27: (a) Resultado do stack filter; (b) Resultado do primeiro envelope; (c) resultado do
segundo envelope






Capitulo 4

Multi-resolucao

4.1 Introducao

No capitulo anterior introduzimos a restricio de enwvelope para mitigar a necessidade de dados
de treinamento no projeto automditico de W-operadores. Outra forma intuitiva de diminuir esses
requisitos é diminuindo o tamanho da janela, que leva & perda de qualidade do operador 6timo,
mas, por outro lado, pode levar a uma consideravel melhora na estimagido. Nesta secdo vamos
apresentar uma generalizacdo desta técnica, onde a partir das configuracgGes originais sao obtidas
novas configuracoes, num espacgo mais restrito.

A restrigao por resolucao depende da definicdo de um espaco de configuragoes menor e, portanto,
um espago de W-operadores menor, e de um mapeamento entre as configuragoes no espaco original e
no espago restrito. O mapeamento é definido heuristicamente e, como é mostrado aqui, é determinante
na qualidade do operador restrito 6timo, em funcao das caracteristicas estatisticas das imagens onde
vai ser aplicado.

4.2 Sub-amostragem

A sub-amostragem é um caso particular de mudancga de resolucao. Nesta secdo vamos apresentar a
sub-amostragem espacial, de escala de valores, y combinada. Com estes exemplos sera introduzido o
conceito de mapeamento de resolugao, no qual estd baseada a restricdo por resolugao.

4.2.1 Sub-amostragem espacial

Este caso de sub-amostragem consiste em utilizar janelas de tamanho menor para analisar as imagens.
Desta maneira a informagdo obtida para cada ponto da imagem é menor (menos varidveis) mas, por
outro lado, a familia de possiveis observacoes é tambem menor, facilitando a realizacao de estatisticas
sobre ela.

A sub-amostragem espacial estd baseada em duas janelas espaciais: Wy e W1, relacionadas pela
inclusao W7 C Wy. Como exemplo, a janela Wy pode ser um quadrado de tamanho 3 X 3, com a
origem no pixel central (Fig. 4.1 (a)), e a janela Wj pode ser a cruz 3 X 3, com a mesma origem
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(Fig. 4.1 (b)).

(_2!2) (_172) (012) (112) (272) (_2!2) (_172) (012) (112) (272)
X1 | X2 | X3 Zq

(-2,1) | (-1,1) | (0,2) | (1,2) (2,1) -21) | (-1,1) | (0,1) | (1,2) (2,1)
X4 | Xs | X Z, | 23 | Zq

(-2,0) | (<1,0)| (0,0) | (1,0) | (2,0) (-2,0) | (=1,0)| (0,0) | (1,0) | (2,0)
X7 | Xg | Xo Zs

(-2,-1)((-1,-1)| (0,-1) | (1,-1) | (2,-1) -2,-1)|(-1,-1)| (0,-1) | (1,-1) | (2,-1)

(-2,-2)|(-1,-2)| (0,-2) | (1,-2)| (2,-2) (-2,-2)|(-1,-2)| (0,-2) | (1,-2)| (2,-2)

Figura 4.1: Janelas utilizadas para sub-amostragem espacial: (a) Wy; (b) W3

No processo do projeto de um W-operador sobre Wy, esta janela é transladada pela imagem
observada, registrandose para cada posicdo os nove valores observados, em forma de vetor x =
(561, s .’1}9).

No exemplo da Figura 4.1 (a) os vetores tem nove valores, correspondendo cada elemento do vetor
a um ponto da janela. Como exemplo, se observamos uma imagem f no ponto (a,b), a observagio
usando a janela Wy esta formada pelo vetor

x = (fla—1,b+1),f(a,b+1),fa+1,0+1),
f(a_l,b)af(aab), (a—l_lab)a (4'1)
fla—1,b6—1), f(a,b—1), f(a+1,b—1)).

Para a janela W; podemos realizar o mesmo processo, percorrendo a imagem observada e regis-
trando, para cada posi¢ao, um vetor de valores z = (z1,...,25). Para uma fungdo f observada no
ponto (a,b), a observagao é dada por

z=(f(a,b+1), f(a—1,b), f(a,b), f(a+1,b), f(a,b—1)). (4.2)

Lembramos que para uma imagem digital definida por uma fun¢do f : £ — L, com L =
[0,1,...,1 — 1], a observagdo num ponto ¢t = (a,b) ( ¢t € E ) é dada pela restri¢ido sobre W, da
funcao f trasladada por —t, isto é, f_(Wy) = f—t‘wo- A fungao f_(Wy) € FUN(Wy, L) é chamada
de configuracdo de janela.

No exemplo da Figura 4.1 (a), existe uma relagao entre os elementos do vetor de observagoes e os
pontos da janela, a qual é dada pela equagio 4.1. Cada configuracao de janela f_;(Wj) tem associado
um tnico vetor x € LY. Por exemplo, se L = [0,1] (imagens bindrias), uma configuracio de janela
num ponto t = (a,b) pode ser definida pela tabela 4.1, e essa configuragao de janela (Fig. 4.2) tem
associado o vetor x = (0,0,1,1,1,1,0,1,0).

No caso general, se nao temos duvida de qual é a relacao entre os elementos do vetor x e os
pontos de uma janela W, podemos referirnos em forma indistinta a estes vetores ou as configuragoes.
A partir de agora, quando ficar claro pelo contexto, falaremos de uma configura¢do x, para indicar
tanto da configuragio f_;(W') como o vetor associado x. Chamamos de Dy o espacgo de configuragoes
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(u,v) fWO,t(u’U)
1, 1) 0
(0,1) 0
(1,1) 1
(—1,0) 1
(0,0) 1
(1,0) 1
(—1,-1) 0
(0,—1) 1
(1’_1) 0

Tabela 4.1: Exemplo de configuragao

-22) | (-1,2) | 0,2) | (1,2) | (22

0| 011
2 | L) | 01 | @) | @Y
1111

(-2,0) | (-1,0)| 0,0 | (1,00 | (2,0

0 110
(-2-1)|(-1,-1)| (0-1) | (1,-1) | -1)

(-2,-2)[(-1,-2)| (0,-2) | (1,-2)| (2,-2)

Figura 4.2: Exemplo de configuracao

sobre Wy, sendo Dy = FUN(W,, L). Da mesma maneira, o espaco D; de configuragoes sobre W e
definido por D; = FUN(W, L). Neste texto, Dy e D1 podem indicar tanto o espago de configuragoes
da forma f_4(Wy) e f_4(W1), respectivamente, como o espago de vetores x e z, respectivamente.

Voltando ao exemplo da Figura 4.1, outra forma de computar as configuragoes observadas sobre
Wi, sem necessidade de percorrer novamente a Figura, e aproveitar as configuractes computadas
sobre Wy, e o conhecimento da relacao entre Wy e Wj.

No mesmo exemplo da Figura 4.1, em funcdo da definigdo dos vetores x (Eq. 4.1) e z (Eq. 4.2),
podemos ver que z1 = Tg, 22 = T4, 23 = Ts, 24 = Tg € 25 = xg. Esta relacdo permite transformar
cada vetor x, observado através da janela Wy, num vetor z, observado através da janela W;. Como
exemplo, se usando a janela W) foi observada a configuragao x = (0,0,1,1,1,1,0,1,0) num ponto
t € F da imagem, nesse mesmo ponto serd observada a configuragao x = (0,1,1,1, 1), quando usada
a janela Wi. A relagio entre as configuracbes em Dy e Dy pode ser formalizada por um mapeamento
p: L? — LP, definido por p(x1,...,x9) = (72,74, Ts5, T, Tg)-

O mesmo processo pode ser realizado com configuragbes aperture. Sejam por exemplo Wy uma
janela espacial de 5 pontos, W1 uma sub-janela formada pelo primeiro, terceiro e quinto ponto de
Wy, e K = [-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4]. O mapeamento para as configuracoes estd definido por
p(z1, 22, 23,%4,25) = (21, %3, %5). Na Figura 4.3 podemos ver este exemplo de sub-amostragem sobre
duas configuragées Aperture.

Agora podemos definir em forma geral a sub-amostragem espacial.
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.I |

X1 X3 X5 Z1 22 Z3

Figura 4.3: Exemplo de sub-amostragem com configuracées Aperture

Definicdo 4.1 Sejam Wy, W1 duas janelas, tais que Wiy C Wy C E, e L a escala de niveis de
cinza (por exemplo, L = [0,1] no caso bindrio). Definimos Dy = FUN(Wy, L) e Dy = FUN(W1, L),
0s espacos de configuracoes usando as janelas Wy e Wi respectivamente. Uma sub-amostragem
espacial ¢ definida por um mapeamento p : Dy — D1 que associa a cada configuracdo x € Dy uma
configuracao z = p(x), definida por z(t) = x(t) Vt € W1 (neste caso, x e z sdo considerados como
funcoes em FUN(Wy, L) e FUN(W1, L), respectivamente).

4.2.2 Sub-amostragem na escala de cinza

A sub-amostragem na escala de valores baseia-se na simplificacao das observagoes através da reducao
da quantidade de niveis de cinza.

Sejam W a janela utilizada para percorrer a imagem, e L = [0, 1,...,[] a escala de niveis de cinza
das configuracdes observadas. A ideia desta sub-amostragem, também chamada de quantizagdo, e de
criar novas observacoes com menos niveis de cinza.

Como exemplo podemos mostrar uma situacdo similar a da figura 4.3, de janelas Aperture.
Seja W uma janela espacial de 5 pontos, Ky = [—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4] uma janela nos niveis
de cinza, de 9 pontos, e K; = [-2,—1,0,1,2] outra janela nos niveis de cinza, com somente 5
pontos. As observagoes sdo realizadas com a janela W x K\, e mapeadas & janela W x K; pelo
seguinte mapeamento: p(z1,...,25) = (|%1],...,|z5]), onde |e] indica arredondamento para zero.
Na Figura 4.4 podemos ver este exemplo de sub-amostragem sobre duas configuragoes Aperture.

A sub-amostragem da escala de valores pode ser definida formalmente da seguinte maneira, para
W -operadores:

Definicao 4.2 Sejam W C E a janela e Ly = [0, ...,ly] a escala de valores das observagédes, com
um ndmero impar. Seja L1 = [0,...,l1 —1] uma escala de valores menor, com Iy = %0 LoeLy definem
dois espagos de configuracies, Dy = FUN(W, Ly) e D1 = FUN(W, L1). Uma quantizagdo, ou sub-
amostragem na escala de valores, é um mapeamento p : Dy — D1 que associa a cada configuracao
x € Dy uma configuracdo z = p(x) = | 3| € D1, onde | o] indica arredondamento para zero.

Neste caso, uma configuracao x € Dy com, no maximo, [y niveis de cinza é quantizada para obter
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E

Figura 4.4: Exemplo de sub-amostragem com configuracées Aperture

uma configuragdo z € D; com, no maximo, a metade de niveis de cinza.

4.2.3 Sub-amostragem combinada

As restricoes espaciais e de escala de cinza podem ser combinadas para obter uma restricdo um pouco
mais complexa. Sejam Wy e Wy as janelas de observagdo, com W1 C Wy, e sejam as escalas de cinza

L0:L=[O,...,l0—1]ele[O,...,ll—l],comlo imparellz l2.

Neste caso vamos considerar trés espagos de configuragoes. O primeiro espaco de configuragoes é
Dy = FUN(W,, Ly), obtido percorrendo a imagem com a janela Wy utilizando a escala de cinza L.
O segundo espago é Dy; = FUN(Wq, L, resultante de sub-amostragem espacial de Dy. O terceiro
espago é D1 = FUN(W, L), resultante de sub-amostragem na escala de valores de Dy .

Os espagos Dy e Dy estao relacionados pelo mapeamento p; : Dy — Dy1, que define uma restrigao
espacial por [p1(x)](t) = x(t) Vt € Wi. Os espagos Dg; e D; estdo relacionados pelo mapeamento
p2 : Do1 — D1, que define uma quantizacio por pa(x) = [3] A composicdo p : Dy 2 Doy B Dy 6
um mapeamento de Dy em D1, e define também uma restricdo por resolucao sobre Dy. A Figura 4.5
mostra um exemplo de restricao espacial e de escala de cinza combinadas, aplicadas a configuracoes
Aperture. Neste exemplo Ky = [-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4], K1 =[-2,-1,0,1,2], Wy é um vetor de
5 pontos, W7 é um vetor de 3 pontos e

P1($1> Z2,%3,T4, 1'5) = (wla x3, 1‘5)

paler 22 ) = (150,151 15 ))

As técnicas de sub-amostragem mostradas aqui sao as mais simples, a primeira consiste simples-
mente em utilizar menos variaveis no vetor de valores observados, a segunda consiste em reduzir
a metade a escala de valores, e a terceira é simplesmente uma combinagao das anteriores. Mesmo
sendo as trés diferentes, elas podem ser consideradas como parte de uma definicdo mais geral de sub-
amostragem, cujo objetivo principal é diminuir a quantidade de possiveis observacgoes. Esta técnica
geral de sub-amostragem é apresentada na seguinte se¢do, com o nome de restricdo por resolugao.
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Figura 4.5: Restricoes espacial e de escala de cinza combinadas

4.3 Operadores restritos por resolugao

Todos os exemplos anteriores definem casos particulares de restricdo por resolucao, mesmo o tltimo
exemplo, que generaliza os dois anteriores. Nesta se¢ao vamos definir restricdo por resolugao na
forma mais geral, e analizar suas propriedades.

4.3.1 Restrigao por resolucao

O primeiro conceito necessario para definir a restricdo por resolugao é a do mapeamento entre os dois
espacos de diferente resolucao.

Definigao 4.3 Chamamos de mapeamento de resolucdo uma fungao sobrejetora entre dois retic-
ulados completos.

Como exemplo, os trés casos de sub-amostragem apresentados na secao anterior podem ser consider-
ados como mapeamentos de resolucdo, pois os espacos de configuragdes, da forma D = FUN(W, L)
sdo reticulados completos (com a relacao de ordem definida por x < x' < x(t) < x'(t) Vt € W), e os
mapeamentos definidos nesses exemplos sdo todos sobrejetores.

O mapeamento de resolu¢do tem interese quando aplicado a familia de configuraces observadas
na imagem,

Definigao 4.4 Sejam Dy = FUN(W,, L) o espaco de configuragoes observadas, D1 = FUN(Wy, L)
um espago de configuragdes menor (isto €, com menos elementos) e p : Dy — D1 um mapeamento
de resolugdo. O mapeamento p define uma restri¢do no espaco de operadores morfoldgicos sobre Dy,
Q, = {¢ € FUN(Dy, Ly) : p(x) = p(x') = 9(x) = ¥(x')}, a qual é chamada de restrigcdo de
resolugao.

Se x € Dy, a classe de equivalencia de x é definida por C[x] = {x' : p(x) = p(x')}.

Se consideramos as classes de equivalencia sobre Dy definidas pelo mapeamento de resolucgao p,
os operadores restritos por resolucao sao aqueles que associam o mesmo valor as configuragoes que
pertencem & mesma classe de equivaléncia. Na Figura 4.6 podemos ver um esquema do funcionamento
da restricao por resolu¢cdo. O mapeamento p cria uma particao do espaco Dy, e o operador restrito
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por resolucao 1 associa o mesmo valor para todos as configuragoes que estdo numa mesma classe de
equivalencia.

Dy

D,

W

I
L y

Figura 4.6: Restricao por resolucao

O espago Dy de configuragoes usualmente corresponde as observagoes da imagem dentro de uma
janela Wy, ou dentro de uma janela Wy x K no caso de configuragées Aperture.

Como foi mostrado anteriormente, os operadores morfolégicos sdo identificados com fungées car-
acteristicas. Portanto, na hora de falar do operador morfolégico ¥ podemos usar diretamente a
funcdo caracteristica associada 1. Seja Wy a janela de observacao, Ly a escala de valores da imagem
observada (ou seja, os niveis de cinza das observagoes) e Dy = FUN (W, L) o espago de configuragoes
observaveis, as fungoes caracteristicas sdo fungdes ¢ : Dy — L (L é a escala de cinza da imagem
ideal, que pode ser diferente de Ly). A familia Uy, de W-operadores com janela Wy é definida pela
familia de fungoes caracteristicas FUN(Dy, L).

Definicao 4.5 Sejam Dy o espaco de configuragoes observadas, D1 outro espago de configuragoes e
p: Dy — D1 um mapeamento de resolucdo, definimos o mapeamento T : FUN(D1, L) — FUN(D,, L)
por T(¢)(x) = ¢(C[x]) = ¢(p(x)). Se ¢ é um operador em FUN(D1,L), o operador T(¢p) associado
a ¢ € denotado 1)y.

A Figura 4.7 mostra o diagrama comutativo, onde um operador ¢ sobre Dy induz o operador v
sobre Dy. O mapeamento 1" é injetor, como mostramos na seguinte proposi¢ao:

Proposicdo 4.6 O mapeamento T ¢é injetor.

Dem.: Sejam ¢,¢' : D1 — L tais que g = T($) = T(¢' = Yy. Seja z € D1, e seja x € C[z], isto
é, p(x) = z.
Como 1y = 2y, entdo P(X) = gy (x), e pela definicio, $(C[x]) = ¢'(C[x]) e, portanto, ¢(z) =
¢'(z)
Portanto, T(¢) = T(¢') implica que ¢ = ¢' ¢ T € injetor. [ |
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Figura 4.7: Diagrama conmutativo

Vamos ver que o contradominio do mapeamento T' ¢ justamente a restricao de resolucao Q,. Isto
é, que associa a cada operador sobre D; um operador restrito por resolucao sobre Dy.

Proposicido 4.7 T(LP) = Q,

Dem.: a) Seja ¢ € LP1 e vy =T(¢). Sejam x,x' € Dy tais que p(x) = p(x'), entdo, pela definicio
Pp(x) = ¢(p(x)) = ¢(p(x')) = ¥p(x'), € portanto, P, € Q,.
b) Seja ¢ € Q,, definimos ¢y : D1 — L por ¢y (z) = (x) para algum x tal que z = C[x]. ¢y estd
bem definida, pois 1 € restrita por resolucdo. Vamos ver agora que T(¢py) = 1. Seja x € Dy, pela
definicao de T e de ¢y temos T(¢y)(x) = dy(C[x]) = P(x).

Portanto, T : D1 :— Q, e € sobrejetora. |

O mapeamento T é uma sobrejecdo entre Dy e a restrigdo por resolucdo Q,. Pela proposigio
anterior ele é também injetor, portanto é uma bijecao que identifica de maneira univoca cada operador
restrito por resolugao sobre Dy com uma funcao sobre D1.

4.3.2 Estimacao de operadores restritos por resolucao

O projeto de operadores morfolégicos consiste na procura do operador de minimo erro, sobre o espaco
produto L x Dy, com uma distribui¢ao de probabilidades P(y,x), y € L,x € Dy. Esta distribuicao
depende justamente das caracteristicas estatisticas das imagens ideal-observada. Nosso objetivo é
estimar operadores 6timos sobre o espaco D1, mas para isso precisamos primeiro de uma, distribuicao
sobre o espaco produto L x D;. Esta distribui¢io é induzida por P(y,x), pela seguinte equagao:

P(y,z) = P({y} x p '(2)).

A distribuicdo P(y,x) também induz uma distribuicdo de probabilidades sobre as configuracdes,

P(x) = %P(y,x), e esta distribui¢ao induz também uma distribuicao sobre as configuragoes em
ye

Dy, P(z) = Y, P(x).
x€C|z]

Mesmo existindo uma técnica simples para estimar o operador 6timo em Wy, ndo é direta a
estimacgao do operador 6timo dentro de uma restricdo genérica. A tabela de frequéncias dos pares
da forma (y,x) observados ndo leva diretamente a este operador étimo. Em outros problemas, como
quando a restri¢do é definida por filtros crescentes [39] ou na restricio por envelope (segdo 3), o
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estimador do operador étimo na restricao é obtido projetando, dentro da restricao, o estimador do
operador 6timo nao restrito.

Como a restricao é menor que o espago de operadores, esperamos que para quantidades pequenas
de amostras o erro de estimacao seja menor, mas neste caso de restricao por multi-resolugao, nao
temos uma forma direta de projetar um operador dentro da restricdo. A solucdo para este problema
vai ser aproveitar a identificacdo entre a restricao Q, e o espago LP1 para obter o estimador étimo
dentro da restri¢do. Se o operador étimo ¢,y sobre D é associado ao operador 6timo oy sobre
Qp, isto é, se T'(dopt) = Yopt—c, € a medida de erro é equivalente nos dois espagos, entao se ¢y ¢
um estimador consistente de ¢ops, T'($n) vai ser um estimador consistente de t,pt—.. Felizmente, o
seguinte teorema mostra que isto é sempre verdadeiro

Teorema 4.8 Preservacdo de erro - Seja £ : Lx L — R uma funcdo de perda que define as funcéoes
de risco R : LP° — R*, por R(¢y) = E[(£(Y,%(X))] e R: LPt — RT, por R(¢) = E[(L(Y, $(Z))],
entdo R(v) = R(dy), Vip € Q,

Dem.:

zEDy yeL

= 2 LAy dp(=x)] X Ply,x)

z€D1 yeL x€Clz]

= 2 X 2 Ay, du(2)]P(y; x)

z€D1 xcClz] yEL (4.3)

= 2 X 2y, d(x)]P(y,x)

z€ D1 x€C[z] yEL

= > 2 Ay, v(x)]P(y,x)

x€Dg yeL
= R(y)
|

Como consequéncia imediata do teorema de preservagao de erro (EP), os erros absoluto médio
e quadratico médio sdo preservados pelo mapeamento T : LP1 — Q,. Portanto, o operador 6timo
sobre D; induz o operador étimo sobre Q, quando a medida de erro sao o MAE ou o MSE.

A estimacdo do operador étimo sobre D pode ser obtido facilmente a partir da tabela de
freqiiéncias sobre Dy. Se fy(x) é a quantidade de vezes que a foi observado o par (y,x), entdo
as frequiéncias para as configuracdes em D; sao obtidas por

ny

x€C|z

Neste caso, o operador 6timo sobre Dy é definido por ¢opi(z) = round(E[Y|Z]) e ele é estimado
consistentemente a partir da tabela de freqiiéncias fy(z), com z € Dy e y € L.

4.3.3 Nao preservacao do erro ao aplicar restricao na escala de cinza dos oper-
adores

O teorema de preservacao de erro foi provado para situagoes de restricdo de resolucdo das con-
figuracoes, para restri¢oes espaciais, na escala de cinza (da configuracdo), ou mais complexas. Um
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resultado da definicao do mapeamento 7' (Defini¢ao . 4.5), é que se ¢ é uma funcao restrita por
resolugdo, com escala de cinza L, entdo T'(1) = ¢, tem a mesma escala de cinza L.

O caso particular de restricdo por quantizagao, pode ser considerado, intuitivamente, como o
processo de simplificar a imagem observada, diminuindo a quantidades de niveis de cinza, e entao
percorrendo a imagem mais simples, para criar os pares de exemplos (x,y). Se X é o vetor aleatério
original, utilizado para estimar a varidvel aleatdria Y, depois da restrigao por resolucao teremos um
vetor aleatério Z, a partir do qual vamos estimar também a varidvel aleatéria Y. O teorema de
preservacao de erro afirma que o operador de minimo erro, sobre o vetor aleatério Z, é também
o operador de minimo erro entre os operadores definidos sobre o vetor aleatério X restritos por
resolucao.

Podemos pensar em ampliar o mesmo raciocinio com a imagem ideal, diminuindo a quantidade de
niveis de cinza, ou a quantificando. O processo consistiria em estimar um operador étimo sobre um
modelo de imagem simplificado, onde a mesma quantizacio é aplicada nas imagens ideal e observada.
A saida do operador 6timo é aplicada uma transformacao que funciona como pseudo-inversa da
quantificagdo (nao pode ser uma inversa, pois na quantificacdo existe uma perda de informacao).

Vamos ver que neste caso, exceto para modelos estatisticos muito simples, estimar o operador
6timo no modelo simplificado (ou quantizado) nao garante a obtengao de um bom estimador do
operador 6timo do problema original. Primeiro vamos mostrar que o teorema de conservagao de
erro nao € mais valido em geral, obtendo condigoes sobre o modelo para atingir validade. Mesmo
este teorema sendo nao vélido, poderia acontecer de existir ainda uma relacdo um para um, entre o
operador 6timo do modelo simplificado e o operador étimo da familia de operadores que podem ser
obtidos através desta simplificacdo. No segundo passo vamos apresentar um contraexemplo, onde
um operador 6timo num modelo nao estd associado ao operador 6timo restrito no outro modelo.

Antes de mostrar os dois resultados, temos que definir formalmente a nova restrigdo. Sejam W
a janela espacial de observagao, Lo a escala de cinzas original, L1 a escala de cinzas simplificada,
ou quantizada, Dy = LgV o espaco original de configuracdes, e D; = L]" o espaco quantizado de
configuracées. Seja 1 : Dy — Lo um operador morfolégico, e suponhamos que existem duas funcdes,
s : Ly — Ly, sobrejetora, e r : Ly — Ly, injetora, tais que s or = Idy,. O operador 1 serve para
estimar a varidvel aleatéria Y em fungdo do vetor aleatério X. A funcdo sobrejetoraa s define a
quantizagdo na escala de cinza do operador. Por exemplo, se Ly é o intervalo inteiro [0,255], entdo
Ly pode ser o intervalo inteiro [0,127], e a fungdo s : Ly — Ly estar definida por s(y) = [4]. A
funcao injetora r permite voltar a Ly a partir L1, mas com certa perda de informacao, isto é, podem
existir valores em Ly nao atingiveis por r a partir dos valores de L;. O mapeamento p: Dy — Dy é
definido por p(z1,...,z5) = (s(z1),...,$(zn)) (n é a quantidade de elementos da janela W).

Os espagos em consideragao sao agora o dos operadores LOD ° = {4 : Dy — Ly}, e o dos operadores
simplificados Lf) ''={¢: Dy — Li}. Noespago LOD ® podemos definir a restrigao Q por duas condicgoes:
1) pertence a Q se:

1. p(x) = p(x') entdo ¥(x) = (x’) (igual & defini¢ao original), e
2. x) € r(L1) para qualquer x € Dy.
A segunda condigao permite criar uma bijecao entre Q e L? !, da seguinte maneira: se ¢, € LlD 1,

definimos 14 (x) = 7(¢(p(x))). O diagrama conmutativo da Figura 4.8 mostra como pode ser definido
um operador ¥ € LOD 9 a partir de um operador ¢ € LlD L
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Figura 4.8: Diagrama conmutativo

O mapeamento ¢ 1, é uma bijecao entre L ! e a restricio Q C l , com inversa 1 — ¢y
dada por ¢y(z) = s(1p(x)) para qualquer x € Dy tal que p(x) = z (a prova é em parte similar 4 da
restrigao de resolucao, usando a propriedade de que s or = Idy, e, portanto, r o s = Id, Ll))'

Uma pergunta razodvel é a seguinte: se ¢ é o melhor estimador de s(Y) em funcdo do vetor
aleatério X, entdo 1, é o melhor estimador de (Y') em fungao de X, restrito a Q? Vamos ver no

seguinte exemplo que isto nao é verdadeiro.

Vamos a considerar o caso em que Ly = [0,lp — 1] e Ly = [0,];1 — 1] com ¢p = 2 X [1, e com

s(j) =7 3] er() =2

Teorema 4.9 O MSE de 1) como estimador deY e de ¢y, como estimador de s(Y') estdo relacionados

por

l1—1

MSE($y) = MSE(W)+; 3 E 2[((x) — 24) -

XED() 1=

Dem.:
11—1

MSE(¢y) = Y X (i~ ¢y(2)*Pi(i,2)

z€D;1 =0

11P(2i + 1, x). (4.4)

~H(0),p7(2))

= Y S (-d@)? T Y P2+ %)

zeD; =0 x€Cz] 7=0

h—-1 1

= X X X Y (i-¢u(@) Ro(2i+4,%)

z€D1 xeC[z] 1=0 =0
h-1 1

= X X X(i- ¥))2 Py (2 + 4, x)

x€Dg i=0 j=
1

_ 1y zli(m (%)) P(2i +,%)

x€Dg =0 j=

lo—1

MSE(W) = ¥ X (t—$(x)*P(t,x)

x€Do =0
-1 1

= X X Z(2z+3—¢( )’ P(2i + j, x)

x€Dg =0 j=
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Portanto, dado que para j =0 os somandos sdo idénticos,

-1

MSE($y) — tMSE(y) = 3 X 3 ((2i —9(x))* = (20 + 1 - 9(x))*) P(2i +1,x)
x€Dg lZ1:_01 (47)
= 1 glj) ;0 2[(1p(x) — 20) — $]P(2i + 1,x)
E a equacao 4.4 € obtida. |

Na equacdo 4.4 podemos ver ji uma condicdo suficiente para ser MSE(¢y) = %MSE((}S). Tsto
pode ser obtido se P(2i + 1,x) = 0 para 7 € Ly, isto é, se as probabilidades estao concentradas em
r(L1). Neste caso, mesmo nao sendo verdadeira a preservacao de erro (pelo fator fracl4), a relagao
linear entre o erro do operador ¢ € LlD ' e o seu operador associado 14 € Q, implica que o operador
6timo em LlD ! estd associado ao operador 6timo em Q. Mas se ndo se cumpre esta condicdo sobre a
distribuicao, esta propriedade pode nao ser verdadeira, como podemos ver no seguinte exemplo.

Sejam as escalas de cinza definidas por lg = 4 e I} = 2, entao Ly = [0,1,2,3] e L; = [0,1].
Seja a janela definida por dois pontos, W = (u,v), p(x) = (|%Z],|%2]). O espago D; tem 2% = 4
configuracoes diferentes, sendo elas {00,01,10,11}. O espago Dy tem 2* = 16 configuracoes diferentes,
sendo elas {00,01,02,03,10,11,12,13,20,21,22,23,30,31,32,33}.

O mapeamento p : Dy — D; define as seguintes classes de equivaléncia sobre Dy: C[00] =
{00,01,10,11}, C[01] = {02,03,12, 13}, C[10] = {20, 31,20,31} e C[11] = {22,23,32,33}.

O espaco Lf) ! tem 22° = 16 operadores diferentes, e estes operadores induzem 16 operadores na
restricao Q C LOD 0,

Vamos supor que existe uma distribuicao P sobre Ly X Dy, isto é, um modelo para a relacao entre
a imagem ideal e a imagem observada, dada pela tabela 4.2. Pelo mapeamento de resolugao, esta
distribuicao induz uma distribuicao sobre o espaco L x D1, dada pela tabela 4.3.

A partir das tabelas podemos calcular diretamente o erro MSE para cada possivel operador.
Como tem 16 operadores na restricio Q (e em L{j 1), computamos o erro dos 16 operadores ¢ € Q
e os 16 operadores associados ¢y € Lf) '. A tabela 4.4 mostra os valores do MSE, onde cada linha
corresponde a um operador (e seu associado), numerados de 1 a 16.

O operador restrito 6timo é o operador 114, definido por 914(x) = 2 para todo x € Dy. Este
operador induz o operador ¢y, € Lfl definido por ¢y,,(z) = 1 para todo z € D;. Na tabela
podemos ver que MSE(¢16) = 1.4 e MSE(¢y,,) = 0.46. Na tabela podemos ver também que o
melhor operador sobre Lf) ' é o operador 14. ¢y, estd definido por ¢y, (00) = 1, ¢y,,(01) = 1,
Gy14(10) = 0 e ¢y, (11) = 1. O operador restrito associado é 114, definido por 914(x) = 0 se
x € C[10], e ¢14(x) = 2 para as outras configuragoes em Dy. Neste caso temos MSE(¢14) = 0.41 e
MSE(t4,,) = 1.68.

Portanto, podemos ver que o operador étimo em Q é 14, € 0 operador 6timo em Lf) ! estd
associado a 1)14. Portanto, otimalidade em LlD ! nfo implica otimalidade em Q.
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X|Y=0 Y=1 Y=2 Y =3
00001 0.02 001 0.01
01001 0.00 0.02 0.01
02 002 0.02 003 0.01
031001 0.01 001 0.02
10002 0.01 0.02 0.02
11001 001 0.02 0.02
121001 0.03 0.03 0.01
131002 000 0.02 0.03
201003 0.02 001 0.02
211001 0.01 002 0.01
22 10.00 002 001 0.01
231001 0.02 003 0.02
301002 0.01 001 0.01
311003 0.02 0.00 0.02
321001 0.01 003 0.01
331001 0.02 002 0.02

Tabela 4.2: Distribuicdo sobre Ly X Dy

X |Y=0 Y=1
00 | 0.09 0.13
01| 0.12 0.16
10 | 0.15 0.10
11 1 0.10 0.15

Tabela 4.3: Distribuicao sobre L1 x D1

Operador | MSE(y) MSE(¢y)
1 3.6400 0.5400
2 2.9200 0.4900
3 3.3600 0.5900
4 2.6400 0.5400
5 2.9600 0.5000
6 2.2400 0.4500
7 2.6800 0.5500
8 1.9600 0.5000
9 3.0800 0.5000
10 2.3600 0.4500
11 2.8000 0.5500
12 2.0800 0.5000
13 2.4000 0.4600
14 1.6800 0.4100
15 2.1200 0.5100
16 1.4000 0.4600

Tabela 4.4: MSE para os operadores na restricao Q e os operadores associados em LID !
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4.3.4 Analise do erro para restricao de resolucao

Nesta secdo vamos analisar o erro da restricao, e dar uma representacdo deste erro em funcio das
varianzas das probabilidades condicionais dentro de cada classe de equivaléncia. Também rodamos
algumas simulagoes para mostrar o comportamento do erro com e sem restrigao.

Sejam Dy = LgVO e D = L¥V1 os espacos de configuragoes original e restrito por resolugao
respectivamente, p o mapeamento de resolucao, e sejam o € Popt—c 0 operador 6timo sem restricao,
sobre Dy e o operador restrito 6timo, sobre D1, respectivamente. O operador 1,,; pode estar dentro
o fora da restricao Q,. Se Yo € Q, entdo ele é 6timo em Q, e, portanto, Yopt—c = Yopt, € neste
caso nao existe custo em utilizar a restricdo. No segundo caso, se 9o ¢ Qp, entdo Yopt—c 7# Yopt €
existe um custo A(11,1) da restri¢do

O objetivo da restri¢ao é diminuir o custo de estimacdo, e a sua qualidade depende da relagio entre
o custo da restricdo e o custo de estimacdo com e sem restri¢ao, dentro de um modelo determinado
de imagens. O 1ltimo ponto é importante ser notado, pois nenhuma restri¢gao pode ser eficiente para
todos os possiveis modelos de imagens.

Para examinar esta relacdo no caso especifico de restri¢ao por resolucao, vamos supor que temos
N pares de exemplos para projetar estatisticamente o operador étimo, e vamos chamar ¥x € ¥y _.
o estimador, a partir dos N exemplos, do operador 6timo sem restricao 1., e do operador restrito
6timo topi—c, respectivamente. Pela equacdo 2.10, E[MSE(¢n_.)] < E[MSE(¢x)] se e somente se

E[A(TPN’ 'lpopt) - A(¢N—ca wopt)] Z A('lpopt—ca "popt)- (48)

e neste caso a restricdo é benéfica, pois a esperanca do erro do operador estimado na restricao é
menor que a esperanca do erro do operador estimado sem restricao, onde a esperanca da equagao 4.8
é sobre todas as possiveis amostras de tamanho NV, e depende também da técnica de estimacao usada.

O seguinte teorema apresenta uma representacao do custo da restrigao.

Teorema 4.10 O custo da restri¢gdo tem a sequinte representacdo:

Aopt—cs bopt) = B | Var|E[Y[X]|2]| (4.9)

Demlwm_c,w) = 3 o) — BV [P

= 2 T (ocls) ~ BV Ix)*Plxin)Pla)

= % B|War-els) — BIYIXI]s] P2

= 3 (Var| Wapie(a) — ELYXD[a] + B [dop-—c(2) ~ EIY[X]|2] ) P(2)

- ZE%I(V(W By (X]|z +(¢0,,t o(z) ~ E[B[Y|X] z]>2)P(z)

- ZEZDI(VM E[Y|X)|z] + ( E[Y|z ])2) (2)

- X Var[E[Y|X] P(z)

- E[Var[E[Y|X]‘Z] .
(4.10)
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Para entender o significado desta expressdo, vamos a analisar o caso onde x € C[x'] = E[Y|x]| =
E[Y |x']. Neste caso, Var [E[Y|X]
Este exemplo representa o caso quando as classes de equivaléncia agrupam configuracGes as quais o
operador 6timo nao restrito associa o mesmo valor. A medida que o valor associado pelo operador
Otimo é mais diferente para as configuragoes de uma mesma classe, maior é a varianca dentro dessa
classe e, portanto, maior o custo da restricao.

z] = (0 para todo z € D; e, portanto, o custo da restricao é zero.

Para analisar e comparar os custos de estimacao e restrigao foram feitas algumas simulagoes sobre
dois modelos (ou distribuicdes) IT; e Iz, projetados para ter custo de restricdo (A(%opt—c; Yopt) = 0)
para dois mapeamentos p; e pa, respectivamente. Para o espaco de observacgoes Dy usamos 5 varidveis
(nop = 5) e para o espago restrito D usamos 3 varidveis (ny = 3), e o modelo é considerado bindrio
(Lo =Ly =L ={0,1}).

As probabilidades condicionais P (Y = 1|x) para a distribuicao II; foram definidas a partir das
probabilidades condicionais P;(Y = 1|z) que estdo na tabela 4.5 por P;(Y = 1|x) = P (Y = 1|z)
para z tal que x € C[z], onde as classes de equivaléncia C[z] = {x : p(x) = z} sdo definidas pelo
mapeamento de resolugao

p1(z1, T2, T3, T4, T5) = (T2, 73, T4)

. As probabilidades das configuragdes Pj(x) foram definidas iguais para cada configuracio x € C|z],
fazendo P; (x) = P1(C[x])/4, onde P;(C[x]) é dado também na tabela 4.5.

Portanto, as configuragbes x € Dy herdam as probabilidades condicionais das classes de equiv-
aléncia z a que elas pertencem. Desta maneira, dentro de cada classe de equivaléncia todas as configu-
ragoes tém associado o mesmo valor pelo operador 6timo e, portanto, o custo da restricao é zero, para
o mapeamento p;. Por exemplo, C[(0,1,0)] = {(0,0,1,0,0),(0,0,1,0,1),(1,0,1,0,0),(1,0,1,0,1)} e,
portanto, pela tabela 4.5, P;(Y = 1/(0,0,1,0,0) = P, (Y = 1/(0,0,1,0,1)) = P, (Y = 1|(1,0,1,0,0))
= P (Y =1/(1,0,1,0,1)) = 0.0421, e P;(0,0,1,0,0) = P;(0,1,0)/4 = 0.0164. A distribuigdo Il foi
definida da mesma maneira, usando a tabela 4.6, e 0 mapeamento

PQ(iUh Z2,%3,T4, $5) = (mla zs3, '%.5)

Finalmente, foi definida uma terceira distribuicao II3 como combinacdo linear de II; e Ils,
Ps(y,x) = 0.4P;(y,x) + 0.6P(y,x), com as normalizagdes necessirias para que I3 seja uma dis-
tribuicdo de probabilidades. Esta distribui¢ao I3 ndo estd particularmente bem definida para nen-
hum dos dois mapeamentos de resolucao p; ou ps.

Para cada distribuicdo simulamos amostras para treinar os operadores 6timos. Para analis-
ar o comportamento para diferentes quantidades de amostras, foram utilizados os valores N =
10, 20, ..., 100 para estas quantidades. Para cada valor de N foram treinados os operadores restrito
otimo, Yy_. e 6timo sem restricdo ¥y. O operador 6timo sem restricao foi projetado utilizando o
estimador da esperanca E’[Y|x] para as configuragoes observadas e o estimador da esperanca E[Y]
para as configuracoes nao observadas. O operador 6timo restrito foi projetado utilizando a mesma
técnica depois de aplicar o mapeamento de resolugdo p; aos exemplos. E importante notar que como
foi utilizada o mapeamento de resolucdo p1, a distribuicao IT; vai ter melhor desempenho que Il; e
IT3.
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z P(0|z) P(1lz) | P(=z)

000 | 0.9579 0.0421 | 0.0779
001 | 0.0421 0.9579 | 0.2315
010 | 0.9579 0.0421 | 0.0657
011 | 0.0421 0.9579 | 0.0747
100 | 0.9579 0.0421 | 0.1604
101 | 0.9579  0.0421 | 0.1681
110 | 0.0421 0.9579 | 0.0636
111 | 0.9579 0.0421 | 0.1582

Tabela 4.5: Distribuicao IT; sobre {0,1} x D;

z P(0|z) P(1]z) | P(z)

000 | 0.4198 0.5802 | 0.1376
001 | 0.4963 0.5037 | 0.1420
010 | 0.4643 0.5357 | 0.1113
011 | 0.7088 0.2912 | 0.1565
100 | 0.9579 0.0421 | 0.1663
101 | 0.3544 0.6456 | 0.0490
110 | 0.3472  0.6528 | 0.1029
111 | 0.3280 0.6720 | 0.1345

Tabela 4.6: Distribuicdo IIy sobre {0,1} x D,

As Figuras 4.9(a), 4.9(b) e 4.9(c) mostram o MSE médio, para II;, IIy e II3 respectivamente,
dos operadores ¥y e ¥n_., medido sobre 200 repeticoes do experimentos (isto é, 200 diferentes
amostras de tamanho N, para N = 10,20,...,100) Também sdo mostrados os erros dos operadores
6timos restrito e sem restricao, Yopt € Yopi—c, respectivamente, como linhas horizontais, pois eles nao
dependem da quantidade N de amostras. Na Figura 4.9(a) ndo é visivel o erro de 1,y pois ele é
igual ao erro de Yopt—c.
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Figura 4.9: MSE para a) II;, b) Iy e c¢) II;.

Na Figura 4.9(a), correspondente a II;, o operador restrito tem melhor desempenho que o operador
nao restrito, pois mesmo sendo o operador 6timo o mesmo nos dois casos, o espaco de operadores
restritos Q,, é menor que o espaco nao restrito LPo ¢, portanto, a estimacio é, neste caso, simplificada
e o erro de estimacao diminui. Neste caso podemos perceber que se a distribuicao é compativel com a
restricdo, o uso de mais varidveis (neste caso 5 em vez de 3) pode até piorar a estimacao do operador
6timo.

Na Figura 4.9(b), correspondente a ¥y, podemos ver que o erro do operador restrito 6timo é
muito maior que o erro do operador étimo ndo restrito, e mesmo sendo para N pequenos o erro de
estimacao maior para o projeto sem restricao, o desempenho é melhor que para o projeto restrito.
Neste caso é importante notar que, mesmo sendo Iy uma distribuicao onde a restricao definida por
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p2 pode ser benéfica (como no caso de II; com p1), a estimagao pode ser muito ruim se é utilizada
uma restri¢cao definida por um mapeamento diferente.

A Figura 4.9(c), correspondente a I3, mostra um caso intermédio, onde o erro do operador 6timo
é um pouco maior, e onde nem 0 mapeamento p; nem o mapeamento ps sao bons mapeamentos
para a distribui¢do (ou seja, onde o custo da restrigdo é alto para ambos). Neste caso podemos ver
que para N pequeno é melhor estimar o operador restrito 6timo, enquanto para N grande é melhor
estimar o operador 6timo sem restricao.

Finalmente, a Figura 4.10 mostra um grafico comparativo do erro dos operadores projetados
automaticamente para distintas combinacoes lineares de II; e ITy, obtidos por P"(y,x) = hP; (y,x) +
(1 — h)Py(y,x) e a normalizagio necessdria para ser uma distribuicao. Sao mostrados os valores de
MSE para h = 0,0.1,...,1 é para N = 10,20,...,100. Aqui podemos ver quanto mais parecida a
distribuicio IT" é de II;, maior é a vantagem de usar a restricdo.

Figura 4.10: MSE para operadores restritos e nao restritos

As Figuras 4.11(a), 4.11(b) e 4.11(c) mostram o custo da restrigdo A(vopt—c, Yopt) € a diferenca
média do erro de estimacdo (estimado sobre as 200 realizacoes) E[A(YN, Yopt) — A(YN—c; Yopt—c)],
para as distribuigoes Iy, IIy e II3, respectivamente. Na Figura 4.11(a),

A(d’optfc, d]opt) =0

, pois o operador 6timo sem restricdo estd na restricdo (Yopi—c = Yopt) €, portanto, nao é visualizada
a linha para esse valor.

— 80,4,
ERUy 00940 9]

0, ,)
ERUy 000y 4]

A, 4, )
il 4000 99)
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£ I 10 20 EY 50 60 70 0 00 10 20 EY 0 50 60 70
N, number of samples: N, number of samples

Figura 4.11: Comparacao entre A(¢opt—c, Yopt) € E[A(YN, Yopt) — A(YN—c, Yopt—c)] Para a) IIi, b)
II; e ¢) IIs.

A anilise dessas curvas, pela equacao 4.9 mostra a partir de que valor de N é melhor usar a re-
stricdo para cada distribuigdo. No primeiro caso, de II;, vemos que E[A(Yn, Yopt) — AN ¢, Yopt—c)] >
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A(Yopt—c, Yopt) para todo N, isto é, que o custo adicional por estimar no espago sem restricao é
maior que o custo da restricio (neste caso zero) e, portanto, a restricio é recomendivel. No se-
gundo caso, de Ilp, vemos que E[A(Yn, Yopt) — AYN—c, Yopt—c)] < A(Wopt—c, Popt) Para todo N e,
portanto, o ganho no custo de estimacao nao chega a contrarrestar o incremento dado pelo custo da
restricdo, e é recomenddvel ndo usar a restricdo. No terceiro caso, de II3, para N < 50 temos que
E[IA(WYN, Yopt) — A(YN—c, Yopt—c)] > A(Yopt—c, Yopt) €, portanto, é recomenddvel a restricdo, enquan-
to que para N > 50 temos que E[A(Yn, Yopt) — A(WN—c, Yopt—c)] < A(Yopt—c, Yopt) €, Portanto, a
restricao nao é recomendavel.

Nestes exemplos podemos conferir que o uso da restricdo depende de dois fatores principais, a)
de quanto é bom o mapeamento de restricao p para a distribuigao; b) de qual é a quantidade N de
amostras a utilizar.

4.3.5 Analise do erro para W-operadores binarios

No caso particular dos W-operadores bindrios, a equacao 4.8 pode ser analisada em mais profundi-
dade [78]. Sejam W a janela de observagio, L = {0,1} a escala de cinza das imagens, Dy = LY, Dq
pode ser identificado com o conjunto de partes de W, P(W). Um W-operador binario estd definido
por uma funcdo caracteristica v : Dy — L. Neste caso o incremento de erro de um operador bindrio
1 pode ser computado em fungido do operador bindrio étimo y(x) = round(E[Y|x]) em lugar de
Po(x) = E[Y|x]. Seja px = P[Y = 1]x], o incremento de erro de 9 comparado com o erro do
W -operador bindrio 6timo g sobre Dy é dado por

A, Popt) = > Ox
g *eK[TAK o) (4.11)
onde
5 = [2py — 1|P(x) (4.12)

é o incremento de erro associado 4 configuracao x € Dy, e onde K[¢p]AK[1)o] é o conjunto de configu-
ragoes onde diferem o operador 1 é o operador .

7

Se 1o,n é o operador estimado sobre Dy com uma amostra de N pares da forma (y,x), entdo
A(to,n,%0) é o custo de estimagdo. No caso bindrio existe uma representacdo da precisdo
E[A(%o,n,%0)] em fungao das probabilidades condicionais py = P[Y = 1|x] e as probabilidades das

configuragoes P(x).
BlAGon, )] = B| o]
x€K (1o, N]AK 0]

= ) 0xP[x € Ktho,n]AK[t0]] (4.13)

x€Dg

= > 0xPhon(x) # o(x)]

x€ Do

Seja D1 uma particao de Dy e seja p : Dy — D1 o mapeamento de resolugao. A particao Dy pode
ser obtida por exemplo por uma sub-janela W; C W sendo xRx' se e somente se x|y, = x'|w,, €
neste caso o mapeamento de resolugio é definido por p(x) = x|w,. Vamos supor que 91 é o operador
bindrio sobre Dy associado ao operador bindrio 6timo sobre D1, e que %71y é o operador bindrio
sobre Dy associado ao operador projetado sobre D;. Nosso interesse é analisar a equacado 4.8, que
com a nova notagao, e rearranjando os termos, pode ser escrita como
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E[A(o,n,%0)] = E[A(Y1,n,91)] 2 A1, %0)- (4.14)

A restrigdo por resolugao definida por D; é considerada vantajosa se a equagao 4.14 é valida. O
termo direito desta equacgido, chamado de custo da restri¢do, nio depende dos dados de treina-
mento, somente do modelo de imagem e da partigao D;. Como ; é associado ao operador 6timo
sobre D1, e pelo teorema de preservacao de erro, o segundo termo pode ser escrito como:

E[A@WL N, $1)] = Y 6:P[1,n(2) # 1 (2)] (4.15)
z€ Dy
onde
6z = [2pz —1|P(2)

= [2P(Y =1,2) — P(a)|
= |2 Z]P(Y=1,X)— > P(x)|

x€C|z x€C(z] (416)
= 2 ¥ 2(px—05)P(x)

x€C|z]
= X k- X bl

x€C[z]NK [$o x€C[z]— K [¢o

Considerando que 2p, — 1 > 0 se e somente se z € K[1;], entdo

O0x — > Ox se z € K]
. x€C[z]NK[vo x€Cz]—K[vo
2=V 2% st Y 6k se z¢ K] (4.17)
x€C[z]NK Yo x€C[z]—-K|[¢o

e, portanto, se definimos, para x € C[z|, Pi(x) = Pi(z) = P[Y1,n(2) # ¥1(2)] = Pl n(x) # ¥1(x)],
podemos escrever a equacao 4.15 como

E[A(,N,1)] =

]

[ Y - Y 6X]P1(z)

z€K[¢1] “x€C[z]NK [0 x€Cz]—K|[vo

S VNN D DR S DR M ) 1C)

ze K[1] x€C[z]NK Yo x€C[z]—K[¢o

= > 0x P (x) — > 05 Py (x) (4.18)
x€EK[11]NK[o] x€K[P1]NK[o]¢

- > xP1(x) + > Ox P (x)

xEX[P1]°NK o] xEX[P1]°NK ol

= > oxP1(x) — > ox P1 (x)

xZK[Y1]AK[to] xEX[Y1]AK o]

E importante notar nesta equacdo que as configuragoes que estao no swiching set, isto é, x €
K[1]AK 1] contribuem de forma negativa para o erro de estimagdo do operador projetado sobre
D;. Este resultado pode induzir a pensar que incrementar o switching set é uma via para melhorar
o resultado da restricio, mas, pela equagio 4.11, isto vai incrementar também o custo A(t)1,1) da
restricdo, o que nao é desejavel. O caminho correto para melhorar a estimacao é em funcao das prob-
abilidades P;(x) = P[y1 n(x) # 91(x)], que tendem a ser menores que Py(x) = P[tho n(x) # 1o(x)],
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pela quantidade adicional de exemplos disponiveis para estimar 1, com respeito a 1y. Para ver este
caso, vamos analisar o caso em que 11 = 9. Neste caso K[y1]AK o] = D, e

EA@Win, )= Y, &P(x) (4.19)
x@K[1]AK[¢o]

e a restricao é vantajosa se, pelas equacoes 4.9, 4.13 e 4.18,

Y x(P(x) - Pi(x) >0 (4.20)
x¢K[1]AK o]

Nesta 1ltima equacao é visivel a vantagem de usar a restricao, pois é de esperar que a estimacgao seja
melhor para 1, que para 1 e, portanto, é de esperarse que P;(x) seja maior que P;(x) e, portanto,
a restricdo vantajosa.

4.4 Projeto Multiresolucao

Nesta se¢ao mostramos como podemos concatenar restricoes por resolucao espacial e algumas con-
sequiéncias desta técnica. Sejam as janelas Wo C W1 C Wy, onde as configuragoes sobre Wy sao
obtidas por observac¢ao na imagem, e as configuragoes sobre W1 e Wy por amostragem espacial sobre
Wy e Wi, respectivamente. Sejam os espacos de observacdes definidos por Dy = LWo, D; = LM e
Dy = LM2. Neste caso vamos supor que a escala de cinzas L das configuracdes é similar & escala de
cinza da imagem ideal.

O mapeamento entre as configuragoes em Dy e Dy esta definido por p; : Dy — D1, e entre Dq e
Dy esta definido por p2 : D1 — Dy. Os mapeamentos p; € p2 definem um mapeamento de resolucao
p12 : Do — Da, por pia = p 0 py, isto &, p12 : Do 2 D1 3 Dy

Isto pode ser analizado de forma mais geral, ndo somente para restricoes espaciais. Sejam Dy,
Dy e Dy espagos de configuragdo relacionados pelos mapeamentos de resolugao p; : Dg — Dq e
p2 : D1 — Do, onde Dy é uma particdo sobre Dy e Dy é uma particdo sobre D1, e as classes de
equivaléncia estdo definidas por xRx' se e somente se p;(x) = p1(x’), para x,x' € Dy, e zSz' se e
somente se pa(z) = po(z’), para z,2' € Dy. A particdo Dy sobre D; pode ser considerada também
uma parti¢ao (ou relacao de equivaléncia) sobre Dy, por xR'x’ se e somente se p12(x) = p12(x’), para
x,x’ € Dy, identificando cada classe Ci2[x] C Dy com a classe Cs[z] C Dy para quaisquer z = p1(xX).

A particao definida por Dy sobre Dy é menor que a definida por D1, no sentido que tem menos
elementos, mas também tem a propriedade que as particoes sao encaixadas, no sentido de que se
xRx' entdo xR'x/, pois se p1(x) = p1(x’) entdo pi2(x) = p12(x’).

A comparacdo dos custos de restricdo para diferentes niveis de resolucdo requer subtracdo de
equagoes da forma dada na equacgdo 4.9. Para analizar o problema em forma mais geral (mais de 2
niveis de resolu¢ao), podemos definir uma seqiiencia de partigoes Dy, D, Ds, ... sobre o espago Dy,
e dos respectivos mapeamentos de resolugao p1, p2, p3,- .., onde pg : Di_1 — Dj. Para o espago Dy,
chamamos de 1, 0 operador étimo nesse espago, isto é, ¥y é o operador étimo sem restrigoes, 11 € o
operador 6timo sobre a restricao Q,, definida por D; e p1, e assim por diante.

Pela equacao 4.8, a restricao multiresolugao é benéfica para a restricao Q,, , definida pela particao
Dy, através da composicdo de mapeamentos (pg © pg_1©...0 p1) se

E[A(%o,5,%0) — A(Yk,n,%0)] > A%k, o) (4.21)
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Quando a analise multiresolugao é realizada por particoes sucessivas, os filtros 6timos 11 e ¥y, estao
relacionados por

Ay, Yr1) = E[Var [E[Y|Z] ‘WH (4.22)

onde W toma valores em D}, com a distribuicdo de probabilidades associada, e para cada w € Dy,
Z toma valores em C[w| = {z € Dy 1 : px(z) = w} C Dy_1. Podemos definir os mapeamentos
Py = PkOPk—1°...0p1, com p) : Dy = Dj sendo mapeamentos de resolugao diretamente de Dy para
cada Dy. Com esse mapeamento, os filtros 6timos 1y e ¥ estdo relacionados por

A, bo) = E [Var [E[Y|X] ‘WH (4.23)

onde W toma valores em Dy, e para cada w € Dy X € C[w| = {x € Dy : p(x) = w} C Dy. As
equagoes 4.22 e 4.23 mostram duas formas de calcular o incremento de erro para o operador 6timo
1y, sobre o espago restrito Q,, , primeiro como soma dos incrementos de erro para cada mapeamento
individual, e segundo como funcao da classe de equivaléncia induzida sobre Dj pelo mapeamento
composto pf = Pk © pg_10...0 p1.

Como exemplo de esquema multiresolucao, a Figura 4.12 mostra um esquema de pirdmide com
duas etapas, onde a restricdo de resolucao é espacial nos dois casos.

Wo

Figura 4.12: Estrutura de pirdmide

4.4.1 Projeto piramidal de operadores restritos por resolugcao

A metodologia de projeto de operadores restritos por resolucio, como apresentado aqui, consiste em
obter um estimador 1y do operador 6timo restrito a resolucao k, sobre o espaco de configuracoes
Dy, e aplica-lo as configuracoes observadas em Dy, fazendo 9} (x) = 9y (pk(x)). Pela identificacdo
entre 1) e 1y, a partir de agora vamos chamar os dois 1, quando nao haja duvida sobre o dominio
(Do ou Dy,).

Esta metodologia de projeto de operadores permite usar uma resolucao menor quando suspeitamos
que a estimagado vai ser ruim na resolucao maior. Mas s vezes para algumas configuragoes x € Dy
a estimacdo de E[Y|x] é boa, e ela nio é utilizada, pois somente é estimado E[Y |px(x)].

Os erros de estimacao do operador étimo sobre Dy se devem a dois fatores, ao erro de estimacgao
de E[Y|x] para as configuracdes x € Dy observadas nos pares de treinamento, e ao erro de estimagio
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E[Y |x] para as configuracbes x € Dy nao observadas nos pares de treinamento. O primeiro caso
¢é justamente o problema de estimar uma esperanca a partir de uma amostra. No segundo caso, o
erro depende da metodologia adotada para generalizar a estimagao para observagoes nao observadas,
entre elas podemos listar:

e Associar um valor aleatério para as configuragbes nao observadas
e Associar ¥y (x) = round(E[Y]) para todas as configuragoes nao observadas
e Aplicar o algoritmo ISI [74, 79, 80] para realizar a generalizacdo

e Associar ¥y (x) = ¥n(x') para a configuracio x’' observada mais préxima a x

Cada uma destas técnicas induz um erro diferente para as configuracoes ndo observadas. O primeiro
caso foi estudado no caso bindrio dentro do problema da corre¢do do erro do operador projetado [81].

Uma via alternativa para o projeto de operadores é de somente resolver o segundo caso pela
restricao de resolucao, utilizando a estimacao sobre Dy quando tiver dados nos exemplos para estimar
E[Y|x], e usando o mapeamento de resolucdo py para estimar E[Y |pk(x)] quando x nao foi observado
nos exemplos. Isto é, se temos uma boa estimativa de E[Y|x] e g n(x) # ¢k n(X), entdo parece
prudente usar o n(x) em lugar de 9, n(x) Por outro lado, se temos uma estimacdo muito ruim de
E[Y|x], ou ndo podemos estima-lo, entdo pode ser benéfico utilizar vy n(x).

Definig¢ao 4.11 Sejam Dy, D1, ..., D,, 0s espacos de configuracées, com os mapeamentos de res-
olugao py : Dy — Dy, sejam vy, N 0s operadores restritos por resolucao sobre Dy treinados a partir
de N amostras, e seja N(x) a quantidade de vezes que a configuracdo x foi observada nos exemplos,
um Operador hibrido multiresolugao € definido por

o,n (%), if N(x)>0
Yin(x),  if N(x)=0,N(pi(x)) >0
P(0,...m),n (X) = : (4.24)
Ym—1,N(x), if N(x)=0,...,N(pm-2(x)) =0, N(pm-1(x)) >0
"/’m,N(x)’ if N(X) =0,... ’N(pmfl(x)) =0

Uma pequena mudanga desta defini¢do pode requerer N(x) > 7 para um limiar 7, para evitar
uma estimag¢ao ruim de E[Y |x].

O projeto de operadores hibridos multiresolucdo pode ser visto como uma técnica de general-
izagdo [82], onde a generalizacido para as configuracdes ndo observadas num nivel da pirdmide é dada
pelos seguintes niveis.

O seguinte exemplo mostra uma comparacio entre o projeto piramidal e o projeto ndo piramidal,
onde pode ser conferida a principal vantagem desta técnica, que é de evitar o incremento de erro
para janelas grandes. Neste exemplo usamos uma seqiiencia de janelas quadradas Wy, W1, Wy, W3
e W, de tamanho 9 x 9, 7x 7,5 x5, 3 X 3 e 1 X1 respectivamente, para eliminar ruido de diferentes
tamanhos (Fig. 4.13 a) de uma imagem obtida a partir de um modelo Booleano de discos (Fig. 4.13 b)
A Figura 4.14 mostra o erro do operador morfolégico bindrio projetado estatisticamente, em funcio
do tamanho mdiximo da janela. Podemos ver que, como é de esperar, o erro do projeto cldssico
diminui a principio, mas logo comeca crescer. Inicialmente o erro é devido ao pequeno tamanho
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da janela (s6 um ponto) e depois o incremento de erro é devido ao erro de estimagao para janelas
grandes. O melhor compromisso entre os dois erros é atingido com a janela 3 x 3. No caso do projeto
piramidal, o erro continua decrescendo para as janelas grandes, pois a boa estimagao da janela 3 x 3
é aproveitada quando necessdria.
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Figura 4.13: (a) Imagem ideal (b) exemplo de ruido adicionado
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Figura 4.14: Erro em func¢ado do tamanho da janela

4.5 Exemplos de aplicacao

Nesta se¢do vamos a mostrar alguns exemplos de aplicacdo da técnica de projeto multiresolucao,
comparando os resultados com outras técnicas. No primeiro caso vamos aplicar a técnica em imagens
sintéticas em niveis de cinza com poucos niveis de cinza (16), com o objetivo de corrigir borramento,
o segundo exemplo vai ser similar, mas com imagens com 64 niveis de cinza. Nos dois exemplos vao
ser utilizadas diferentes pirdmides para comparacio dos resultados.

4.5.1 Correcao de borramento em imagens 2D com 16 niveis de cinza

Neste exemplo foram projetados operadores para a correcdo do borramento em imagens geradas por
um modelo Booleano [76], com uma funcdo primaria em forma de pirdmide, com no mdximo 16 niveis
de cinza. O borramento foi gerado por uma janela de convolucao 3 x 3 (Fig. 4.15).
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Figura 4.15: Janela de convolugao

Para os experimentos geramos 20 imagens do modelo Booleano de 256 x 256 pixels de tamanho,
e aplicamos o borramento nelas. A Figura 4.16 mostra uma parte de uma destas imagens, antes e

depois do borramento.

Figura 4.16: Imagens Booleanas: (a) Parte de uma imagem (b) depois do borramento

Das 20 imagens, 10 imagens foram usadas para treinar os operadores e as outras 10 imagens
foram usadas para estimar o erro destes operadores. Os operadores multiresolucdo foram treina-
dos com diferentes esquemas de piramides, e todos eles foram aplicados nas imagens de teste para
computar o erro MSE. Os resultados foram comparados com resultados prévios apresentados em
trabalhos anteriores [35] onde foram analisados os desempenhos de operadores lineares e Aperture.
Para evitar diferencas, foram usadas as mesmas imagens de treinamento e teste para projetar os
operadores multiresolugdo. A Figura 4.17 mostra o gréifico de erro MSE comparado para alguns dos
melhores operadores. Cada curva representa um operador diferente, que pode ser linear, Aperture,
ou multiresolucao com diferentes esquemas de pirdmides. O eixo X representa a quantidade de dados
de treinamento e o eixo Y representa o erro quadratico médio (MSE) estimado sobre as 10 imagens

de teste.

A linha horizontal rotulada como “blured!”

representa o erro da imagem borrada, ou seja a
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Figura 4.17: MSE para 16 niveis de cinza

diferenca entre esta e a imagem ideal. A curva rotulada como Lin9 x 9 mostra o resultado do
operador linear projetado estatisticamente sobre uma janela 9 x 9. As Figuras 4.18 (a) e 4.18 (b)

mostram as pirdmides usadas para projetar os W-operadores multiresolucao rotulados como MresW'l
e MresW'7, respectivamente.

EEE
EED ] B
EEE
W

(a) (b)

Figura 4.18: Piramides para os operadores “Mres W 1”7 e “Mres W 7”

As Figuras 4.19 (a) e 4.19 (b) mostram as pirdmides usadas para projetar os W-operadores mul-
tiresolucao rotulados como MresW8 e MresW9, respectivamente. A curva rotulada como DT'17 x5
é um operador Aperture projetado sobre uma janela de 17 pontos dentro de uma janela 5 x 5, chama-
da Wy na pirdmide da Figura 4.19. As curas rotuladas como MresAl, MresA7, MresA8 e MresA9
mostram o erro de Apertures multiresolucdo usando as mesmas piramides que os W-operadores mul-
tiresolucao MresW1, MresW7, MresW8 e MresW9, respectivamente, com uma janela de niveis
de cinza K, com k = 5.

s FOH c oob H OB
W0 Wl W2 W3 W0 W1 W2 W3
(a) (b)

Figura 4.19: Piramides para os operadores “Mres W 8” e “Mres W 9”
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No grafico podemos ver que a maior parte dos operadores nao lineares tem melhor desempenho
que o operador linear, o qual estabiliza em um MSE=0.438, mesmo que ele seja projetado numa
janela muito maior (testes com janelas menores nao melhoraram o resultado). Nestes exemplos os
operadores multiresolucdo MresAl e MresW1 nao tem um desempenho tao bom como o Aper-
ture ndo multiresolugio (17 x 5). Os melhores resultados podem ser observados, em seqiiencia, nos
operadoresMresW8, MresW9, MresW7, MresA9, MresA8 e MresA7. O melhor desempenho
dos W-operadores multiresolugiao sobre os Aperture multiresolugdo pode ser justificado pelo fato das
imagens terem somente 16 niveis de cinza e, portanto, o custo de estimacao dos W-operadores nao é
maior que o custo da restricdo dos Apertures. Mas nos dois casos eles tem melhor desempenho que
os operadores lineares ou Aperture.

4.5.2 Correcao de borramento em imagens 2D com 64 niveis de cinza

Este exemplo é similar ao anterior, mas com uma mudanca no modelo das imagens para analisar
um caso onde esperamos que os operadores Aperture tem melhor desempenho que os W-operadores.
Este novo modelo vai ter um fundo varidvel, com certa suavidade.

O novo modelo de imagens foi criado adicionando uma superficie suave as imagens do modelo
Booleano de 16 niveis de cinza. Foram geradas 20 imagens definidas por func¢oes suaves. Cada uma
delas foi gerada selecionando 4 niveis de cinza aleatoriamente com distribui¢ao uniforme no intervalo
[0,50], um valor para cada canto da imagem, e gerando uma superficie de interpolagio conectando os
4 pontos. A imagem final é obtida somando as superficies com as imagens das piramides do exemplo
anterior. A Figura 4.20 mostra uma imagem original de 16 niveis de cinza com a superficie (ou
fundo) adicionado, em uma vista 3D. O borramento foi gerado com a mesma janela de convolucio da
Figura 4.15. A Figura 4.21a) mostra parte de uma imagem resultante da adi¢ao do fundo varidvel,
e a Figura 4.21c) mostra o resultado do borramento. .

(a) (b)

Figura 4.20: Modelo de imagem: a) original, b) combinado com o fundo varidvel

Como no exemplo anterior, foram usadas 10 imagens para treinamento e 10 imagens para teste.
Isto é, 10 imagens foram usadas para estimar os operadores 6timos, linear, Aperture, Aperture
multiresolu¢do e W-operador multiresolugdo. Outras 10 imagens foram usadas para estimar o erro
desses operadores.
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Figura 4.21: Modelo de imagem:(a) Imagem combinada (b) se¢do. (¢) Imagem borrada, (d) secao

A Figura 4.22 mostra o erro MSE para alguns dos melhores operadores de cada classe. A linha
horizontal rotulada como “blured!” representa o erro da imagem borrada, ou seja, a diferenca entre
esta e a imagem ideal. A curva rotulada como Lin9 X 9 mostra o resultado do operador linear
projetado estatisticamente sobre uma janela 9 x 9. As curvas rotuladas como MresA6, MresAS,
MresA9 e MresW8 mostram o erro para os operadores Aperture com as pirdmides 6,8 ¢ 9, e o
W -operador 8, usando as piramides das Figuras 4.23a),4.23b), 4.24a) e 4.23b) respectivamente.

Os operadores Aperture foram treinados com a mesma janela na escala de cinzas K, com k = 5.
As curvas rotuladas DT6 e DT15 mostram o erro MSE para o operador Aperture projetado usando
uma janela quadrada 3 X 3 e uma janela de 17 pontos, respectivamente.

O W-operador multiresolucao de melhor desempenho é o MresW 8, e mesmo assim o desempenho
ndo é bom, com certeza devido & maior quantidade de niveis de cinza, fazendo o espaco de configu-
racdes e, portanto, o custo de estimacdo muito grande. O operador Aperture (ndo multiresolucao)
DT15 tem melhor desempenho que MresW 8, mas pelo tamanho da janela, ainda o custo de esti-
macao é muito alto. J4 o operador Aperture nao multiresolucao DT'6 tem melhor desempenho, por
usar uma janela menor.

Pode se ver que o operador Aperture multiresolucdo MresA6 tem um desempenho ainda melhor
que DT6 para N pequeno, mas para N grande eles tem quase o mesmo desempenho, com uma
leve vantagem para DT6. Um ponto importante é que aqui os operadores Aperture multiresolucdo
MresA8 e MresA9 tem melhor desempenho que os W-operadores multiresolucdo e mesmo os op-
eradores Aperture ndo multiresolugao. A tnica diferenca entre MresA8 e MresA9 é a janela Wy
da pirdmide, o que permite conferir como o projeto da pirdmide pode influir diretamente no resul-
tado, pois mesmo sendo as duas janelas de 5 pontos, a cruz diagonal funciona melhor que a cruz
horizontal-vertical. No grifico podemos ver também que os trés operadores Aperture multiresolucao
tém melhor desempenho que o operador linear (Lin9 x 9).
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Figura 4.22: MSE para 64 niveis de cinza

(a) (b)

Figura 4.23: Pirdamides para operadores “6” e “8”

A Figura 4.25 mostra como o projeto piramidal melhora a estimagao para janelas grandes. As
duas curvas representam o erro dos operadores em func¢ao do tamanho da janela, no caso do operador
Aperture, e em funcdo do tamanho da tultima janela da pirdmide, no caso do operador Aperture
multiresolu¢ao. Em ambos os casos para a mesma quantidade de exemplos N. A Figura 4.26 mostra,
as piramides utilizadas para projetar os operadores Aperture multiresolucdo e as janelas utilizadas
para projetar os operadores Aperture.

A curva de erro para o operador Aperture mostra o problema cldssico em projeto de operadores:
o erro diminui com uma janela maior, mas quando continua crescendo a janela ele volta a crescer,
pelo erro de estimacao. Neste caso o melhor resultado é obtido para a janela W5, e depois o erro
cresce muito rapidamente para as janelas W7 e Wy.

A diferenca do operador Aperture, a curva do operador Aperture multiresolucdo mostra uma das
grandes vantagens do projeto piramidal: o erro tem tendéncia a diminuir quando a janela cresce.

As Figuras 4.27 a 4.32 mostram o resultado dos operadores testados sobre uma pequena regido

W, w, w,
W0 Wl W,

(b)

(a)

Figura 4.24: Piramides para operadores “9” e “11”



4.5 Exemplos de aplicacao 69

0.5

—— Multiresolution Aperture
Aperture

0.48-

0.46 1

0.44 N

MSE

0.42 ,

041 1

0.38 1

0.36 L !
w3 w2 w1 WO

Window sequence

Figura 4.25: MSE erro: multiresolucao X nao-multiresolucao

Wl W2 W3

W

W 4

0

Figura 4.26: Piramides: {Ws3, Wy}, {Wo, W3, Wy}, ..., {Wy, W1, Wo, W3, W4}

de uma imagem de teste. As imagens correspondem & imagem original, o seu borramento, e a
aplicacao dos operadores linear, W-operador multiresolucdo, Aperture ndo multiresolucao e Aperture
multiresolucao.

As Figuras 4.27 e 4.28 mostram uma regido de 500 pontos da imagem original e a imagem borrada.
Na imagem borrada tem 161 pontos (marcados com as bordas pretas) com valores diferentes da
imagem ideal. A maior parte desses pontos tem diferenca de um nivel de cinza (129 pontos) ou dois
niveis de cinza (30 pontos). O MSE estimado para essa regido é de 0.524.

A Figura 4.29 mostra o resultado do filtro linear 6timo sobre uma janela 9 x 9. O erro MSE cai
a 0.434, mas a quantidade de pontos com erro nao diminui. A diminui¢ao do MSE se deve somente
a pontos que tinham diferenca maior que um, e que agora tem diferenca um.

A Figura 4.30 mostra o resultado do melhor W-operador multiresolugdo. Neste caso o MSE
aumenta a 0.552, mas a quantidade de pontos com erro cai para 130. Isto se deve a um incremento
nas diferencas de niveis de cinza em alguns desses pontos.

A Figura 4.31 mostra o resultado do melhor operador Aperture ndo multiresolugido, sobre uma
janela de 17 pontos. Neste caso diminuem tanto o MSE para 0.3420 como a quantidade de pontos
com erro para 89, e podemos conferir visualmente a melhora nas bordas das pirdmides.

Finalmente, a Figura 4.32 mostra o resultado do operador Aperture multiresolugao, sobre uma
janela de 17 pontos, obtendo o menor erro MSE de 0.222 e somente 73 pontos com diferente nivel
de cinza. Na figura podemos ver como o resultado nas bordas é ainda melhor que no Aperture nao
multiresolucao.
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Figura 4.27: Imagem original

Figura 4.28: Imagem borrada
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Figura 4.30: W-operador multiresolucao
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Capitulo 5

Envelope Multi-resolucao

5.1 Introducao

Nos dois capitulos anteriores apresentamos as restri¢oes de envelope e resolugdo, e a técnica de proje-
to multi-resolugdo para o projeto estatistico de operadores morfolégicos (W -operadores e Apertures).
As duas restricoes definidas melhoram o desempenho dos operadores treinados com poucas amostras,
utilizando o conhecimento do pesquisador, tanto em projetar o envelope como para projetar a re-
stricdo de resolucdo. Mas, nos dois casos, o incremento da quantidade de amostras no projeto dos
operadores vai produzir um detrimento do resultado do projeto restrito, em comparagao com o pro-
jeto sem restricoes. Isto se deve a que o projeto é consistente, tanto com como sem restrigao e,
portanto, quando o numero de amostras cresce, o erro do operador projetado se aproxima do erro
do operador étimo. O problema é que o erro do operador 6timo na restricdo é ndo menor que o erro
do operador 6timo sem restricées e, portanto, a qualidade do projeto restrito é asimptoticamente
inferior que a do projeto sem restrigoes.

No caso da restricdo por resolugao, a solucdo para o comportamento asimptético do erro estd
no projeto piramidal, ou multi-resolucdo. Nesse caso as resolugOes mais baixas, ou restritas, sao
s6 usadas se o treinamento nas resolucoes superiores nao foi suficiente. Se o numero de amostras é
suficientemente grande, a maior parte das configuracgoes observadas vao ser resolvidas sobre o primeiro
espaco de configuracoes (ndo restrito) e, portanto, a restrigio ndo vai tomar parte da aplicagdo do
operador. A restrigdo é usada como uma forma de generalizagdo, e ndo como uma corre¢do do
operador treinado em alta resolucdo. No caso do envelope a situacdo é diferente, pois a restricdo é
utilizada para corrigir o operador treinado, o qual j4 deve ter passado pelo processo de generalizacao.

Neste capitulo apresentamos uma nova técnica de projeto de operadores, chamada de envelope
multi-resolugao que combina as vantagens do projeto multi-resolucdo com as do envelope, mas
com a vantagem de ser asimptoticamente 6tima.

5.2 Envelope Multi-resolucgao

O envelope multi-resolugdo é obtido como combinagdo do projeto de operadores com envelope 3 e
o projeto hibrido multi-resolucao de operadores 4. Portanto, vamos lembrar primeiro essas duas
definigbes, com a restrigdo de ser L = {0,1}.

73
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Definicdo 5.1 Sejam D = LYW o espaco de configuracioes e LP o espago de operadores morfoldgicos
munido da estrutura de reticulado com a desigualdade <, o par (o, 8), com a, B € L e a < B, gera
uma restrigcao por Envelope Q.5 C LP definida por

Qop =[] ={¢p:a <y <p}

Os elementos de Qa5 C LP sdo chamados de operadores restritos por Envelope

Definigao 5.2 Sejam Dy o espaco de configuracoes observadas e p um mapeamento de resolucdo
sobre uma particio Dy. A restricio Q, = {1 € LP0 : p(x) = p(x') = 9(x) = ¥ (x') é chamada de
restricao de resolugao.

Uma primeira forma intuitiva de combinar restri¢do por resolucgao e restricdo por envelope consiste
em aplicar a restricao por envelope no espaco de configuracoes D;.

Definigcao 5.3 Seja p : Dy — D1 um mapeamento de resolucao, e a, B dois operadores morfoldgicos
definidos sobre Dy com escala de cinzas L tais que o < 8, a resiricio Q(,q.5) = {p € LPo : ap <
P < Bp} € chamada de restricao por p-envelope.

Nesta definicdo, os operadores a e 3 sobre D7 operam também sobre D através do mapeamento
de resolugédo p. Sejam o/ = ap e 8/ = Bp os operadores sobre D associados a « e 3 respectivamente.
Entdo a restricdo pode ser definida, em forma equivalente, como Q(, o,3) = {% € LPo: o/ <4 < B'}.
A Figura 5.1 mostra como é definido o operador o/ como composicio de a e p.

Dy e

Figura 5.1: Ac¢ao de a sobre Dy através de p

Para qualquer restricao por p-envelope Q(, o, gy €xiste uma restri¢ao por envelope Q(n g1y tal que
Qa8 = Qar,p), com o = ap e 8/ = Bp. Este resultado mostra que a restricdo por p-envelope
forma uma sub-familia das restrigoes por envelope. O primeiro resultado 1til desta propriedade é a
da possibilidade de projetar operadores dentro da restricao.

Definicdo 5.4 Seja Qpq,5) uma restrigio por p-envelope, e seja 1 um operador sobre Dy, entdo
definimos a projeg¢do v, de 1 na restricio por P, = (Y A B')V /. Também dizemos que 9, € o
resultado de aplicar o envelope ad 1.
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A dltima definicao de projecao é a mesma definida para envelopes(Capitulo 3) e, portanto, 9, é
restrita por resolugdo (¥, € Q(,a,3)), € pode ser definida também por:

1 : p(x) € K(a)
Pp(x) = 0 : p(x) ¢ K(B) (5.1)

P(x) : otherwise

O operador  é um operador restrito por resolu¢do, pois se p(x) = p(x') entdo o/(x) = a(p(x)) =
a(p(x')) = o/ (x'). Resultado similar vale para o operador . A restrigées por resolucgao sao fechadas
sob infimo e supremo, i.e., se 9 e 1)’ sdo dois operadores restritos por resolucdo, entdo ¥ A1)’ e 1p V¢’
sao restritos por resolucao e, portanto, a seguinte proposicao é valida
Proposicdo 5.5 Se 9 € um operador restrito por resolugdo, entao a projecio ¥, = (Y AB) Vo é
também um operador restrito por resolugdo.

Se 1 é um operador sobre Dy restrito por resolu¢do, entdo a projegio 1, também é restrita por
resolucdo (Proposigao 5.5) e eles tém associados os operadores ¢y, € ¢y, sobre D1, respectivamente.
O seguinte teorema mostra que no caso dos operadores restritos por resolucao, o seguinte diagrama
comuta (Figura 5.2) , onde da esquerda para direita a relagio estd dada pelo operador associado, e
de cima para baixo corresponde & projecao dentro do envelope:

P —>¢w

"/Jp —_—— ¢'¢p

Figura 5.2: Diagrama comutativo

Teorema 5.6 Sejam p : Dy — D1 um mapeamento de resolucdo, v : Dy — L um operador restrito
por resolugdo, ¢y : D1 — L o operador associado a v (¢py(z) = ¥(x) para qualquer x € C[z]), e
Yp =W AB') V' aprojecio de tp sobre a restricio Q, o). Entdo o operador ¢y, associado a 1,
satisfaz ¢y, = (¢y A B) V a.

Dem.: Sejaz € D1, e x € Dy tal que p(x) =z (x € Clz]),

1. Sez € K[a], entdo a(z) = 1 e, portanto, [(¢y A B) V af(z) = 1. Por outro lado, a(p(x)) =
afz) = 1 e, portanto, x € K[d] e 4,(x) = 1 e, portanto, o operador associado ¢y, satisfaz
phiy,(z) =1 =[(¢y AB) V o|(z).

2. Sez ¢ K[B], entao f(z) = 0 e, portanto, [(py A B) V a(z) = 0. Por outro lado, B(p(x)) =
B(z) = 0 e, portanto, x ¢ K[B'] e ,(x) = 0 e, portanto, o operador associado ¢y, satisfaz

phiy,(z) = 0= [(¢y A B) V o|(z).
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3. Sez € K[f] — K[a] entao [(¢py A B) V al(z) = ¢y(z) = ¥(x). Também o' (x) = a(p(x)) =
a(z) =0 e f'(x) = B(p(x)) = B(z) =1 ¢, portanto, x € K[B'] — K[d/], e 1,(x) = 9(x). Logo,
Py, (2) = P(x) = [(¢y A B) V 0 (2).

Portanto, para qualquer z € D1 temos que ¢y, (2) = [(¢y A B) V a](z). ]

5.3 Analise do erro

Até agora apresentamos a parte algébrica da restricdo por p-envelope sobre LP?, definindo ele em
funcdo de dois operadores a, 8 € LP'. O envelope é aplicado sobre Dy através dos operadores o
e ' e, portanto, é um envelope, e todas as propriedades destas restricoes se aplicam. Contudo,
pela natureza da defini¢do do p-envelope, existem algumas propriedades adicionais aplicaveis aos
operadores restritos por resolucao.

Um dos resultados mais importantes das restri¢oes por envelope (Proposicio 3.6) diz que se o
operador 6timo estd dentro do envelope, entdao aplicar o envelope é sempre benéfico. No caso de
p-envelope, este resultado ainda se aplica, mas também a seguinte propriedade.

Proposicdo 5.7 Se 1y € um operador restrito por resolucdo e a < 11 < B, onde i1 € o operador
otimo sobre D1, entao MSE[1,] < MSE[y]

Dem.: Vamos provar ele em trés partes:

1. Como 1 € restrito por resolucao, existe um operador ¢y sobre D1 tal que 1 = ¢yp, chamado
de operador associado a 1. Pelo teorema de preservacdo de erro (Teorema 4.8), MSE[y] =
MSE[$,.

2. Seja ¢y = (dy N B) V a a projecao de ¢y no envelope (o, ), Como o operador dtimo i,
sobre Dy pertence ao envelope (i.e., a < 11 < ), entdo, pela proposicao 3.10, temos que
MSE[¢py,c] < MSE[dy)]

3. Como 1 € restrito por resolugcdo entdo, pela proposicao 5.5, a projecdao v, também ¢é restrita
por resolugdo, e pelo teorema de preservagdo de erro (Teorema 4.8), MSE[,] = MSE[¢y, ],
onde ¢¢p € o operador sobre D1 associado a 1p,, e pelo teorema 5.6, ¢¢p = ¢y, portanto
MSE[,] = MSE[$yc]

Finalmente, contando os items anteriores, temos MSE[1),] = MSE[¢y o] < MSE[¢y] = MSE[], ou
MSE[,] < MSE[y],

5.4 Projeto consistente de operadores sob p-envelope

Como as restri¢des por p-envelope formam uma sub-familia das restri¢des por envelope, elas sofrem
do mesmo problema: de nao ser consistente a menos que o operador 6timo esteja dentro da restrigao,
pois neste caso o custo da restrigao é zero. Mesmo com muito conhecimento do problema, usualmente
o envelope é construido sem essa propriedade, mas o ganho em estimacgao supera o custo da restrigao,
pois usualmente esta técnica é usada para quantidades pequenas de amostras.
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Definicao 5.8 Sejam Dy, D1, ..., Dy, 0s espacos de configuragoes, com os mapeamentos de resolucdo
pr : Do — Dy, sejam 1y n 0s operadores restritos por resolugdo sobre Dy treinados a partir N
amostras, seja (a, ) um pi-envelope, e seja N(x) a quantidade de vezes que a configuracio x foi
observada nos exemplos, um Operador hibrido multi-resolugao restrito por envelope no nivel
1 € definido por

o, N (%), se N(x)
Pin(x),  se N(x)
Venv-mul(X) = : (5.2)
(), se N =0, N(pm 2(0) = 0, N(pm 1(x)) > 0
:n,N(X)’ se N(x)=0 =

onde 9] = (¢i,n VB') AN’ é projetado no pi-envelope (a, 8), pois os operadores 1; y podem ser
considerados operadores restritos, sobre D;..

Esta equagao pode escrever-se também como

Vo) = { 200 S 02 (5.3
0 if N(x)>0
¥t y(x), if N(x)=0,N(pi(x)) >0
Wi () = z (54)

o), i N(x) =0,...,N(pm2(x)) = 0, N(pm—1(x)) > 0
my(X), i N(x)=0 _

O resultado mais importante deste operador é a consisténcia, ou seja, que o operador projetado
pode aproximar o operador 6timo indefinidamente, para uma quantidade suficiente de exemplos de
treinamento.

Teorema 5.9 77 . ¢ um estimador consistente de Yoyt

Dem.: Para mostrar consisténcia temos que mostrar que E[A(YL. 0 Yopt)] = ONooo.  Seja
px = P(Y = 1|x) a probabilidade condicional da imagem ideal ter valor 1 quando é observada
a configuracdo x € Dy, e seja N(x) a quantidade de vezes que foi observada a configuracdo x nos
exemplos de treinamento.

E[A(/‘p:nv-mul’/‘popt)] = Z 6XP: :nv-mul(x) # /(p"pt(x)]

xE’CWopt]
P(x)>0

= XE%}W 6xP |40, (%) 7 opt (%) [N () > o] P[N(x) > o] 655
P(x)>0

b8 EP[HN0) # YanX)IN ) = 0] P[N(x) = 0)
RSy
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onde a soma pode ser definida somente para configuracoes x tais que P(x) > 0 pois 6x = 0 quando
P(x) = 0. Como P[N(x) > 0] e P[] y(x) # topt(x)|N(x) = 0] estao limitados por 1, temos

BIAW Vo)) < T 5P o () # o) N x) > 0]
x€K[Yopt

+ P(go 5XP[N(x) - o] (56)

XEK[¢opt]
P(x)>0

se aplicamos limite para n — 0o, temos

limn—)ooE[A( :m_mulawopt)] < Z Oxlimy oo P [¢O,N (X) 7é ¢0pt(x)|N(x) > 0]

xEK[Yopt]
P(x)>0

+ ¥ 5xlz'mn_,ooP[N(x):O] (5.7)
xEK[Yopt]
P(x)>0

=0

pois os dois limites convergem para zero. O primeiro por ser 1o N um estimador consistente de
Yopt, € 0 seqgundo por ser P(x) > 0 para as configuracées consideradas na soma.

5.4.1 Exemplo

Aqui apresentamos um exemplo da aplicagdo do p-envelope num problema com janelas pequenas. O
modelo estatistico utilizado foi o do exemplo de aplicacdo que vai ser apresentado na préxima secao,
mas por enquanto vamos analisar o problema quando as janelas sdo pequenas (mesmo que nio seja
um caso que ocurra na pratica), como o projeto multi-resolucao restrito por envelope no nivel 1 atua
especificamente sobre algumas configuragoes.

Sejam Wy, Wi e Wy janelas horizontais de tamanho 5 x 1, 3 X 1 e 1 X 1, respectivamente,
com origem no centro da janela, e sejam os mapeamentos de resolu¢ao definidos por (z1,29,23) =
p1(z1, o, T3, T4, 75) = (T2,23,24) € w = po(x1,%9,%3,T4,T5) = T3. Vamos supor que temos 112
exemplos de treinamento, obtidos a partir de um par de imagens, uma ideal e a outra observada,
onde a imagem observada é resultante de aplicar ruido na imagem ideal. Os exemplos de treinamento
para a janela Wy podem ser observadas na tabela 5.1, j4 com as frequencias computadas para cada
configuracao, e com o valor decidido para cada configuracao observada, o que define o operador 1 .
Depois de aplicar o mapeamento de resolucao pi, obtemos a tabela 5.2, para estimar o operador
11,N e, finalmente, a tabela 5.3 mostra as freqiiéncias e o operador 12 n, obtidos depois de aplicar o
mapeamento ps.

Nas tabelas 5.1 e 5.2 podemos ver que algumas configuragoes ndo foram observadas, tanto para W)
como para Wi. Na quarta coluna da tabela 5.4 podemos ver como é resolvido o operador piramidal
1N, como dado pela Equagdo 5.2. Na linha correspondente & configuracio x = (11011) podemos ver
que, pela baixa quantidade de exemplos, nao teve observagdes nem de x, nem de z = p;(x) = (101).
Pelo projeto piramidal, o valor associado & x é ¢¥n(x) = P2 n(x) = 0.
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x fo | fi | on(x) | x fo | f1 | Yon(x)
00000 {12 |0 |1 10000 (4 |0 |O
00001 |7 |0 |O 10001 {0 | O |-
00010 | 4 0 (0 10010 |0 | O -
00011 | 4 0 1|0 10011 |0 | O -
00100 | 4 0 (0 10100 | O | O -
00101 | O 0 |- 10101 |10 | O -
00110 {0 | O |- 10110 {0 | O |-
00111 | 4 1 10 10111 10 | O -
01000 {4 |0 |O 11000 {3 |0 |O
01001 (O | O |- 11001 {0 | O |-
01010 {0 | O 11010 {0 | O |-
01011 | O 0 |- 11011 {0 | O -
01100 | O 0 |- 11100 | 4 |1 0
01101 {0 | O |- 11101 {0 | O |-
01110 | 3 0 (0 11110 | 1 8 1
01111 |1 2 1 11111 |1 |44 |1

Tabela 5.1: Exemplo de freqiiéncias observadas: nivel 0 da pirdmide

z fo
000 | 23
001 | 8

010
011
100
101
110
111

1,n(2)

[u—

oo o oo

_ O O O O O

o

SO NN

ot
1SN
—_

Tabela 5.2: Exemplo de freqiéncias observadas: nivel 1 da pirdmide

w | fo | fi | ¥2,n(W)
0 | 38]0 0
1 18 | 56 | 1

Tabela 5.3: Exemplo de freqiiéncias observadas: nivel 2 da pirdmide
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Neste problema particular, a existéncia de 4 pontos com valor 1 no vetor x leva a pensar que ele
devia ser classificado como ’1’ e nao como ’0’. Para resolver o problema, podemos usar um envelope
simples, definido por K[o/] = {[00110,11111], [01010, 11111],[01100,11111]} e K[8'] = [00000, 11111].
(Pela proposigao 3.4, a restri¢do por envelope equivale a uma restricao independente, definida pelos
niicleos K[a'] e K[8']) Como K[B'] = [00000,11111] = {0,1}, s6 mostramos o nicleo de o'. O
reticulado da Figura 5.3 mostra o niicleo do operador o/. Cada ponto representa uma configuragio
x = (z1, 9,23, %4,T5). Os pontos preto representam configuragdes em K[a/] e os pontos em branco
representam configuragoes fora de K[o/]. O envelope (o, ') sobre Dy estd associado a um envelope
(e, B) sobre Dy por o (x) = a(p(x)) e B'(x) = B(p(x)), sendo K[a] = {[011,111],[101,111],[110,111]}
e K[B] = [000,111], isto é, (o/, B") formam uma restri¢ao por p-envelope. A Figura 5.4 mostra o nicleo
do operador « associado a o'.

Esta escolha do envelope consegue resolver alguns problemas como, por exemplo, para a con-
figuragdo x = (11101). Esta configuragdo ndo foi observada nos exemplos e, portanto, tem que ser
resolvido no segundo nivel da piramide, sendo ¥y (x) = 1 n(2z) com z = p(x) = p(11101) = (110).
Neste caso vai ser ¥ (x) = 0, mas a configuracdo (11101) tem todo o aspecto de representar ruido
e, portanto, ele devia ter por saida o valor 1 e nao 0. Neste caso, o envelope resolve o problema, pois
(11101) € K(c), e se definimos $eny = (¥ V B) A @, entdo Yeny(x) = 1.

L

@ oo O oot O ooors O

e

100000 01000 O 001000 000100 00001

o000
Figura 5.3: Nicleo do operador o'.

Na quinta coluna da tabela 5.4 podemos ver o resultado de 1¥x(x) para todas as configuracoes
x € Dy. A sexta coluna mostra o resultado de o/(x), e a sétima coluna mostra 1eqy (X), onde podemos
ver que foi corrigido o problema para a configuragdo x = (11101), mas neste caso o envelope é muito
forte, atribuindo valor 1 a muitas configuracdes. Por exemplo, a configuragdo x = (00111) devia
ter atribuido o valor 0, o qual é mesmo o resultado do treinamento (neste caso existiram exemplos
para x = (00111)), pois temos 1x(00111) = 0, mas eny(00111) = 1. Uma possivel solugio é de
procurar outro envelope mais exato, o que pode levar um bom tempo. Neste caso é quando aparecem
as vantagens do projeto consistente, aplicando o envelope somente nos niveis 1 e 2 da piramide.

A oitava coluna da tabela 5.4 mostra o resultado tepy-mu) como definido na equagio 5.2. Aqui
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111

sesssssssssssEssssssswsssissssssuns

000 O

Figura 5.4: Nicleo do operador « associado a o'.

podemos ver que o envelope aplicado somente nos niveis 1 e 2, realizou correcoes em algumas configu-
ragoes, como (11101) as quais ndo foram observadas no nivel 0, e foram erroneamente classificadas
no nivel 1 (pois o classificador com uma janela 1 x 3 tem menos qualidade que o da janela 1 x 5), mas
nao mudou a classificagdo de outras configuragoes que foram observadas nos exemplos, como (00111)
ou (01110).

Finalmente, a nona coluna mostra o resultado de %eny-mul,a(X), projetado com M = 1259720
exemplos de treinamento, sendo N = 112 uma quantidade muito menor. Neste caso a quantidade
de amostras ¢ suficiente, € Yeny-mul,m(X) = 90,1 (x), ou seja, o projeto é resolvido no primeiro nivel
da piramide e, portanto, o envelope ndo atua para nenhuma configuracdo. Devido 4 quantidade de
amostras de treinamento, podemos supor que este operador é muito préximo do operador 6timo,
tendo mais de 400 exemplos para a configuragdo menos observada ((01111)). A primeira vista pode
parecer pouco natural atribuir o valor 0 & configuragdo x = (00111), mas esta é justamente uma
configuracao conflituante, pois com M amostras, a quantidade correspondente a esta configuracao
sdo N(x) = 29060 e delas 13262 foram classificadas como 1, e 15798 foram classificadas como 0,
correspondendo a 46% e a 54%, respectivamente. Sendo portanto 0.46 a probabilidade de erro dessa,
configuragdo.

5.5 Exemplos de aplicacao

5.5.1 Filtragem de ruido em diferentes escalas

O objetivo dos exemplos foi comparar o desempenho do projeto combinado com as outras técnicas,
para conferir os resultados tedricos sobre problemas praticos. O caso selecionado é o da filtragem de
ruido, onde o ruido apresenta diferentes tamanhos, pois ja foi visto que os operadores multi-resolucao
tem bom desempenho nestes casos [78].

No exemplo foram utilizadas quatro imagens com figuras geométricas de tamanho relativamente
grande. A Figura 5.5 mostra as quatro imagens utilizadas. A primeira imagem ¢é utilizada para
treinar os operadores morfoldgicos, e as outras trés imagens sao usadas para estimar o erro da
filtragem.

O ruido foi criado como uniao de trés modelos Booleanos: o primeiro formado por pontos, sobre
0 2% da imagem, o segundo formado por uma cruz de tamanho 3 x 3 (Figura 5.6 (a), sobre 1.5% da
imagem, e o terceiro formado pela cruz anterior por ela mesma mesma (Figura 5.6 (b), sobre 1% da
imagem.
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Tabela 5.4: Operadores projetados a partir da tabelas de freqiiéncias.
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Figura 5.5: Imagens originais utilizadas para os testes
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Figura 5.6: Elementos estruturantes usados no envelope

No total foram geradas 330 imagens a partir deste modelo. 250 realizacbes do ruido foram
utilizadas para corromper a imagem de treinamento (primeira imagem). Desta maneira teremos 250
imagens de treinamento, para poder estudar o erro dos filtros em fun¢do da quantidade de exemplos.
As outras 80 realizagoes das imagens de ruido foram utilizadas para corromper as 4 imagens, 20
realizacOes por imagem, para obter as imagens de teste. Para corromper as imagens, as realizagoes
do ruido foram aplicadas sobre as imagens através da operagao XOR, invertendo o valor das imagens
originais nos pontos onde existe ruido. A Figura 5.7 mostra a primeira imagem corrompida por uma
realizagao de ruido.

Para efeito de comparacao foram utilizadas trés técnicas de projeto de operadores. Nos trés casos
a base do projeto é o esquema multi-resolugao. A primeira técnica usada é o projeto multi-resolucao
puro, como estd apresentado no capitulo 4, usando uma pirdmide de 4 janelas, como pode ser visto
na Figura 5.8. O operador treinado a partir desta técnica serd chamado de ¥y

A segunda técnica aplicada é o projeto usando envelope sobre o operador multi-resolugdo, como
estd apresentado no capitulo 3. Os operadores («,3) definindo o envelope sdo formados, por com-
posicdo de uma erosdo e de uma dilatacao, respectivamente, com um filtro alternado seqiiéncial. Mais
especificamente, a = ep(¢ppbpdg) e 8 = 0p(0pdrdE), onde €p, dp, ¢ e O representam erosdo por
B, dilatacao por B, abertura por F é fechamento por E, respectivamente, sendo B e E os elementos
estruturantes das Figura 5.6b) e 5.6a) respectivamente. O operador treinado a partir desta técnica
serd chamado de Yeny

Finalmente, o terceira técnica utilizada é a de envelope multi-resolucao aqui apresentada, onde o
mesmo envelope («, 3) é aplicado no segundo nivel da pirdmide (Janela 7 x 7). O operador treinado
a partir desta técnica serd chamado de Yeny-mul

A Figura 5.9 mostra o erro, em quantidade de pixels classificados incorretamente, dos operadores
projetados, em funcao da quantidade de exemplos de treinamento (em quantidades de realizagoes
de ruido), para os trés operadores ¥myl,Weny € Yenv-mul, estimado sobe a imagem de treinamento
(Imagem 5.5a). O erro foi estimado aplicando o operador sobre 20 realizagoes da imagem corrompida
com ruido, e contando a quantidade de pixels em que a imagem original difere da imagem resultante
da filtragem.
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Figura 5.7: Primeira imagem corrompida com ruido

E = B
= =
= E =

Figura 5.8: Janelas usadas na pirdmide

No gréafico podemos ver como, da mesma maneira que o envelope, o envelope multi-resolucao
melhora o resultado, comparado com o projeto multi-resolu¢ao puro, quando sao utilizadas poucos
exemplos de treinamento (50 ou 100 imagens). Ainda mais, o envelope multi-resolu¢do ji mostra
nesses casos um desempenho ainda melhor que o envelope. Para quantidades maiores de exemplos
(150, 200 e 250 imagens), o desempenho do envelope melhora, mas nio tanto como o do envelope puro
e, em vez de melhorar o resultado, o piora. Isto é de esperar se o envelope nao contem o operador
otimo, o que deve acontecer neste caso. Mas mesmo assim, o envelope multi-resolucao tem um erro
menor do que o operador multi-resolucdo, sem sofrer o mesmo problema do envelope.

As Figuras 5.10, 5.11 e 5.12 mostram o erro estimado sobre realizagbes de ruido aplicadas as
imagens 2, 3 e 4 respectivamente. Cada um destes graficos mostra um comportamento diferente
do erro, em fun¢do da quantidade de exemplos de treinamento. O grafico da Figura 5.10 é similar
ao grafico da Figura 5.9. A Figura 5.10 pode parecer diferente, mas a diferenca estd somente no
fato que o erro de ey, vai superar o erro de ¥y, s6 apés as 250 imagens de treinamento. J4 a
Figura 5.12 mostra uma situagao onde, para a geometria da imagem, o envelope usado nao é bom
mesmo, situacdo que pode acontecer as vezes, mas mesmo assim o erro de Yepy.;mu1 € Muito menor
que o erro de Peny-
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Figura 5.9: Gréfico do erro estimado sobre a Figura 1

Se computamos a média dos erros das trés imagens de teste, o resultado é o da Figura 5.13, e
podemos ver que o comportamento do erro é muito similar ao do grafico da Figura 5.9. Neste caso
podemos conferir que, mesmo sendo as 3 imagens de teste de uma geometria ligeiramente diferente
da imagem 1, o envelope multi-resolucio é satisfatério.

A Figura 5.14 mostra a quarta imagem (Figura 5.5d) corrompida por uma realizagido de ruido.
A Figura 5.15 mostra o resultado do operador %, treinado com 250 imagens, aplicado sobre a
Figura 5.14. A Figura 5.16 mostra o resultado do operador %epy, treinado com 250 imagens, aplicado
sobre a Figura 5.14. Finalmente, a Figura 5.17 mostra o resultado do operador %eny-mul, treinado
com 250 imagens, aplicado sobre a Figura 5.14.

Analisando as Figuras 5.14 a 5.17, podemos ver que a aplicagdo do envelope sobre o resultado do
operador 1, piora o resultado, devido a que com grande quantidade de exemplos, neste caso 250, o
projeto multi-resolucao consegue fazer uma boa filtragem, mas o envelope, projetado heuristicamente,
além de corrigir algumas partes, corrompe outras partes, como a barra vertical. Isto é um tipico
resultado da nao consisténcia do projeto restrito por envelope. Mas o resultado do projeto conjunto
Penv-mul anUla este problema, pois devido a grande quantidade de dados de treinamento, existem
mais configuragoes sobre Dy observadas no tre e, portanto, o envelope atua em menor quantidade de
pontos da imagem.
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Figura 5.10: Grafico do erro estimado sobre a Figura 2
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Figura 5.14: Figura corrompida com ruido
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Capitulo 6

Conclusao

Neste capitulo vamos analisar os principais resultados da tese e discussoes sobre possiveis desenvolvi-
mentos futuros.

6.1 Envelope

O projeto estatistico de operadores morfolégicos sofre do problema de dimensionalidade do espaco de
caracteristicas. Como o erro do operador projetado depende da suma dos erros do operador étimo e
do erro de estimagao, impor restricoes no espaco de operadores permite reduzir o segundo erro, e se
bem defindas, esta reducao no erro de estimagao pode compensar o incremento do erro do operador
6timo devido & restrigao.

Neste trabalho apresentamos a restricio de Envelope, na forma de dois operadores definidos
pelo pesquisador. Mostramos que o Envelope é uma generalizagao da restricdo independente para
operadores para imagens em niveis de cinza, cémo depende o resultado da elecao dos operadores que
definem o envelope, e como projetar o operador 6timo na restrigao, a partir do operador 6timo sem
restricoes.

Os trés requisitos esperados de uma restricao foram satisfeitos, e observacoes visuais nos exemplos
e analise dos erros mostraram as vantagens de aplicar o Envelope quando a quantidade de amostras
é pequena, comparado com as técnicas tradicionais de projeto automatico.

6.2 Multi-resolucao

Depois apresentamos a restri¢ao por resolucdo, que permite selecionar uma resolucao onde a diminuigao
no erro de estimagdo é mais importante que o incremento no erro do operador 6timo. Mostramos a
forma geral da restricao, exemplos de como definir restricoes simples, analizamos a diferenca entre o
operador 6timo na restrigdo e o operador étimo nao restrito, e mostramos como projetar o operador
6timo na restricao, a partir de observacoes na resolucao menor.

Outra vez foram satisfeitos os requisitos esperados de uma restricao, e a partir de simulacées e
exemplos conferimos a vantagem de aplicar a restricdo quando ela é bem definida.
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A restrigao por resolugao servii também para definir a técnica de projeto multi-escala, que toma
vantagem das estatisticas em diferentes niveis de resolucao, evitando a necesidade de generalizar a
decisdo para vetores nao observados na etapa de treinamento.

SimulagGes e experimentos em problemas reais mostraram as vantagem desta metodologia, como
técnica de aprendizado computacional, comparado com outras técnicas, mesmo quando utilizada
compressao na escala de cinzas, como no caso de apertures.

6.3 Envelope Multi-resolucgao

A vantagem da restricao por Envelope é mais notivel quando a quantidade de exemplos de treina-
mento é pequena, mas pode ser perjudicial quando se dispoe de grande quantidade de exemplos.
Neste trabalho combinamos Evelope com projeto multi-escala, para projetar operadores bindrios.
Mostramos como ela aproveita as vantagens do envelope quando a quantidade de amostras é pe-
quena, e como os seus efeitos negativos, para quantidades grandes de amostras, so anulados pelo
projeto piramidal.

6.4 Desenvolvimentos futuros
Algumas fontes de pesquisa futura sao:

e O analise tedrico do erro da restricdo por resolucao pode ser estendido & obtencdo de uma
expressao para erro do projeto multi-escala, para dotar essa técnica de um fundamento tedrico
mais forte.

e A restricdo por resolucao utiliza a informacao do pesquisador na criacdo do mapeamento de res-
olucao, e, portanto, determina a estrutura da pirdmide no projeto multi-escala. Esta estrutura
é de grande importancia na qualidade do operador projetado e, como foi mostrado, depende
do modelo ao que vai ser aplicado. Uma futura pesquisa pode ser a determinacao automaitica
desta estrutura a partir de uma especificacdo do problema ao qual vai ser aplicado, ou o seu
aprendizado a partir de exemplos.

e O projeto de operadores sob Envelope Multi-resolucido foi definido somente para operadores
para imagens bindrias Um futuro trabalho deveria generalizar esta definigao para o projeto de
operadores para imagens en niveis de cinza.

O crescimento do poder de processamento e armazenamento dos computadores permite aplicar
as técnicas do projeto estatistico de operadores em problemas mais complexos. Este avanco tem
que estar acompanhado de avancgos tedricos, que simplifiquem o problema, para acelerar mais a
abrangéncia de aplicagdo destas técnicas. O estudo de restricdes e do projeto piramidal é uma linha
de pesquisa orientada a este objetivo, e a pesar dos grandes avancos ji obtidos, hd ainda muito a ser
feito.



Apéndice A

Publicacoes relacionadas ao tema da
tese

Listamos aqui os artigos publicados ou submetidos durante o periodo do doutorado, junto com o
abstract deles.

A.1 Artigos de revista
1. Ref. [78] Multiresolution Analysis for Optimal Binary Filters

O desempenho de um operador morfologico, projetado estatisticamente, é medido pela soma do
erro do operador 6timo e do erro de estimagao. Observar uma imagem em alta resolugao, resulta
em operadores 6timos com menor erro que em baixa resolucao, mas altas resolugoes trazem um
incremento no erro de estimacao. Portanto é importante escolher a resolucao adequada para
projetar o operador morfologico. Este paper apresenta expresoes para o erro do operador
morfologico 6timo e o erro de estimagdo, num contexto de multiresolugao piramidal. O analise
é facilitado pela caracterizagao geral de mapeamentos de resolucdo, encadenados em forma
aceitavel. As expressoes de erro sao geradas de resolucdo em resolucdo, em forma telescépica.
E apresentado um projeto hibrido, para aproveitar todas as resolugées. No projeto hibrido,
é projetada uma sequencia de operadores, utilizando dados a resolugoes crescentes, e cada
operador serve como informagio prévia para o seguinte. No projeto hibrido multiresolucao, o
valor do operador projetado, para uma configuragao dada, é baseado na maior resolu¢ao em
que teve observagoes significantes.

2. Ref. [83] Hybrid human-machine binary morphological operator design. An inde-
pendent constraint approach

Um paradigma basico em morfologia matematica é a construcao de operadores sobre conjun-
tos, por médio de concatenacgoes de dilatacoes e erosoes, através das operacoes de composicao,
unido, intersecao e complemento. Desde sua introducao, nos anos 60, por Matheron e Serra,
este paradigma foi aplicado, em analise de imagens, para projetar operadores sobre conjuntos,
chamados de operadores morfologicos. Usualmente, os operadores morfologicos sao projetados
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Publicagoes relacionadas ao tema da tese

em base 4 experiencia e a intui¢ao do projetista. Recentemente foi proposto uma metodologia
de projeto automatico de operadores morfoldgicos, baseado em optimizacgao estatistica, a par-
tir de observacoes em familias de pares de imagens. As duas metodologias tem desvantagens:
usualmente, a primeira metodologia é demorada, e depende fortemente de um experto em mor-
fologia matemdtica, enquanto que a segunda metodologia requer quantidades grandes de dados
observados. Este artigo propoe uma simbiose entre as metodologias baseadas em heuristica
e em estatistica. A ideia e definir um projeto composto de formas simplificadas de ambas
metodologias e, portanto, evitando algumas das dificultades que aparecem quando é utilizada
somente uma delas. A estrategia adotada, para atingir este objetivo, consiste em restringir o
espaco dos operadores, através de um envelope projetado heuristicamente.

. Ref. [84] Multiresolution Design of Aperture Operators

O projeto de um operador Aperture estd baseado na restricao adequada, do dominio espacial
e dos niveis de cinza, para diminuir o espaco de operadores e, portanto, o erro de estimacao.
O projeto de um operador restrito por resolugao estd baseado em combinar, adequadamente,
a informagao de dois o mais niveis de resolugdo, e tem a mesma motivagao, esta €, diminuir o
espaco de operadores para simplificar o projeto. Este artigo junta estas metodologias, e estuda
o projeto multiresolugdo de operadores Aperture, para imagens em niveis de cinza. Sao car-
acterizados a restricdo de resolucao espacial, no range, e a combinacao delas, e é analizado o
incremento de erro devido ao uso do operador restrito. O projeto piramidal implica aplicar a re-
stricao por resolucao em forma hierarquica, desde a maior 4 menor resolugao. Esta metodologia
é caracterizada, e seu erro analisado. Também é descrito o sistema implementado para projetar
operadores piramidais, e é analisada a sua complexidade (memoria e tempo). Sao apresentadas
simulacoes e aplicagoes, e comparadas com operadores lineis 6timos. Os resultados confirmam
a utilidade desta metodologia.

. Ref. [85] Nonlinear Filter Design Using Envelopes

O projeto de um operador morfolégico, sobre sinais o imagens, implica a estimacdo do operador
otimo, através de dados de exemplo. Em principio, em funcao da medida de erro usada, o
operador 6timo é o melhor, mas, devido ao erro de estimacao, o operador projetado pode nao
ter um bom desempenho. Ele é geralmente sub-6timo. A restrigdo por envelope estd baseado
no uso de dois operadores, projetados heuristicamente, que formam um limitante superior e
inferior para o operador projetado. Este artigo apresenta o projeto restrito por envelope, para
operadores em niveis de cinza, em particular operadores Aperture. Sao apresentadas algumas
propriedades tedricas bésicas, incluindo a otimalidade do método de projeto, relativa & restricao
definida pelo envelope. Sao dados exempos para reducao de ruido e desembacamento.

. Ref. [68] Design of Optimal Binary Filters Under Joint Multiresolution-Envelope

Constraint

Este artigo examina o projeto de operadores morfologicos binarios, aplicando conjuntamente
projeto multiresolucao e restrigao por envelope. No projeto multiresolucao, o valor do operador
projetado, para uma configuragao, é definido a uma resolugao suficentemente baixa, na qual foi
observada a configuracao. As resolucoes altas tem preferencia, mas tendo em conta a quantidade
de configuracoes de treinamento. No projeto restrito por envelope, o operador projetado é
restrito a uma regiao formada pelo envelope entre dois operadores projetados heuristicamente.
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Quando a quantidade de amostras é pequena, o operador restrito por envelope se beneficia do
conhecimento esperto, enquanto que para amostras grandes, o projeto estatistico permite uma
maior confidencia. Aplicando as duas metodologias em combinagao podemos aproveitar as suas
vantagens. Esto pode ser feito em diferentes formas. Este paper analisa o projeto conjunto de
envelope-multiresolucdo, extendendo os resultados basicos do projeto sob envelope ao entorno
multiresolugdo, considera comnsistencia do projeto, e apresenta resultados experimentais para
soportar a nova metodologia.

A.2 Artigos em conferéncia.
1. Ref. [86] Multiresolution Filter Design

Observar uma imagem em alta resolugdo, resulta em operadores 6timos com menor erro que
em baixa resolucdo, mas altas resolugbes trazem um incremento no erro de estimacgao. Este
paper apresenta expresoes para o erro do operador morfologico 6timo e o erro de estimagao,
num contexto de multiresolugao piramidal. No projeto hibrido, é projetada uma sequencia de
operadores, utilizando dados a resolucoes crescentes, e cada operador serve como informacao
prévia para o seguinte.

2. Ref. [87] Hybrid human-machine binary morphological operator design

Usualmente, os operadores morfologicos sdo projetados em base 4 experiencia e a intuicdo do
projetista. Recentemente foi proposto uma metodologia de projeto automatico de operadores
morfolégicos, baseado em optimizacao estatistica, a partir de observagoes em familias de pares
de imagens. Este artigo propoe uma simbiose entre as metodologias baseadas em heuristica e
em estatistica. A estrategia adotada, para atingir este objetivo, consiste em restringir o espacgo
dos operadores, através de um envelope projetado heuristicamente, aproveitando, desta forma,
as vantagens das duas metodologias.

3. Ref. [88] Image Restoration by Multiresolution Aperture Filters

Este artigo estuda o projeto multiresolucdo de operadores Aperture, para imagens em niveis
de cinza. O projeto piramidal implica aplicar a restricao por resolucdo em forma hierarquica,
desde a maior & menor resolucao. E descrito o sistema implementado para projetar operadores
piramidais, e é analisada a sua complexidade (memoria e tempo). Sao apresentadas simulagoes
e aplicagoes, e comparadas com operadores lineis 6timos.

4. Ref. [89] Hybrid Human-machine Non-linear Filter Design Using Envelopes

O projeto de um operador morfolégico, sobre sinais o imagens, implica a estimacao do operador
otimo, através de dados de exemplo. A restricdo por envelope estd baseado no uso de dois
operadores, projetados heuristicamente, que formam um limitante superior e inferior para o
operador projetado. Este artigo apresenta o projeto restrito por envelope, para operadores em
niveis de cinza, em particular operadores Aperture.






Apéndice B

Lista complementar de atividades e
publicacoes

Neste capitulo apresentamos outras atividades desenvolvidas dentro do periodo do doutorado, e um
listado de outros artigos publicados ou submetidos, junto com um abstract deles.

B.1 Atividades desenvolvidas

Dentro da participagao no projeto CAGE, foi desenvolvida uma biblioteca de func¢oes, em linguagem
C e Matlab, para agrupamento nao supervisado e visualizacao de dados de expressao genética. Esta
biblioteca esta sendo utilizada nestes momentos no laboratério Bioinfo da USP, no laboratério CAM-
DI, da universidade de Texas A&M, na universidade de Tempere, em Finlandia, e no NIH (National
Institute of Health) em Washington.

Para realizar simulagoes foi desenvolvida uma biblioteca de fungdes, em linguagem Matlab, com
ferramentas para simular diferentes modelos estatisticos de imagens e iteragdo genética, junto com
ferramentas de aprendizado e analise. Esta biblioteca estd sendo utilizada no laboratério CAMDI,
da Universidade de Texas A&M e na Universidad Nacional de Mar del Plata, na Argentina.

B.2 Artigos de revista
1. Ref. [90] Inference from Clustering with Application to Gene-expression Microarrays

Existe uma grande quantidade de algoritmos diferentes para agrupar dados, baseados em prox-
imidade o medidas de similitude. Usualmente é suposto que pontos em diferentes agrupamentos
pertencem a diferentes classes, enquanto os pontos nos mesmos agrupamentos pertencem 4 mes-
ma classe. Stocasticamente, as classes representam diferentes processos aleatérios. A inferencia
é que os agrupamentos representam uma particado dos pontos, de acordo & classe a que eles per-
tencem. Este artigo discute uma ferramenta de clustering, baseada em modelo, que evalua a
exactitude dos agrupamentos. A ferramenta é aplicada a agrupamento de expressdo de genes,
baseado em microarrays de cDNA, utilizando dados reais.

97



98

Lista complementar de atividades e publicag¢oes

2. Ref. [81] Corrected Small-Sample Estimation for the error of the Optimal Binary

Filter

Um problema importante em ambos, filtragem nao-linear e reconhecimento de padroes, é a
estimacao do erro de um operador projetado estatisticamente, quando a quantidade de dados
de treinamento é pequena. Um método usual de estimar o erro do operador 6timo, é estimar
este operador com um conjunto de exemplos, e depois estimar seu erro sobre outro conjunto de
exemplos. Como o operador projetado é sub-étimo, seu erro médio é maior que o erro do oper-
ador 6timo. Este artigo apresenta uma correcdo, subitraindo um valor obtido da representagao
do erro estimado. Para reducir a quantidade de parametros, foi introduzida uma metodologia
baseada num modelo, obtendo uma corre¢dao conservativa, o que é um ponto muito importante.
A correcao foi adaptada para ser aplicada no coeficiente de determinacio, o qual é usado para
medir a relagdo entre um conjunto de variaveis preditoras e uma variavel predecida. Foi dada
uma aplicacido dele na area de regulagdo genetica, onde o coeficiente de determiacio é usado
para medir a interacdo entre genes.

. Ref. [91] Efficient Selection of Feature Sets Possessing High Coefficients of Deter-

mination Based on Incremental Determinations

A selegao de caracteristicas é problemética quando a quantidade de candidatos é muito grande.
Sem conhecimento da distribuigdo, a seleccdo do melhor conjunto de caracteristicas precissa
do analise de todas as possiveis combinacoes. Este artigo considera o problema no contexto
de selecdo de variaveis para predi¢ao, baseado no coeficiente de determinacdo. A hipotese de
trabalho é desconsiderar conjuntos de caracteristicas, se os subconjuntos tem coeficiente de de-
terminagao pequeno, considerado dentro de um contexto Bayesiano, analisando a probabilidade
de omitir conjuntos de caracteristicas com boa predigao, e considerando também as diferencias
de custo computacional. O método é testado num modelo simulado, e aplicado no contexto do
analise de coeficiente de determinagao de genes, baseado em microarray.

B.3 Artigos em conferéncia.

1. Ref. [92] Translation Invariant Transformation of Discrete Random Sets

A modelagem aleatéria é uma técnica importante para resolver problemas dificeis em codifi-
cagdo, descripcdo quantitativa e restoragao de imagens. Nos anos 60, Matheron intruduz a
teorfa de conjuntos aleatérios fechados (RACS), que permitem a criagdo de modelos a partir
de transformacoes morfoldgicas de processos primitivos. Uma limitacao desta teoria é que nao
todas as transformacoes de um RAC producem um RAC. Recentemente, Goutsias propos uma
versao discreta da teoria de Matheron, a qual ndo tem esta limitacdo. Mas esta teoria discreta
posui o problema da ausencia de formulas gerais para calcular a distribui¢cao de um conjunto
aleatorio discreto (DRS) a partir da distribui¢ao do DRS primitivo. Neste paper apresenta-
mos algumas formulas gerais para caracterizar um DRS gerado por um operador invariante
por translagoes, e introduzimos uma nova funcional para DRS: a funcional de distribuicio de
intervalos.

2. Ref. [93] Boosting OCR classifier by optimal edge noise filtering
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O problema de reconhecimento optico de caracteres (OCR) pode ser resolvido por operadores
de conjunto, implementados como programas para uma maquina morfolégica (MMach). Neste
paper apresentamos duas tecnicas para potenciar estes programas: (1) dncora e (2) filtrado de
ruido de bordas por carimbo. A potencia destas técnicas é mostrada por resultados experimen-
tais.

3. Ref. [94] Time series inference from clustering

Este artigo discute uma ferramenta de clustering, baseada em modelo, que evalua a exactitude
dos agrupamentos. Usualmente é suposto que pontos em diferentes agrupamentos pertencem
a diferentes classes, enquanto os pontos nos mesmos agrupamentos pertencem 4 mesma classe
Estocasticamente, as classes representam diferentes processos aleatério. Cada vetor aleatério é
modelado a partir de sua media e um ruido independiente, depois é aplicado o agrupamento, e
o erro e estimado a partir da quantidade de pontos classificados erroneamente. Os algoritmos
sao evaluados em funcdo da varianca das classes, e na diminuicdo do erro quando sao real-
izadas replicagoes. A ferramenta é aplicada a agrupamento de expressao de genes, baseado em
microarrays de cDNA, utilizando dados reais.

4. Ref. [95] Multi-resolution Classification Trees in OCR Design

Este artigo recupera a ideia de &rvores de classificagdo em sistemas de OCR (reconhecimen-
to Optico de caracteres), e propoe uma técnica para o projeto automdtico da estrutura dos
arvores de classificagao. O projeto de ambos, as drvores e os classificadores, estd baseado em
treinamento a partir de pares de exemplos, de imagenes observadas e ideais, perimitindo o
desenvolvimento de OCR personalizaveis.

5. Ref. [96] Clustering granulometric features

Momentos granulométricos tem sido ussadas ampliamente para classificacdo, segmentacao e
estimacao de pardmetros em modelos de formas. Neste artigo estudamos a inferencia do agru-
pamento, baseado en momentos granulométricos, para uma familia de elementos estruturantes,
no contexto do modelo aleatério. Inferencia baseada em agrupamentos permite analisar a
consistencia destes momentos, e dos algoritmos de agrupamento.
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