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Resumo

A Teoria de Morfologia Matematica (MM), restrita ao dominio do reticulado
Booleano das partes de um conjunto, pode ser utilizada para modelar trans-
formacoes de imagens bindrias.

Os operadores da MM podem ser encarados como frases de uma linguagem for-
mal, denominada Linguagem Morfolégica, cujo vocabulario consiste dos ope-
radores elementares da MM (erosao e dilatagao) e das operagoes de intersegao,
uniao e complementacao de conjuntos.

Estas frases, quando implementadas em méaquinas especiais denominadas Maquinas
Morfolégicas, definem programas que podem ser utilizados para resolver pro-
blemas de Processamento de Imagens.

Entretanto, a programacao de méaquinas morfolégicas requer experiéncia em
processamento de imagens e conhecimentos teéricos profundos em MM.

Este trabalho apresenta uma metodologia para programacao automética de
maquinas morfolégicas binarias baseada em processos de aprendizado PAC.
Os processos de aprendizado sao aqueles nos quais um sistema “aprende” um
conceito desconhecido a partir de exemplos que o caracterizam.

Em nosso contexto, os conceitos sao os operadores morfolégicos e os exemplos
que os caracterizam sao pares de imagens representando a imagem anterior e
posterior a uma determinada transformacao desejada.

Um sistema computacional foi implementado com base na metodologia estu-
dada e utilizado para aprender operadores que resolvem varios problemas de
Processamento de Imagens.

Este trabalho apresenta também algumas contribuicoes originais como : a
insercao do problema de programacao automatica de maquinas morfologicas
dentro do contexto de aprendizado computacional e a introducao de um novo
algoritmo de aprendizado que pode também ser utilizado para a minimizacao
de func¢oes Booleanas.



Abstract

The theory of Mathematical Morphology (MM), restricted to the domain of
Boolean complete lattice of subsets, can be used to model mappings between
binary images.

The operators of MM can be viewed as expressions of a formal language, de-
nominated Morphological Language, whose vocabulary is composed by the
elementary operators (erosion and dilation), and by the set operations (inter-
section, union and complementation).

These expressions, when implemented on special machines, called Morpho-
logical Machines, define programs that can be used to solve Image Analysis
problems.

However, the design of these programs is not an elementary task in most cases.

This thesis presents a methodology for automatic programming of binary mor-
phological machines based on PAC learning processes. The learning processes
are those in which a system “learns” an unknown concept from examples.

In our context, the concepts are the morphological operators and the examples
are pairs of input-output images representing a desired transformation.

A computational system based on the proposed methodology has been imple-
mented and used to learn operators in order to solve several kinds of real Image
Analysisproblems.

This thesis also presents some original contributions such as : the insertion of
automatic programming of morphological machines in the context of machine
learning and the introduction of a new learning algorithm which can be also
used to minimize Boolean functions.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Processamento de Imagens

As imagens encontram-se presentes em varios locais sob diversas formas tais como nas
fotografias, nos videos das TVs, nas telas de cinema, em quadros de museus, em esbocos
de cavernas, na memoria humana ou até mesmo em sonhos. Como objeto de estudo, elas
podem ser observadas e analisadas sob os mais variados pontos de vista, desde o artistico
até o filosdfico.

Iniciamos este texto focalizando nossa atencao para um desses aspectos em especial :
a utilizacao de imagens na resolucao de problemas do dia-a-dia. Mostramos, nos seguintes
exemplos, algumas atividades nas quais as imagens sao utilizadas para a resolucao de
algum problema real.

e Na area médica, as imagens obtidas por raio-X, tomografia ou ressonancia magnética
podem ser utilizadas para deteccao de fraturas ou lesoes e ajudam um médico a emitir
um diagnostico mais preciso.

e As imagens obtidas por satélites sao utilizadas para estimacao do volume da safra
agricola de uma determinada regiao, ou ainda, para deteccao de areas de desmata-
mento em meio as florestas. Elas podem também ser utilizadas para previsao de
tempo, andlise de vegetacoes e estudo da topografia da superficie terrestre.

e Em aplicagoes militares, as imagens sao utilizadas, por exemplo, para reconheci-
mento de alvos tais como instalagoes militares, portos, aeroportos, movimentacao
das tropas, etc.

e Em biologia e bioquimica, utilizam-se imagens para andlise de amostras. Sao comuns
as tarefas de classificacao de células e outros elementos com caracteristicas pré-
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estabelecidas a partir de suas imagens. A andlise, classificacao e identificacao de
DNA também pode ser realizada a partir de imagens.

e A analise de materiais tais como graos, metais e rochas é 1til para medir a sua
resisténcia ou avaliar o seu grau de pureza. Muitas destas andlises sao realizadas a
partir das imagens de amostras destes materiais.

Em todas as atividades citadas acima, existe um processo de aquisicao de imagens
através de algum mecanismo de captura (cameras fotogréaficas, camera de video, sensores,
lentes, etc). Estas imagens adquiridas podem ser representadas através de um conjunto
adequado de dados e posteriormente visualizados, por exemplo, em uma tela de video.
Neste texto, a palavra imagem ¢ utilizada tanto para referir-se a este conjunto de dados
como para a visualizacao do mesmo. Qualquer operacao de manipulacao, tranformacao
ou extracao de informagoes das imagens é denominado genericamente de processamento
de imagem.

Apesar da importancia das imagens para a resolucao de varios problemas, a enorme
quantidade de dados a serem processados, ou a ma qualidade das imagens, ou a propria
dificuldade inerente a tarefa que se deseja realizar tornam o processamento manual de
imagens uma tarefa dificil.

Com o desenvolvimento da tecnologia, principalmente dos computadores, as pesquisas
na area de processamento sistematico e automatico de imagens ganharam impulso a partir
da década de sessenta . A drea de pesquisa denominada Processamento Digital de
Imagens estuda técnicas de processamento de imagens por computador.

Para serem processadas em computador, as imagens devem estar em formato digital
(i.e. discreto). As imagens capturadas em formato analégico (isto é, continuo), devem
ser transformadas para o formato digital. Esta transformacao envolve um processo de
amostragem e quantizacao (para maiores informacoes, consulte por exemplo [GW92]).

As imagens digitais podem ser binarias (caracterizadas por apenas duas cores, preto e
branco, que indicam, respectivamente, o objeto e o fundo, como na figura 1.1a), em niveis
de cinza (com determinado numero de tons de cinza, como na figura 1.1b) ou coloridas.
A imagem da figura 1.1a foi obtida a partir da segmentacio® da imagem da figura 1.1b.

No inicio da década de sessenta, a NASA? iniciou as primeiras pesquisas nesta area
através de um projeto que visava a melhoria da qualidade de imagens obtidas por sondas
espaciais.

lsegmentagdo refere-se a um processo que separa objetos (i.e., as letras em preto) do fundo (i.e.,
da parte mais clara da figura). Em particular, uma das técnicas de segmentacio mais conhecidas é
denominada “thresholding”.

ZNASA - National Aeronautics and Space Administration - é um érgiao do governo americano que,
entre outras coisas, realiza pesquisas de exploracao espacial.



1.1.

Processamento de Imagens

42

cesso cristio a anul
jeto ou, mais concr
tamente apreciada,
vigoroso. O sacrif
-se a servico da doi
gicamente, tem por

gos vinculos, alcang

42

cesso cristao a am
jeto ou, mais conc
tamente apreciada,
vigoroso. O sacri
-se a servigo da df
gicamente, tem poj
gos vincujlos, al(fn

a b

Figura 1.1: Imagem (a) binaria e (b) em niveis de cinza.

No final dessa mesma década, a aplicacao estendeu-se para a area médica, quando
comecaram a ser processadas as imagens obtidas por raio-X. Na década de setenta, sur-
giram aplicacoes sobre imagens obtidas por satélites, tais como a analise da producao
agricola e sistemas para previsao de tempo.

No final da década de setenta, na area de microbiologia passaram a ser realizadas
deteccao, contagem e classificacao automatica de células baseadas em processamento de
imagens por computador. Nas décadas de oitenta e noventa, comecaram a surgir outras
aplicacoes mais sofisticadas como a tomografia computadorizada e a técnica de ressonancia
magnética na area médica, e os sistemas baseados em visao computacional para controle
de processos de producao na area industrial.

O processamento de imagens por computador, além de agilizar o processamento em si,
contribuiu para o desenvolvimento de varias técnicas e para a diversificacao das aplicacoes.
Uma boa introducao a estas técnicas e a area de Processamento Digital de Imagens em
geral podem ser encontradas em algumas referéncias como [GW92], [Pradl] e [Ros69].

As operacoes realizadas em processamento de imagens podem ser classificadas em
grupos, de acordo com as suas finalidades. Apresentamos a seguir uma breve descricao
da classificagao definida por G.A.Baxes em [Bax94] :

e “Enhancement” : Este grupo designa as operagoes cujo objetivo é a melhoria da
qualidade visual das imagens. Em geral, estas operagoes correspondem a um pré-

processamento para facilitar ou permitir uma operacao posterior. Alguns exemplos
de “enhancement” bastante comuns sao o ajuste das cores, brilho e contraste, e
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realce dos elementos presentes nas imagens.

e Restauracao : Também consistem de operagoes que visam melhorar a qualidade da
imagem. Porém, neste caso supoe-se que sao conhecidas as origens das degradacoes
que se desejam corrigir.

Por exemplo, varias imagens obtidas por satélites apresentam ruidos inerentes ao
processo de aquisicao como as distorcoes geométricas decorrentes do angulo das
cameras. A restauracao tem como objetivo eliminar estes ruidos.

o Analise de Imagens : sao operacoes que visam a extracao de informacoes tais como

medidas, estatisticas e classificacao de objetos a partir das imagens.

Algumas tarefas relacionadas ao processamento de imagens quando consideradas
juntamente com o contexto no qual estao inseridas assumem aspectos diferenciados
e podem ser encaradas como problemas distintos uns dos outros. Por exemplo, iden-
tificar células de diametro superior a um dado valor em uma imagem miscroscépica
¢ diferente de detectar objetos com comprimento maior que uma dada medida numa
linha de producao de uma fabrica. Da mesma forma, reconhecer letras ‘a’” em um
trecho de texto é diferente de reconhecer objetos com formas arredondadas em meio a
objetos quadriculados. Porém, quando consideradas em um contexto mais abstrato,
as tarefas do primeiro exemplo podem ser encaradas como um problema de extracao
de medidas seguida de uma classificacao e, as tarefas do segundo exemplo, como um
problema de reconhecimento de padroes. A analise de imagens estuda meios para a
resolucao destas tarefas neste contexto abstrato. Entre algumas operacoes classicas
em analise de imagens podemos citar a segmentacao e o reconhecimento de padrdes.

o Compressao de Imagens : Quando uma imagem digital é criada, uma enorme quan-

tidade de dados sao gerados, muitas vezes comprometendo o armazenamento, trans-
porte e processamento dos mesmos. Em compressao de imagens estudam-se meios
para reduzir a quantidade de dados necessaria para representar uma imagem, sem
perda de informacoes.

e Sintese de Imagens : sao operacoes que criam imagens a partir de outras imagens

ou a partir de dados que nao sao imagens. Por exemplo, as imagens obtidas por
tomografia sao reconstituidas a partir de multiplas projecoes.

Cada um destes grupos contém uma diversidade de problemas e uma diversidade ainda
maior de técnicas para a resolucao dos mesmos. Entre as varias técnicas para resolver
estes problemas, uma abordagem conhecida por Morfologia Matematica vem merecendo
destaque recentemente (veja [Ser82], [HSZ8T]).
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1.2 Morfologia Matematica

Os estudos que originaram a teoria de Morfologia Matematica (MM) tiveram inicio em
meados da década de sessenta, na Ecole Nationale Superiéure des Mines de Paris, em
Fontainebleau. La, George Matheron e Jean Serra lideravam um grupo que estudava a
extracao de informacoes de imagens a partir de transformacoes de formas. O estudo ori-
ginal realizado por Matheron consistia em analisar as estruturas geométricas das imagens
microscopicas de amostras de metais e rochas, e relaciona-los com as propriedades fisicas
destes materiais.

As referidas transformacoes eram realizadas através de dois operadores elementares
denominados dilatacao e erosao, criados, respectivamente, a partir da nocao de soma e
subtragao de Minkowski ([Min03] e [Had50, Had57]). Estes operadores eram parametri-
zados por elementos estruturantes, isto é, conjuntos cuja funcao consistia em fazer uma
sondagem local numa vizinhanc¢a de cada ponto da imagem.

As aplicacoes destes operadores elementares permitiram verificar que a combinacao
destes resultava em operadores interessantes, os quais poderiam ainda ser combinados en-
tre si para gerar operadores mais complexos. Verificou-se mais tarde que estes operadores
eram estruturados sobre os reticulados completos.

Estas observacoes conduziram os pesquisadores aos resultados tedéricos que foram ini-
cialmente formalizados para o reticulado dos subconjuntos, abrangendo o dominio das
imagens binarias. Posteriormente, os mesmos resultados foram estendidos para o reticu-
lado das funcoes (que sao utilizados para modelar o tratamento de imagens em niveis de
cinza) e, em seguida, para o dominio dos reticulados completos quaisquer.

O ponto central da MM é a decomposicao de quaisquer operadores definidos entre
dois reticulados completos em termos de operadores elementares. Os primeiros resultados
relacionados a decomposicao de operadores foram apresentados por Matheron, em 1975
([Mat75]). O Teorema de Representagao de Matheron estabelece que qualquer operador
entre dois reticulados Booleanos, invariante por translagao (i.e, que nao depende da loca-
lizagao) e crescente (i.e., que preserva a relagao de ordem entre os reticulados), pode ser
expresso como o supremo de um conjunto de erosoes, ou dualmente, como o infimo de um
conjunto de dilatacoes.

O Teorema da Decomposicao Canonica, devido a Banon e Barrera, generaliza esse
teorema para quaisquer operadores entre dois reticulados completos ([BB93]). Segundo
este teorema, um operador pode ser expresso como o supremo de um conjunto de infimos
entre uma erosao e outro operador elementar denominado anti-dilatacao, ou dualmente,
como o infimo de um conjunto de supremos entre uma dilatacao e outro operador elementar
denominado anti-erosao.

Os principais conceitos da MM, que formam a base desta teoria, encontram-se reunidos
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em trés livros, [Mat75], [Ser82] e [Ser88], hoje considerados classicos nesta area.

1.3 Maquinas Morfolégicas

A caracteristica de decomposicao dos operadores citada acima permite que a MM possa
ser interpretada como uma Linguagem Formal, na qual o vocabulario é formado pelos
operadores elementares (erosao, dilatacdo, anti-erosao e anti-dilatagao) e as operagoes de
supremo e infimo ([BB92]). Em outras palavras, qualquer operador da MM pode ser
representado através de uma frase desta linguagem.

Para definirmos uma linguagem formal, necessitamos definir uma gramatica, ou seja,
as regras de derivacao das frases na linguagem, e uma semantica, isto ¢ um modelo de in-
terpretacao das frases desta linguagem. Uma gramatica e uma semantica para a linguagem
formal considerada, que denominaremos Linguagem Morfolégica (LM), sdo apresentadas,
por exemplo, em [BB94], capitulo 8.

O estudo das linguagens formais compreende uma outra teoria, que deixaremos de
abordar neste texto. Deve ficar claro, entretanto, que as frases da LM correspondem a
todas as possiveis decomposicoes dos operadores da MM (uma destas possiveis decom-
posicoes é a decomposicao candnica).

A LM é uma linguagem completa (isto é, qualquer operador da MM pode ser repre-
sentado por uma frase da LM ) e expressiva (isto é, com relativamente poucas palavras
da LM podem-se expressar varios operadores interessantes da MM ).

Portanto, o trabalho de resolver um problema de processamento de imagens pode ser
encarado igualmente como o trabalho de encontrar uma frase da LM que aplicada sobre
uma imagem realiza a sua transformacao conforme o processamento desejado.

O mecanismo que possibilita a aplicacao das frases morfolégicas sobre as imagens sao
conhecidas como maquinas morfolégicas (MMach’s). Uma MMach é uma implementacao
particular da LM, isto é, é um hardware ou um software capaz de processar qualquer
frase desta linguagem (em outras palavras, capaz de calcular eficientemente as erosoes,
dilatacoes, anti-erosoes, anti-dilatacoes, supremos e infimos). A implementacdo de uma
frase em uma MMach é denominada programa.

O esquema da figura 1.2 ilustra a relacao entre os elementos citados acima.

1.4 Como Programar uma Maquina Morfolégica 7

Em termos praticos, a resolucao de problemas relacionados ao processamento de imagens,
utilizando ferramentas da MM, corresponde a programar uma MMach. Mas, como se
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Resolver um problema de an’alise de imagens usando MM

®

Identificar o operador morfol’ogico adequado

Escrever uma frase, na LM, que seja equivalente ao operador

Implementar a frase da LM como um programa da MMach

Figura 1.2: Formas equivalentes de encarar a resolucao de problemas de processamento
de imagens.

programa uma MMach 7

Em geral, o projeto destes programas é realizado de forma “ad hoc”, onde a experiéncia
e os conhecimentos especificos do usuario acerca de processamento de imagens e MM sao de
fundamental importancia para que se consiga obter um bom resultado. Este fato restringe
o universo de pessoas habilitadas para realizar este tipo de tarefa a um seleto grupo de
especialistas. Esta nao é uma situagao muito interessante, uma vez que o processamento
de imagens é uma atividade cada dia mais comum para diversos profissionais.

Face a esta situacao, poderiamos recorrer a outras técnicas além da MM para resolver
os problemas de processamento de imagens. No entanto, isto nao elimina a necessidade da
presenca de um especialista. Além disso, devemos levar em consideracao o fato de que a
MM, diferentemente de varias outras técnicas, representa uma abordagem unificada para
resolver varios problemas em analise de imagens, uma vez que qualquer operador entre
duas imagens pode ser representado a partir da composicao de operadores elementares

([Bar93]).

Estas observagoes sugerem a busca de métodos para automatizar a programacao de
MMach’s. A caracteristica de decomposicao dos operadores morfolégicos corrobora com
esta sugestao, uma vez que permite pensarmos em projeto de operadores.

Um dos primeiros trabalhos conhecidos nesta linha de proposta é devido a E.R.Dougherty
([Dou92a, Dou92b]). Segundo a proposta de Dougherty, o operador morfoldgico é tratado
como um estimador estatistico. A distribuicao de probabilidade utilizada para estimar
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o filtro 6timo, segundo o critério do erro absoluto médio, é obtida a partir de pares de
imagens que expressam a transformacao desejada. Este trabalho sera apresentado com
maiores detalhes no capitulo 4.

Nos primeiros trabalhos de Dougherty, observa-se que o método por ele proposto apre-
senta um custo computacional elevado pois realiza buscas em um espaco de complexidade
exponencial.

Este fato, mais a inexisténcia de outros métodos gerais para a programacao de MMach’s,
levou-nos ao estudo deste assunto. Listamos a seguir, algumas caracteristicas que julga-
mos importantes e desejaveis em um sistema para programacao automatica de MMach’s

e facilidade de uso - O sistema deve ser de facil utilizacao em dois aspectos : 1) oferecer
possibilidade de especificar o problema que se deseja resolver de forma bastante
simples ; 2) nao exigir conhecimentos especificos de Processamento de Imagens do

usuario ;

e abrangéncia - O sistema deve representar uma solucao abrangente, isto é, deve ser
capaz de resolver varios tipos de problemas, nao se restringindo as particularidades
de alguns deles ;

o eficiéncia - O sistema deve ser computacionalmente eficiente ;

e precisao - O sistema deve produzir uma solucao confiavel, dentro de uma precisao
pré-estabelecida ;

e fundamento tedrico - O sistema deve estar baseado em resultados formais.

Restringimos os estudos a uma classe de operadores no dominio das imagens binarias,
uma vez que, na pratica, observa-se que varios problemas em analise de imagens podem ser
resolvidos através da andlise de imagens binarias. Em termos de MM, os resultados para
o reticulado das partes de um conjunto sdao suficientes para modelar e tratar problemas
associados as imagens binarias, conforme veremos no capitulo 3.

A proposta deste texto é exatamente apresentar uma metodologia para a programacao
automatica de MMach’s binarias. Em nossa proposta, apresentamos uma abordagem
inédita baseado em técnicas de aprendizado através de exemplos. Em particular, estuda-
mos o modelo de aprendizado “PAC” e suas extensoes (capitulo 5).

1.5 Estrutura deste Texto

Este texto pode ser dividido em trés partes principais. A primeira parte, que compreende
os capitulos 2 ao 6, corresponde a exposicao de resultados tedricos. A segunda parte,
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correspondente ao capitulo 7, representa uma das partes mais importantes do texto, na
qual mostraremos como os resultados tedricos serao combinados a fim de especificar um
modelo para programacao automatica de MMach’s bindrias. A terceira parte do texto
consiste de trés capitulos nos quais descrevemos a implementacao do modelo proposto,
varios exemplos de aplicacao e analise dos resultados obtidos.

No capitulo 2, apresentaremos alguns conceitos relacionados a Teoria dos Conjuntos,
Teoria dos Reticulados, Teoria das Probabilidades e nocoes de funcoes Booleanas. O
intuito deste capitulo é reunir os elementos basicos utilizados no restante do texto, com o
objetivo de proporcionar uma referéncia rapida, bem como para introduzir as notacgoes e
nomenclaturas utilizadas. Este capitulo foi introduzido para tornar o texto auto-contido.

No capitulo 3 apresentaremos as definicoes e resultados da Morfologia Matematica
para subconjuntos, os quais sao tuteis para tratar problemas no dominio das imagens
binarias. Um importante resultado deste capitulo sdo os Teoremas de Decomposicao
Canonica e Minimal. Mostraremos também que os operadores definidos entre subconjuntos
sao equivalentes as fun¢oes Booleanas e discutiremos algumas conseqiiéncias interessantes
decorrentes deste fato. Neste capitulo abordamos também a decomposicao de operadores
com propriedades especiais.

Quando as imagens tratadas sao obtidas de um determinado contexto bem definido, elas
possuem caracteristicas que podem ser modeladas por processos aleatérios. No capitulo 4,
descreveremos o conceito de “random sets” que possibilitam a modelagem das imagens
no contexto estatistico, e descreveremos também o trabalho de Dougherty.

Independentemente a MM, um dos tépicos bastante estudados recentemente por pes-
quisadores da area de Inteligéncia Artificial, Redes Neurais e cientistas da computacao em
geral, sao os processos de aprendizado (Machine Learning). O modelo de aprendizado PAC
(do inglés “Probably Approximately Correct”) proposto por Valiant em [Val84] e algumas
extensoes serao apresentados no capitulo 5. Estes serao utilizados para o aprendizado
de conceitos (operadores) que podem ser modelados por funcoes Booleanas, conforme
veremos no capitulo 7.

Os processos de aprendizado dependem de algoritmos denominados “algoritmos de
aprendizado”. No capitulo 6, introduziremos um algoritmo de aprendizado que pode
também ser utilizado para minimizacao de fun¢oes Booleanas. FEste algoritmo nao foi
encontrado na literatura consultada. Apresentaremos resultados comparativos entre o de-
sempenho deste novo algoritmo e o algoritmo tabular de minimizacgao de fun¢ées Booleanas

de Quine-McCluskey.

Esses resultados tedricos sao tteis para a especificagao de um modelo para a pro-
gramacao automatica de MMach’s binarias, cuja descricao apresentamos no capitulo 7.

No capitulo 8 descrevemos a implementacao, em ambiente UNIX, de um sistema ba-



10 Capitulo 1. Introducao

seado no modelo proposto. Varios experimentos foram realizados neste sistema, para
ilustrar a abrangéncia do modelo. A descricao e a analise destes experimentos, que mos-
tram varias aplicagoes possiveis, sao apresentadas nos capitulos 9 e 10.

Finalmente, no capitulo 11, apresentaremos uma sintese deste trabalho e discutiremos
algumas melhorias e extensoes para o modelo, tendo em vista futuros rumos nesta area.



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

Este capitulo constitui uma parte preliminar deste texto, no qual apresentaremos alguns
elementos da Teoria dos Conjuntos, Teoria dos Reticulados, Teoria das Probabilidades e
funcoes Booleanas.

As definicoes e conceitos aqui apresentados nao pretendem esgotar toda a teoria, mas
apenas abranger os elementos necessarios nos capitulos posteriores. Também nao serao
apresentadas as demonstracoes das propriedades e dos resultados citados, pois estas po-
dem ser encontradas nas referéncias indicadas.

Acreditamos que o conteido deste capitulo pode ser facilmente compreendido e nao
representa obstaculo para o prosseguimento da leitura deste texto, pois consiste, em sua
maioria, de defini¢des e propriedades bdsicas. No entanto, é aconselhavel uma rapida
leitura do mesmo, para se obter familiarizacao com as notacoes e nomenclaturas utilizadas
ao longo do texto.

2.1 Elementos da Teoria dos Conjuntos

Nesta secao apresentamos algumas definicoes e propriedades da teoria dos conjuntos

([Fil80)).

2.1.1 Conjuntos

Um conjunto A é uma colecao de elementos de um determinado universo, denotado
genericamente por /. Se um elemento x de U pertence a A, escreve-se © € A; caso
contrario, escreve-se x ¢ A.

Um conjunto pode ser representado enumerando-se todos os elementos que pertencem

11
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a ele, ou entao, indicando-se as propriedades que devem satisfazer, como no seguinte
exemplo.

Exemplo 2.1.1 O conjunto A de todos os nimeros inteiros impares maiores que zero
e menores que 10 pode ser representado por A = {1,3,5,7,9} ou A = {x € 7 :

x € impar e 0 < x < 10}. o

Um conjunto vazio, denotado por (J, é um conjunto que nao contém nenhum elemento.
Um conjunto finito é um conjunto com um nimero finito de elementos. A cardinalidade
de um conjunto A, denotada por |A|, corresponde ao niimero de elementos pertencentes a

A.

Dois conjuntos A e B sdao iguais se e somente se todo elemento que pertence a um
deles também pertence ao outro. Isto é, A= B<= (r € A<= 1 € B, Va). Eles sao
diferentes se e somente se existe ao menos um elemento que pertence a um deles e nao
pertence ao outro. Isto é, A4 B<= (Jr € A:ax¢ Boudye B:y ¢ A).

Um conjunto A esta contido em B se e somente se todo elemento de A pertence a B,
istoé, AC B<= (vt € A=z € B, V). Neste caso, diz-se que A é um subconjunto
de B.

Um conjunto A estd propriamente contido em B se e somente se A estd contido em
B e A é diferente de B, isto é, A C B<= (A C Be A # B). Neste caso, diz-se que A é
um subconjunto préprio de B.

O conjunto das partes de um conjunto F, P(FE), é o conjunto cujos elementos
sao todos os subconjuntos de F, isto é, P(E) = {X : X C F}. Observe que () € P(FE) ,
E € P(E) ese |E| =n entao |P(F)| = 2".

2.1.2 Operagoes com Conjuntos
Complemento

O complemento de um conjunto A, A C B, em relacao a B é o conjunto de todos os
elementos de B que nao pertencem a A. Isto é, A° = {a € B : z ¢ A}. Quando o
conjunto B esta claramente definido pelo contexto ou quando o complemento é em relacao
ao conjunto universo U, escreve-se simplesmente A° = {x : & ¢ A}.

Sejam A, B C U. Entao, valem as seguintes propriedades (do complemento em relagao

al):

e Ut =10
o ) =0
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o (A=A
o AC B—> B°C A",

Intersecao

A intersec¢ao de dois conjuntos A e B é o conjunto formado por todos os elementos que
pertencem simultaneamente aos dois conjuntos. Isto é, AN B={x:2 € Aex € B}.

A intersecao de n conjuntos A;, Ay, ..., A, é o conjunto dos elementos que per-
tencem simultaneamente a todos estes n conjuntos, isto é, N, 4, = {x : 2 € Ajex €

Aye...ex e A}

Seja X C P(FE), uma colecao de subconjuntos de E. A intersegao de X’ é o conjunto

de todos os elementos & de F que satisfazem a propriedade : © € X para todo X € X,
istoé, Nxyex X ={z € EF:ze X, VX € X'}

Dois conjuntos A e B sao disjuntos se e somente se AN B = ).

Uniao

A uniao de dois conjuntos A e B é o conjunto formado por todos os elementos que
pertencem a pelo menos um dos dois conjuntos. Isto é, AUB ={z:2 € Aoux € B}.

A uniao de n conjuntos A;, A,,..., A, é o conjunto dos elementos que pertencem a
pelo menos um destes n conjuntos, isto é, Ul Ai={x: 2 € Ajoua € Ayou ...ou x €

AL

Seja X C P(F), uma cole¢ao de subconjuntos de E. A unidao de X' é o conjunto de
todos os elementos @ de £/ que possuem a propriedade : existe X € A tal que x € X, isto

é, Uyex X ={eeE:3X, XeXerec X}

Propriedades da Interseg¢ao e da Uniao

Seja U o conjunto universo e A, B,C C U. Valem as seguintes propriedades, cujas de-
monstracoes podem ser encontradas por exemplo em [Fil80].
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e ANBCAe ANBCRB e ACAUB e BCAUB

e ACB=—ANB=A e ACB=—AUB=RHB

o ((CAe CCB=CCANBEAB e AC(C e BC(C = AUBCC(C
e ACB—ANCCBNC e ACB— AUCCBUC
efNA=10 efUA=A

e ANU=A e AUU=U

e ANAS=1( e AUA=U

e ANA=A e AUA=A

e ANB=BnNA e AUB=BUA

e (ANB)NC=AN(BNC) e (AUB)UC =AU(BUC)
erc ANB<—=xrcAexeB. erc AUB<—=x€c AouxeB.

2.1.3 Relagao de Ordem em Conjuntos

Uma relacao de ordem introduz uma estrutura no conjunto. As defini¢oes que se se-
guem serao importantes para trabalharmos com estruturas denominadas reticulados (que
definiremos mais adiante).

Pares ordenados e n-uplas
Dados dois elementos x e y, um terceiro elemento que se indica por (x,y) chama-se par

ordenado. O elemento x é a primeira coordenada e o elemento y é a segunda coor-
denada do par ordenado.

Genericamente, dados n elementos xy,x,, ..., x,, um terceiro elemento indicado por
(21, 22,...,2,) chama-se uma n-upla ordenada. Os elementos xy, 3, ..., &, sdo respec-
tivamente a primeira, segunda, ... e n-ésima coordenada da n-upla.

Produto cartesiano e poténcia de conjuntos

O produto cartesiano de A por B é o conjunto de todos os pares ordenados (x,y) tais
que a primeira coordenada x pertence a A e a segunda coordenada y pertence a B, isto
é Ax B =A{(x,y): « € Aey € B}. O quadrado de um conjunto A é o produto
cartesiano de A por A, isto é, A? = A x A={(x,y): 2,y € A}.

Genericamente, o produto cartesiano de n conjuntos A, Ay, ..., A, é o conjunto
de todas as n-uplas (x1, xa, ..., 2,) tais que 1 € Ay, 29 € A, ..., x, € A, isto é, Ay X Ay X
WX Ay = {21, vy e x,) txy € Apyay € Agy o, € Ant. No caso particular em que
A= Ay=...=A, = A A" = A, Xx Ay x ... x A, é a n-ésima poténcia de A, isto é,
A" = {(21, X2, ey &) T Ty, Tay ., Ty € AT
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Relagoes em um conjunto

Uma relagao R de um conjunto A com um conjunto B é uma terna ordenada R =
(G,A,B),onde G C A x B. Se (x,y) € (4, entao diz-se que “x estd relacionado a y pela
relagao R” e escreve-se x Ry. Se (x,y) ¢ G entao escreve-se x Ry. Isto é,

(x,y) € G < zRy.

Quando B = A dizemos simplesmente que R é uma relacao em A.

Uma relagao de ordem num conjunto nao vazio A é uma relagdo <= (G, A, A) que
satisfaz as propriedades reflexiva, anti-simétrica e transitiva, isto é :

HeeA=az <2z, Va (reflexiva)
2z, y€ Aear<yey<az=az=y, Va,y (anti-simétrica)
3)v,y,2€ Aex<yey<zr= <z Vay,z. (transitiva)

Dizemos que um conjunto A munido com uma relacao de ordem < é um conjunto
ordenado pela relagao de ordem < e denotamos por (A, <).

Seja < uma relacao de ordem em um conjunto nao vazio E e seja A um subconjunto
de E. A relacao de ordem < em F induz uma relacao de ordem <4 em A, definida por

(r,ycAex <,py) <= (x<y) Va,y.

Dizemos que <4 € a restricao da relacao de ordem < ao conjunto A, ou que a relagao <
induz uma relacao de ordem <4 em A.

Conjuntos parcialmente ordenados

Dois elementos @ e y sdo comparaveis se @ < y ou y < . Caso contrario, eles nao sao
comparaveis. Se x < y e x # y, escrevemos também = < y. Pode-se também escrever
y > x quando = < y.

Um conjunto A com uma relacao de ordem < é parcialmente ordenado, ou um
poset (do inglés “partialy ordered set”), se existe ao menos um par de elementos que
nao sao comparaveis ([Bir67],[Fil80]). Se todos os elementos sao comparaveis dois a dois,
entao o conjunto A é denominado um conjunto totalmente ordenado.

Seja (A, <) um poset e sejam a,b € A. Dizemos que “b cobre a” em A, se a < b
e nao existe x € A tal que a < = < b. Posets finitos podem ser representados através
de diagramas construidos da seguinte forma : os elementos de A sao representados por
pequenos circulos, dispostos de forma que o circulo para b esta acima do circulo para a se
a < b; no caso de b cobrir a, desenha-se um segmento de reta ligando a e b. A figura 2.1
mostra diagramas de alguns posets.
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/%\3 >

Figura 2.1: Diagrama de conjuntos parcialmente ordenados.

Exemplo 2.1.2 A relagdio de inclusio C no conjunto P(E), onde E € um conjunto com
mais de um elemento, ¢ uma ordem parcial, uma vez que se P e () sdo dois elementos

disjuntos de P(E), entdo eles nio sio compardveis (isto €, P L Q e Q € P). o

Intervalo fechado

Seja A um conjunto ordenado pela relacao de ordem < e sejam a,b € A, a < b. O conjunto
[a,b] = {x € A:a < x < b} é denominado intervalo fechado com extremo esquerdo
a e extremo direito b.

2.1.4 Funcoes

Uma funcao ([Fil80]) é uma relagao binaria f = (F,A,B), F C A x B, se:
)Iyye B:x e A= (z,y) € F, Va;
2) (l',yl) cle (xva) €l = Y1 = Y2, Va.

Uma funcao f de A em B é indicada por f: A — B. Para cada elemento z € A, o
unico elemento y de B tal que (x,y) € F' é denominado imagem de z pela fungao f
ou o valor da func¢@o f no elemento « e é denotado por f(x). Um elemento genérico
x de A é denominado uma variavel e é geralmente denotado por uma letra minuscula do
alfabeto (x, y, t, 7, ...).

Os conjuntos A e B sao denominados, respectivamente, dominio e contradominio
da funcao f. A imagem da funcdao f é o conjunto formado por todos os elementos que

sao imagens de elementos de A. O conjunto de todas as funcoes de A em B ¢é indicado
A
por B4,
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Funcao sobrejetora
Uma funcao f : A — B é sobrejetora se e somente se para todo y € B existe x € A tal
que f(x) =y, isto é,

yeEB= (Ja:xe€Ae flx)=y), V.

Funcao injetora

Uma funcao f: A — B é injetora se e somente se dois elementos distintos quaisquer
e r9 de A tém sempre imagens também distintas em B, isto é,

1,20 € Aexy # 1y = fluy) # flxa), Vg, o

Funcao bijetora

Uma funcao f : A — B ¢é bijetora se e somente se ela é ao mesmo tempo injetora e
sobrejetora.

Funcao Inversa

Dados A,Be ' C A x B, definimos F~™' = {(y,2) : (z,y) € F}. A relagio f~' =
(F~1, B, A) é uma funcdo se e somente se f = (F, A, B) é bijetora. A fungao f~' é
chamada a fungao inversa de f.

Toda funcao bijetora f : A — B e sua inversa f[~! : B — A estabelecem uma
correspondéncia biunivoca entre A e B.

Composi¢ao de funcgoes

Sejam A, B, C trés conjuntos distintos ou nao, F; C A x Be F, C B x (. Definimos
F20F1:{($,y)3327($,Z)EF1e(Z,y)EFQ}.

Sejam f; : A — Be fy: B — C duas funcées. A relagao fyo f1 = (Fy0 Fy, A, C)
definida por

Jao filz) = fol filz)), Ve € A

é uma funcao de A em ' denominada fun¢ao composta de f; e f;. Em geral, denotamos
a composicao de f1 com fy por fofi ou fa(fi1).
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2.2 Elementos da Teoria dos Reticulados

Uma vez que um conjunto esteja dotado de uma relacao de ordem, torna-se possivel
explorar esta relacao para extrair varios resultados interessantes. A Teoria dos Reticulados
([Bir67, Sza63, Gra78]) estuda exatamente as propriedades e resultados decorrentes de
conjuntos dotados com uma relacao de ordem bem caracterizada.

2.2.1 Elementos Notaveis de um Conjunto Ordenado
Menor e maior elementos

Seja A um conjunto parcialmente ordenado pela relacao de ordem < e seja X C A.

x € A é o menor elemento de A (minA ou O) se x <y para todo y € A, isto é,

O=minA=c<= (r€Ae(ye A=z <y, Yy)).

x € A é o maior elemento de A (maxA ou I) se y < a para todo y € A, isto é,

I=maxA=cr<+= (r€Ade(yc A=y <z, Vy)).

Proposigao 2.2.1 O menor ¢ maior elemento de A, se existirem, sdo unicos.

Exemplo 2.2.1 Para todo elemento A € P(E), vertfica-se § C A C E e, portanto, o

menor e o maior elemento de P(F) sio respectivamente () e E. o

Limitantes inferiores e superiores

Seja A um conjunto parcialmente ordenado pela relacao de ordem <.

Todo elemento a € A tal que a < x para todo x € X é denominado limitante inferior
de X em A, isto é,
liX={a€A:a< Ve X}

Todo elemento a € A tal que x < a para todo © € X é denominado limitante
superior de X em A, isto é,

s X={a€eA:z<aVreX}.



2.2. Elementos da Teoria dos Reticulados 19

Infimo e supremo

Seja A um conjunto parcialmente ordenado pela relacao de ordem < e seja X C A.

O infimo de X em A (AX) é o maior elemento do conjunto dos limitantes inferiores
de X em A, isto é,
AX = max(l.0.X).

O supremo de X em A (V.X) é o menor elemento do conjunto dos limitantes superiores
de X em A, isto é,
VX =min(l.s. X).

Exemplo 2.2.2 No conjunto P(FE) das partes de F, um subconjunto X C P(E) possui

infimo e supremo que sdao respectivamente (Nyxecxy X e Uyer X. o

2.2.2 Reticulados

Definig¢ao 2.2.1 Um conjunto parcialmente ordenado L é um reticulado se e somente
se qualquer conjunto de dois elementos x e y possui infimo e supremo em L, denotados

respectivamente por t ANy e x V y. o

Definigao 2.2.2 Um subreticulado de um reticulado L ¢ um conjunto A C L tal que
aANbe AeaVbe A Va,be A.

&

Um reticulado L é :

e completo se e somente se qualquer subconjunto de L possui um infimo e um su-
premo em L.

Qualquer reticulado finito é um reticulado completo.

distributivo se e somentese x A (y V z) = (x Ay)V (v Az), Va,y,z€ L.

e complementado se e somente se todos os seus elementos possuem complemento.

O complemento de um elemento x em um reticulado L com O e [ é um elemento
ye Ltalquex Ay=0exVy=1I,eé denotado por z°.

Booleano se e somente se ele é distributivo e complementado.

Exemplo 2.2.3 O conjunto (P(E),C) ¢ um reticulado completo onde O = ¢ [ = E.
Para qualquer subconjunto X C P(E), infX = Nxex X € supX = Uxexr X, € para

quaisquer X, Y € P(E), X AY =XNY eXVY =XUY. o
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Exemplo 2.2.4 O conjunto (P(E),C) € um reticulado Booleano pois ele € distributivo
(isto €, XN(YUZ)=(XNY)U(XNZ),VX,Y,Z € P(F)) e € complementado (isto €,
XAX=0eXUX=E, VX € P(E)).

&

Principio da Dualidade
Seja (L, <) um poset. Entao o conjunto (L,>) onde a > b significa b < @ é também um
poset, e é denominado dual do poset (L, <).

Uma proposicao de reticulado é uma expressao légica P composta por termos logicos
(por exemplo, “igual”, “para cada elemento do reticulado ... vale”, “se e somente se”,
etc), variaveis (a, b, ...) e os stmbolos V e A.

Exemplo 2.2.5 As sequintes expressoes sdo proposigoes de reticulado :

o Para quaisquer elementos a, b, ¢ de um reticulado, (a Nb) ANc=a A (bAc)

o Para quaisquer elementos a e b de um reticulado, a ANb = a V b se e somente se
a=b.

&

O dual de uma proposicao de reticulado P, denotado por D(P), é obtido trocando-se
V por A e vice-versa. Observe que D(D(P)) = P.

Exemplo 2.2.6 As sequintes expressoes sdo proposi¢oes de reticulado, duais as pro-
posicoes do exemplo anterior :

o Para quaisquer elementos a, b, ¢ de um reticulado, (aVb)Vec=aV (bVc)

o Para quaisquer elementos a e b de um reticulado, aVb = a/Ab se e somente se a = b

&

Principio da Dualidade : O dual D(P) de qualquer proposicao de reticulado P verda-
deira é também uma proposicao de reticulado verdadeira.

O principio da dualidade pode ser utilizado para demonstrar teoremas (veja por exem-

plo, [Sza63], pagina 36).

Teorema 2.2.1 (De Morgan) Em um reticulado Booleano vale (a A b)° = a® VvV b° e
(a Vb)* =a®Nb°. 3
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2.2.3 Isomorfismo de Reticulados

Sejam A e B dois reticulados ordenados pelas relacoes de ordem <4 e <p respectivamente.
Seja f : A — B uma func¢ao bijetora de A em B. A funcao f é um isomorfismo de A
em B se e somente se, quaisquer que sejam x e y em A, tem-se :

€ §Ay<:>f(:1?) <B f(y)

2.3 Elementos da Teoria de Probabilidades

Os modelos matematicos apropriados para o estudo de fenémenos observaveis sdo, em mui-
tos casos, nao-deterministicos ou probabilisticos. Além disso, os métodos estatisticos
utilizados pela Inferéncia Estatistica sao baseados em consideracoes probabilisticas. A fim
de empregar adequadamente as técnicas estatisticas torna-se também necessario, portanto,

o estudo da Teoria de Probabilidades ([Mey69, Bre87]).

2.3.1 Espaco de Probabilidades

O principal elemento da Teoria de Probabilidades é o espago de probabilidade. Um
espago de probabilidade associado a um experimento ([Mey69]) é uma terna (Q,F, P),
onde

) é o espaco amostral, isto é, o conjunto de todos os possiveis resultados de um
experimento,

F é o conjunto de eventos, isto é, uma colecao de subconjuntos de ),

P é uma funcao de F em [0, 1] que associa a cada evento A € F uma probabilidade

P(A).

O conjunto de eventos F € uma o-algebra, isto é :

o Qe F
o se A€ F, entao A° € F.

e se uma sequéncia de eventos Ay, Ay, ..., A,, n > 1, tem todos os seus membros em
F,entao U_ A, € F.

A fungao P : F — [0,1] é uma funcao de probabilidade se satisfaz os seguintes axiomas :
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e P(Q)=1,
esc ANB=0= P(ANB)= P(A)P(B),
o se Ay, Ay, ..., A, sdo dois a dois mutuamente exclusivos, entao

Observagoes : ) e Q2 sao chamados respectivamente evento impossivel e evento certo.
Dois eventos A e B sao mutuamente exclusivos se AN B = (). Se 2 é finito ou infinito
enumeravel, todo subconjunto de 2 podera ser considerado um evento.

Exemplo 2.3.1 Considere um experimento que consiste no lancamento de uma moeda e
na observa¢do da face voltada para cima. Sejam C'a face cara e O a face coroa da moeda.
O espago amostral neste caso ¢ Q = {C,0}. Os possiveis eventos sio (), {C}, {O} e
Q. Supondo que a moeda ndio estd viciada (isto €, nao tem maior tendéncia de cair com
uma determinada face para cima) € razodvel supor que P(C') = P(O) =1 ¢ P(0) =0. O

evento 0 corresponde ao evento “a face observada € C ou O7, e portanto P(Q) = 1. o

Probabilidade Condicionada

A probabilidade de um evento A, condicionada ao evento B, é definida por

P(ANB)

P(A/B) = =5

e le-se “probabilidade de A dado B”.

2.3.2 Variaveis Aleatorias

Uma fun¢do & que associa a cada elemento s € © um nimero real, &(s), é denominada
uma variavel aleatéria.

O contradominio Rg de & sdao todos os possiveis valores que a funcao & pode tomar.
Se Rg € finito ou infinito enumeravel, dizemos que & é uma variavel aleatoria discreta.

Exemplo 2.3.2 Considere o experimento que consiste no lan¢camento consecutivo de duas
moedas e na observacao da face voltada para cima. Relativamente a este experimento, o
espago amostral serd Q = {CC,CO,0C,00}. Suponha que queremos avaliar o nimero
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de caras nos langamentos. Seja &(s) = “nimero de caras na amostra s”. @ € uma varidvel

aleatoria discreta e seu contradominio € Reg = {0,1,2}. o

Seja P uma funcao de probabilidade associada a 2. Dado um evento A, P(A) é a pro-
babilidade associada a A. A func¢ao de probabilidade P induz uma funcao de probabilidade
Pg em Rg, definida por :

Px(B)= P(A), onde A ={s € Q:a(s) € B}.

Distribuicao de Probabilidade
Seja @ uma variavel aleatoria discreta com contradominio finito, isto é, Rg = {1, 22, ..., 2, }.
Se para cada ponto x; de Rg definirmos sua probabilidade como p(x;) = Pl® = ], tere-

mos um espaco de probabilidade. A funcao p é denominada distribuic¢ao ou fungao de

probabilidade.

A funcao p satisfaz as condicoes

L. p(a;) > 0,Vi,

2. Y plai) = 1.

Funcao de Distribuicao Acumulada

Seja @ uma variavel aleatéria discreta. A funcao F(x) = P(x < x) é denominada fungao
de distribui¢ao acumulada da variavel aleatéria @. E facil verificar que

=2 Aple;) s aj < x}.

Esperanca de uma variavel aleatéria

Seja & uma variavel aleatoria discreta com contradominio finito e seja p a sua distribuicao
de probabilidade. Entao, a esperancga de @, denotada por E(x) é definida por

x| = Z rip(x

A esperancga condicional de @, dado y = y, é definida por

Elz/y = y] szp
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Variaveis Aleatdrias n-dimensionais

Uma n-upla de variaveis aleatdrias discretas (1, @2, ..., €, ) € denominada um vetor aleatério
discreto n-dimensional. Uma funcao p : (@, ®2, ..., x,) — [0, 1] satisfazendo

L. p(ay, xa,...,2,) > 0, para toda realizagao (x1, 22, ..., x,) de (&1, @2, ..., &,)
20 0 e Py, ey g,) = 1.

é a funcao de probabilidade de (x1, @2, ..., x,).

Sejam duas variaveis aleatérias discretas @ e y. Entao & e y sao independentes se
Plx = 2;,y = y;) = P(x = 2;)P(y = y;), para toda realizagao (v;,y;) de (@, y).

A funcao p definida por p(x;,y;) = P(® = x;,y = y;), para cada realizagao (z;,y;) de
(z,y), é a distribuicao de probabilidade conjunta de (@, y).

2.4 Nocoes de Funcoes Booleanas

Os sistemas digitais, particularmente os computadores, executam processos de decisoes
l6gicas implementados através de circuitos 1égicos. FEstes processos sao modelados por
funcoes Booleanas e por esta razao, o estudo das funcoes Booleanas apresenta-se forte-
mente associado a Teoria dos Circuitos de Chaveamento ([HP81]).

Do ponto de vista puramente matematico, a técnica utilizada para o projeto de circuitos
l6gicos faz parte de uma teoria conhecida por Algebra Booleana. Nesta secao, apresenta-
remos as funcoes Booleanas dentro deste contexto estritamente matematico ([Rut65]).

2.4.1 Algebra Booleana

Uma &lgebra Booleana B = (B, +,-,7) é um conjunto de elementos B com duas operagoes
binarias, + e - (denominados, respectivamente, soma e produto), para os quais valem os
seguintes axiomas.

e Axioma 1 : As operacoes + e - sao comutativas.
a+b=b+a, YVa,be B e
a-b=b-a, Ya,be B
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e Axioma 2 : Existem dois elementos identidade, 0 e 1, com respeito, respectivamente,
as operagoes + e -

a+0=a,Vae B
a-1=a,Vae B

e Axioma 3 : Cada operacao é distributiva relativamente a outra.
a+(b-¢)=(a+b) - (a+c¢), Ya,be B
a-(b+¢)=(a-b)+(a-c), Va,be B

e Axioma 4 : Para cada elemento a € B, existe um elemento inverso @ € B tal que
a-a=0ea+a=1.

Na tabela 2.1 listamos os principais teoremas e leis da Algebra Booleana.

Lei ou Teorema Operacao + Operacao -
Operacao com 0 ou 1 r+0==2 x-1l=u
r+1=1 z-0=0
Teorema da r+ax=u roxr=a
idempoténcia
Teorema da Involucao T=ux
Teorema da r+z=1 z-2=0
Complementacao
Lei da Comutatividade r+y=y+ua rToy=y-x
Lei da Associatividade || (v 4+y)+ 2z =2+ (y+ 2) (x-y)-z=a-(y-2)
=r+y+=z =x-y-z
Lei Distributiva r-(y+z)=x-y+a-z |2+ (y-z)=(+y) (2 +2)
Teoremas Ty+r-y==x (r4+y) - (x4+7y) ==
de r+r-y=ux (v 4y)=
simplificacao (x4+7)-y=x-y (- J)+y=ax+y
Leis
de (x+y+z+..0)= (T-y-z-) =
DeMorgan T-Y-Z-... T+y7+7Z+ ...

Tabela 2.1: Principais Leis e Teoremas da Algebra Booleana

Expressoes Booleanas

Sejam x1, T, ..., T, variaveis que tomam valor em B. Uma expressao Booleana é qualquer
expressao consistindo de uma variavel ou construida a partir destas variaveis aplicando-se,

um numero finito de vezes, as operacoes +, - e .
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As seguintes expressoes sao expressoes Booleanas com trés variaveis, xq, z2 € 3. Ob-
serve que o simbolo - correspondente ao operador produto foi omitido (portanto, em vez
de Ty - Ty escrevemos simplesmente T;Tz).

T1Te + ©1(Te + ©2T3) (2.1)
T1Tg + X1 Te + 12273
T2 + T3 (2 3

Equivaléncia e Simplificacao de Expressoes Booleanas

Definicao 2.4.1 Duas expressoess Booleanas sio equivalentes se e somente se uma
delas pode ser deduzida a partir da outra através da aplicacio das leis e teoremas da

algebra Booleana, um numero finito de vezes. o

Denominamos literal qualquer uma das variaveis ou a respectiva variavel barrada (1,
T1, &g, T2, ...). Um produto é uma série de literais relacionados pelo operador produto
(x1-29, ¥2-T3- 24, ...). Uma soma é uma série de literais relacionados pelo operador soma

(1'1 + T2 + X3, T + X5, )

A simplificacao de uma expressao Booleana consiste de qualquer processo que pro-
duz uma outra expressao equivalente contendo menor numero de termos ou literais. A
expressao resultante de um processo de simplificagao é denominada uma expressao sim-
plificada. As expressoes Booleanas podem ser simplificadas segundo as Leis e Teoremas
da Algebra Booleana (ver por exemplo, [HP81], secao 4.4).

Exemplo 2.4.1 Neste exemplo mostramos a simplificagio da expressio Tz + 172 +
T1X9T3 !

T1To + 179 + 212275 (Lei distributiva)
T2(T1 + 21) + T122T5 (Lei distributiva)
To(1) 4+ w1225 (Complementagdo)

Ty + 212273
Ty 4+ 7175 (Teoremas de simplifica¢io)

Uma vez que a expressio 2.3 pode ser deduzida de 2.2 através de simplificacoes, eles sao

equivalentes. o

Forma Canonica de Expressoes Booleanas

Um produto em que aparecem exatamente n literais, no qual o literal = aparece se, e
somente se, o seu complemento T nao aparece, e vice-versa, ¢ denominado produto
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candnico. Analogamente, uma soma na qual o literal x aparece se, e somente se, o
seu complemento T nao aparece, e vice-versa, ¢ denominado uma soma canénica.

FND e FNC : Qualquer funcao Booleana pode ser expressa em termos de soma de
produtos candnicos (forma normal disjuntiva ou FND) ou, em termos de produto
de somas candnicas (forma normal conjuntiva ou FNC) (veja, por exemplo, [HP81],
capitulo 6).

As seguintes expressoes correspondem, respectivamente, as formas FND e FNC da
expressao 2.3.

T1X9%3 + T1T2x3 + X1T203 + 21T2x3 + 12273 (2.4)

1+ Ty + x3)(21 + T2 + T3)(T1 + T2 + Ts) (2.5)

2.4.2 Um Exemplo de Algebra Booleana

Pode-se facilmente verificar que o conjunto B = {0,1} com as operacoes +, - e * definidas
na tabela 2.2 é uma algebra Booleana. Observe que as operagoes +, - e - correspondem
respectivamente aos operadores OR, AND e NOT da teoria dos circuitos de chaveamento

([Rut65]).

albl| a+ . a
010 0 0 |1
0|1 1 0 |1
110 1 0 |0
1171 1 1 10

Tabela 2.2: Defini¢ao das operacoes +, - e “em B = {0, 1}.

2.4.3 Funcoes Booleanas

A partir deste ponto, consideramos a algebra Booleana B = ({0,1},+,-,7).

Definigao 2.4.2 (Preliminar) Uma fun¢dao Booleana ¢ uma fun¢io que mapeia um
certo nimero n de varidveis que tomam valor em {0,1} sobre o conjunto {0,1}. Fstas n

varidveis, denotadas por x,xs,...,T,, sio denominadas variaveis Booleanas. o
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Uma outra forma de definirmos fun¢ées Booleanas é associando cada variavel Booleana
a um ponto de um conjunto, da seguinte forma. Seja W um conjunto finito, de cardina-
lidade n. A cada um dos elementos de W associamos uma variavel = que toma valor 1,
relativamente a um subconjunto X C W se e somente se o correspondente elemento de
W pertence a X; caso contrario,  toma o valor 0.

Usando a mesma notacao, x, tanto para indicar a variavel como o seu correspondente
elemento em W, temos ¢ = 1 <= x € X.

Defini¢ao 2.4.3 Uma fun¢io Booleana € uma fungio definida de P(W) em {0,1}. Se

|W|=n, entio a fung¢io Booleana possui n varidveis denotadas por x1,x4,...,1,. o

O conjunto de todas as funcdes de P(W) em {0,1} é indicado por {0,137 ¢
{0, 1}P0M)] = 227,

Avaliacao de expressoes Booleanas

Exemplo 2.4.2 Levando-se em conta que 0+x =0, 142 =1,0r =0 e lz =z, o valor
da expressao 2.1, para x1 = 1,29 =0 e w3 = 0, pode ser facilmente avaliado :

T+ 21(Te +2273) =0-1+1(1+0-1)=04+1(14+0)=0+1(1)=0+1=1.

Tabelas-verdade

A tabela-verdade de uma funcao Booleana f consiste de uma tabela formada por duas
colunas : a primeira coluna é preenchida pelas 2" possiveis formas de associarmos valores
as n variaveis e a segunda coluna pelo correspondente valor da funcao f.

Na primeira coluna da tabela 2.3a estao relacionadas todas as 2° = 8 possiveis formas
de associacao de valores as 3 variaveis xq, 22 € T3 e na segunda coluna esta relacionado o
valor que a fungao 71Ty + x1(T2 + x2T3) toma em cada uma destas associagoes .

Uma funcao Booleana define e é totalmente definida pela sua tabela-verdade. Portanto,
duas expressoes Booleanas sao equivalentes se e somente se as correspondentes tabelas-
verdade sao iguais. As expressoes 2.1 e 2.3 sao equivalentes pois as suas tabelas-verdade
(2.3a e 2.3b, respectivamente) sdo iguais.

Simplificagao de notagao

O conjunto de todas as seqiiéncias de n bits correspondem justamente a representacao
binaria dos numeros entre 0 e 2% — 1. Com base neste fato, podem-se caracterizar os
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12273 | fi 11273 | f3
000 1 000 1
001 1 001 1
010 0 010 0
011 0 011 0
100 1 100 1
101 1 101 1
110 1 110 1
111 0 111 0

(a) (b)
Tabela 2.3: Tabela-verdade. (a) fi = 7172 + ©1(T2 + ©2T3). (b) f35 = Ta + ©17T5.

produtos canoénicos (que serao denominados mintermos), e as somas canonicas (que
serao denominadas maxtermos) através da notacao decimal correspondente. A tabela 2.4
apresenta os mintermos e maxtermos para trés variaveis e a notacao associada a cada um

deles.

T1X2T3 maxtermos mintermos
000 || 21+ ay+a3=My | T1T2T3 = Mg
001 1+ a9y +7T3 = M | T1Taws = my
010 || x14+Ty+23= My | TyxeTz = Mo
011 21+ Ty +T3 = M3 | Tixers = ma
100 || Ty + a2 +x3= My | 21ToTz = my
101 ||Ty+ 292 +Ts = Ms | 21Tox3 = ms5
110 || 71 +%2+23= Mg | 21Tox3 = mg
111 ||z 4+ Ty +73 = My | 2129253 = mr

Tabela 2.4: Tabela de maxtermos e mintermos

Observe que x1Ty23 = 1 <= x; = 1,23 = 0 e x3 = 1. Portanto, a FND de uma
expressao booleana pode ser diretamente obtida através da soma dos mintermos corres-
pondentes aos 1’s da sua tabela-verdade. Analogamente, (x; + Ty 4+ @3) = 0 < x; =
0,z = 1 ex3 = 0, e portanto, a FNC pode ser obtida pelo produto dos maxtermos
correspondentes aos 0’s da tabela-verdade (compare a tabela 2.3a com as expressoes 2.4

e 2.5).

A partir da tabela 2.3a e 2.4 deriva-se facilmente a FND da funcao T, @ + x1(T2 + 22T3)
que ¢é dada por

flx1, @2, 23) = T1T2T3 + T1T223 + ©1T2Ts + ©1T2s + X1 Tads
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e sua notacao simplificada é dado por :

flag,xe,23) = Zm((), 1,4,5,6).
Na Fl\IC7 f($1,$2,$3) == (1'1 + T2 + 1’3)(1'1 + T2 + fg)(fl + T2 + Tg) == H M(Q,g, 7)

2.4.4 Representacao Cubica de uma Funcao Booleana

As sequéncias de n bits, correspondentes a todas as possiveis combinagoes de valores que
as n variaveis de uma funcao Booleana podem tomar, podem ser representadas por pontos
no n-espaco. A colecao de todos os 2" pontos possiveis formam os vértices de um n-cubo
([HP81], capitulo 7). A figura 2.2 mostra um 3-cubo.

111

[011] [101] [T10]

[001] [010] [ 100]

000

Figura 2.2: Diagrama do 3-cubo.

Os vértices de um n-cubo sao denominados 0-cubos. Dois 0-cubos formam um 1-cubo
se eles diferem em apenas uma coordenada. Quatro 0-cubos formam um 2-cubo se eles
sao iguais a menos de duas coordenadas. De modo geral, 2% 0-cubos formam um k-cubo
se eles sao iguais a menos de k coordenadas.

Denotamos um k-cubo colocando um X nas coordenadas que nao sao iguais. Assim, o
I-cubo {000,100} é representado por X00. O 2-cubo {000,001,100,101} é representado
por X0X.

Exemplo 2.4.3 Na figura 2.3, dizemos que o 0-cubo 000 estd contido no (ou € coberto'
pelo) 1-cubo X00, ou ainda, que o 1-cubo X00 cobre o 0-cubo 000. Analogamente, dizemos
que o 1-cubo X00 estd contido no 2-cubo X0X ou que o 2-cubo X0X cobre o cubo X00,

Dizemos que um k-cubo tem dimensao k. Dado um conjunto V' de vértices de um n-
cubo, dizemos que um k-cubo formado pelos vértices de V' é maximal se nao existe outro
cubo de dimensao maior também formado por vértices de V', e que contenha o k-cubo.

lo termo “cobrir” utilizado aqui difere do utilizado na pagina 15 para expressar a relacio entre dois
elementos de um poset.
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® o, ®
0.0 0o 9 0 ©
& o0 0 O

. 000

a b c

Figura 2.3: O 3-cubo e alguns sub-cubos.

Definicao 2.4.4 A representacao cubica de uma funcdo Booleana f de n varidveis

consiste do conjunto de vértices do n-cubo que correspondem aos mintermos de f. o

Definicao 2.4.5 A representagao cubica minimal de uma fun¢io Booleana de n
varidveis consiste do conjunto de todos os cubos maximais formados por vértices do n-cubo

que correspondem aos seus mintermos. o

Exemplo 2.4.4 A fung¢io Booleana f = 3" m(0,1,4,5,6) € representada pelos vértices
000, 001, 100, 101 e 110. A sua representacdo cubica e minimal sdo apresentadas grafi-

camente, respectivamente, nas figura 2.4a e 2.4b. o

Q. Q.
O @11 @i
Do 1X0
001.\ Q ,,'.100

a b

Figura 2.4: Representagao (a) cibica e (b) minimal da fung¢ao f =3 m(0,1,4,5,6).
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Intervalos

O n-cubo forma uma estrutura de reticulado Booleano. Portanto, podemos associar a um
cubo a nocao de intervalo, cujo extremo esquerdo e direito sao respectivamente o menor e
o maior elemento do cubo. Ao cubo 10X associamos o intervalo [100,101] = {z € {0,1}" :
100 < x < 101} e ao cubo 1 XX associamos o intervalo [100,111]. A dimensdo de um
intervalo [A, B], denotado dim([A, B]), é definida como a dimensao do cubo associado
a ele, que é também equivalente a ||B|| — ||A]|. Por exemplo dim([100,101]) = 1 =
[|101]] — ||100|| = 2 — 1, onde || A|| representa o nimero de bits iguais a 1 em A.

2.4.5 Minimizacao Tabular de Quine-McCluskey

Definigao 2.4.6 Uma expressio Booleana € considerada uma expressao minimal se
(1) nao existe nenhuma outra expressio equivalente com wm nimero menor de termos
e (2) nao existe nenhuma outra expressio equivalente com igual nimero de termos mas

com menor numero de literais. o

A minimizacao de uma expressao Booleana pode ser realizada formalmente através de
operagoes de simplificacao de expressoes da algebra Booleana. Entretanto, a manipulacao
algébrica, além de ser uma tarefa cansativa, pode facilmente induzir uma pessoa a cometer
erros, principalmente quando o nimero de variaveis envolvidas é grande.

O algoritmo tabular de Quine-McCluskey para minimizacao de fun¢oes Booleanas é
um método classico que sistematiza este processo algébrico. Embora existam outros algo-
ritmos para minimizagao tais como o mapa de Karnaugh ([HP81], capitulo 6), o algoritmo
de Quine-McCluskey é o melhor indicado para implementacao em computadores digitais.

O algoritmo de Quine-McCluskey (QM) requer que as funcoes Booleanas estejam ex-
pressas nas formas canonicas. A idéia basica deste algoritmo consiste em encarar os
mintermos da FND como pontos no n-espaco, ou seja, como vértices de um n-cubo. A
partir do conjunto destes vértices (ou 0-cubos) procura-se gerar todos os 1-cubos possiveis
combinando-se dois deles (equivale a gerar as arestas do cubo que ligam dois 0-cubos con-
siderados). A partir da combinagao de dois 1-cubos procura-se gerar todos os possiveis
2-cubos e assim por diante, até que nenhum cubo de dimensao maior possa ser gerado a
partir da combinacao de dois cubos de dimensao menor.

O processo de geragao de k-cubos (1 < k < n) a partir da combinacao de dois (k—1)-
cubos sera denominado passo do algoritmo de minimizacao. Os cubos resultantes ao final
de todo o processo sao denominados implicantes primos.

Este processo de minimizacao pode ser facilmente associado ao processo algébrico
de simplificacao. Os mintermos da expressao na forma canodnica inicial correspondem
aos 0-cubos. Combinar dois 0-cubos para gerar um l-cubo corresponde a combinar dois
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mintermos para eliminar uma variavel e gerar um termo com menos literais para substitui-
los, como mostramos no seguinte exemplo :

T1T2%5 + T 122T3 = Ty Xa(T3 + T3) = vy - 1 = 2129
Quando considerados no 3-espaco, o processo mostrado na expressao algébrica acima

corresponde ao processo de agruparmos os 0O-cubos 111 e 110 para geracao do l-cubo
11X, como ilustra a figura 2.5.

111 .

o o o

Figura 2.5: Passo elementar do algoritmo de Quine-McCluskey

A garantia de que o algoritmo QM realmente fornece uma expressao minimal, equi-
valente a expressao original, é uma decorréncia 6bvia do fato de que, em cada passo do
algoritmo, sao geradas todas as combinacoes possiveis entre os termos.

Descricao dos passos do algoritmo QM

A primeira parte do algoritmo QM consiste de um processo para determinacao de todos
os implicantes primos. A seguir descrevemos os processos que constituem esta parte e, ao
mesmo tempo, mostramos a sua aplicagao sobre a funcao f(xy,xq, 23) =3 m(0,1,4,5,6).

e Primeiro passo : converter os mintermos para a notacao binaria.

000, 001, 100, 101, 110

e Segundo passo : Separar os mintermos em grupos de acordo com o nimero de 1’s

em sua representacao binaria e ordena-los em ordem crescente, em uma coluna,
separando os grupos com uma linha horizontal.
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000
001
100
101
110

e Terceiro passo : combinar todos os elementos de um grupo com todos os elementos

do grupo adjacente inferior para geracao de cubos de dimensao maior. Para cada 2
grupos comparados entre si, gerar um novo grupo na préxima coluna e colocar os
novos cubos. Marcar com 4/ os cubos que foram usados para gerar novos cubos.

v/ 000 00X
v/ 001 X00
v 100 = [ Xo01
V101 10X
v 110 1X0

Observacao : o novo cubo gerado serd inserido no novo conjunto se e somente se ele
ainda nao estiver contido nele.

Repetir o processo para cada nova coluna formada, até que nenhuma combinacao
mais seja possivel.

Vv 000 V. 00X
Vv 001 Vv X00
Vo 100 = |/ X0l | = X0X
Vv 101 v 10X
Vv 110 1X0

e Quarto passo : Listar os implicantes primos. Os implicantes primos sao aqueles que
nao foram combinados com nenhum outro, ou seja, aqueles que nao estao com a
marca /.

1X0e X0X

A primeira vista, poderiamos afirmar que a soma de todos os implicantes primos
corresponde a expressao minimal da funcao Booleana. No entanto, existem casos em que
a soma de dois ou mais implicantes primos cobre um outro. Neste caso, este tultimo termo
nao ¢é essencial, no sentido de que ele pode ser eliminado do conjunto de implicantes
primos, sem que a expressao resultante deixe de ser equivalente a expressao original.
Podemos ilustrar esta situacao no seguinte exemplo .
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Exemplo 2.4.5 Considere a expressio Booleana f = 000+00140114111. Pelo método
de QM obtemos os sequintes implicantes primos :

00X, 0X1 ¢ X11.

Graficamente, estes implicantes primos (ou cubos) correspondem respectivamente aos
intervalos [000,001], [001,011] e [011, 111] ilustrados na figura 2.6a. Note, porém, que

Figura 2.6: Implicantes primos (a) e implicantes primos essenciais (b).

o intervalo [001,011] € supérfluo, ou seja, a mesma expressio pode ser expressa pelos

implicantes primos 00X e X11 (figura 2.65). o

Portanto, o ponto central da segunda parte do algoritmo QM é o célculo de um menor
subconjunto do conjunto de implicantes primos suficientes para cobrir? todos os mintermos
da funcao Booleana.

Definig¢ao 2.4.7 Seja C uma cole¢io de intervalos maximais que cobre X e seja S C C.
Entao S € uma subcolecdo otima de C que cobre X se :

a) nao existe outra subcole¢io S C C que cobre X, tal que |S'| < |S|;

b) VS C C tal que S’ cobre X e |S'| = |S|, ndo existe [A, B] € 8’ tal que dim([A, B]) >
dim([A’, B']) para todo [A', B'] € S.

&

Definig¢ao 2.4.8 Uma subcolegio otima dos implicantes primos que cobre todos os min-
termos da expressio Booleana original € denominada conjunto dos implicantes primos

essenciais. o

2Um conjunto de implicantes primos (cubos maximais) cobre um mintermo (0-cubo) se este é coberto
por pelo menos um dos implicantes primos.
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Os implicantes primos essenciais sao calculados com a ajuda de uma tabela denominada
Tabela de Implicantes Primos ([HP81]), na qual é selecionado um subconjunto étimo de
implicantes primos que cobre todos os mintermos da expressao Booleana inicial.

A seguir descrevemos os passos da segunda parte do algoritmo QM e mostramos sua
aplicagao sobre a funcao f(w1, 2, x3, x4, 25) = 3.(1,2,3,5,9,10, 11,18, 19, 20, 21, 23, 25, 26, 27).

1. Construir a Tabela de Implicantes Primos : no topo das colunas deve-se colocar os
mintermos de f e, a esquerda de cada linha, os implicantes primos. Os implicantes
primos devem ser listados em ordem decrescente de acordo com a sua dimensao, isto
é, em ordem crescente de acordo com o nimero de literais. Deve-se acrescentar uma
coluna a esquerda e uma linha na parte inferior.

Em cada linha, marcar as colunas com 4/ quando o implicante primo da linha cobre
o mintermo da coluna.

12 10
XX01X NVARY v
X10X1
OXO0X1 |/
00X01 | +/
X0101
1010X v

10X11 N v
101X1 VARV

(%)
(@2}
NeJ
—
—

181920 [21 [ 23252627
VARY VARY
v

AN
NN
<

<

AN

2. Selecionar os implicantes primos essenciais : deve-se procurar na tabela, as colunas que contém
apenas uma marca /. A linha na qual estas colunas contém a marca +/ corresponde a um implicante
primo essencial. Em outras palavras, este implicante primo é o unico que cobre o mintermo da
coluna e, portanto, nao pode ser descartado. Entdo, deve-se marcar com um asterisco (*) esta
linha na coluna mais & esquerda, para indicar que este é um implicante primo essencial. A seguir,
deve-se marcar, na ultima linha da tabela, todas as colunas cujo mintermo é coberto pelo implicante
primo selecionado.

T 123591011 ]18]19]20] 212325 ]26]27
* | XX01X VARV VIVIVIV VARV

X10X1 V4 V V4 v

OXO0X1 | / Vi Vi Vi

00X01 | +/ V4

X0101 Vi V4

1010X VARV,

10X11 v v

101X1 VAR

VARV VIiVIVIY ViV

Deve-se repetir este processo enquanto existir uma coluna cujo mintermo nao esta coberto pelo
conjunto de implicantes primos selecionados até o momento e que satisfaz as condicoes descritas.
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T 123591011 ]18]19]20] 212325 ]26]27
* | XX01X VARY VIVIVIY VIV
* | X10X1 v v Vi v

0XO0X1 | / V Y Y

00X01 | +/ v

X0101 v V4
* 1 1010X VARY

10X11 Vi Vi

101X1 VARV,

VAR VIVIVIVIVIVIVY VIiVIV

3. Reduzir a tabela : manter apenas as colunas correspondentes aos mintermos nao cobertos pelos
implicantes primos essenciais, e as linhas correspondentes aos implicantes primos que nao foram
selecionados e que cobrem pelo menos um mintermo ainda nao coberto.

1[5 |23
OXO0X1 | /
00X01 | v/ |
X0101 v

10X11 V4
101X1 v

4. Selecionar os implicantes primos secundariamente essenciais : eliminar as linhas dominadas e se-
lecionar os essenciais, conforme defini¢ao a seguir:

Propriedade 2.4.1 Diz-se que uma linha A na Tabela de Implicantes Primos domina uma outra
linha B se e somente se dim(A) > dim(B), e A cobre pelo menos todos os mintermos que estdo
nas colunas da tabela e que sdo cobertos por B. Se A domina B, entao existe uma forma minimal
que ndo utiliza o termo da linha B. o

A seguir, deve-se repetir 0 mesmo processo do passo 2, porém os implicantes primos essenciais
serao chamados secundariamente essenciais e marcados com dois asteriscos (**), e em seguida fazer
a redugao da tabela (passo 3).

1[5 |23
OXO0X1 | /
¥ 00X01 | /|
¥ [T10X11 Vi
NARVARY

Deve-se repetir este processo até que isto nao seja mais possivel, ou seja, até atingir-se um estagio
em que nao mais existe, na tabela reduzida, nenhuma coluna com apenas um +/ e nao existe
nenhuma linha que cobre outra.

Aplicar o método de Petrick : este método (de busca exaustiva) fornece todas as possiveis com-
binacoes dos implicantes primos restantes que cobrem os mintermos restantes. Deve-se escolher
dentre elas, aquela que envolve o menor niimero de termos. Caso existam mais de uma nestas
condigdes, deve-se escolher a de custo minimo (aquela que envolve menor niimero de literais).
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O algoritmo QM

Apresentamos a seguir o algoritmo QM em pseudo cédigo :

Entrada : Conjunto de mintermos
Saida : Conjunto de implicantes primos essenciais

1) Separe os mintermos em n blocos B0;, i =0,1,2,3,....;n
fazendo B0; = { todos os mintermos com 7 1’s };
2) Para i de 0 até n — 1 faca
Combine cada mintermo de B0; com os mintermos de B0;,; e
se estes formam um 1-cubo, entao
- marque estes dois mintermos;
- coloque o 1-cubo no bloco B1;;
3) Coloque todos os mintermos que nao foram marcados na lista
de implicantes primos;
4) Repita o mesmo processo para os blocos Bl; e Bl,41 para
¢ variando de 0 até n — 2 e coloque os 2-cubos nos blocos B2;;
5) Coloque todos os 1-cubos que nao foram marcados na
lista de implicantes primos;
6) Repita este processo sucessivamente para gerar 3-cubos, 4-cubos, etc,
até que nenhuma combinac¢ao seja mais possivel;
7) Construa a Tabela de implicantes primos e selecione
os implicantes primos essenciais;

O efeitos do algoritmo QM sobre a expressao f = 32(0,1,4,5,6) podem ser grafica-
mente vizualizados na figura 2.7. A funcdo minimal correspondente é ' = Ty + 21 7s.

Complexidade do Algoritmo QM

A complexidade® de tempo e espaco deste algoritmo no pior caso é exponencial, uma vez
que o nimero maximo de mintermos possiveis é O(2"). Além disso, sabe-se que o problema
de escolha dos implicantes primos essenciais é um problema N P-completo ([GJ79]).

30 termo complexidade é utilizado para caracterizar a “eficiéncia” de um algoritmo. Informalmente,
dizer que um algoritmo tem complexidade de tempo exponencial significa dizer que seu tempo de pro-
cessamento cresce em proporcao exponencial em relagao ao crescimento do tamanho que caracteriza os
dados de entrada. Uma defini¢ao formal pode ser encontrada por exemplo em [TLR90]
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Figura 2.7: Visualizacao do efeito causado pelo algoritmo de Quine-McCluskey sobre a
fungao f = >3(0,1,4,5,6). a) os 0-cubos que inicializam o algoritmo.  b) os l-cubos
obtidos combinado-se os 0-cubos.  ¢) os 2-cubos obtidos combinado-se os 1-cubos. d)

os implicantes primos X0X e 1X0 (T3 e x1T3).
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2.5 Outros Conceitos Basicos

Grupo Abeliano

Um conjunto (¢, munido com uma operagao binaria +, é um grupo se satisfaz os seguintes
axiomas :

e a+(b+c)=(a+b)+ec, Vabced,
e (7 contém um elemento e tal que e + ¢ = a + e = a para cada a € G,
e para cada a € (4, existe um elemento em (&, denotado por —a, tal que a + (—a) =

(—a)+a=e.

Se o grupo G satisfaz @ + b = b+ a, para qualquer a,b € (G, entao G é denominado
grupo comutativo ou grupo Abeliano ([MSM63)).



Capitulo 3

Morfologia Matematica

Os problemas em Analise de Imagens, quando restritos ao dominio das imagens binarias,
podem ser modelados por transformacoes entre subconjuntos. Conseqiientemente, o es-
tudo da MM para subconjuntos pode fornecer as solucoes para estes problemas.

Para justificar esta afirmativa, mostraremos inicialmente que existe uma relag¢ao biunivoca
entre as imagens binarias definidas em um determinado dominio e os subconjuntos deste
mesmo dominio.

Em seguida, apresentaremos os elementos da MM necessarios para enunciar os teore-
mas de decomposicao canonica e minimal, de uma particular classe de operadores deno-
minados invariantes por translacao e localmente definidos. Os vérios conjuntos criados a
partir das nogoes definidas no estudo destas decomposicoes serao relacionados através da
investigacao das relacoes de isomorfismo existentes entre eles.

Antes de prosseguirmos, lembramos que a MM estuda mapeamentos entre dois reticu-
lados quaisquer. Entretanto, devido ao nosso interesse em imagens binarias, os conceitos e
resultados apresentados serao restritos ao reticulado Booleano das partes de um conjunto.

3.1 Imagens Binarias e sua Equivaléncia com Subcon-
juntos

Neste texto, vamos supor que as imagens encontram-se definidas sobre um subconjunto

nao vazio 2 C Z?, isto é, B = Fy x E,, onde Ey, Fy C 7.

Uma imagem definida sobre E pode ser representada por uma funcao f que a cada
ponto de E associa um valor entre 0 e k — 1, chamado nivel de cinza, isto é, f : £ —
{0,1,....,k—1}. O valor k corresponde ao nimero de tons de cinza presentes na imagem.

41
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Em particular, as imagens binarias sao representadas por funcoes do tipo f : E —
{0,1}.

Denotaremos por {0,1}% o conjunto de todas as funcdes definidas de £ em {0,1}, que
podem ser interpretadas como o conjunto de todas as imagens binarias definidas em F.

Proposigao 3.1.1 Sejam x € E ¢ X C FE. A funcdo definida por
1, sex € X
Ly(r) = {O, caso contrdrio
¢ uma bijecdo de P(E) em {0,1}F ¢ sua inversa € dada por
suporte(f) ={x € E: f(x) # 0}.
Dem.: A demostracdo pode ser encontrada em [BB94], pagina 8. o

A proposicao acima garante que existe uma relagao de 1 para 1 entre {0,1}¥ e P(FE).
Portanto, uma imagem binaria definida em E pode ser representada por um subconjunto

XCFL.

Exemplo 3.1.1 A figura 3.1 ilustra todos os subconjuntos de um quadrado 2 x 2 (Os
quadriculados escuros correspondem aos pontos que pertencem ao subconjunto). Cada
um dos subconjuntos pode ser interpretado como wma tmagem bindria definida numa
grade de dimensdo 2 X 2. A cole¢io dos quadriculados escuros e brancos correspondem,
respectivamente, a figura e ao fundo da imagem.

muflaul"le"Nusll Sfa"
“uflS B*"M= § o8 "0° 0

Figura 3.1: Todos os subconjuntos de um quadrado 2 x 2.

3.2 Decomposicao de Operadores

Uma funcao ¢ : P(E) — P(FE) serd denominada operador morfolégico binario, ou
simplesmente operador, e pode ser interpretada como uma transformacao de imagens
binarias.
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Vamos supor que o dominio £ munido com uma operacao de adi¢ao, denotada por
+, forma um grupo abeliano (£, +) (veja [BB94], capitulo 2). O elemento neutro de F,
também denominado origem, sera denotado por o e o oposto de x € E sera denotado por
—x.

A seguir apresentamos algumas defini¢oes necessarias mais adiante.

Definigao 3.2.1 Sejam X € P(E) e h € E. Entao,
X+h={z+h:2eX}

¢ definido como o translado de X por h. o

Defini¢ao 3.2.2 Seja X C E. O transposto de X (em relagio a origem) € o conjunto
X'={z€eFE:—ze X}

&

Definicao 3.2.3 Um operador ¢ : P(E) — P(FE) € dito invariante por translagao,
ou simplesmente 1.t., sse

B(X+h) =w(X)+h (X EP(E), hek)

Definigao 3.2.4 Seja W C E, W finito. Um operador ¢ : P(E) — P(FE) ¢ localmente
definido pela janela W sse

rePXNW+z)) = 2ec(X)
para todo x € E e X € P(E).

Os primeiros resultados sobre decomposicao de operadores foram introduzidos por G.
Matheron em 1975. O Teorema de Representacao de Matheron ([Mat75]) estabelece que
qualquer operador i.t. e crescente! pode ser expresso como uma uniao de operadores
elementares denominados erosoes, ou dualmente, como uma intersecao de operadores ele-
mentares denominados dilatacoes. Uma generalizacao destes resultados para operadores
i.t., mas nao necessariamente crescentes, foi introduzida por Banon e Barrera em [BB91].

Nesta secao apresentaremos resultados referentes a decomposicao de operadores i.t.,
localmente definidos por uma janela W. Em relacao aos resultados de Banon e Barrera,
no qual a nocao de operadores localmente definidos por uma janela nao é levada em
consideracao, os resultados a serem apresentados aqui tém um carater mais geral, no
sentido que aqueles sao um caso particular deste, quando consideramos a janela W = F.

Ly . P(E) = P(E) é crescente se X CY = ¥(X) C¥(Y), VX,Y € P(E).
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3.2.1 Operadores Elementares

No capitulo 1, comentamos que um operador pode ser expresso em termos de quatro
operadores elementares (erosao, anti-erosao, dilatagao, anti-dilatacao) e as operacoes de
supremo e infimo. No entanto, quando o reticulado possui uma operacao de negacao, o
conjunto consistindo dos operadores erosao e dilatacao e as operacoes de negacao, infimo
e supremo ¢ suficiente para representar um operador qualquer. No caso do reticulado das
partes de um conjunto, a negacao corresponde ao operador complemento e as operagoes
de infimo e supremo correspondem, respectivamente, a intersecao e a uniao de conjuntos.

A seguir definiremos os elementos necessarios para a apresentacao do Teorema da
Decomposicao Canédnica.

Definigao 3.2.5 Sejam X, B C E. A erosao de X por B € definida por :

ep(X)={z € E:(B+2)CX}.

Exemplo 3.2.1 A figura 3.2 mostra uma aplicacao de um operador erosdo. O sinal +
indica a origem de B.

X € X
B

Figura 3.2: Erosao de X por B.

Definigao 3.2.6 Sejam X, B C E. A dilatagao de X por B € definida por :
Sp(X)={z e E:(B'+2)nX #0}.

Exemplo 3.2.2 A figura 3.3 mostra uma aplica¢ao de um operador dilatacao.
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X 35(%)
Figura 3.3: Dilatacdo de X por B.
Defini¢ao 3.2.7 Seja W C E, W finito, e sejam A,B € P(W), A C B. O operador
definido por
Mip(X)={reE:A+2CXN(W+2)C B+a} (X eP(E))

€ denominado sup-gerador.

Exemplo 3.2.3 A figura 3.4 ilustra o uso de um operador sup-gerador para extracdo de
pontos extremos esquerdos de linhas horizontais de espessura 1 pixel em imagens bindrias.

g E I e I

W
X A ( A,B)(X)

Figura 3.4: Extracao de ponto extremo esquerdo através de um operador sup-gerador.

&

O conjunto B C F que parametriza, respectivamente nas definicoes 3.2.5 e 3.2.6,
a erosao (¢p) e a dilatacao (dp) é denominado elemento estruturante. A seguinte
proposicao estabelece uma relacao entre os operadores definidos acima.
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Proposigao 3.2.1 Um operador sup-gerador )\E/ZB pode ser expresso como a intersecao
entre uma erosio e o complemento de uma dilatagio ([BB91]), caracterizados respectiva-
mente pelos elementos estruturantes A e B, isto ¢,

)\E/ZLB)(X) =e4(X) N (dp(X)) (X € P(E)).
o
Observe que os operadores acima definidos sao todos invariantes por translacao e

localmente definidos.

Exemplo 3.2.4 A figura 3.5 tlustra a decomposicio da sup-geradora ilustrada na fi-
gura 3.4 em termos de uma erosio e uma anti-dilata¢dao (complemento de uma dilatagdo).

€ (X
5 A n|—
C
_ H / £\ (8 )
—
C
5 ) (5,20 )

+

Figura 3.5: Erosao e dilatacdo que compoem uma sup-geradora.

3.2.2 Decomposicao Canodnica

Um importante conceito que esta associado a decomposicao canénica de um operador é o
seu niucleo ([BS95]), cuja nocao apresentaremos na seguinte definicao.

Defini¢ao 3.2.8 O nucleo, ou kernel, de um operador ¢ : P(E) — P(F), it e
localmente definido por uma janela W, € definido por

Kw()={Y e P(W):0€e(Y)}.
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Teorema 3.2.1 (Decomposig¢io canénica [BB91]) * Seja o : P(E) — P(E) um ope-
rador i.t. localmente definido por uma janela W. Entdo,

(X)) = U e)(X) : [A, B S Kw(¥)} (X € P(E))

&

O teorema 3.2.1 garante que qualquer operador i.t. e localmente definido por uma
janela W pode ser escrito como a uniao de um conjunto de operadores sup-geradores que,
por sua vez, podem ser expressos como a intersecao entre uma erosao e o complemento
de uma dilatagao (Proposicao 3.2.1). Portanto, qualquer operador i.t. pode ser expresso
em termos de erosoes, dilatacoes, complemento, intersecao e uniao. Mais ainda, o teorema

explicita os elementos estruturantes (A e B) que caracterizam, respectivamente, as erosoes
e as dilatacoes.

Exemplo 3.2.5 A figura 3.6 ilustra a decomposi¢cio canonica do operador que extrai pon-
tos extremos de segmentos de retas horizontais, com espessura de 1 pizel. Observe que
este operador ¢ a unido de dois operadores sup-geradores, um para extracdo de pontos
extremos a esquerda e outro para extragdo de pontos extremos a direita.

W
ey u
X W W
)YAmB])(X) U A(,,?BZ)(X)

X 1y 00

Figura 3.6: Decomposi¢do canonica
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3.2.3 Decomposicao Minimal

Os primeiros resultados de decomposicao minimal foram apresentados por Maragos ([Mar85])
para a decomposicao apresentada por Matheron. Seguindo a mesma idéia, Banon e Bar-
rera introduziram o Teorema de Decomposi¢ao Minimal ([BB91]) para a decomposicao
canonica.

Nao ha duvida de que, sob o aspecto tedrico, o teorema da decomposicao canonica
representa um resultado bastante interessante. No entanto, do ponto de vista pratico, uma
simples analise mostra que existem redundancias nesta decomposicao. Basta verificarmos
que, se [A, B] e [A/, B'] sdo dois intervalos contidos em Ky (¢) tais que [A, B] C [A’, B,
entao, pela defini¢ao 3.2.7, VX € P(F),

M) (X) S A gy (X)
e, portanto, )‘E/ZLB)(X) ¢ um elemento redundante pois :

Maey(X) S AL sy (X) = AL (X) U 5y (X) = Aly 5y (X).

Baseado na observacao acima, podemos definir um outro conjunto equivalente ao
nucleo, porém de menor cardinalidade, que também caracteriza a decomposicao.

Defini¢ao 3.2.9 Seja X' uma colegio de intervalos, isto €, X = {[A;, Bi]] CP(W):1 €
I}, onde I € um conjunto de indices. O intervalo [A, B] € X ¢ maximal em X se e
somente se A[A',B'] € X, tal que [A,B] C [A',B'] (i.e., [A,B] C [A,B']) e [A",B'] #
(4. B))

&

Defini¢ao 3.2.10 Seja ) : P(E) — P(F) um operadori.t. e localmente definido por uma
Janela W. O conjunto Bw (¢) de todos os intervalos mazimais de Ky () € denominado

base de .

&

Teorema 3.2.2 (Decomposi¢gao Minimal) Seja ¢ : P(E) — P(E) um operador i.t. e
localmente definido por uma janela W e seja By (¢) a sua base . Entao,

O(X) = UG (X) 1 [A, Bl € Bw ()} (X € P(E)).

&

Os resultados que foram apresentados nesta secao possuem uma versao dual. Os
operadores duais as sup-geradoras sao as inf-geradoras, definidos como a uniao entre uma
dilatacao e uma anti-erosao (complemento de uma erosao). Os duais correspondentes aos
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teoremas 3.2.1 e 3.2.2 sao aqueles nos quais os operadores sao escritos como intersecao de
operadores inf-geradores. Nao aprofundaremos as explanagoes sobre os resultados duais
uma vez que eles podem ser derivados facilmente a partir dos resultados apresentados.

3.3 Operadores Vistos Através de Isomorfismos

Na se¢ao anterior vimos um importante resultado sobre os operadores invariantes por
translacao e localmente definidos por uma janela. Dentro deste contexto de decomposicao
canonica de operadores, podemos considerar os seguintes conjuntos :

e o conjunto Yy de todos os operadores i.t. localmente definidos por W,

e o conjunto P(P(W)) de colegoes de subconjuntos de W (que podem ser interpretados
como todos os possiveis nicleos) e,

e o conjunto M (W) de colecoes de intervalos maximais (que podem ser interpretados
como todas as possiveis bases).

Nesta secao iremos estudar a estrutura destes conjuntos e investigar a relacao existente
entre eles.

3.3.1 O Conjunto Uy,

Seja U o conjunto de todos os mapeamentos de P(E) em P(F). O conjunto U herda a
estrutura de reticulado Booleano do conjunto (P(E), C), quando definimos a relacao de
ordem =< dada por :

U1 R by = i(X) SY(X), (Y10 € Ve X € P(E)).

O infimo (A) e o supremo (/) de uma familia de operadores © C Wy, e 0 complemento
de um operador ¢ € Uy sao dados, respectivamente, por :

(/\ 0)(X) = ﬂ{@(X) 10 €0}, X eP(E),
VO)X)={J{0(X):0€0}, X eP(E)

(v)(X) = (¥ (X))

O conjunto Wy, com a relacao de ordem induzida por =, constitui um subreticulado
Booleano de W. Usaremos a mesma notacao , <, para a relacao de ordem induzida por ¥
sobre Wyy.
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3.3.2 O Conjunto P(P(W))

| facil verificarmos que o conjunto (P(P(W)), <) onde C é definido por ¥ C Y < X €
X = X ey VXY e P(P(W)), e osupremo e o infimo de uma colecao {X; : X; €
P(P(W)),i € I} e o complemento de X' € P(P(W)) sao definidos, respectivamente, por

VX ={X eP(W): X €& para algum i € [},

/\XZ:{XE,P(W)XEXZ, \V/ZEI}

Xe=PW)—X={XeP(W): X &x}

¢ um reticulado Booleano completo.

3.3.3 O Conjunto M (W)

Seja M(W) o conjunto de todas as colecées de intervalos maximais contidos em P(W),
isto é,
MW) = {Max(X), & CP(W)}

onde Maxz(X) denota o conjunto de intervalos maximais da colegao {[A, B] C P(W) :
A, B]C X},

Para X € M(W), denotaremos
UX={YePW):3[4,Ble X, Y €[A,B]}L

Seja X C P(W). Observe que  Max(X) = X. Logo, X pode ser representado pelo
conjunto de intervalos maximais Max(X'), o qual denotaremos, por simplicidade, também
por X.

Definimos uma relagao binaria C em M (W) da seguinte forma :
VX, YeMW), XCY < V[ABle X, I[A,B]eY :[A B C[A, B
A relacao C é uma relacao de ordem parcial.

O conjunto M (W) com a relagao de ordem C definida acima é um reticulado Booleano
completo, onde o supremo (L), o infimo (M) e o complemento sao definidos, respectiva-
mente, por :

XluXQZMCll'(XlUXQ), Xl,XQEM(W)
X1|_|X2:Ma$(.)(1m.)(2), Xl,XQEM(W)
X = Max(X°), X € M(W).
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3.3.4 Relacoes de Isomorfismo

Pode-se verificar facilmente que o conjunto das funcdes Booleanas, ({0,1}7(") <), também
é um reticulado Booleano, onde < é definido por f1 < fo <= fi(X) < fo(X), VX €
PW).

Portanto, temos em maos quatro estruturas de reticulado completo Booleano. Uma
investigacao mais profunda sobre possiveis relacoes entre eles mostra-nos a existéncia
de isomorfismo de reticulados entre eles, dos quais alguns sao indicados na figura 3.7
(Veja [BS95]). As seguintes quatro proposicoes sao dedicadas para especificar cada uma
dessas funcgoes.

{0,1}7W)

Figura 3.7: Diagrama dos isomorfismos.

Proposigao 3.3.1 O mapeamento Kyw(¢) de Uy em P(P(W)) definido por
Kw(@)={X e PW):0ev(X)}, (¥ ¥w)

constitui um isomorfismo de reticulados entre (Vy, =) e (P(P(W)),<). A sua inversa €
definida por

KilX)(X)={zr € E: (X —2)nW € X}, X € P(W).
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Proposicao 3.3.2 Seja F' uma fungio definida de P(P(W)) em {0,137 por

F)X) = {(1) iZs)o( ceojrdri(oX =P
FTHN) ={X e PW): f(X) =1} (f€{0,1}7").
Entio, ' € um isomorfismo de reticulados entre (P(P(W)),C) e ({0,1}7W) <), o

Proposicao 3.3.3 Seja T wma funcio de Wy em {0, 1} W) definida por

T()x) = { seo€v(X) (X eP(W))

caso contrdrio.
THHX)={z e B f(X—a)nW)=1} (X € P(W)).
Entio, T' ¢ um isomorfismo entre (Uy, <) e ({0,117, <), o

Vamos denotar por ¢ o operador de Wy isomorfo a f € {0,137 e por f, a funcio
Booleana isomorfa a ¢ € Wy .

Proposigao 3.3.4 Seja Bw a funcdo definida de P(P(W)) em M(W) por :

Bw(X) = Mazx(X), VX ePPW))

Bi/(X)={Y e P(W):Y €[A,B],[A Ble X}, VYXecMW).
Entdo, By € um isomorfismo entre os reticulados (P(P(W)),C) e (M(W),C). o

Observe que, a partir destas relacoes, podemos concluir que os quatro reticulados
ilustrados na figura 3.7 sao isomorfos 2 a 2.

Exemplo 3.3.1 Na figura 3.8 ilustramos as diversas maneiras de representar o operador
que calcula o complemento de uma imagem. A figura 3.8a mostra as imagens anterior
e posterior a transformacao. O nicleo deste operador € mostrado através de elementos
do reticulado (circulos pretos) na figura 3.8¢ e a sua base (circulos pretos e arestas em
negrito) na figura 3.8d. A fun¢io Booleana correspondente € definida pela tabela-verdade
da figura 3.8b.
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X=(X,, X5, X3) f(X)

000
001

010
011
100
101

110
111

OO r Fr O O FrPk

a

Figura 3.8: Fquivaléncia de elementos dos quatro reticulados Booleanos.

3.4 Algumas Conseqiiéncias Interessantes

Sob a éptica dos isomorfismos estudados, é possivel apresentarmos uma prova elegante
2
para o Teorema da Decomposicao Canodnica. Se observarmos que

Kw () = (H[4, B] : [A, B] € Kw ()}

K(\(is) = [4, B,

temos que

Kw() = UK p) « [A, Bl € Kw (@)}

Tomando a inversa de Ky, temos

K Kw (1) = VHIKZ KA\ s m)) : [A, B] € Kw (@)}
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de onde decorre que

=V {\ag 1 [A B S Kw(¥)}

O fato destes 4 reticulados completos Booleanos serem isomorfos 2 a 2 permite que
um determinado problema definido em um destes espacgos possa ser estudado em qualquer
um dos outros. Em outras palavras, o estudo do espaco dos operadores em busca de um
operador para resolver um determinado problema, pode ser equivalentemente substituido
pelo estudo do espago dos nicleos, das bases ou das funcoes Booleanas. Neste sentido, um
resultado tedrico em um espaco possui um equivalente nos outros espacos; por exemplo, as
formas canonicas dos operadores correspondem as formas normais das fun¢oes Booleanas.

3.4.1 Relacao entre Operadores e Funcoes Booleanas

Verificamos que existe um isomorfismo de reticulados entre o conjunto ¥y e o conjunto
{0,1YPM) 4 partir do qual nio é dificil concluirmos que a forma canénica e minimal
dos operadores correspondem, respectivamente, a forma canénica e minimal das funcoes
Booleanas.

Uma regra para converter expressao Booleana em operador

Sejam xy,T9,...,T, € Ty,Tq,..., T, 0s literais de uma funcao Booleana f de n variaveis,
expressas como soma de produtos, e seja W a janela associada a estas n variaveis. Um
produto m; de f é composto de no maximo n literais, tais que se z; esta presente em m;,
entao T; nao esta presente e vice-versa. Dado um produto m;, entao o correspondente
intervalo [A, B], que caracteriza a sup-geradora na decomposi¢ao do operador correspon-
dente 1, é obtido da seguinte forma :

A = {todos os pontos de W correspondentes aos literais nao barrados em m;}

[§

B todos os pontos de W menos os pontos
| correspondentes aos literais barrados em m

Exemplo 3.4.1 A fung¢ao Booleana constante igual a 1 corresponde ao operador cuja base
¢ {[0, W]} e a fungio Booleana constante igual a 0 corresponde ao operador cuja base €
0. Se W = (a1, x2,23), os intervalos correspondentes d fungio Booleana f = Ty + 2173

sao [0, W —{x2}] e [{z1}, W —{x3}] (ou simplificando a notagao, [000,101] e [100, 110])(5

Esta regra permite que as funcoes Booleanas sejam facilmente convertidas para a ex-
pressao correspondente no espaco Wyy.
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3.4.2 Janela Minima

Dizer que um operador é caracterizado localmente por uma janela W é dizer que o valor da
transformacao de um ponto por este operador depende apenas dos valores de um conjunto
de pontos da sua vizinhanca, delimitados pela janela W.

Proposic¢ao 3.4.1 (Janela Minima) Sejam W, W' C E, W C W', Sey : P(E) — P(E)
€ um operador i.t., localmente definido por W, entdo v : P(E) — P(E) € também local-
mente definido por W'. o

Pela proposicao acima, se ¥ é localmente definido por uma janela W, entao é também
localmente definido por qualquer outra janela W' tal que W C W’. Isto garante a
existéncia de uma janela minima, a menor janela que é suficiente para caracterizar a
operacao desejada. A vantagem de utilizar a janela minima esta no fato de que os elemen-
tos do nicleo sao elementos de P(W) e, portanto, quanto menor a janela W, menor é o
conjunto P(W). No melhor caso, esta janela pode ser unitaria (por exemplo, no caso do
célculo do complemento de uma imagem bindria) e, no pior caso, pode ser uma janela do
tamanho do dominio .

3.5 Decomposicao de Operadores com Propriedades Es-
peciais

A caracterizacao de propriedades sobre os operadores define classes de operadores. Algu-
mas destas classes possuem caracteristicas algébricas de decomposicao mais simples que
a decomposicao canonica. Apresentaremos as decomposicoes de duas classes particulares
: operadores crescentes e operadores anti-extensivos.

3.5.1 Operadores Crescentes

A classe de operadores crescentes consiste de operadores que preservam a relagao de
inclusdo, isto é, ¢» é um operador crescente se X C Y = ¢(X) C ¢(Y), VX,V €
P(FE). Estes operadores podem ser decompostos como unides de erosdes e, do ponto de
vista pratico, caracterizam transformacoes que “preservam o tamanho relativo entre as
imagens”.

Teorema 3.5.1 (Representagdao de Matheron [Mat75]) Seja ¢ : P(E) = P(FE) um
operador i.t., localmente definido por uma janela W e crescente. Entio, VX € P(F),

V(X)) = Ufea(X) s A€ Kw ()}
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A expressao acima pode ser reescrita da seguinte forma :

Y(X) = J{ea(X) : A € Bas[]}

onde Bas[y)] é a classe minimal (nao redundante) dos elementos de Ky (1)), isto é, para
qualquer B € Kw (), existe B' € Bas[y], B' C B e nao existe, em Bas[t], um elemento
contido propriamente em outro.

Observe que a decomposicao acima é um caso particular da decomposicao canoénica,
isto é,

A € Bas[y)] < [A, W] € By ().

3.5.2 Operadores Anti-extensivos

Um operador ¢ é um operador anti-extensivo se ¥(X) C X, VX € P(FE). Neste
caso, todos os elementos estruturantes que compoe o seu nicleo contém a origem, e do
ponto de vista pratico, estes operadores caracterizam transformacoes cujo “resultado é
um subconjunto da imagem anterior a transformacao”.

O conjunto de pontos que pertencem a X e nao pertencem a 1 (X) pode ser expresso
pelo conjunto Z = X — ¢(X). O conjunto Z pode ser entendido como os pontos que sao
“eliminados” pelo operador.

Baseado neste fato, todo operador anti-extensivo, i.t. e localmente definido por uma
janela W, possui uma representacao definida da seguinte forma :

vX)=X - | Aig(X)

[A,BleK—

onde K~ é a classe de elementos estruturantes que define um operador que marca os pontos
de Z. Em outras palavras, para cada par [A, B] € K~, 0 € B, [A, B] localiza pontos de
Z.

No proximo capitulo apresentaremos idéias relacionados ao projeto de operadores mor-
folégicos 6timos, baseados nos resultados de decomposicao. Resultados referentes a MM
para reticulados completos quaisquer, nao necessariamente o reticulado das partes de um
conjunto, podem ser encontrados em [Ser88, BB93].



Capitulo 4

Projeto de Operadores

A caracteristica de decomposicao dos operadores morfologicos em termos de operadores
elementares introduziu mais uma area de pesquisa em MM, relacionada ao projeto de
operadores.

Um dos primeiros estudos nesta drea é o trabalho de E.R.Dougherty ([Dou92a, Dou92b]).
Dougherty estuda o projeto de Filtros Morfolégicos 6timos, inserindo-os dentro do con-
texto de estimacao estatistica.

O objetivo deste capitulo é apresentar um resumo do trabalho realizado por Dougherty
nesta linha de pesquisa, em relagao as imagens binarias. Contudo, a colocacao dos ope-
radores no contexto estatistico necessita ser justificada e, portanto, dedicamos uma parte
inicial deste capitulo para a apresentacao de alguns conceitos e resultados relativos a
“Random Sets” (conjuntos aleatérios).

4.1 Conjuntos Aleatoérios

De uma forma geral, as técnicas utilizadas em Processamento de Imagens podem ser
classificadas como estruturais ou estocasticas : as primeiras exploram as caracteristicas
geométricas das figuras nas imagens, enquanto as ultimas exploram a natureza aleatéria
das mesmas. A maior parte delas explora apenas uma destas caracteristicas. No caso
de técnicas estocasticas podemos citar aqueles que se baseiam em campos Markovianos,
variaveis aleatérias vetoriais, etc. Por outro lado, a MM é uma técnica que explora
amplamente as caracteristicas geométricas.

E quanto as técnicas que exploram simultaneamente as duas caracteristicas 7 Elas
existem 7 O estudo de Conjuntos Aleatérios (“random sets”), uma teoria introduzida
independentemente por Matheron ([Mat75]) e Kendall ([Ken74]) na década de 70, e sua
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relacao com a MM permite esta conjugacao de caracteristicas. A formulacao apresentada
por Matheron é mais interessante dentro do contexto de processamento de imagens, pois
encontra-se diretamente associada a MM.

Nesta secao apresentaremos conceitos e resultados sobre Conjuntos Aleatérios Discre-
tos e sua relacao com a MM, baseados em um artigo de Goutsias ([Gou92]).

4.1.1 Conceitos Basicos

Considere um dominio £ C 7Z*. Cada ponto (i,7) € E pode ser modelado por uma
variavel aleatéria bindria @; ; que toma valores em a; ; € {0, 1}, segundo uma distribuicao
de probabilidade P. A |El-upla ® = (2 ;) )er, juntamente com a distribui¢ao de proba-
bilidade Plz = 2] para cada x € {0, 1}/Fl, define uma variavel aleatéria vetorial (BRF).
Muitas das técnicas que realizam analises estatisticas sobre imagens utilizam BRF’s.

Um conjunto aleatério discreto (DRS) X em £ é definido por
X ={(t,j) e F:2,; =1} (4.1)
Observe que, dado = € {0, 1}F],
X=A(t,j) e E:a;; =1}
O DRS X em F ¢ estatisticamente equivalente ao BRF @ em FE, isto é, Ple = z] =
P[X = X], para cada z € {0, 1},
Seja S C F, finito. A funcao de distribuicao acumulada de um DRS X é definida por
Fx(B)=1-P[X 2 B], VB e P(5) (4.2)
De fato, pode-se verificar que
0< Fx(B)<1, VBeP(5),

Fx (0) =0,
(S FX(BI) S FX(BQ), \V/B17B2 - P(S),Bl g BQ.

Das equagoes 4.1 e 4.2 temos que, para cada B € P(9),
Fx(B)=1— > Ple=az] (4.3)

z:XDB

Vamos supor que P[X € P(S5)] = 1. A partir das equagoes 4.2 e 4.3, verifica-se que
para cada BRF @ e seu correspondente DRS X vale

Ple=2]=PX=X]= Y (-1 - Fx(XUX')], VX € P(S) (4.4)

X/ch
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onde X°¢ é o complemento de X em P(95). o

As equacgoes 4.3 e 4.4 estabelecem uma relagao biunivoca entre a distribuicao de pro-

babilidade do BRF @ e a distribuicao de probabilidade acumulada do DRS X.

4.1.2 Estacionaridade

Um DRS X ¢ estaciondrio de ordem n, n > 1, se a sua funcao de distribuicao
acumulada F'x-(B) é invariante sob translacao de X, para todo B € P(S5), tal que |B| = n,
isto é,

Fx,.(B) = Fx(B), VB P(S),|Bl=necV:cE.

Uma vez que B C X + 2z < B — 2z C X, a condicao acima é equivalente a :
Fx(B+z)=Fx(B), VBeP(S),|B|=neVzc E.
Um DRS é estritamente estacionario se ele é estacionario de ordem n para cada n,

n > 1.

Seja W C S| finito. Seja P a distribuicao de probabilidade de X e Py, a distribuicao
de probabilidade de Xy, = X NW 4z (em particular, Py é a distribuicao de probabilidade
de Xy, na origem).

Teorema 4.1.1 Seja X um DRS estritamente estaciondrio. Entdo,
Fx(B)=1-Py(Xw 2 B), YBe PW).

onde Xyw=XnNW.

Dem.: VBe P(W)e z € E,

Fx(B) = Fx(B+-)
= 1-P(X2OB+z2)
— 1-P(X—22B)
= 1-Py.(X—-—znW 2 B) (pois B C W)
= 1—-Pw(XNWD2DB) (X é estritamente estacionario)
— 1 Pw(Xw 2 B)

&

Este teorema mostra que para qualquer B € P(W), Fx (B) pode ser caracterizada
pela distribuicao de probabilidade associada a variavel aleatéria X N'W = Xy. A
vantagem disto é que o conjunto das possiveis realizacoes de Xy é muito menor do que

ode X.
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4.1.3 Transformacoes Morfolégicas de Conjuntos Aleatérios

Uma forma que permite estudar as conexoes do DRS com a MM, é a investigacao das
relacoes entre P[X N B # 0] e I'x (B). O funcional de capacidade 7'y de um DRS X é
definido por

Tx(B)=P[XNB#(0], BeP(S). (4.5)

Verifica-se que T'x (B) = Fx<(B) (isto é, Tx (B) é a fungao de distribuigao acumu-
lada de X¢). Tanto Fx (B) como T'x (B) podem ser calculados a partir de Pz = z].

A modelagem de imagens binarias por conjuntos aleatorios torna possivel o estudo das
imagens no contexto estatistico e, portanto, permite a criacao de operadores baseados em
técnicas e critérios estatisticos. Segundo as observacoes apresentadas na secao anterior,
o DRS ¢é equivalente ao BRF. Por que hd, entao, necessidade de definirmos conjuntos
aleatérios em termos de vetores aleatérios 7 A grande vantagem de encararmos imagens
como conjuntos aleatorios e nao como vetores aleatérios esta no fato de que os conjuntos
preservam a forma geométrica.

Supondo que as transformacoes sobre as imagens serao realizadas por operadores da
MM, de que maneira eles afetam o conjunto aleatério que modela as imagens 7

Seja i : P(E) — P(FE) um operador i.t. Se X é um DRS, entao Y = ¢(X) é também
um DRS, uma vez que no caso discreto ¢(-) é sempre mensuravel ([Ser82]). Para carac-
terizar o efeito de 1(-) sobre X, é desejavel estudarmos Fy-(B) e Ty (B). Baseado na

equagao 4.5, temos

Ty (B) = P[p(X)N B £ 0],YB € 5. (4.6)

O interesse neste ponto é investigar a relagao existente entre Ty (B) e T'x (B). Algu-
mas destas relagoes estao sendo investigadas. Em [Gou92], podemos encontrar as seguintes
relacoes.

T'x w(B) = T'x(BNW), VW € P(E)
T'x«(B) = Fx(B)

Fx . w(B) = Fx(BNW), YW € P(E)

Txou(B) = Tx (B A

FX@A(B) = FX(B@A)

Estas formulas ilustram alguns casos particulares nos quais é possivel caracterizar
estatisticamente o DRS 'Y = (X)) a partir das caracteristicas estatisticas do DRS X.

Resumindo, uma vez que existe uma relacao biunivoca entre os BRF’s e os DRS’s, es-
tabelecida pelas equacoes 4.3 e 4.4, todos os conceitos definidos sobre variaveis aleatérias
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(tais como distribui¢do de probabilidade, distribuicdo de probabilidade acumulada, mo-
mentos, correlagao, etc) podem ser definidas também para os conjuntos aleatérios. Por-
tanto, as imagens encaradas como conjuntos aleatérios podem ser inseridas no contexto
estatistico.

A conexao entre DRS’s e MM fica estabelecida através da investigacao de relacgoes
do tipo X N B # 0, X NW, X e(X), etc. Os resultados obtidos a partir destes
estudos podem ser empregados para projetar operadores ¥ com caraceristicas estruturais
e estocasticas desejadas (veja por exemplo, [Gou92]).

4.2 Projeto de Filtros Morfolégicos Otimos

Nesta secao descreveremos as principais idéias e resultados sobre projetos de filtros mor-
folégicos otimos, introduzidos por E. R. Dougherty, que tiveram inicio com os artigos

[Dou92a] e [Dou92b].

A nocao de filtros morfolégicos foi introduzida por Serra ([Ser82]) e é amplamente
discutida, por exemplo, em [Ser88]. Um filtro morfolégico é um operador crescente
(X CY = ¢(X) C oY), VX,V € P(F)) e idempotente (((X)) = (X), VX €
P(E)).

Dougherty utiliza o termo filtro morfolégico crescente para referir-se aos operadores
i.t. e crescentes, mas nao necessariamente idempotentes. Ao longo dos seus trabalhos, o
termo filtro é utilizado, de uma forma geral, para referir-se aos operadores aplicados em
problemas de restauracao, e o termo filtro binario é utilizado para referir-se aos filtros
aplicados sobre imagens binarias.

4.2.1 Definicao do Problema

Consideremos um vetor aleatério bindrio n-dimensional & = (&1, s, ..., &,), uma funcao
de @, denotado por y, e um estimador ¢ de y.

Seja y = g(x) o estimador de y. Entao, o erro médio quadrético (MSE) de g é definido
por :

y—yl’l. (4.7)

MSE(g) = E]

Em relacao ao MSE, o estimador 6timo é aquele que minimiza a esperanca definida
acima. Sabe-se que, entre todos os estimadores, aquele que minimiza o MSE é a esperanca
condicional, definida por :

y = Lly/z].



62 Capitulo 4. Projeto de Operadores

O erro médio absoluto (MAE) de g é definido por :

MAE(y) = B

y—yl]. (4.8)

Como as variaveis aleatorias consideradas sao binarias, é imediato que MSE e MAE
sao equivalentes. Se desejarmos que y tome valores em {0, 1}, entdo a esperanca acima
deve ser arredondada para 1 caso ela seja maior ou igual a 0.5 e para 0 caso contrario.

Suponha uma imagem X e um processo de ruido aleatorio sobre X que produz uma
outra imagem X' (X’ é a imagem X corrompida pelo ruido). Dougherty propoe métodos
baseados em estimagao estatistica para encontrar um filtro ¢ tal que ¥ (X’) seja “seme-

lhante” a X.

Para considerarmos os operadores morfologicos no contexto da estimacao estatistica,
deveremos encarar as imagens binarias como objetos aleatérios. Em geral, os vetores
aleatérios sao utilizados para modelar as imagens.

. , . . . ;. 2

Seja & o vetor aleatério que modela as imagens de um determinado dominio £ C 7~

e suponha a existéncia de um processo de ruido sobre @, que caracteriza um outro vetor
aleatorio &’. Suponha também que @ e &’ sdo estritamente estacionarios.

Consideremos uma janela de observacao W, tal que |W| = n. Seja @y, o vetor
aleatério associado aos pontos observados pela janela W quando seu centro encontra-se
sobre um ponto z em E arbitrdrio. Seja X, o conjunto aleatério (veja equagao 4.1)
correspondente ao vetor aleatério @y, .

Sob a hipétese de estacionaridade estrita, xiy e ®jy (ou equivalentemente, Xy, e
X'y sao equivalentes (Teorema 4.1.1). No restante deste capitulo, vamos supor que @’ é
estritamente estacionario.

O problema de filtros 6timos envolve um processo de escolha de um melhor estimador
(isto é, aquele que minimiza o erro) dentro de uma classe de estimadores. Dougherty
investiga os filtros crescentes (baseados no Teorema de Representacao de Matheron) e
os filtros nao-crescentes (baseados no Teorema da Decomposi¢ao Canénica). O critério
estatistico utilizado para medida de erro é o MAE. Dougherty modela as imagens por
BRF’s (') e nao por DRS’s (X'). Apresentamos os resultados usando a formulacao

baseada em DRS e também em BRF.

4.2.2 Filtros Crescentes

Lembremos que qualquer operador , i.t. e crescente, pode ser expresso como uniao de
erosoes, isto € (veja se¢ao 3.5) :

W(X") = | J{en(X") : B € Bas[]}. (4.9)
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Seja X}, o DRS correspondente ao BRF @f,. Uma realizacio X{;, de Xy, é um

conjunto e, portanto
1 se BC XYy
0 caso contrario.

(X = {

Em termos do BRF @}, podemos reescrever

°B
onde B = (by,by,....b,). Note que f. (X)) =1 <= (b =1 = (x); = 1), isto é,
Jp (X)) =1+ BC X}

Adaptando esta formulacao para 4.9, temos :
BOX') = max]fop, (X)) = mas{minge) « (b); = 11} (4.10)
onde {B;} é a base de 9.

Portanto, quando consideramos um filtro crescente ¥ como estimador, o MAE pode
Ser expresso por :

MAE(p) = E[IY — &(Xy)l] = E[Y — max{fe; (Xyw)}].

O filtro crescente 6timo é aquele que minimiza o MAE definido acima. As bases dos
filtros crescentes sao formadas por elementos estruturantes contidos em W. Como existem
2" elementos estruturantes em W, escolher a melhor base corresponde a escolher dentre
todas as subcolecoes destes 2" elementos, aquele que minimiza o MAE.

Loce ([Loc93], secao 2.3) apresenta o Teorema do MAE que permite calcular o MAE
associado a um operador a partir do MAE de cada um dos elementos estruturantes que
caracterizam a sua base. A partir deste teorema ¢é derivada também uma forma mais
eficiente de calculo, bem adaptada para processos computacionais, conforme segue :

MAE(),) = MAE(bn_y) + MAE(B,) — MAE(é,_).
onde
BGS[¢n_1] = {Bl, BQ, ceey Bn—l}
Bas[t,] = Bas[tp,—1] U{B,} = {Bi1, B2, ..., Bn}
Bas[qbn_l] = {Bl U Bn7 B2 U Bn7 ceey Bn—l U Bn}

Exemplo 4.2.1 No caso de um operador ¢ com trés elementos na base, Bas[)] =
{Bi1, B2, B3}, o cdlculo pelo teorema e pela forma mais eficiente sao, respectivamente,
MAE(B:, B2, Bs) = MAFE(B) + MAE(By) + MAE(Bs)
—MAFE(B1U B;y) — MAE(B1 U B3) — MAE(By U Bs)
+MAE(B, U B, U Bs)
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MAE(),) = MAE(By, By) + MAE(Bs) — MAE(B; U Bs, B, U Bs).

Este teorema permite que o MAFE possa ser calculado recursivamente, para bases cada
vez maiores, a partir do MAE associado a subconjuntos proprios da base para o qual se

deseja calcular o MAFE. o

Abordagem baseada em restrigoes

Devido a quantidade enorme de possiveis bases, testar todas as possibilidades e escolher
a de menor MAE nao é uma tarefa viavel. Frente a este problema, algumas abordagens
que procuram reduzir o espaco e tempo de busca sao apresentadas em [Loc93].

Em relacao as abordagens que restringem o espaco de busca, sao considerados basica-
mente os seguintes tipos de tratamento :

e uma das possiveis restricoes que podem ser impostas é a restricao algébrica. Por
exemplo, pode-se requerer que o operador a ser estimado seja crescente e anti-
extensivo. No caso de operadores anti-extensivos, cada elemento da base deve conter
a origem, e portanto, a busca de todas as possibilidades pode ser restrita sobre todas
as bases que integram apenas elementos estruturantes que contém a origem.

e Um outra restricao diz respeito ao tamanho da base. Em vez de testar todas as
possiveis bases, testam-se todas as possiveis bases que integram no maximo m
elementos. (veja [DL94]).

o Outra restricao refere-se ao tamanho da janela de observacao. Uma vez que o numero
de elementos estruturantes possiveis é 2"l utilizar W' C W em vez de W, reduz
este espaco de busca. (veja [Loc93], pagina 33).

e pode-se considerar também uma biblioteca de elementos estruturantes. Isto é, em vez
de realizar a busca sobre o conjunto de todos os possiveis elementos estruturantes,
consideram-se subgrupos deste, organizados como bibliotecas especializados para
problemas especificos (veja [Loc93], pagina 35).

4.2.3 Filtros nao-crescentes

Dougherty apresenta uma outra abordagem quando trata de filtros i.t. nao necessaria-
mente crescentes. Este tratamento é baseado na decomposicao candnica, apresentada no
capitulo anterior.
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De forma analoga ao caso da erosao, pode-se aplicar um operador sup-gerador sobre o
conjunto aleatério Xy, .

(e (Xiy) = 1) = (A C X}y C B) = (AC Xiy e B C (X)),
Em termos do BRF @, podemos reescrever

Fap (X)) = min{min{(ly);  4; = 1}, min{(ly) 5 = 11},

Portanto um filtro v i.t., adaptado a sua forma canénica, pode ser expresso por! :

FulX') = max{min{min{a! : (4:); = 1}, min{(@);  (5); = 1}}} (4.11)

Existem 2" possiveis realizacoes Xy, de Xy, para as quais f,(X{y) = 1 ou fu(Xjy) =
0. Observe que cada realizacao X{; de X7, pode ser representada pelo par [X{;, Xiy].
Uma colegao de pares [Xj,, X{;] caracteriza um estimador dado pela expressao 4.11.
Assim, a escolha de um filtro i.t. 6timo corresponde a escolha de uma colecao de pares
[ Xy, Xiy] que minimiza o MAE, dentre todos as possiveis colegoes.

Para selecionar os pares de elementos estruturantes [A, B], consideram-se realizacoes
X’ de X'. Ao se transladar W sobre X', obtemos as realizacoes de Xy,. Para cada
realizacao Xy de X, armazena-se o valor de X no ponto z, X, juntamente com o par
(X1, Xiy]. O par [Xiy, Xjy] é integrado na decomposicao da equacao 4.11 se o numero de
I’s armazenados excede o de 0’s (este procedimento corresponde justamente ao arredon-
damento de F[y/x], para tornar o estimador uma fun¢ao bindria).

Os pares [X{,, X{;] selecionados correspondem aos mintermos da funcao Booleana
isomorfa ao operador estimado. Aplicando-se operagoes légicas (por exemplo, o algoritmo
de Quine-McCluskey) sobre estes mintermos, pode-se reduzir o numero de termos na
expressao 4.11. (Em outras palavras, os pares selecionados correspondem exatamente aos
elementos de Ky (1) e as operagdes de reducao légica, no seu limite, resultam na base do
operador).

No caso dos filtros crescentes, o calculo do MAE depende da distribuicao de probabi-
lidade conjunta de (X', X). Ela é estimada a partir de realizagoes (X', X) de (X', X).
No caso dos filtros nao-crescentes, os pares [Xi;, Xj;| sdo também selecionados de acordo
com esta distribuicao estimada. Em [DL94], podemos encontrar algumas discussoes que
comparam o desempenho de filtros crescentes e nao-crescentes obtidos a partir de uma
distribuicao estimada.

! Neste ponto h4 uma pequena diferenca de notagao entra a empregada por Dougherty e a aqui empre-
gada : Dougherty utiliza o conceito de operadores “hit or miss”, que sao equivalentes as sup-geradoras
(com excessao de sua caracterizacio que é totalmente baseada em erosodes)
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Observe também que em ambos os casos, as expressoes 4.10 e 4.11 referem-se ao filtro
otimo calculado sobre um ponto z € E. Sob a hipotese de estacionaridade estrita, este
filtro é o filtro étimo sobre F, ja que z é um ponto arbitrario de .

Todos os problemas tratados por Dougherty sao problemas de restauragao (isto justifica
por que ele utiliza o termo “filtro”, em vez de operador, em todos os seus trabalhos), nos
quais o critério estatistico para escolha do estimador 6timo é o MAE. Além disso, nota-se
em seus trabalhos uma nitida distingao entre filtros crescentes e nao-crescentes, para os
quais ele realiza tratamento diferenciado.



Capitulo 5

Modelos de Aprendizado

Computacional

Os esfor¢os que buscavam aproveitar o poder de processamento dos computadores digitais,
cada vez mais velozes, nao excluiu o desejo de se criar uma “maquina inteligente”, capaz de
tomar decisoes. Uma das areas de pesquisa resultante destes esforcos é uma teoria ainda
recente conhecida por “Machine Learning” (Teoria de Aprendizado Computacional), que
estuda métodos para modelar matematicamente os processos de aprendizado.

Alguns resultados significativos nesta drea (teoria da decisao estatistica [DH73]) foram
obtidos na década de 70. Um fundamento tedrico mais solido foi estabelecido com a
introdugao do modelo PAC de aprendizado (do inglés “Probably Approximately Correct”),
proposto por Valiant em [Val84].

Na primeira parte deste capitulo situaremos o processo de aprendizado dentro de uma
modelagem matematica e na segunda parte apresentaremos os resultados referentes ao mo-
delo PAC de Valiant, baseado no texto [AB92]. Na iltima secao deste capitulo, apresenta-
remos alguns resultados referentes a extensao do modelo PAC, tomando como referéncias
principais os artigos de Haussler ([Hau92]) e Kearns e Schapiro ([KS90]).

5.1 Modelagem do Processo de Aprendizado

Informalmente, qualquer processo que é capaz de “aprender um conceito”, a partir de
exemplos que o ilustram, é denominado “aprendizado”. Por exemplo, considere uma
caixa com bolas de cor vermelha e de varias outras cores. Suponha que um aluno quer
aprender o conceito “cor vermelha”. Entao serao sorteadas, ao acaso, algumas bolas desta
caixa e o aluno receberd as informacoes “bola é vermelha” ou “bola nao é vermelha” para
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cada bola sorteada. Baseado neste processo de treinamento, espera-se que o aluno torne-se
capaz de distinguir a cor vermelha das demais cores.

Nesta secao, apresentaremos a modelagem do processo de aprendizado na qual esta
baseado o modelo PAC basico de Valiant, que consiste basicamente do aprendizado de
“conceitos” que podem ser modelados por funcoes booleanas.

Consideremos um dominio D cujos elementos sao as representacoes codificadas de um
“mundo real”. Por exemplo, as imagens binérias definidas sobre o conjunto £ C Z?, onde
|| = n, podem ser representadas por vetores ou matrizes de bits de tamanho n. As letras
do alfabeto podem ser representadas por um vetor de atributos que indicam por exemplo
caracteristicas topoldgicas, sua altura, largura, existéncia ou nao de “perninhas” (como as
letras g, j, q, p), existéncia de pingos (como a letra i, j), etc.

Seja Y, denominado alfabeto, um conjunto para descrever elementos de . Denotamos
por >." o conjunto de todas as n-uplas de elementos de .

Seja X C 3", Um conceito ¢ é uma funcao definida por ¢ : X — {0,1}. X ¢é deno-
minado o espaco de exemplos e seus elementos sao denominados exemplos. Um exemplo
x € X é um exemplo positivo se ¢(x) =1 e é um exemplo negativo se ¢(x) = 0. Dado o
conjunto de todos os exemplos positivos, ele determina e é determinado por um conceito
c. Por esta razao, um conceito ¢ pode ser também encarado como um subconjunto de X.

O conjunto C' de todos os possiveis conceitos é denominado espago de conceitos. O
objetivo de um processo de aprendizado é produzir um conceito h que seja uma boa
aproximacao de um conceito alvo t € (', que queremos aprender. O conjunto de todos os
conceitos que podem ser aprendidos é denominado espaco de hipoteses e denotado por H.

Uma amostra de tamanho m é uma sequéncia de m exemplos, ou seja, uma m-upla
x = (21,22, ..., 05) € X”. Uma amostra de treinamento s de tamanho m é um elemento

de (X x {0,1})™, ou seja
s = ((21,b1), (22,b2), e, (X1, b))

onde b; = t(x;), indica se os exemplos sdo positivos ou negativos relativamente ao conceito
t. Dizemos que s é consistente se x; = v; = b; = b;,1 < 1,7 < m.

Um algoritmo de aprendizado é uma funcao L que associa a cada amostra de trei-
namento s consistente de tamanho m, relativo a um conceito alvo ¢t € H, uma hipdtese

h € H. Denotamos L(s) = h.

Uma hipdtese h € H é consistente com uma amostra s se h(x;) = b; para cada
1 <1 <m. Um algoritmo de aprendizado é consistente se ele é consistente com todas as
possiveis amostras de treinamento s consistentes.
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5.2 Modelo de Aprendizado PAC

Dentro da modelagem apresentada na secao anterior, o modelo de aprendizado PAC,
proposto por Valiant, considera 3. = {0,1}. Além disso, supde que os elementos do
espaco de exemplos X nao sao contraditorios, ou seja, todas as amostras sao consistentes.
Vamos supor também que C' = H.

Suponha que X define um espaco de probabilidades e seja p a distribuicao de proba-
bilidades associada a X. Dado um conceito-alvo ¢t € H, definimos o erro de uma hipotese
h € H relativamente a ¢, da seguinte forma :

ery(h,t) = p{zr € X : h(z) # t(x)}.

O espaco X™ de amostras de treinamento de tamanho m herda a estrutura de espaco
de probabilidades de X. Denotamos a distribuicao de probabilidades correspondente a
X™ por ™. Dado Y C X™, interpretamos o valor 1 (Y") como sendo ‘a probabilidade de
uma amostra aleatoria de m exemplos, obtidos de X, segundo a distribuicao u, pertencer

ayY’.

Seja S(m,t) o conjunto de amostras de treinamento de tamanho m. Existe uma bijegao
entre X e S(m,t) expressa por uma fungao ¢ : X — S(m,t), que a cada m-upla de
exemplos @ = (x1, X2, ..., ) associa a amostra s = ((x1,b1), (22, b2), ..., (Tpm, b )).

Logo, u™{s € S(m,t) : s tem a propriedade P} pode ser interpretada como y™{x €
X™ @ ¢(x) tem a propriedade P}. Isto permite calcularmos o erro da hipdtese h = L(s)
e a probabilidade deste erro ser menor que um dado valor ¢ em funcao da distribuicao de

probabilidade sobre X.

Defini¢ao 5.2.1 Um algoritmo L € PAC (Probably Approximately Correct) para um
espago de hipoteses H se, dados

e um numero real § (0 <d<1) e

e um numero real € (0 < e < 1),
entdo existe um inteiro positivo mg = mg(J,€) tal que

o para qualquer conceito alvot € H, e

o para qualquer distribui¢cdo de probabilidade i sobre X,
sempre que m > mg, u"{s € S(m,t):er,(L(s),t) <e} >1—4.

Estamos interessados em encontrar um algoritmo de aprendizado PAC, isto é, um
algoritmo que produz uma hipétese h, tal que, com alta probabilidade (1—4), o erro entre a
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hipotese h e o conceito-alvo ¢ seja menor que €. O termo “provalvelmente aproximadamente
correto” estd associado a esta idéia.

Dado € € (0,1), o conjunto
B.={he H : er,(h,t) > ¢}

¢ denominado o conjunto das hipdteses e-ruins .

Definigao 5.2.2 Seja H um espago de hipoteses e H[s| o conjunto de todas as hipoteses
de H consistentes com s. O espagco H € potencial se, dados ¢ e § tais que 0 < ¢,6 < 1,
existe um inteiro positivo mo = mo(€,d) tal que para qualquer m > my,

pw"{s e Sim,t) : HjsjN B, =0} >1-1,

para qualquer distribuicdo de probabilidade (1 sobre X e qualquer t € H.

Teorema 5.2.1 Qualquer espago finito de hipoteses € potencial. o

Teorema 5.2.2 Se H € um espaco de hipoteses potencial, e L. € um algoritmo de apren-
dizado consistente, entdo L € PAC. o

As demostracoes destes dois teoremas podem ser encontradas em [AB92]. A partir
destes teoremas, é consequéncia imediata que qualquer algoritmo consistente quando con-
siderado um espaco finito de hipoteses é PAC. Apresentamos a seguir, como ilustracao,
um exemplo de algoritmo PAC introduzido por G. Valiant ([Val84]).

Exemplo 5.2.1 Seja D, i o espago das fungoes Booleanas de n varidvets e que podem
ser expressas como a disjun¢do de monomios de tamanho mdximo k (1 < k <n). Vamos
supor que € dada uma amostra de treinamento de tamanho m.

faca h = disjuncgao de todos os monomios de tamanho maximo k ;
para 1 =1 até m faca
seb;=0¢eh(x;)=1
entdo elimine os monomios M de h tais que M(x;) =1 ;

L(s)=h : ’

Observamos que, no algoritmo, inicialmente h(x;) = 1 para todo ;. A cada passo
do algoritmo, se b, = 0 e h(z;) = 1 entdo os monomios M para os quais M(xz;) = 1



5.3. Extensao do Modelo PAC 71

sdo eliminados de h. Ao final do algoritmo h(x;) = b; para todo 1 < i < m. Logo este

algoritmo € consistente e portanto € PAC. o

Em resumo, dado um espaco de exemplos sem contradicoes relativamente a um conceito-
alvo t (i.e., no qual todas as amostras sao consistentes) e um espago finito de hipéteses,
qualquer algoritmo de aprendizado L consistente é PAC. Isto é, existe um inteiro positivo
mo tal que se tomarmos uma amostra de treinamento s, com mais de mg exemplos, a
probabilidade do erro entre a hipdtese h = L(s) e o conceito-alvo ¢t ser menor que € é
maior que 1 — 4.

Uma questao crucial nesta modelagem esta associada ao nimero de exemplos my
necessarios para garantir esta precisao ¢ e confiabilidade §. Segundo [AB92], um limitante
superestimado é dado por :

mo(d, €) = %ln@

onde |H| representa a cardinalidade do espaco de hipdteses.

5.3 Extensao do Modelo PAC

O modelo PAC de Valiant impoe restricoes sobre o espaco de exemplos e sobre a classe
de conceitos que podem ser aprendidos. Uma destas restricoes é a suposicao de que nao
existem exemplos contraditorios no espaco de exemplos X, isto é, dados dois exemplos
x,v; € X, se x; = x; entao b; = b;.

No entanto, na pratica, ¢ comum encontrarmos situacoes nas quais os exemplos sao
contraditérios. Neste caso, pode-se supor que os exemplos sao pares ordenados (x, b) onde
x é gerado segundo uma distribuicao de probabilidade p sobre X conforme a descricao
da secao anterior, porém o elemento b nao é deterministico, isto é, é gerado segundo uma
distribuicao condicional' p(b/x). A distribuigao u sobre X juntamente com a distribuicao
condicional p(b/x) determinam naturalmente uma distribuigao de probabilidade conjunta

P sobre X x {0,1}.

Existem também outras restri¢oes impostas pelo modelo PAC de Valiant (veja maiores
detalhes em [Hau92, KS90]). No entanto, neste texto, abordaremos as extensoes que estao
relacionadas com a restricao citada acima.

Na situacao considerada acima, estamos interessados em aprender uma fun¢ao Bo-
oleana (decisao) h, que seja uma boa aproximacao do espaco X x {0,1}, a partir de
exemplos (x,b) gerados aleatoriamente segundo a distribuicao de probabilidade conjunta

P sobre X x {0,1}.

Ver por exemplo [Mey69], secao 6.2.
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Seja h : X — {0,1} uma hipdtese (aqui serda denominada decisao). No modelo PAC
bésico, o erro de h em relagdo a um conceito-alvo ¢t : X — {0,1} é caracterizado em
termos da probabilidade associada aos elementos @ € X para os quais h(x) # t(z).
Haussler propoe uma generalizacao no qual o “erro” é caracterizado através de uma funcao
[, denominada fungao de perda. A funcao de perda “mede” a perda cometida ao se
escolher uma determinada decisao h, isto é, [;, : X x {0,1} — [0, 1] associa uma perda nao
negativa {,(x,b) para cada par (z,b) em X x {0,1}.

O risco de uma hipétese h € H, relativo a distribuicao de probabilidade conjunta P
sobre X x {0,1} e a fun¢ao de perda [, é definido por
Tp(lh) = E[lh(l',b)]

Seja h* € H uma hipé6tese de menor risco para o espago de exemplos X x {0,1}, segundo
a funcao de perda [j,. Isto é,

Tp(lh*) S Tp(lh), Vh € H.

Uma amostra de treinamento s de tamanho m (s = {(xy,b1), (22,b2), ... (¥, bm)})
é definida da mesma forma, porém nesta generalizacdo, cada exemplo (x;,b;) é obtido
segundo a distribuicao de probabilidade conjunta P sobre X x {0,1} (observe que neste
caso as amostras nao sao necessariamente consistentes).

Seja s o processo aleatério que modela as amostras de treinamento de tamanho m, e
seja P, a distribuicao de probabilidade associada a s, em funcao de P.

Com base nestes novos conceitos, podemos redefinir a nocao de algoritmo PAC num
contexto mais genérico :

Definig¢ao 5.3.1 Dizemos que um algoritmo L é PAC para um espago de decisoes H se,
dados

o um nimero real § (0 <5< 1) e

eum niumero real € (0 <e<1),
entdo existe um inteiro positivo mg = mg(J,€) tal que

o para qualquer espago de exemplos X x {0,1},
o para qualquer distribui¢dao de probabilidade conjunta P sobre X x {0,1}

sempre que m > Mg

Po(lrp(lnisy) —rp(ls)| <€) > 1 =4,
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&

O objetivo de um processo de aprendizado é escolher uma decisao de menor risco entre
todas as decisoes em H. Para isto, deve-se escolher um critério de decisao que minimiza
a funcao de perda .

Vamos considerar a inexisténcia de exemplos contraditérios em X x {0,1} e a funcao
de perda {;(x,b) = |h(x) — b|. Entao é facil verificar que rp(l4«) =0 e

rp(ly) = Elln(x,0)]
= Y. |h(x) —0|P(x,0)

(z,b)EX x{0,1}

= 2 h(x) = t@)|n(x)

reX

= u"({x € X : h(z) # t(z)})

Sob estas condicoes, a definicao apresentada aqui reduz-se a definicao de Valiant, apre-
sentada na secao anterior.

Notemos que, para [p(x,b) = |h(x) — b|, este modelo trata também o problema de
restauragao estudado por Dougherty (capitulo 4).

O estudo para determinar o valor my da amostra de treinamento, neste caso mais
geral, envolve varios conceitos tedricos complexos. Além disso, observa-se que o limite
tedrico apresentado em [Hau92] esta muito acima dos valores observados na pratica (veja
capitulos 9 e 10). Por estes motivos, omitimos a sua apresentacao aqui. Algumas dis-
cussoes relacionadas com o tamanho da amostra de treinamento, sob um aspecto pratico,
serao apresentadas no capitulo 10.
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Capitulo 6

Algoritmos para o Aprendizado de
Funcoes Booleanas

No capitulo anterior, apresentamos algumas nocoes e resultados associados ao modelo
PAC, que estuda o aprendizado de conceitos que podem ser modelados por fun¢ées Boo-
leanas, e algumas generalizacoes baseadas naquele modelo.

Um algoritmo de aprendizado PAC trivial pode ser escrito da seguinte forma :

Entrada: - Conjunto de exemplos S = {(#;,6;) : 1 <17 < m}
Saida : - uma hipétese (funcao Booleana) f

f=10; % conjunto vazio
Para ¢ de 1 até m faca
se b; = 1 entao faca
f=ru{ads
Devolva f;

Este algoritmo fornece como resultado uma funcao Booleana na FND. E f4cil observar
que ele é PAC pois ele é consistente, isto é, para cada (x;,b;) € 5, se b, = 1 entao f(z;) =1
e se b, = 0 entao f(a;) = 0.

Entretanto, na pratica, representar uma funcao Booleana na FND nao é interessante,
uma vez que o numero de termos e literais envolvidos geralmente é grande, comprome-
tendo a sua manipulacao. Em geral estamos interessados em encontrar uma expressao
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equivalente mais simples, que envolve um menor numero de termos e literais.

Sabemos que uma expressao Booleana pode ser minimizada através de simplificacao
de expressoes (ver capitulo 2). Em particular, as funcoes Booleanas expressas em FND
podem ser minimizadas pelo algoritmo QM apresentado no capitulo 2. Entretanto, quando
o nimero de variaveis Booleanas envolvidas é grande, este algoritmo torna-se inviavel pois
requer grande espaco de memoéria e tempo de processamento.

Motivados por esta razao, comecamos a investigar algoritmos alternativos e desta in-
vestigacao resultou um novo algoritmo que nao encontramos na literatura consultada.
Este capitulo sera dedicado a apresentacao deste novo algoritmo e também a avaliacao de
seu desempenho, inclusive em comparacao ao desempenho do algoritmo QM.

Deste ponto em diante, os mintermos para os quais a funcao toma valor 1 serao denomi-
nados mintermos positivos e aqueles para os quais ela toma valor 0 serdao denominados
mintermos negativos, por uma convencao estabelecida neste texto para manter a asso-
ciacao entre mintermos e exemplos de treinamento considerados no capitulo 5. Em outras
palavras, os exemplos positivos e negativos correspondem, respectivamente, aos mintermos
positivos e negativos.

6.1 Um Novo Algoritmo para Minimizacao de Funcoes
Booleanas

Seja f uma funcao Booleana com n variaveis expressa na FND. Estamos interessados
em obter a sua representacao cubica minimal, isto é, sua representacao em termos de um
conjunto de sub-cubos maximais, em relagao ao n-cubo definido no n-espaco. Observe que
na representacao cibica minimal, os pontos pertencentes aos sub-cubos sao exatamente os
pontos correspondentes aos mintermos positivos de f.

No caso do algoritmo QQM, esta representacao é obtida pelo seguinte processo : inicial-
mente combinam-se todos os mintermos positivos dois a dois de modo a gerar os 1-cubos.
A seguir estes 1-cubos sao combinados dois a dois para gerar os 2-cubos e assim sucessi-
vamente até que nenhuma combinacao seja mais possivel. Os sub-cubos que nao puderam
ser utilizados para gerar sub-cubos de dimensao maior constituem o conjunto de sub-cubos
maximais no qual estamos interessados.

Neste novo algoritmo, o processo é inicializado com o n-cubo (que equivale a fungao
Booleana constante 1) e a partir dele os pontos correspondentes aos mintermos negativos
de f sao eliminados sucessivamente. Apds todos os mintermos negativos terem sido elimi-
nados, os pontos restantes do n-cubo correspondem ao conjunto de mintermos positivos e
mais aqueles que nao foram definidos (ndo sdo positivos nem negativos).
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Se encararmos o cubo como uma estrutura de reticulado Booleano, o n-cubo pode ser
visto como um intervalo [}, W], onde |IW| = n. Neste caso, estamos interessados em obter
a representacao minimal de f em termos de um conjunto de intervalos maximais. O ponto
chave deste novo algoritmo é a possibilidade de representar o conjunto de todos os pontos
de um intervalo, a menos de um, em termos de um conjunto de intervalos maximais. Este
resultado é formalizado pelo seguinte teorema.

Teorema 6.1.1 Seja [A, B] CP(W) e P € [A, B]. Entdo,

[A,B]—{P}={[A,BN{a}]:a € PLU{[AU{b},B]: b€ P},

¢ € o complemento em relacao a W. Além disso, os intervalos do lado direito da

igualdade sdo mazximais.

onde -

Dem.:

Max([A, B] - {P})

= Max([A, B] - [P, P]) ({P} = [P.P])

= Max([A, BN [P, P]%)

= Max([A, B]) M Max([P, P]%) (defini¢ao de M)

= {[A, B} {[0,{a}]:a € P}U{[{b},W]:be P}) (Proposicao 3.4 em [BS95]))
= Maz([A, BN ({[0,{a}]:ae P}U{[{b},W]:be P°})) (definigao de M)

= Max({[A, BN{a}]:a € PYU{{b}UA,B]:be P°}) (distributividade de N)
= {[A,BN{a}]:a e PYU{[{b}UA B]:be P}

o
Corolario 6.1.1 Seja [A,B] CP(W) e P € [A, B]. Entdo,
[A, B —{P}={[A,BN{a}]:a e PNATU{[{b}UA,B]:be P°Nn B}.
Dem.: Decorre imediatamente do teorema anterior se observarmos que
seac€ Peac A= [A,BN{a}|]=0esebe P°ebec B = [{b} U A, B] =10.
o

Corolario 6.1.2 O numero de intervalos na decomposicio acima € exatamente igual a

dimensao® do intervalo [A, B, isto €, |max([A, B] — {P})| = dim([A, B]).

LA definigao de dimensdo de um intervalo esta na pagina 32
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Dem.:
[P oA+ [Pen Bl = ([Pl =[IAID+ U[BI[ = [IP]])  (pois P € [A, B])
|1B]] = [|A]l
— dim([A, B])

6.1.1 Descrigcao do Algoritmo

Com base nos resultados acima, ao se extrair um mintermo negativo P; do intervalo inicial
[0, W], o conjunto de pontos correspondente a [, W] — {P,} pode ser expresso por um
conjunto A" de intervalos maximais. Ao se extrair um segundo mintermo negativo P,
este deve ser extraido de [0, W] — {P;} e nao de [0, W]. Isto significa dizer que P, deve
ser extraido de cada um dos intervalos de V' que o contém. Este processo pode originar
varios conjuntos de intervalos maximais, cuja unidao nao necessariamente ¢ um conjunto
de intervalos maximais.

Para garantir que o conjunto de todos os intervalos (aqueles que foram gerados ao se
extrair P, mais aqueles de A" que nao foram “particionados”) é maximal, antes de extrair
um terceiro exemplo negativo P3, devem-se eliminar os intervalos que estao contidos em
outros de dimensao maior. Neste caso, note que apenas os intervalos que foram gerados
neste momento podem estar contidos em outros, que sao necessariamente aqueles que nao
foram particionados neste momento.

Tendo-se este processamento adicional ao final da extracao de cada mintermo negativo,
obtém-se um conjunto de intervalos maximais, que correspondem a todos os elementos do
intervalo inicial, menos aqueles que foram extraidos até o momento.

Portanto, ao final da extracao de todos os mintermos negativos, obtém-se exatamente
o conjunto de intervalos maximais correspondente a representacao minimal de f (isto é,
todos os implicantes primos de f).

Este processo de extracao sucessivo de mintermos negativos esta associado a uma idéia
de particionamento sucessivo de intervalos, no qual, a cada passo, sao gerados intervalos
de dimensao menor. Baseado nesta observacao, poderiamos sugerir um nome como, por
exemplo, “Particionamento Sucessivo de Intervalos” para este novo algoritmo. Por motivos
de simplificacao e conveniéncia, decidimos adotar o nome “ISI” (do inglés “incremental
splitting of intervals”).

A seguir descrevemos os passos do algoritmo ISI.

e Passo 0 : Seja 7 o conjunto de intervalos iniciais (usualmente [, W]). Separe os



6.1. Um Novo Algoritmo para Minimizacao de Func¢oes Booleanas 79

mintermos negativos dos positivos. Se nao existir nenhum mintermo negativo, entao
devolver 7. Se nao existir nenhum mintermo positivo, entao devolver ().

e Passo 1 : Separe os intervalos de 7 pelo seguinte critério : colocar os intervalos de
T que contém o préximo mintermo negativo a ser extraido (P) em 7Ty e os que nao

contém em 7;. E faca N = 0.

e Passo 2 : particionar cada um dos intervalos de 7y e gerar os subintervalos. Os
subintervalos que nao estiverem contidos em algum intervalo de 7y serao colocados

emN.

e Passo 3 : faca 7 = T UN e repita os passos 1 a 3 para o préximo mintermo
negativo, enquanto existirem.

O algoritmo ISI

Descrevemos a seguir o algoritmo ISI em pseudo-codigo :

Entrada: - Conjunto de mintermos positivos e negativos
- Intervalos de inicializacao
Saida : - Conjunto de implicantes primos essenciais

T = intervalos de inicializacao;
Para cada mintermo negativo P faca
N = 0;
To = intervalos de T que contém P:;
71 = intervalos de T que nao contém P;
Para cada intervalo I de 7; faca
Elimine P de [ e gere os sub-intervalos 1/;
Para cada [/,
se I1 ¢ T4
entao N = N U {I'};
T=TIUN;
Devolva T

O algoritmo ISI.
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O processamento sucessivo dos passos deste algoritmo pode ser visualizado através
de uma arvore, onde os nés de um determinado nivel sao os intervalos resultantes apos a
execucao do passo correspondente ao nivel. Isto é, se consideramos a raiz no nivel zero,
entao os nos no primeiro nivel sao os intervalos resultantes apos a extracao do ponto
correspondente ao primeiro mintermo negativo; os noés no segundo nivel sao os intervalos
correspondentes a extracao do ponto correspondente ao segundo mintermo negativo e
assim por diante. Esta dinamica para a minimizagao da funcao f = > m(0,1,4,5,6) é
mostrada na figura 6.2. Geometricamente, este mesmo processo pode ser ilustrado pelos
respectivos cubos no n-espacgo, conforme mostra a figura 6.2.

oox | [oxo] [xox | XX0

| xox | | Xeo | | 1x0 |

Figura 6.1: Expansdo em arvore produzida pelo algoritmo ISI para f =3 m(0,1,4,5,6).

Como o resultado do algoritmo ISI corresponde ao conjunto de todos os implicantes
primos, existe necessidade de selecionarmos os essenciais, da mesma forma que procedemos
na segunda parte do algoritmo QM (ver capitulo 2). Quando nos referirmos ao algoritmo
IST daqui para frente, estaremos considerando o algoritmo descrito acima mais a segunda
parte do algoritmo QM.
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111
/ \ 111
011 >1% >q 110 /
001 QO\ / 100 011 >1%
001 010 100
000 \

/

110

N

[000,111]
000

[000,011], [000,101], [000,110]
\ 111
011 101 110 / \
>< 011 101 110
001 010 100 ><
/ \;)01 QO\ / 100
00

[000,101], [000,110] 000

[000,101], [100,110]

Figura 6.2: Visualizacao do efeito causado pelo algoritmo ISI no n-cubo para f =

> m(0,1,4,5,6).
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6.1.2 Complexidade

Conforme ilustra a figura 6.1, o comportamento deste algoritmo pode ser visualizado
através de um grafico em forma de uma arvore. A profundidade da arvore é equivalente ao
numero de mintermos negativos. E interessante notar também que, quanto mais descemos
o nivel na arvore, menor é o grau dos nés e que, em termos de implementacao, somente as
folhas da arvore devem ser conservadas.

A expansao da arvore produzida pelo algoritmo depende da distribuicao dos mintermos,
o que torna dificil uma andlise da complexidade do algoritmo. Portanto optamos por
ilustrar a sua complexidade através de comparagoes com o algoritmo QM, o que é bem
conhecido.

6.2 Quine-McCluskey x ISI

Para que uma funcao Booleana f com n variaveis seja completamente definida, devemos
conhecer o seu valor em cada um dos possiveis 2" pontos do seu dominio. Na pratica é
muito comum que o valor da fun¢ao em alguns (ou véarios) destes pontos seja desconhecido
ou irrelevante. Este conjunto de pontos é denominado “don’t care”. Em outros termos,
significa dizer que nao interessa qual valor toma a funcao nestes pontos.

No algoritmo QM, estes pontos devem ser tratados como mintermos positivos, ja
que isto aumenta a possibilidade de combinacoes, para gerar cubos maiores, nas fases
intermedidarias do algoritmo. E, em consequéncia, a possibilidade dos implicantes primos
serem cubos de dimensao maior também aumenta, o que implica menos cubos ou cubos
maiores no conjunto de implicantes primos essenciais.

Note que na tabela de implicantes primos, utilizada para selecionar os implicantes pri-
mos essenciais na segunda parte do algoritmo, nao ha necessidade de incluirmos os “don’t
cares” nas colunas, uma vez que a funcao minimal resultante nao precisa, necessariamente,
tomar valor 1 nestes pontos.

Por outro lado, este procedimento de considerar todos os “don’t cares” como mintermos
positivos possui a desvantagem de influir diretamente no aumento de espaco e tempo
necessarios para o processamento, pois causa um aumento no numero de combinacoes nas
fases intermediarias do algoritmo, além da necessidade de maior espaco de memoria para
armazena-los.

A diferenca significativa entre o algoritmo IST e QM esta exatamente no que diz respeito
aos “don’t cares”. No caso do algoritmo ISI, todos os mintermos que nao sao negativos sao
considerados positivos (com excessao da segunda parte do algoritmo, no qual os intervalos
que contém apenas “don’t cares” sdo eliminados).
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Em outras palavras, a primeira parte do algoritmo ISI depende dos mintermos negati-
vos, enquanto que o QM depende dos mintermos positivos e “don’t cares”. O algoritmo
IST permite simplificar funcoes com muitas variaveis, desde que o nimero de “don’t cares”
seja relativamente grande. Isto nao é possivel com o algoritmo QM.

Apresentamos a seguir, uma série de tabelas que comparam o desempenho dos algo-
ritmos QM e ISI para varias situacoes diferentes. As colunas “negativos”, “positivos”
e “d.c.” indicam, respectivamente, o nimero de mintermos negativos, positivos e don’t
cares; a coluna “base” indica o tamanho da base (implicantes primos essenciais) obtida;
o tempo é medido em horas(h), minutos(m) e segundos(s); “mem.” indica a quantidade
maxima de intervalos (cubos) que coexistiram simultaneamente durante o processo de mi-
nimizacao. O tempo quando medido em unidades menores que o segundo nao é muito
preciso, portanto para efeitos de analise, desprezamos este tempo arredondando aqueles
maiores que 0.5s para 1s e os menores ou iguais a 0.5 para 0s. O tempo indicado por oo
representa tempo superior a 24 horas. O espaco (“mem.”) indicado por oo indica que o
espac¢o em memoria disponivel no equipamento nao foi suficiente para realizar o respectivo
teste.

Todos os experimentos foram realizados em um equipamento com processador Pen-
tium, 82 Mhz. Os dados foram gerados aleatoriamente.

N QM
negativos | positivos | d.c. || base || tempo | mem. || tempo | mem.
10 502 0 85 Is 234 1s 1,075
51 461 0 59 6s 898 40s | 18,702
154 358 0 80 3s 399 2s 2,301
256 256 0 85 Is 234 1s 1,075
260 252 0 84 1s 221 2s 1,054
410 102 0 52 1s 96 1s 222
128 128 256 || 41 2s 415 2s 2,885
205 51 256 || 30 Is 331 1s 1,549
216 212 84 27 Os 136 1s 2,489
277 170 65 37 Os 137 Os 1,479
312 193 7 27 1s 241 Os 1,415
504 1 7 1 1s 207 Os 10

Tabela 6.1: Tabela comparativa para 9 variaveis.

Os valores observados na tabela 6.1 nao oferecem evidéncias muito concretas acerca do
tempo de processamento, mas esta claro que o algoritmo QM utiliza muito mais espaco de
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memoria (medido em nimero de intervalos) do que o ISI. Na primeira linha da tabela 6.2

N QM
negativos | positivos | d.c. | base | tempo | mem. | tempo | mem.
21 1,003 0 38 3s 479 | 1m2s | 22,542
51 973 0 59 6s 898 40s | 18,702
102 922 0 88 7s 909 24s | 13,910
205 818 0 132 9s 1,099 10s 8,032
307 717 0 155 12s 945 10s 5,459
512 512 0 159 8s 563 7s 2,414
819 205 0 97 Is 188 Os 493
922 102 0 57 Is 96 Is 207
256 256 512 1 79 Is 939 9s 6,770
410 102 512 | 54 4s 741 2s 3.711

Tabela 6.2: Tabela comparativa para 10 variaveis.

pode-se verificar uma grande diferenca de tempo entre o ISI e 0 QM. Casos em que ha
poucos mintermos negativos sao favoraveis ao ISI, enquanto os casos em que ha muitos
mintermos positivos sao desfavoraveis ao QM.

N QM
negativos | positivos | d.c. | base || tempo | mem. | tempo | mem.
205 1,843 0 148 || Im46s | 2,337 || 3m32s | 36,744
359 1,689 0 198 || 1m3s | 2,126 || 1m46s | 24,213
655 1,393 0 275 59s 1,991 5ls | 12,071
1024 1,024 0 281 30s 1,191 23s 5,599
1689 359 0 174 4s 332 1s 843
208 688 1,152 | 96 46s | 2,350 || 2m31s | 36,443
425 688 935 | 135 50s | 2,082 || Iml12s | 21,666
754 359 935 | 112 19s 1,386 16s | 11,384

Tabela 6.3: Tabela comparativa para 11 variaveis.

Na tabela 6.3 observamos que o tempo de processamento em varios casos aproxima-se
ou supera os minutos, enquanto na tabela anterior, com 10 varidveis somente um caso
passou de um minuto. Podemos observar um crescimento muito mais rapido do tempo de
processamento e espaco ocupado relativamente ao crescimento do numero de variaveis.
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ISI-0 QM
negativos | positivos | d.c. | base || tempo | mem. | tempo | mem.
1035 3,061 430 m | 4,580 Tm7s | 38,524
2048 2,048 418 || Im30s | 1,942 || 1m22s | 15,876
3061 1,035 411 26s 993 14s 3,069
712 724 2,660 | 90 24s | 2,202 || 20m10s | 89,824
835 601 2,660 | 82 21s | 2,160 16m | 80,682

Tabela 6.4: Tabela comparativa para 12 variaveis.

85

Na tabela 6.4, torna-se evidente que o algoritmo ISI é muito mais eficiente do que o
QM nos casos para os quais o numero de “don’t cares” é relativamente grande.

IS1-0 QM
negativos | positivos | d.c. base tempo mem. tempo mem.
16.384 16.384 0 1.768 || 6h46m1bs | 12,728 || 7Th19mb4s | 213,101
42 18 32,708 6 29s 4,146 00 -
565 16,384 | 15,819 | 220 35m2s 13,900 - -
1.706 1,031 30,031 | 110 26m18s | 21,389 00 -
12.880 18 19878 | 17 26m35s | 12,094 - -

Tabela 6.5: Tabela comparativa para 15 variaveis.

Na tabela 6.5, podemos verficar que o processamento em alguns casos levou horas.
Observe novamente que quando o numero de “don’t cares” é grande, o ISI é estremamente
eficiente (veja linha 2), porém nao se pode generalizar (compare linhas 2 e 4). Na linha 4,
referente ao QM, o tempo de processamento (nao terminado) foi superior a 4 dias e meio.

Na tabela 6.6 apresentamos o desempenho do ISI para alguns casos com 16, 20, 25 e
39 variaveis. Nao realizamos os testes com o QM para estes casos, pois estes levariam
dias de processamento.

6.3 As Variantes do Algoritmo ISI

Verificamos que o algoritmo ISI elimina sucessivamente os mintermos negativos e expressa
os mintermos restantes em termos de um conjunto de intervalos maximais. Estes interva-
los maximais cobrem todos os mintermos positivos e também todos os “don’t cares”. Na
segunda parte do algoritmo, todos os intervalos que cobrem apenas “don’t cares” (isto é,
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variaveis | negativos | positivos d.c. base | tempo | mem.
16 163 204 65,169 4 2s 550
16 177 193 65,166 3 2s 529
16 2,069 1,155 62,312 91 | 1h9m38s | 39,440
20 285 306 1,047,985 2 6s 929
20 21 1052 1,047,503 25 8s 744
25 36 2,493 33,551,903 | 32 | 1h42mls | 32,880
25 472 446 33,553,514 3 32s 2,308
39 740 803 29 — 1,543 | 3 9m18s | 10,455

Tabela 6.6: Desempenho do ISI.

aqueles ques nao contém nenhum mintermo positivo) sao eliminados. Como conseqiiéncia
deste processamento, o resultado final consiste de um conjunto minimo de intervalos ma-
ximais necessarios para cobrir todos os mintermos positivos.

Uma observacao decorrente deste fato é a possibilidade de uma pequena alteracao na
primeira parte do algoritmo ISI. Para isto, observe o seguinte fato : se um intervalo
nao contém nenhum mintermo positivo, entao todos os seus sub-intervalos também nao
contém. Logo, intervalos com esta propriedade podem ser eliminados ap6s cada passo na
primeira parte do algoritmo.

Esta observagao levou-nos a sugerir trés variantes do algoritmo ISI. Para evitar con-
fusoes entre eles, denominaremos de ISI-0 a versao original do algoritmo e de ISI-1, ISI-2
e ISI-3, respectivamente, as trés variantes.

6.3.1 Algoritmo ISI-1

Nesta variante do ISI, ao final de cada passo da primeira parte do algoritmo, elimina-
mos todos os intervalos que nao contém nenhum mintermo positivo. Isto corresponde a
antecipar a filtragem que na versao original é realizada na segunda parte do algoritmo.

Com este procedimento, o tempo de processamento médio em relacao ao ISI-0 diminui,
pois o algoritmo manipula menos intervalos durante o processo. QOutro fato bastante
interesante é que o ISI-1, embora nao produza os mesmos implicantes primos que o ISI-
0 na primeira parte do algoritmo, produz os mesmos intervalos essenciais ao final do
processo.

A seguir apresentamos o algoritmo ISI-1, em pseudo-codigo. Observe que apenas uma
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linha (marcada por *) foi alterada em relacao a versao original do algoritmo.

Entrada: - Conjunto de mintermos positivos e negativos
- Intervalos de inicializacao
Saida : - Conjunto de implicantes primos essenciais

T = intervalos de inicializacao;
Para cada mintermo negativo P faca
N =10
To = intervalos de T que contém P;
71 = intervalos de T que nao contém P;
Para cada intervalo I de 7; faca
Elimine P de [ e gere os sub-intervalos //;
Para cada [/,

entao N = N U {I'};
T=TIUN;
Devolva T

se I/ ¢ Ty e 1] contém algum mintermo positivo (*)

Algoritmo ISI-1.
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6.3.2 Algoritmo ISI-2

A segunda variante do ISI consiste em gerar, a cada passo, alguns subintervalos até que
todos os mintermos positivos estejam cobertos, ou seja, quando se extrai um ponto de um
intervalo de dimensao k&, nem todos os k subintervalos de dimensao k —1 sao gerados. Isto
torna esta versdo do algoritmo mais estavel quanto a sua complexidade de espaco (que
serd limitado pelo nimero de exemplos positivos). Por outro lado, alguns dos intervalos
que deixaram de ser gerados poderiam ser os intervalos essenciais. Em consequéncia,
o resultado final poderd conter mais intervalos em relacao ao resultado fornecido pelas
variantes anteriores. Esta é uma versao que fornece um resultado sub-6timo.

A seguir apresentamos o algoritmo ISI-2, em pseudo-cédigo. Observe que as linhas
marcadas por * representam as alteracoes em relacao a versao original do algoritmo.

Entrada: - Conjunto de mintermos positivos e negativos
- Intervalos de inicializacao
Saida : - Conjunto de implicantes primos essenciais

T = intervalos de inicializacao;
Para cada mintermo negativo P faca
N = 0;
To = intervalos de T que contém P:;
71 = intervalos de T que nao contém P;
cobertura-ok = falso; ()
Para cada intervalo I de Ty enquanto cobertura-ok = falso faca (*)
Enquanto cobertura-ok = falso e
nao foi gerado todos os subintervalos de I (*)
Gere o préximo subintervalo I} ; (*)
Se I! cobre mintermo positivo nao coberto por A" U 7y entao (*)
N = AU LI,
se todos os mintermos positivos estao
cobertos pelos intervalos de " U 7T
entao cobertura-ok = verdadeiro; ()
T =TiUN;
Devolva T;

Algoritmo ISI-2.
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6.3.3 Algoritmo ISI-3

Na terceira variante do ISI, escolhe-se um subconjunto étimo de intervalos necessarios para
cobrir todos os mintermos positivos ao final de cada passo (isto é, aplica-se o procedimento
correspondente a segunda parte do algoritmo QM). Pela mesma razao do ISI-2, o resultado
final do ISI-3 pode conter mais intervalos do que o ISI-1. A préatica mostra que este numero
é menor do que na segunda variante (isto deve-se provavelmente ao fato de que a cada
passo escolhemos um subconjunto 6timo naquele momento). Esta versdo do algoritmo
também fornece um resultado sub-6timo.

Entrada: - Conjunto de mintermos positivos e negativos
- Intervalos de inicializacao
Saida : - Conjunto de implicantes primos essenciais

T = intervalos de inicializacao
Para cada mintermo negativo P faca
N =0
To = intervalos de T que contém P:;
71 = intervalos de T que nao contém P;
Para cada intervalo I de 7y faca
Elimine P de [ e gere os sub-intervalos [/;
Para cada [/,
se I/ ¢ Ty e I! contém mintermo positivo (*)
entao N = N U {I'};
T = subconjunto 6timo de 7y UN
que cobre todos os mintermos positivos;  (*)

Devolva T;

Algoritmo ISI-3.
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6.3.4 Analise Comparativa

As complexidades dos algoritmos ISI sao dificeis de serem calculadas uma vez que o
desempenho de cada um deles depende fortemente da distribuicao dos mintermos positivos,
mintermos negativos e “don’t cares”.

Na sequiéncia apresentamos varias tabelas que comparam o desempenho dos algoritmos
ISI-0, ISI-1, ISI-2 e ISI-3. As observacoes feitas para as tabelas da secao anterior continuam
valendo para estas tabelas. O sinal “7” presente em algumas tabelas indica um valor que
nao foi anotado. Optamos por apresentar estas tabelas, mesmo que incompletas, pois
representam dados obtidos a partir de problemas reais (ver experimentos descritos no
capitulo 10).

12 variaveis

Uma das primeiras caracteristicas das variantes do ISI que podemos observar é que nos
casos em que nao ha “don’t cares” o ISI-2 e ISI-3 sdo ineficientes quando comparados
com o ISI-0 e ISI-1 (veja as tabelas (c), (d) e (e) a seguir). O ISI-3 é, em particular,
mais ineficiente pois, a cada passo, ele calcula um subconjunto 6timo que cobre todos os
mintermos positivos.

Alg. | tempo | mem. | base

negativos = 1,128 (27.54%) I51-0 29s | 2,154 | 8
a) positivos = 25 (0.61%) ISI-1 Is | 115 8
don’t care = 2,943 (71.85% ISI-2 Is | 14 9
I51-3 Is| 21 8
Alg. | tempo | mem. | base
negativos = 24 (0.59%) I51-0 Is| 32 16
b) positivos = 1,129 (27.56%) ISI-1 Is | 32 16
don’t care = 2,943 (71.85% ISI-2 Is | 23 21
I51-3 Is| 24 18
Alg. | tempo | mem. | base
negativos = 2,048 (50%) ISI-0 | 1m39s0 | 1,942 | 418
¢) positivos = 2,048 (50%) ISI-1 | 1m4bs | 1,942 | 418
don’t care = 0 ISI-2 | 12m45s | 706 | 703
ISI-3 | 19m40s | 496 | 491
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negativos
d) positivos
don’t care

negativos
e) positivos
don’t care

15 variaveis

Na tabela (b) a seguir, o ISI-3 nao conseguiu terminar o processamento por falta de espago

(25.3%)
(74.7%)

(74.7%)
(25.3%)

Alg. | tempo | mem. | base
I51-0 Tm | 4,580 | 430
ISI-1 | 7ml12s | 4,580 | 430
ISI-2 | 14m2s | 862 | 855
ISI-3 | 26m20s | 588 | 576
Alg. | tempo | mem. | base
ISI-0 26s 993 | 411
ISI-1 29s 991 | 411
ISI-2 | 6m40s | 557 | 551
ISI-3 | 13m14s | 487 | 480
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em memoria. Na coluna mem. de todas as tabelas desta secdo estamos indicando o numero

maximo de “folhas” na arvore gerado pelo algoritmo durante o processamento. Em geral,

podemos observar que “mem.” referente ao ISI-3 é menor que o referente a ISI-1, por
exemplo. Entretanto, antes de gerar as folhas da arvore, o algoritmo ISI-3 constroi a

tabela dos implicantes primos que consiste de uma matriz cujas colunas estao associadas

aos mintermos positivos e as linhas sao associadas aos intervalos. Esta é uma matriz que
pode ocupar muito mais espaco em memoria do que o espaco necessario para armazenar
o numero de intervalos indicado em mem., e isto justifica por que o ISI-3 deparou com o

problema de falta de espaco em memoria.

negativos
a) positivos
don’t care

negativos
b) positivos
don’t care

negativos
c) positivos
don’t care

42
18
32,708

16, 384
16, 384

12, 880
18
19, 870

(0.13%)
(0.05%)
(99.82%)

(50%)
(50%)

(39.31%)
(0.05%)
(60.64%)

mem. | bas

Alg. | tempo . e

I51-0 29s | 4,146 | 6

ISI-1 12s | 1,820 | 6

I51-2 28 | 17 14

I51-3 2s | 29 9

Alg. tempo | mem. | base
ISI-0 | 6h46mlds | 12,728 | 1768
ISI-1 6h56m6s | 12,728 | 1768
IS1-2 | 97h30m16s | 4,608 | 4601
I51-3 - 00 -
Alg. | tempo | mem. | base
ISI-0 | 26m35s | 12,094 | 17
ISI-1 8s | 166 17
I51-2 3s 19 18
I51-3 3s 36 17
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Alg. | tempo | mem. | base

negativos = 565 (1.7%) ISI-0 | 35m3s | 13,900 | 220

d) positivos = 16,384 (50%) ISI-1 | 37mls | 13,900 | 220
don’t care = 15,819 (48.3%) ISI-2 | 44m10s | 1.004 | 992
ISI-3 | 34mb3s | 394 347

16 variaveis

Em todas as tabelas observa-se que a base obtida pelos algoritmos ISI-0 e ISI-1 possui o
mesmo tamanho. Observa-se também que o ISI-3 tem um resultado melhor do que o ISI-2
em todos os casos. A base obtida pelo ISI-3 tem tamanho préximo da base 6tima (obtida
pelo ISI-0 e ISI-1) em vérios casos, enquanto a base obtida pelo ISI-2 tem tamanho muito
aquém do 6timo em varios casos.

Alg. | tempo | mem. | base
negativos = 2,069  (3.16%) [S1-0 | 1Th9m38s | 39,440 | 91
a) positivos = 1,155 (1.76%) ISI-1 | 49m34s | 29,108 | 91
don’t care = 62,312 (95.08%) ISI-2 16s 180 174
I51-3 39s 174 99
Alg. | tempo | mem. | base
negativos = 177 (0.27%) I51-0 2s 529 3
b) positivos = 193 (0.29%) ISI-1 2s 528 3
don’t care = 65,166 (99.44%) I51-2 Is 11 10

I51-3 Is 18 3

Alg. | tempo | mem. | base

negativos = 163 (0.25%) I51-0 25 112,094 | 17

¢) positivos = 204 (0.31%) ISI-1 Is | 166 17
don’t care = 65,169 (99.44%) ISI-2 Is 19 18
I51-3 Is 36 17

20 variaveis

Com 20 varidveis o ISI-0 torna-se ineficiente para vérios casos. Observe as tabelas (c) e

(d) abaixo.

Alg. | tempo | mem. | base

negativos = 21 (0.002%) I51-0 84s | 744 25
a) positivos = 1,052 (0.100%) ISI-1 7.9s | 743 25
don’t care = 1,047,503 (99.898%) ISI-2 Is | 61 55

I51-3 2.1s | 170 27
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negativos
b) positivos
don’t care

negativos
¢) positivos
don’t care

negativos
d) positivos
don’t care

negativos
e) positivos
don’t care

25 variaveis

1,020
53
1,047,503

1,235
10
1,047,331

1,803
6
1,046, 767

285
306
1,047, 985

(0.097%)
(0.005%)
(99.898%)

(0.1178)
(0.0009)
(99.8813)

(0.1719%)
(0.0006%)
(99.8275% )

Para 25 varidveis o ISI-1 também torna-se ineficiente em varios casos.

negativos
a) positivos
don’t care

negativos
b) positivos
don’t care

2,493
36

33,551,903

1,451
57

33,552,924

(0.0074%)
(0.0001%)
(99.9925% )

(0.0043%)
(0.0002%)
(99.9955%)
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Alg. | tempo | mem. | base
ISI-0 - - -
ISI-1 - - -
ISI-2 | 0.6s 44 43
ISI-3 | 0.9s 44 27
Alg. | tempo | mem. | base
I51-0 - 00 -
ISI-1 | 3m7s | 2,247 | 10
ISI-2 | 1.5s 11 10
ISI-3 | 0.7s 23 10
Alg. tempo | mem. | base
ISI-0 | 128h29m3s | 258,251 | 6
ISI-1 49.5s | 1,056 6
I51-2 0.7s 8 6
I51-3 0.6s 21 6
Alg. | tempo | mem. | base
I51-0 7.9s | 1,095 | 3
ISI-1 4.7s | 1,080 | 3
I51-2 09s | 11 10
I51-3 0.5s | 22 3
Alg. | tempo | mem. | base
ISI-0 - - -
ISI-1 - - -
IS1-2 | 0.9s 36 34
ISI-3 | 1.4s 73 27
Alg. | tempo | mem. | base
ISI-0 - - -
ISI-1 - - -
ISI-2 | 0.6s 45 41
ISI-3 | 1.0s 53 29
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Alg. | tempo | mem. | base

negativos = 472 (0.0014) ISI-0 | 32.5s | 2,308 | 3
c) positivos = 446 (0.0013) ISI-1 | 19.8s | 2,250 | 3
don’t care = 33,553,514 (99.9973) ISI-2 | 1.2s 11 10
ISI-3 | 0.8s 27 3
Alg. tempo | mem. | base
negativos = 36 (0.0001%) ISI-0 | 1h42mls | 32,880 | 32
d) positivos = 2,493 (0.0074%) ISI-1 | Th41m4ls | 32,872 | 32
don’t care = 33,551,903 (99.9925%) ISI-2 4.5s 113 111
ISI-3 12s | 150 56
negativos = 21,336 Alg. | tempo | mem. | base
) positivos = 2,337 ISI-3 | 20m53s ? 416

39 variaveis

Aqui queremos mostrar que alguns casos ainda podem ser resolvidos pelos algoritmos
ISI-0 e ISI-1, mesmo que o nimero de variaveis seja grande.

Alg. | tempo | mem. | base

negativos = 2,341 151-0 - - -

a) o ISI-1 - - -
positivos = 55 IS2 | 13s| 45 | 32
I51-3 1,3s | 86 20

Alg. | tempo | mem. | base

negativos = 2,228 151-0 - - -

b) o ISI-1 - - -
positivos = 196 N T 66 53
I51-3 2.5s | 130 17
Alg. | tempo | mem. | base

. _ 70 ISI-0 | 9m18s | 10,455 | 3

c) Ei%i;vv;s w3 ISI-T | 5md2s | 2,250 | 3
N I51-2 0.7s 9 8

I51-3 0.7s 41 3

49 variaveis

Para esta quantidade de variaveis, o tempo gasto por ISI-0 e ISI-1 é extremamente alto.
Por isso nao realizamos testes com essas duas versées do ISI. Na tabela (b) abaixo pode-se
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verificar a diferenca dos resultados fornecidos por ISI-2 e ISI-3. O tamanho da base gerado
por ISI-2 tende a ser mais distante do 6timo quanto maior forem os mintermos negativos.

. _ Alg. | tempo | mem. | base
a) DeEIVOS ?’5?)38 ISL2 | 25| 66 | 55
P - ISL3 | 2.5s| 118 | 21
. _ Alg. tempo | mem. | base
b) ni%itilvv(f: - 26’2;31 ISI-2 | Th46m1bs | 7 | 1,348
P - ISL3 | 24m3ls | ? | 284

81 variaveis

Aqui observamos que alguns casos com 81 varidveis podem ser resolvidos em “poucas”
horas ou até alguns segundos de processamento. Isto indica que outros casos com maior
numero de variaveis provavelmente poderao também ser resolvidos.

. _ Alg. | tempo | mem. | base
a) nzfitilvv;s - 36?)45 ISI2 | 33s | 69 | 61
P - ISI3 | 595 | 163 | 15
. _ Alg. tempo mem. | base
b nesavos = BT Y ISL2 | 14h42m30s | 7 | 2,793
POSIvOs = 1 ISI3 | 3h44m43s | ? | 551

Nas tabelas que comparam o algoritmo ISI-0 com o algoritmo QM podemos verificar
que quando a quantidade de “don’t care” é grande, em geral o algoritmo ISI-0 é muito
mais rapido que o algoritmo QM. O algoritmo QM mostra-se melhor quando o numero de
mintermos negativos é grande. Nos casos em que 50% dos mintermos sao negativos e outros
50% sao positivos, aparentemente o desempenho do QM é melhor. No entanto, para o caso
de 15 variaveis nao se pode afirmar a mesma coisa. Independentemente destes fatos, em
geral o numero maximo de intervalos gerados pelo QM durante o processamento é superior
ao gerado pelo ISI-0. Isto levarnos a concluir que se considerarmos um nimero crescente
de variaveis, o algoritmo QM esbarrard primeiro no limite de meméria disponivel.

O algoritmo ISI-0 pode ser utilizado para casos nos quais o numero de variaveis é
grande, desde que o niimero de mintermos negativos e positivos seja relativamente pequeno.
Se observarmos que na pratica dificilmente encontraremos situagoes nos quais o valor da
funcao Booleana esta definido para todos os possiveis 2" mintermos e sim, em geral para
poucos deles, o algoritmo ISI-0 representa uma alternativa viavel e eficiente.

Apesar destas caracteristicas do ISI-0, os testes realizados mostram que os casos que
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envolvem alguns milhares de exemplos, com numero de variaveis em torno de 20, leva
algumas horas de processamento.

Em varios destes casos as variantes do ISI mostram-se bastante interessantes. Nos
casos em que ha poucos mintermos positivos, a variante [SI-1 mostra-se muito mais efi-
ciente que ISI-0. Ja no caso inverso a este, pode-se dizer que os dois sao praticamente
equivalentes.

Se estamos interessados em obter os implicantes primos essenciais e nao todos os
implicantes primos, o ISI-1 é equivalente ao ISI-0. Estas duas versoes fornecem um re-
sultado 6timo. No entanto, para varios casos envolvendo 20 ou mais variaveis, elas sao
praticamente inviaveis, exigindo dias de processamento.

Para estes casos, embora nao forneca um resultado 6timo mas apenas sub-6timo, as
variantes [SI-2 e ISI-3 sao alternativas bastante eficientes.

Em particular, o ISI-3 fornece um resultado melhor que o ISI-2. O resultado de ambos
tende a ser pior, relativamente ao étimo, quanto maior forem o nimero de exemplos nega-
tivos (pois a cada exemplo negativo extraido do cubo, varios “don’t cares” sao eliminados
também). Este comportamento é mais acentuado no caso do ISI-2. Por outro lado, varios
casos que nao podem ou levam horas para serem resolvidos pelas variantes ISI-0 e ISI-1
podem ser resolvidos em questao de segundos pelo ISI-3 e ISI-2.

A vantagem do ISI-2 em relacao aos demais é que o espaco de memoria necessario é
constante, no sentido de que é equivalente ao nimero de mintermos positivos (uma vez
que no pior caso é necessario no maximo um intervalo para cobrir cada um dos mintermos
positivos).

Verificamos que em geral o resultado do ISI-3 é melhor que o do ISI-2. Em algumas
situagoes é também mais rapido. No entanto, uma vez que ele repete o processo de escolha
do subconjunto 6timo, torna-se ineficiente quando existem muitos mintermos positivos e
negativos (pois um grande nimero de mintermos negativos faz com que o niumero de
intervalos gerados fique maior, e um grande numero de mintermos positivos faz com que
o numero de intervalos necessarios para cobri-los seja relativamente maior também, e o
processo de escolha de um subconjunto 6timo é um processo demorado quando existem
muitos mintermos positivos e muitos intervalos).

A conclusao a que chegamos é que os algoritmos ISI representam uma alternativa
viavel para resolver muitos problemas de minimizacao de fun¢ées Booleanas que nao sao
resolvidos pelos algoritmos classicos. Além disso, observamos que todas as variantes do
IST sao algoritmos consistentes com os mintermos positivos e negativos.



Capitulo 7

Geracao Automatica de Operadores
Morfolégicos

Neste capitulo estaremos interessados em modelar um sistema para programacao au-
tomatica de MMach’s binarias, tendo como base os resultados tedricos apresentados nos
capitulos anteriores (veja também [BTdST95]).

7.1 Consideracoes Preliminares

Conforme mencionamos nos capitulos anteriores, para programar uma MMach (para que
esta resolva problemas de processamento de imagens), precisamos encontrar uma frase da
LM que corresponde a solucao do problema considerado.

Entretanto, escrever uma frase adequada da LM nao é uma tarefa simples e requer
conhecimentos especificos e profundos em MM. Em geral esta tarefa é realizada empirica-
mente, através de tentativas, o que nem sempre produz uma solucao adequada.

O Teorema da Decomposicao Canonica (Teorema 3.2.1) estabelece uma metodologia
bem definida para a programacao automatica de MMach’s, que pode ser definida pela
seguinte sequéncia de operacoes :

e Determinar o nicleo do operador desejado;
e (Calcular os intervalos maximais do nucleo, isto é, a base do operador ;

e Escrever o operador como uma uniao de operadores sup-geradores, cujos elementos
estruturantes (A, B) que os caracterizam correspondem aos extremos esquerdo e
direito de cada intervalo da base.

Embora esta metodologia seja bem definida, a sua aplicacao na pratica nao é em
geral possivel, pois se consideramos uma janela W com n pontos, existem 2" possiveis

97
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elementos que pertencem ou nao ao nucleo. Para uma janela relativamente pequena, por
exemplo n = 25, o numero de elementos que precisariamos analisar relativamente ao fato
de pertencerem ou nao ao nicleo é 2% = 33,554, 432.

Por outro lado, a programacao automatica de MMach’s parece estar diretamente rela-
cionada com a automatizacao destas tarefas, uma vez que elas estao bem definidas e sao
suficientes para caracterizar a classe de operadores i.t. e localmente definidos por uma
janela.

Consideremos inicialmente o seguinte problema. Seja (X,Y) um par de conjuntos
aleatérios que modelam as imagens antes e depois da transformacao desejada. Queremos
encontrar um operador ¢ tal que, dada uma realizacao (X,Y") de (X,Y), ¥(X) seja “uma
boa aproximacao” de Y.

Se X e Y forem estritamente estaciondarios, entao eles podem ser caracterizados por
uma janela W (veja teorema 4.1.1). Neste caso, podemos reformular a questao : estamos
interessados em encontrar um operador i.t. e localmente definido pela janela W tal que
(X)) seja uma boa aproximacao de Y.

Vamos analisar primeiramente o caso em que existe um operador i.t. localmente defi-
nido por uma janela W tal que Y = (X)) (isto é, dadas realizacoes (X1,Y1) e (X2,Y3)
de (X,Y), X1 = Xy = Y] =Y3). Nestas condicoes, se considerarmos todas as possiveis
realizacoes de (X w, Y w), pode-se calcular o nicleo de v e, conseqlientemente, a sua base
através de um processo de minimizacao logica.

Embora em teoria este seja um método ideal, na pratica existem obstaculos que o
tornam pouco viavel. Um destes obstaculos refere-se a questao de como seriam gerados
todas as possiveis realizacoes de (Xw, Y w) e o outro refere-se a quantidade de recursos
computacionais necessarios para manipular todos estes dados.

Os casos em que existem realizacoes (X1,Y7) e (X3,Y2) de (X,Y) tal que X; = X
mas Y; # Y, sdo aqueles para os quais nao existe um operador i.t. e localmente definido
por Wtal que Y = ¢(X). Como estamos interessados em um operador ¢ i.t. e localmente
definido, estes casos apresentam uma questao adicional que envolve uma tomada de decisao
:se (X, Y1) e (X,Y3) sdo duas possiveis realizagoes de (X,Y), a qual delas ¢ deve se
“ajustar” 7 Isto é, deve-se escolher ¢ tal que ¥(X) =Y, ou p(X)=Y2 7

A abordagem natural para contornar estes obstaculos é a insercao do problema no
contexto estatistico. A idéia béasica é estimar uma distribuicao de probabilidade de (X,Y")
a partir de algumas realizacoes e usar algum critério estatistico para tomar a decisao
mencionada acima.

O trabalho de Dougherty (veja capitulo 4) corresponde exatamente a esta abordagem.
O critério de decisao utilizado por Dougherty é aquele que minimiza o MAE (erro absoluto
médio) segundo a distribuigao de probabilidade estimada.
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Um ponto delicado nesta abordagem é que nao sabemos determinar a “qualidade”
do operador estimado, pelo fato deste ter sido obtido a partir de uma distribuicao de
probabilidade estimada. O modelo de aprendizado PAC, apresentado no capitulo 5, oferece
bases tedricas solidas para formalizar e tratar esta questao.

Motivado por esse fato, apresentaremos nesta secao um método baseado no modelo
de aprendizado PAC, objetivando a construcao de um sistema computacional para pro-
gramacao automatica de maquinas morfologicas binarias.

Do ponto de vista de um sistema computacional para programacao automatica de
MMach’s, as realizagoes de (X,Y ) podem ser entendidas como exemplos que o usudrio
fornece ao sistema para indicar a operacao que deseja realizar. Estes exemplos, represen-
tando respectivamente as imagens anterior e posterior a transformacao desejada, podem
ser gerados manualmente pelo usuario, por exemplo através de um editor de imagens,
e serao denominados imagens de treinamento. As figuras 7.1 e 7.2 mostram alguns
exemplos de imagens de treinamento. Na figura 7.3 esquematizamos a estrutura geral do

® B — < O

Figura 7.1: Extracao de bordas.

FABODRRGHIL ABCDEFGHIJ
EhMNﬂPQRE_ KLMNOPQRS
fTquzwyj' _. | TUVXZWY

: abedefghijklm

NOpPpqretuvizIwy

Figura 7.2: Filtragem de ruidos.

sistema que estamos propondo. Os elementos X e Y representam imagens que expressam
o operador desejado (isto é, sao realizacoes do conjunto aleatério (X,Y) que modela o
dominio das imagens); “treinamento” refere-se a um processo no qual as informagoes con-
tidas nas imagens X e Y serdao convertidas para uma frase da LM, conforme descreveremos
a seguir.
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O
O

Figura 7.3: Modelo para programacao automatica de MMach’s.

Treinamento ——s

7.2 Especificacao do Sistema
Vamos considerar as seguintes hipéteses :

1. as imagens a serem transformadas sao realizacoes de um conjunto aleatério binario,
denotado por X ;

2. as imagens correspondentes a transformacao ideal de X sao também realizacoes de
um outro conjunto aleatério binario, denotado por Y';

3. os conjuntos aleatérios que modelam as imagens sao, cada um deles, estritamente es-
taciondrios e sao também conjuntamente estacionarios (isto é, (X,Y") é estritamente
estaciondrio).

Sob a hipotese de estacionaridade estrita, podemos caracterizar um conjunto aleatorio
através de uma janela W. Logo, um par de conjuntos aleatérios (X,Y) estritamente
estaciondrios, ou equivalentemente (Xw, Y ), pode ser caracterizado por um operador
i.t. e localmente definido pela janela W.

O sistema sera “treinado” para “aprender” um operador  i.t e localmente definido
pela janela W a partir de imagens de treinamento (X, Y") fornecidos pelo usuario, segundo
um critério de decisao que minimiza a perda especificada por uma funcao de perda [,
também especificado pelo usuério (isto é, o sistema gera um operador de menor risco
relativamente a [, conforme defini¢ao apresentada na pagina 72, segundo a distribuicao de
probabilidade conjunta estimada a partir de (X, Y")).

O processo do sistema envolve uma primeira etapa que consiste da estimacao da distri-
buicao de probabilidade conjunta sobre (Xw,Y w ). Esta etapa sera denominada “coleta
de exemplos”. A segunda etapa do processo refere-se a decisao ja mencionada anterior-
mente. A terceira é a etapa na qual o sistema gera uma funcao Booleana (ou equivalente-
mente, a base de um operador i.t. e localmente definido) que é consistente com a decisao
tomada na segunda etapa.
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®\1_>2é,3—>¢

1 - Coleta de exemplos 2 - Decisao 3 - Minimizagao

Figura 7.4: As trés partes do sistema.

A figura 7.4 ilustra a estrutura do sistema com as trés etapas :

A seguir, descrevemos cada uma das etapas detalhadamente.

7.2.1 Coleta de Exemplos

Seja (X,Y) um par de imagens de treinamento e seja C(Xw) = {XNW +z: 2 € E}.
Os elementos de C(Xy) sao denominados configuracoes e sao obtidos transladando-se a
janela W de modo que o seu centro fique sobre cada ponto de F, conforme mostra a

figura 7.5.

centro dajanela

o ' 0/0:0:0:0:0: 0:0:0:0:0:0:0
oipg 00 0]aloio0: o 0 0faloioio0
Xe 1]1]1]o0:0: 0:0fl1]of1]0:0:
— il1{1]1]o —~iof2]oioiof1]0:
a 1(1/2]0:0: ‘o:ol1]ofaloio:
ol1/0i0 0! 0oioof1]0i0 0

00000 0. 0/0 00 0.0

C

Xg X4 X3 X2 X1 —= 11100

d

Figura 7.5: a) janela; b) e ¢) imagens de treinamento; d) uma configuracao.

Cada elemento de C( Xy ) pode ser descrito através de seqiiéncias de bits. Por exemplo,
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a configuracao observada pela janela W na figura 7.5 pode ser representada pela sequéncia
11100. Para cada uma das configuragdes de C(Xyw) encontra-se associado um valor Y,
igual a 0 ou 1 na segunda imagem. Ao se percorrer toda a imagem X, para todo z,
obtém-se uma tabela consistindo de trés colunas : a configuracao, a frequéncia com que
ela ocorre com valor associado igual a 0 (fy) e a freqiiéncia com que ela ocorre com valor
associado igual a 1 (f1). Esta tabela define uma distribuicao de probabilidade conjunta
P sobre Xy x {0,1}. As configuragoes tais que fo # 0 e f; # 0 serdao denominadas
configuragoes ou exemplos contraditérios.

A coleta de exemplos sobre as imagens da figura 7.5 resulta na tabela de exemplos
especificada pela tabela 7.1.

Configuracao || fo | f1
11100 01
00000 310
11000 210
10010 210
11111 6 |0
10100 01
10110 011
01100 011
00110 011
01001 210
01101 011
00111 011
00011 210
00101 011

Tabela 7.1: Tabela de exemplos.

7.2.2 Decisao otima

Baseado na distribuicao P determinada pela tabela de exemplos, estamos interessados
em encontrar um operador ¥, i.t. e localmente definido por W, que melhor represente a
transformacao caracterizada pelo par (Xw,Yw). Observe que, se ¢ é i.t., entao para
qualquer z € E,

zep(XNWHz) <= oev(XNW+z)—=z
= ocYP(XNWHz2)—2)
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= ocp(XnW)
<—— o0& @/J(Xw)

Portanto, Xy € Kw(¢) <= z € p( X NW+z),ez € p(XNW 4 z) se Y, éigual a 1.

Portanto, o nicleo de @ pode ser estimado a partir das configuragoes obtidas no pro-
cesso de coleta de exemplos.

Vamos inserir o problema no contexto de aprendizado. Isto é, estamos interessados em
encontrar uma decisao (funcao Booleana) h de risco minimo relativamente a uma fun¢ao
de perda [. Para cada configuracao = da tabela de exemplos devemos decidir se h(x) = 1
ou h(z) = 0. Esta decisdo é realizada segundo um critério de decisdo que minimiza a
perda caracterizada por (.

Se associarmos uma variavel Booleana a cada um dos pontos da janela W, podemos
encarar cada uma das configuracoes como mintermos de uma funcao Booleana. O pro-
cesso de decisao resulta em uma segunda tabela, denominada tabela de mintermos,
consistindo de duas colunas : uma coluna com os mintermos e outra com o valor de i para
cada um dos mintermos.

Por exemplo, no caso da tabela de exemplos acima, se a funcao de perda é dada por
[(h(x),b) = |h(x) — b|], onde (x,b) é um elemento de Xy x {0,1}, entdo deve-se fazer
h(z) =1seb=1eh(x) =0seb=0. Este processo origina a tabela de mintermos
descrita pela tabela 7.2.

Configuracao
11100
00000
11000
10010
11111
10100
10110
01100
00110
01001
01101
00111
00011
00101

— O = = O =m0 00 -

Tabela 7.2: Tabela de mintermos obtida de uma tabela de exemplos.
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Os mintermos da funcao Booleana h correspondem exatamente as configuracoes que
fazem parte do nicleo estimado de .

7.2.3 Minimizacao

Uma vez realizada a decisao étima para a amostra considerada, precisamos gerar a funcao
correspondente a esta decisao. Vamos considerar que os mintermos correspondentes as
configuracoes nao observadas sao “don’t cares” e aplicaremos o algoritmo ISI | que é um
algoritmo de aprendizado consistente, sobre estes mintermos. O algoritmo ISI gera uma
funcao Booleana f, na FND que é consistente com a tabela de mintermos. Os termos
da funcao Booleana f, correspondem aos intervalos da base do operador ¢ aprendido. A
conversao para a notacao de intervalos € trivial, conforme regra apresentada no capitulo 3.

Observe que o operador aprendido é um operador 6timo em relacao a distribuicao de
probabilidade P, segundo a funcao de perda /.

7.2.4 Aplicacao

Seja B(¢) = {[A;, Bi] : © € I} a base do operador ¢ aprendido e seja X uma realizagao de
X. Entao, conforme o teorema 3.2.2 a transformacao ¢(X) pode ser obtida calculando-se

O(X) = U{Mam)(X) 1 [A, B] € B()}

Denominaremos a estrutura definida neste capitulo como estrutura basica do sis-
tema (figura 7.6). Observe que para realizar o treinamento, o usuario deve fornecer as
imagens de treinamento, uma janela de observacao W e um critério de decisao que mi-
nimiza a perda. Apds o treinamento, o sistema devolve a base de um operador i.t. e
localmente definido pela janela W. A base obtida podera ser aplicada sobre qualquer
realizacao X do conjunto aleatério X.

7.3 Consideracoes de Aspecto Pratico

Do ponto de vista pratico, um usudrio deste sistema poderda deparar com as seguintes
questoes :

e qual deve ser a janela a ser utilizada ?

e quantas imagens de treinamento sao necessarias 7
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critério de decisa

1

:

Coleta :
de —>| decisdo —|Minimizagao|,—= 1)

Exemplos :

1

1

Treinamento

Aplicagao |—== ¢(Z)

¢ /

Figura 7.6: Estrutura basica do sistema.

e qual critério de decisao deve ser utilizado 7

Todas estas questoes ainda nao possuem resposta. QQuanto ao tamanho da janela a ser
utilizada, sugerimos dois critérios :

e lembrando que a janela delimita uma vizinhanca ao redor de um ponto qualquer da
imagem, cujas caracteristicas serao importantes para definir o valor da transformacao
neste ponto, deve-se tentar delimitar esta vizinhaca levando em consideragao as
formas e o tamanho dos objetos presentes na imagem que se deseja transformar. A
janela escolhida deve ser maior ou igual a esta vizinhanca.

e Outra sugestao é a analise do conjunto C(Xw ) para diferentes tamanhos de janela.
Se os elementos de C( X ) nao forem contraditérios, entdao o aumento da janela nao
introduzird contradi¢ées (ver janela minima no capitulo 3). Por outro lado, o au-
mento do tamanho da janela tende a diminuir o numero de elementos contraditorios

em C(Xw).

Para realizar esta analise, deve-se repetir a coleta de exemplos sobre as imagens de
treinamento (X, Y) para janelas sucessivamente maiores, tomando-se o cuidado para
que cada janela contenha a janela anterior. Os dados devem ser representados em um
grafico, cuja abscissa corresponde ao tamanho das janelas e a ordenada corresponde
a porcentagem de elementos contraditérios em C(Xyw ) para a janela considerada.
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Quando a curva gerada por este processo atingir uma certa estabilidade (isto é,
quando a diferenca relativa do valor da curva entre dois pontos consecutivos da abs-
cissa tornar-se muito pequena) ou se a ordenada atingir um valor muito pequeno,
o aumento da janela nao ira acrescentar maiores informacoes ao conjunto de exem-
plos. Portanto, o tamanho da janela no ponto em que a curva se estabiliza pode ser
considerado um bom parametro para a escolha do tamanho da janela a ser utilizada
para o treinamento.

Apesar de ser 1til para estimar o tamanho da janela, nao existe nenhuma garantia
de que este método funciona. Além disso, janelas muito grandes comprometem o
treinamento (ver capitulo 10).

A quantidade de imagens necessarias para o treinamento estd relacionada com a pre-
cisao da distribuicao de probabilidade conjunta a ser estimada a partir deles. Intuitiva-
mente, quanto maior o numero de imagens, melhor sera esta estimacao e vice-versa.

No caso em que C(Xw) nao apresenta elementos contraditorios, recaimos no modelo
PAC basico. E neste caso, um limitante superior para o numero de exemplos necessarios
para se obter uma precisao (4, €) (no sentido PAC apresentado no capitulo 5) é dado por :

_ L
= n(s

2IW|

onde H =2

Quanto ao caso mais genérico, no qual existem elementos contraditérios em C(Xw ),
este limitante nao estd bem definido!.

Quanto a decisao associada aos exemplos contraditorios na fase de decisao 6tima, a
principal pergunta esta associado ao critério que deve ser utilizado para decidir se um
dado exemplo contraditério é positivo ou negativo. O usuério deve escolher uma funcao
de perda e fornecer um critério de decisao que minimiza o risco. Mas como sdo estas
funcoes de perda ?

O caso mais trivial é aquele no qual o dominio de exemplos nao apresenta contradicoes.
Neste caso, uma funcao de perda pode ser dada por :

1 seh(z)#b
n(z,b) = {0 se hEx; =b

!Pode-se encontrar um estudo relativo a este valor em [Hau92]. No entanto, preferimos omiti-lo deste
texto pois o estudo envolve varios conceitos complexos, além de tratar casos mais genéricos do que o
tratado neste texto.
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e o critério de decisdo que minimiza a perda para (x,b) é dado por :

1 seb=1
h :{
(@) 0 seb=10

No caso de problemas de restauracao existem exemplos contraditorios no dominio.
Portanto nao existe um operador i.t. (isto é, uma funcao Booleana) que realiza uma
restauracao 100% correta. Admitindo que o operador nao seja perfeito neste sentido,
queremos encontrar dentre todos eles, aquele que “erra menos”. A funcao de perda neste
caso é dada por :

b(,b) = () b,
O critério que minimiza a perda é a decisao 6tima de Bayes, dada por :

(1 seplb=1/x)>0.5
h(x)_{() seg(bzl/x)<0.5

Destacamos quatro pontos basicos que diferenciam o método definido neste capitulo
com o método utilizado por Dougherty.

e inserimos a estimacao do operador dentro do contexto de aprendizado PAC

e as aplicacoes nao sao restritas a problemas de restauracao. Consideramos todos os
operadores i.t. e localmente definidos

e utilizamos o conceito de funcao de perda, para caracterizar o erro de um operador
(Dougherty utiliza somente 0 MAE)

e utilizamos o algoritmo ISI para calcular a base, que é muito melhor que o algoritmo
QM para diversos casos reais.

No proximo capitulo descreveremos a implementacao deste sistema. Todas as partes
deste sistema estao baseadas em resultados tedricos formais e sua formulacao é inédita.
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Capitulo 8

Implementacoes

O sistema descrito no capitulo 7 foi implementado sobre um sistema denominado KHO-
ROS, no ambiente UNIX. O objetivo deste capitulo é descrever as implementacoes realiza-
das e as especificacoes de uso deste sistema, além de sugerir melhorias de implementacao
para um desempenho mais eficiente do sistema.

Inicialmente apresentaremos uma descricao suscinta do sistema KHOROS e da “tool-
box mmach”. Em seguida descreveremos a implementacao que corresponde a estrutura
basica do sistema, conforme descrito no capitulo anterior, e descreveremos também estru-
turas que exploram o refinamento dos resultados através da composicao de operadores.

8.1 Plataforma de Trabalho KHOROS

O sistema KHOROS ([RASW90]) é um software desenvolvido por uma equipe do “De-
partment of Electrical and Computer Engineering” da “University of New Mexico”, e que
proporciona um ambiente para o desenvolvimento de programas e aplicacoes relacionados
com o processamento de imagens.

Este sistema possui uma interface para o desenvolvimento de novos programas, o qual
gerencia a criacao dos programas fontes, sua documentacdo e geracao dos programas
executaveis. Além disso, possui também uma interface grafica de alto nivel, chamado
CANTATA, que oferece um ambiente para programacao visual.

Um conjunto de programas desenvolvidos neste ambiente pode ser agrupado e orga-
nizado como uma “toolbox” (caixa de ferramentas) e pode ser facilmente integrado ao
sistema, de acordo com a necessidade do usuario. Os programas da toolbox podem ser
acessados no CANTATA por meio de menus de selecao e ligados entre si de forma que
a saida de um deles seja a entrada de outro. Estes programas sao representados grafica-
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mente por um fcone (uma pequena figura quadriculada) e o fluxo de dados é representado
por arestas orientadas ligando estes icones (veja figura 8.1). Estes icones ligados con-
venientemente representam um programa tipico no cantata, os quais sao denominados
workspaces.

hr_ o [[]

COPYRIGHT CAMTATA VMiszual Programming Environment for the KHOROS System

Edit IFRDGRHM UTILITIES | | INFUT SOURCES I I CONVERSIONS | | IMAGE PROCESSING I ISIGNHL PRDEESSINGI
Workspace I MORFHOLOGY | | OuTRUT I I ARITHHETIC | | IHAGE AMALYSIS I I REMOTE & GIS I

Main Cantata Workspace

RUN
RESET (=0

REDRAK
ROUTIMNES

=

E HELP

P S
==
= =

=
wlearn

THile

Figura 8.1: Um workspace no Cantata.

8.1.1 A Toolbox MMach

Existe um conjunto de programas, denominado MMach, que inclui operadores elementares
e mais uma série de outros operadores tteis da MM (ver apéndice A em [BB94]). A
MMach esta implementada como uma toolbox (denominada, também, toolbox MMach)

no ambiente KHOROS ([BBL94]).

Utilizaremos elementos da toolbox MMach para implementar os operadores aprendidos

pelo sistema descrito no capitulo 7.
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8.2 Softwares Implementados

Para implementar o sistema descrito no capitulo anterior, criamos um conjunto de progra-
mas escritos em linguagem de programacgao C, no ambiente KHOROS. Estes programas
foram instalados como uma “toolbox” do CANTATA, denominada “PAC” e sao divididos
em trés grupos : médulo de treinamento, modulo de aplicagao e médulo de ferramentas
auxiliares.

8.2.1 Moddulo de Treinamento

O médulo de treinamento engloba rotinas necessarias para implementar as trés partes do
sistema.

1. vwin : especifica o tamanho e formato da janela W.

e Entrada :

— imagem bindria especificando formato da janela, ou dimensao da janela no caso
de janela retangular

e Saida:

— especificacao da janela

2. vpat : realiza a coleta de exemplos de treinamento.

e Entrada :
— especificacao de uma janela ou uma tabela de exemplos
— imagens de treinamento (X,Y)

— mascara para coleta de exemplos M (opcional)

e Saida :
— tabela de exemplos

— relatdrio sobre exemplos coletados (opcional)

As imagens de treinamento devem ser de mesmo tamanho para que, ao se
transladar a janela W sobre X, seja possivel associar um valor Y, para cada
configuracao X N W + 2. Caso seja especificado uma tabela de exemplos na
entrada, entao os novos exemplos coletados serao acrescentados a ela.
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A mascara, que deve ser também uma imagem com as mesmas dimensoes de
X eY, indica para quais z € E a correspondente configuracao deve ser obtida
(isto é, XNW + 2z € C(Xw) < M, = 1). A especificacao é til, por
exemplo, quando sabemos que o operador ¥ a ser aprendido é um operador
anti-extensivo, isto é, ¥(X) C X. Neste caso, z ¢ X = 2z ¢ (X)), e
portanto somente as configuracoes que contém a origem (isto é, aqueles tais que
X. = 1) precisam ser analisadas. E possivel coletar somente as configuracgoes
que satisfazem esta propriedade utilizando uma mascara M = X.

T = ou tabela de entrada ; (Tabela de exemplos)
Para cada z € F (onde E é o dominio da imagens)
se M, =1 entao
calculer = X NW+zeV,;
se x esta em T entao
se Y. =1 entao fi(x) = fi(x) + 1;
senao fo(x) = fo(z) +1;
senao
insira x em T ;
se Y. =1 entao fi(x)=1;
sendo fo(z) =1 ;
Devolva T

A tabela de exemplos foi implementada utilizando-se a estrutura de arvore
balanceada ([Knu73, Amm92]) para tornar as buscas eficientes, uma vez que
para cada configuracao coletada, deve-se verificar se ela ja esta contida na
tabela.

3. vnpat : realiza a coleta de exemplos de treinamento a partir de miiltiplos pares de
imagens.
e Entrada :
— especificacao de uma janela
— conjunto de imagens de treinamento {(X;,Y;)}

— conjunto de mascaras para coleta de exemplos {M;} (opcional)

e Saida :
— tabela de exemplos
— relatdrio sobre exemplos coletados (opcional)

— histograma subtrativo (opcional)
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Valem as mesmas observacoes feitas em relacao a vpat. Aqui a diferenca em
relacao ao vpat é a possibilidade de coletar exemplos a partir de varios pares
de imagens de treinamento.

A analise da distribuicao de configuracoes nas imagens de treinamento pode ser
util para definir a quantidade de imagens a serem utilizadas no treinamento. O
“histograma subtrativo” é uma saida opcional que gera um conjunto de dados
cujo grafico correspondente pode ser interpretado da seguinte forma : a abs-
cissa indica o numero de imagens das quais foram coletadas as configuracoes.
A ordenada correspondente a ¢ é a quantidade de novas configuracgoes distintas
observadas em (X;,Y;) em relacdo as configuracoes distintas observadas em

(X1, V)5 (Xion, Yic) 1

4. vinterv : define o(s) intervalo(s) de inicializagao do algoritmo de aprendizado ISI.

e Entrada:
— tipo de intervalo desejado : [@, W] ou [{o}, W]

— especificacao de janela

e Saida:

— especificacao de intervalo

O intervalo [(), W] corresponde aos operadores i.t. localmente definidos por
W gerais, e o intervalo [{o}, W] corresponde aos operadores i.t. localmente
definidos por W e anti-extensivos (pois todos os intervalo que caracterizam
um operador i.t. anti-extensivo estao contidos em [{o}, W]).

5. vxpl : gera uma tabela de mintermos a partir de uma tabela de exemplos.

e Entrada :

— tabela de exemplos

— critério de selecao (0 < oy < 1)

— critério de decisao (0 < ay < 1, agao)
e Saida :

— tabela com mintermos
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O critério de selecao pode ser usado para rejeitar configuragoes pouco frequentes.
Se fo(x) + fi(x) < oy entdo a configuragdo = nao serd inserida na tabela de

mintermos.

O critério de decisao é utilizado para decidir se uma dada configuracao é

positiva ou negativa.
_sefo>f16%>agentéoh(:p):0;
r)=1;

—sef1>foeﬁ£LZagentéoh(

r)+f1(z)
h(zx)=1  seacao = positivo
- caso contrario { h(x) =0  se acdo = negativo
rejeita caso contrario

6. vlearn : realiza a minimizacio a partir dos mintermos, utilizando o algoritmo ISI.

e Entrada :
— tabela de mintermos
— tipo do algoritmo (ISI-0, ISI-1, ISI-2, ISI-3)
e Saida :
— base 6tima reduxida (ou sub-6tima) - implicantes primos essenciais
— base completa (opcional para ISI-0 e ISI-1) - implicantes primos

— relatério (opcional)

8.2.2 Modulo de Aplicagao

O médulo de aplicacao corresponde a implementacao do operador gerado pelo sistema,
utilizando elementos da toolbox Mmach.

1. vunisup : realiza a aplicacio do resultado do aprendizado (unido de sup-geradoras).
Este programa utiliza algumas rotinas da “toolbox” MMach.

e Entrada :
— base de um operador (B)

— imagem bindria (X)

e Saida:

— resultado da aplicagao do operador sobre a imagem (¢(.X))

Calcula ¢(X) = U{)\E/ZLB)(X) : [A, B] € B}.
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8.2.3 Moddulo de Ferramentas Auxiliares

Médulo de ferramentas auxiliares sao programas que facilitam a andlise de dados obtidas
durante o processo de treinamento.

1. vdspbas : mostra os elementos de uma base.

e Entrada :
— base de um operador

— quantidade de elementos para serem mostrados

e Saida:

— formato geométrico dos elementos da base

Um elemento A € W ¢ codificado e gravado em notacao hexadecimal. A seguir
mostramos a codificacao dos elemento de uma base, onde W é um quadrado
3 x 3, e sua respectiva forma geométrica exibida por vdspbas.

BASE 9 4

WINSPEC 5 5 9
739c0

10 100

10 40

10

10 1

VISUALIZATION OF BASIS
Total of base elements = 4

000 111

1) 010 111
000 11
000

2) 010 111
000 11
000

3) 010 111



116 Capitulo 8. Implementacoes

000 011
4) 010 111
000 111

2. vdspcfg : mostra os exemplos de treinamento coletados por vpat! ou vnpat.
e Entrada :
— tabela de exemplos
— quantidade de elementos para serem mostrados

e Saida:

— formato geométrico dos elementos da tabela de exemplos

3. vdspxpl : mostra a configuracio associada aos mintermos gerados por vapl.

e Entrada :
— tabela de mintermos

— quantidade de mintermos para serem mostrados

e Saida:

— formato geométrico dos mintermos

4. vmerge : realiza a uniao de duas tabelas de exemplos.
e Entrada :

— duas tabelas de exemplos

e Saida:

— uniao das duas tabelas de exemplos

5. vhist : cria histograma associado a uma tabela de exemplos.

e Entrada :

— tabela de exemplos

e Saida:

— histograma correspondente a tabela de exemplos.

Este programa ordena os exemplos da tabela de exemplos por frequéncia, e gera
um conjunto de dados que representam o grafico da distribuicao de exemplos.
Estes dados podem ser visualizados através de uma das opcoes do CANTATA
(ver figura 8.2).
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L Y-

Figura 8.2: Histograma da distribui¢ao de exemplos.

8.3 Estrutura Basica

Para implementar a estrutura basica do sistema, os programas listados acima devem ser
convenientemente “ligados”, conforme ilustra a figura 8.3. As imagens de treinamento
(X,Y) e a especificacao de uma janela devem alimentar o programa vpat! (ou vnpat), que
realiza a coleta de exemplos. O programa vzpl decide qual das configuracoes coletadas
serao positivos e quais serao negativos de acordo com um critério de decisao especificado
pelo usuario. O resultado do aprendizado, gerado pelo programa vlearn, é a base do
operador estimado. Para aplicar este operador, este deve alimentar o programa vunisup
juntamente com uma imagem Z que se deseja processar.

8.4 Estrutura Sequencial

A implementacao sequencial da estrutura basica sera denominada estrutura sequencial.
Do ponto de vista tedrico, a estrutura sequiencial corresponde a composi¢ao de operadores e
do ponto de vista pratico corresponde a um processo sucessivo de refinamento do resultado

obtido.

Sejam [y, I3, ..., I, conjuntos de indices disjuntos 2 a 2 e sejam {X; : ¢ € [;}, j €
{1,..,n} e {Y; : © € [;} colegoes de realizacdes dos conjuntos aleatérios X e Y res-
pectivamente, isto é, (X, Y;) sdo imagens de treinamento. Suponha que as imagens das
colecoes correspondentes a [ sao utilizados para aprender um operador ;. Os pares do
tipo (¢1(X:),Y:), ¢ € I, podem ser utilizados para treinar um segundo operador 12, que
age como um filtro sobre (). Os pares (¥2(¢1(X;)),Y;:), ¢ € I3, podem ser utilizados
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decisao

Coleta de Exemplos minimizagao Aplicacao

Figura 8.3: Estrutura basica.

para treinar 3 e assim sucessivamente. Esta dinamica determina a estrutura sequencial
do sistema e o numero de operadores treinados determina o niumero de estagios da estru-
tura. O operador final ¥ apos n estagios é o operador obtido a partir da composicao dos
n operadores aprendidos, isto é, ¢ = 1, - - - Ya1)y.

Para implementar a estrutura seqiiencial, nao necessitamos de nenhum programa adi-
cional, pois basta utilizarmos repetidas vezes a estrutura basica descrita na se¢ao anterior.

[lustramos na figura 8.4 a implementacao de uma estrutura sequencial. O numero de
estagios de um treinamento nesta estrutura nao pode ser pré-estabelecido; ele depende de
uma série de fatores como por exemplo a caracteristica das imagens, o tamanho da janela
do primeiro estagio, entre outros, conforme verificamos experimentalmente (capitulo 10).

Os operadores gerados pela estrutura basica do sistema possuem uma representacao es-
tritamente paralela (uniao de sup-geradoras), enquanto os gerados pela estrutura seqiiencial
possuem uma estrutura paralelo-seqiiencial (composicao de operadores, cada qual repre-
sentados por uma uniao de sup-geradoras).

A utilizagao deste sistema envolve varias questoes como a escolha da janela e critério de
decisdo, entre outras questoes ja mencionadas nos capitulos anteriores. Nos préximos dois
capitulos apresentaremos varios exemplos de aplicacao deste sistema, tentando inclusive
abordar estas questoes.
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G |y
]

vlearn ———

vwin vitrv

oy vunisup
r vpat [ vxpl —L
vlearn ——— 1)

|

Figura 8.4: Estrutura seqiiencial com 2 estagios.

vwin vitrv
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Capitulo 9

Alguns Exemplos de Aplicacao do
Sistema

Neste capitulo apresentaremos uma série de exemplos de aplicacoes do sistema descrito no
capitulo 7, cuja implementacao foi realizada conforme descri¢ao apresentada no capitulo 8.

Esta série de exemplos ilustra a qualidade de “abrangéncia”, citada como uma das
caracteristicas desejaveis em um sistema para programacao automatica de MMach’s, isto
é, o sistema pode ser utilizado para resolver varios tipos de problemas no dominio das
imagens bindrias.

Em cada um dos exemplos, apresentaremos os experimentos realizados através de uma
tabela que descreve o tamanho da janela, o nimero de exemplos coletados (m), o ndimero
de exemplos distintos na amostra coletada (exemplos distintos), o nimero de exemplos con-
traditérios distintos observados na amostra coletada (exemplos contraditorios), o nimero
de exemplos negativos distintos (exemplos negativos), o numero de exemplos positivos
distintos (exemplos positivos), o algoritmo de aprendizado utilizado (algoritmo), o tempo
gasto pelo algoritmo de aprendizado (tempo), o nimero maximo de intervalos simultaneos
na memodria durante a execucdo do algoritmo de aprendizado (memdria) e o tamanho
da base obtida (base). O tempo de processamento é descrito em termos de horas(h),
minutos(m) e segundos(s).

9.1 Reconhecimento de Pontos Extremos

Neste exemplo, o objetivo consiste em identificar os pontos extremos de segmentos de reta,
cuja expessura ¢ de 1 pixel, sem levar em consideracao a inclinacao dos mesmos. Este
tipo de operacao pode ser util, por exemplo, para identificar pontos de conexao em placas
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de circuitos elétricos, medir o comprimento de um objeto a partir do seu esqueleto, etc.

9.1.1 Pontos Extremos de Segmentos de Retas

As imagens de treinamento devem expressar a idéia da operacao desejada. Neste sentido,
elas podem ser bastante simples desde que contenham informagoes (exemplos) relevantes
como ilustram as imagens da figura 9.1.

™,

Figura 9.1: Imagens de treinamento relativos ao reconhecimento de pontos extremos de
segmentos de reta - dimensao da imagem 64 x 64 pixels.

Utilizamos as imagens da figura 9.1 para realizar o treinamento, conforme descricao
da tabela 9.1. Os elementos da base obtida, listados a seguir, foram aplicados sobre a

Parametro valor ou medida
janela 3 x3
m 3,844
exemplos distintos 94
exemplos contraditérios 0
exemplos negativos 88
exemplos positivos 6
algoritmo I51-3
tempo 0.6s
memoria 16
base 4

Tabela 9.1: Experimento relativo a extracao de bordas.

imagem da figura 9.2a e o resultado obtido € ilustrado na figura 9.2b.

A B
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0 0 0
010 110
0 0 0
0 0 010
010 0 1
0 0 0

0 0 000
010 010
0 0 101
0 0 1 1
010 010
0 0 000

a b
Figura 9.2: Resultado relativo a extracao de pontos extremos - dimensao da imagem
64 x 64 pixels.

Observe que todos os pontos extremos, e somente os pontos extremos, foram extraidos.
Este é um exemplo nos quais as amostras de treinamento sao consistentes, e portanto ela
recai no modelo PAC bésico. A funcao de perda utilizada é o MAE.

9.2 Extracao de Bordas

Em uma imagem binaria, um ponto é considerado ponto de borda se possui pelo menos
um ponto vizinho com valor distinto dele. O conjunto de pontos de borda que pertencem
(estao contidos) nos objetos da imagem formam as bordas internas e as outras formam as
bordas externas. A operacao de extracao de bordas pode ser util para estabelecer o limite
de cada objeto na imagem, classificar os objetos quanto a sua forma, etc.
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Realizamos dois experimentos no que diz respeito a extracao de bordas internas, com
o intuito de ilustrar a importancia de riqueza de informacoes nas imagens de treinamento.

9.2.1 Primeiro Experimento

Consideramos inicialmente o experimento realizado com as imagens de treinamento ilus-
tradas na figura 9.3 :

| [

Figura 9.3: Imagens de treinamento para o primeiro experimento relativo a extracao de
bordas - dimensao da imagem 64 x 64 pixels.

A tabela 9.2 descreve o experimento realizado com as imagens de treinamento da

figura 9.3.

Parametro valor ou medida
janela 3 x3
m 3,844
exemplos distintos 26
exemplos contraditérios 0
exemplos negativos 18
exemplos positivos 8
algoritmo I51-3
tempo 0.5s
memoria 10
base 2

Tabela 9.2: Primeiro experimento relativo a extracao de bordas.

Foi obtida uma base (base 1) de 2 elementos, listados a seguir :
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000 110
000 011
2) 010 111
000 111

9.2.2 Segundo Experimento

Em um segundo experimento de extracao de bordas, utilizamos um outro par de imagens
de treinamento, ilustrados na figura 9.4. Note que hd um maior niumero (variagao) de
exemplos em relacdao ao primeiro experimento.

® N ¢ O

Figura 9.4: Imagens de treinamento para o segundo experimeto relativo a extracao de
bordas - dimensao da imagem 64 x 64 pixels.

A tabela 9.3 descreve o segundo experimento realizado.

Parametro valor ou medida
janela 3 x3
m 3,844
exemplos distintos 46
exemplos contraditérios 0
exemplos negativos 22
exemplos positivos 24
Jalgoritmo I51-3
tempo 0.5s
memoria 10
base 4

Tabela 9.3: Segundo experimento relativo a extracao de bordas.

Foi obtida uma base (base 2) com 4 elementos, listados a seguir :
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1) 010

2) 010

3) 0

=
(@]
=
=
=

4) 010

Aplicamos as bases 1 e 2 sobre a imagem da figura 9.5a e obtivemos, respectivamente,
as imagens ilustradas nas figuras 9.5b e 9.5c.

Observe que a base do segundo experimento fornece um resultado perfeito (figura 9.5c),
enquanto que a base do primeiro experimento apresenta pequenas falhas (ndo reconhe-
ceu todos os pontos de borda - figura 9.5b). Esta diferenga nos resultados é devido a
expressividade dos exemplos contidos nas imagens de treinamento, ou seja, quanto mais
expressivos (no sentido de representar bem a operagao desejada) forem as imagens de
treinamento, melhor é o resultado final.
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Figura 9.5: Resultado relativo a extracao de bordas - dimensao da imagem 256 x 256
pixels.



128 Capitulo 9. Alguns Exemplos de Aplicacao do Sistema
9.3 Restauracao

A restauracao de imagens corrompidas por ruidos é um problema amplamente pesquisado
([GW92, Hal79]). Dougherty, por exemplo, dedicou especial atencao ao projeto de filtros
6timos (veja capitulo 4). Realizamos alguns experimentos para restauracdo de imagens
com ruidos puntuais de distribui¢ao uniforme. Para podermos aplicar o método de apren-
dizado proposto sobre problemas de restauracao, é necessario que a imagem a ser filtrada
possua uma distribuicao homogénea. A condicao de estacionaridade é fundamental para
conseguirmos bons resultados utilizando operadores invariantes por translacao.

A funcao de perda que deve ser utilizada nos problemas de restauracao ¢ o MAE.

9.3.1 Filtragem de Ruidos sobre Listras

O primeiro experimento é semelhante ao apresentado por Dougherty em [Dou92a). Cria-
mos uma imagem listrada (figura 9.6b) e adicionamos ruidos aditivos e subtrativos pun-
tuais de distribui¢ao uniforme, de densidade 5%, conforme ilustra a figura 9.6.

|
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Figura 9.6: Imagens de treinamento relativo a filtragem de ruido sobre listras - dimensao

— -

da imagem 64 x 64 pixels.

O treinamento realizado sobre estas imagens é descrito na tabela 9.4.

A base obtida, com 5 elementos, foi aplicada sobre a imagem da figura 9.7a, que
consiste da mesma imagem usada no treinamento, a menos dos ruidos (de mesma distri-
buicao) que foram gerados novamente. O resultado obtido estd ilustrado na figura 9.7b.
Desconsiderando os pontos da primeira linha e coluna e tltima linha e coluna (que sofrem
efeitos de borda) o operador errou em apenas dois pixels.
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Parametro valor ou medida
janela 3 x3
m 3,844
exemplos distintos 119
exemplos conflitantes 1
exemplos negativos 56
exemplos positivos 63
algoritmo I51-3
tempo 0.7s
memoria 12
base 5
Tabela 9.4: Experimento relativo a filtragem de ruido - dimensao da imagem 64 x 64
pixels.
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Figura 9.7: Resultado da filtragem de ruido sobre listras.
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9.3.2 Filtragem de Ruidos sobre Caracteres

Neste experimento, consideramos um trecho de texto capturado diretamente do monitor de
video. Sobre a imagem assim obtida, adicionamos ruidos aditivos e subtrativos puntuais,
de distribuicao uniforme e densidade 5%, conforme ilustra a figura 9.8.

ABEHPFEHIl ABCDEFGHIJ
EhMNﬂPQRE KLMNOPQRS
fTquzwyhgﬁf TUVXZWY
abcdefgh:jﬁlm, abedefghijklm
nnpqrsstuirxzwﬁf NOPQrstuviIwy

Figura 9.8: Imagens de treinamento relativo a filtragem de ruido sobre letras - dimensao
da imagem 140 x 179 pixels.

Realizamos dois experimentos sobre dois pares de imagens de treinamento, variando
apenas o tamanho da janela, conforme descrevemos nas tabelas 9.5 e 9.6.

Parametro valor ou medida
janela 3 x3
m 48,852
exemplos distintos 482
exemplos contraditérios 174
exemplos negativos 247
exemplos positivos 222
algoritmo I51-3
tempo 0.95s
memoria 48
base 28

Tabela 9.5: Primeiro experimento relativo a filtragem de ruido sobre letras.

O primeiro treinamento resultou em uma base de 28 elementos e o segundo em uma
de 245 elementos. Os resultados da aplicacao destas bases sobre a imagem da figura 9.9a
sao ilustrados respectivamente nas figuras 9.9b e 9.9c. O resultado referente a janela
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Parametro valor ou medida
janela 5 X5
m 47,600
exemplos distintos 12,847
exemplos contraditérios 26
exemplos negativos 9,490
exemplos positivos 3,341
algoritmo I51-3
tempo 10m49s
memoria 1,080
base 245

Tabela 9.6: Segundo experimento relativo a filtragem de ruido sobre letras.

3 x 3 parece, aparentemente, melhor do que o referente a janela 5 x 5, o que contradiz o
resultado esperado. Porém, se analisarmos a quantidade de exemplos distintos nos dois
casos, podemos constatar que : no caso da janela 3 x 3 observamos 482 exemplos distintos
em 2% = 512 possiveis, ou seja, mais de 94%; no caso da janela 5 x 5, observamos 12, 847
em 2%° = 33,554,432 possiveis, ou seja, menos de 1%. Portanto, a probabilidade de uma
configuracao nao observada no treinamento ser observada na aplicacao é muito maior no
caso da janela 5 x 5.

Aplicamos estas duas bases sobre a imagem usada no treinamento e os resultados
obtidos sao mostrados na figura 9.10. Em situacoes nos quais os exemplos nao sao con-
traditérios o resultado assim obtido deve ser perfeito, uma vez que o operador aprendido
deve ser consistente com os exemplos de treinamento. Entretanto, quando ha contradigoes
nos exemplos, o operador é consistente com a decisao tomada. Os resultados relativos as
janela 3 x 3 e 5 x 5 sao apresentados, respectivamente, nas figuras 9.10a e 9.10b. O re-
sultado referente a janela 5 x 5 é melhor que o referente a janela 3 x 3, uma vez que a
amostra referente a primeira contém menos exemplos contraditérios.
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CABCDE FGHH
EKLMMﬂPQB
SRUNK WL
_j-f;:abrﬂefghl‘]k]m

Figura 9.9: Resultado da filtragem de ruido sobre letras - dimensao da imagem 140 x 179
pixels.

Figura 9.10: Aplicagao sobre imagem de treinamento - dimensao da imagem 140 x 179
pixels.

'.-,i-nnpqrﬁtﬂvxzw;

ABCDE FGHIJS
HLMH{JPQRH
TUVIZWY
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NCpQretuvyzIwy

b

ABE‘D FGHIJ
K LMNUFQR:::-
TUYXNZWY
ahrdefghljl‘l'm

nepgretuyizwy

ABCDEFGHLIJS
HELMNOPQRS

TUVEZWY
abedefghijklm

nopqretuvyzIwy

C

a

ABCDEFGHIJ
KLMNOPQRS
TUVXZWY
abedefghijklm

NOpPYrestuviiwy

b
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9.4 Restauracao e Extracao

Nesta secao apresentaremos exemplos de aplicacdao combinada, isto é, a aplicacao do
sistema para resolver problemas que consistem da combinacao de dois problemas basicos.

9.4.1 Extracao de Bordas de Imagens com Ruido

Suponha que desejamos extrair a borda (contorno) das figuras de uma determinada ima-
gem (este problema foi ilustrado na secao 9.2). Vamos supor também que estas imagens
foram corrompidas por algum tipo de ruido. Nesta situacdao, o problema combina dois
casos basicos : extracao de bordas e restauracao.

Considere os dois pares de imagens de treinamento, ilustrados na figura 9.11. Os
ruidos, aditivos e subtrativos, sao de distribuicao uniforme e de densidade 5%.

- J o

Figura 9.11: Imagens de treinamento relativo a restauracao e extragao de bordas - di-
mensao da imagem 128 x 128 e 256 x 256 pixels, respectivamente.
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A tabela 9.7 descreve o experimento realizado a partir das imagens de treinamento
ilustrados na figura 9.11.

Parametro valor ou medida
janela 3 x3
m 80,392
exemplos distintos 378
exemplos contraditérios 91
exemplos negativos 293
exemplos positivos 85
algoritmo I51-3
tempo 1.5s
memoria 289
base 29

Tabela 9.7: Experimento relativo a filtragem e extracao de bordas.

Na figura 9.12 mostramos o teste realizado com a base obtida, sobre uma outra imagem
com as mesmas caracteristicas da imagem utilizada no treinamento.
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Figura 9.12: Resultado da filtragem e extracao de bordas - dimensao da imagem 256 x 256

pixels.
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9.5 Reconhecimento de Textura

Uma textura é caracterizada pela repeticao de um determinado padrao. Por exemplo,
uma area preenchida com linhas horizontais paralelas e equidistantes entre si, ou uma
area preenchida com linhas horizontais e verticais, ou areas preenchidas com bolinhas,
listras, pontilhados ou pequenos padroes geométricos, caracterizam varias texturas. Estas
texturas sao importantes, por exemplo, para demarcar diferentes regices (baseadas em
divisao politica, tipo de solo, condi¢des sécio-econdomicas, entre outros) em uma figura de

um mapa, para distinguir diferentes elementos em um grafico, etc.

Em processamento de imagens, a analise de texturas permite reconhecer regioes de
interesse tais como areas de cultivo de determinado produto agricola em imagens obtidas
por satélites.

Neste exemplo ilustramos a aplicacao do sistema para reconhecimento de texturas.
Utilizamos uma parte de uma imagem (figura 9.13) para realizar o treinamento do operador
e em seguida aplicamos o operador aprendido sobre a imagem inteira (figura 9.14). A
tabela 9.8 descreve o treinamento realizado a partir das imagens ilustradas na figura 9.13.
O resultado obtido esta ilustrado na figura 9.15.

Parametro valor ou medida
janela 5 X5
m 90,216
exemplos distintos 5,098
exemplos contraditérios 19
exemplos negativos 5,024
exemplos positivos 74
algoritmo I51-3
tempo 0.79s
memoria 64
base 12

Tabela 9.8: Experimento relativo ao

reconheciemnto de texturas.
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Figura 9.13: Imagens de treinamento para reconhecimento de textura - dimensao da ima-

gem 256 x 362 pixels.
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Figura 9.14: Imagem para testar operador de reconhecimento de textura - dimensao da
imagem 512 x 512 pixels.
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Resultado relativo ao reconhecimento de textura - dimensao da imagem

512 x 512 pixels.

Figura 9.15:
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9.6 Localizagao de Cédigo de Barras

Em algumas aplicacoes de processamento de imagens, o primeiro processamento consiste
em isolar a area de interesse numa imagem. Por exemplo, se a aplicacao é o reconhecimento
automatico de CEP nos envelopes, é desejavel que o reconhecedor seja capaz de localizar
a regiao no envelope que contém o CEP, para, a partir dele, passar para o processo de
reconhecimento do CEP propriamente dito. O mesmo vale para problemas de autenticacao
de assinaturas de um documento, leitura de cédigo de barras, etc.

Estamos interessados em localizar uma subregiao da imagem que corresponde a area
que contém um codigo de barras. Dependendo do tipo de documento, para que as carac-
teristicas que distinguem o cédigo de barras de outros elementos no documento nao seja
perdido, muitas vezes é necessario adquirir a imagem em alta resolucao (o que aumenta o
tamanho da imagem).

A figura 9.16 ilustra uma imagem correspondente a um documento contendo um cédigo
de barras. A dimensao original, 1,772 x 799, pixels foi reduzida para 768 x 370 para poder
ser ilustrada neste texto.

Para aplicar o processo de aprendizado neste caso, o tamanho da janela deve ser grande,
o que pode nao ser viavel na pratica. Por outro lado, reduzir a escala da imagem nao
representa uma boa alternativa pois este procedimento deforma as figuras presentes na
imagem.

A abordagem encontrada para este caso consiste em realizarmos um pré-processamento
na escala original da imagem (resolucdo alta). Com a aplicacdo de uma seqiiéncia de
operadores denominados fechamentos (isto ¢, dilatagao seguida de erosao) sobre a imagem
original, foi possivel gerar imagens como a ilustrada do lado esquerdo na figura 9.17.
Observe que nessa imagem, muitos elementos sofreram deformacoes, inclusive o codigo de
barras. Porém a informacao principal, a area que contém o cédigo de barras, é preservada.

A tabela 9.9 descreve o experimento realizado com as imagens de treinamento ilustra-
dos na figura 9.17 e a figura 9.18 mostra, respectivamente, a imagem no qual a base foi
aplicada, e o resultado obtido.
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Parametro valor ou medida
janela 11 x 11
m 20,764
exemplos distintos 13,067
exemplos contraditérios 0
exemplos negativos 11,659
exemplos positivos 1,408
algoritmo I51-3
tempo 1m28s
base 23

Tabela 9.9: Experimento relativo a localizacao de cddigo de barras.
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Figura 9.16: Imagem utilizada para localiza

pixels.
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Figura 9.17: Imagens de treinamento relativos a localizacao de cddigo de barras - dimensao

da imagem 202 x 98 pixels.
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Figura 9.18: Resultado da localizacao de codigo de barras.
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9.7 Identificacao de Fissuras em Metais

O problema de identificacao de fissuras em imagens microscopicas de metais é um problema
classico ([Sch89]). As fissuras sdo caracterizadas por regides desconexas entre os filamentos
observaveis nas imagens, como a ilustrada na figura 9.19. Tal estudo permite, por exemplo,
avaliar a resisténcia de um metal.

Ak

\

Figura 9.19: Imagem de metal - dimensao da imagem 250 x 250 pixels.

Se considerarmos este problema no contexto de aprendizado proposto, realizar o trei-
namento na escala original da imagem requer uma janela relativamente grande, dadas as
caracteristicas dos objetos na imagem. Realizamos alguns testes, porém nenhum resultado
satisfatorio foi obtido, uma vez que a tnica imagem disponivel era esta, e o nimero de
exemplos é muito pequeno relativamente ao tamanho da janela utilizada.

Uma abordagem encontrada foi a realizacao de um pré-processamento na escala original
da imagem, seguida de reducao de escala, sobre o qual foi realizado o treinamento. O pré-
processamento consistiu de algumas transformacgoes na imagem original, para alargar os
espacos existentes entre as pontas dos filamentos, de forma a evitar que dois filamentos
separados se unissem ao se reduzir a escala da imagem. A figura 9.20 mostra as imagens
de treinamento, com escala reduzida.

A tabela 9.10 descreve o experimento realizado com as imagens de treinamento ilus-
trados na figura 9.20.
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Figura 9.20: Imagens de treinamento relativos a identificagao de fissuras em metais.

Parametro valor ou medida
janela 5 X5
m 7,260
exemplos distintos 3,812
exemplos contraditérios 65
exemplos negativos 3,519
exemplos positivos 293
algoritmo I51-3
tempo 30s
base 127

Tabela 9.10: Experimento relativo a identificacao de fissuras em metais.

Na figura 9.21 mostramos a imagem no qual foi aplicado a base obtida, o resultado
obtido, e a sobreposicao das duas.



146 Capitulo 9. Alguns Exemplos de Aplicacao do Sistema

,,-"" ;.-l'j' .rﬂ" .I"
f N T
A .
e
w ot .1:"'..
Syl
r » __.-—'“ I:-"': -
a _ _ b
5 ;"f _ﬂ" I
f SR L
¥ b WY
<
W AR .1:"'..
N
: it N *"': 5
C

Figura 9.21: Resultado relativo a identificagao de fissuras em metais.
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9.8 Reconhecimento de Padroes

Os problemas de reconhecimento de padroes sao problemas classicos. Existem varias
técnicas utilizadas para resolver estes problemas ([GW92, TG74]). Encontramos alguns
trabalhos como [DH73] e [TG74] que apresentam alguns métodos de reconhecimento au-
tomatico de padroes baseado, por exemplo, em funcoes de decisao.

9.8.1 Introducao

Um padrao pode ser uma estrutura, uma propriedade, um comportamento, uma forma
ou aspecto que caracterizam elementos dentro de um determinado contexto. Uma vez
que existam padroes suficientes para caracterizar os diversos elementos do contexto, o
desafio que se segue é o reconhecimento de elementos de interesse pela observacao de
padroes que os caracterizam. Em analise de imagens, os padroes mais comuns sao formas
ou texturas. Existem varias aplicagoes, tais como, o reconhecimento de células doentes
em funcao de seu tamanho anormal, ou o reconhecimento de areas que representam a
plantacao de determinado produto agricola baseado na textura observada em imagens de
satélites, o reconhecimento de letras ‘a’ em um texto baseado estritamente no seu formato,
o reconhecimento de defeitos em produtos numa linha de producao, etc.

Nesta sec¢ao, formalizaremos os problemas de reconhecimento de padroes que sao ba-
seados em analise de formas dentro do contexto da MM.

Um padrao 7 em E é uma colecao de subconjuntos de £. Um elemento X € T é
denominado um elemento de padrao 7.

O problema de reconhecimento de padroes pode ser formulado da seguinte forma.

Seja I um conjunto de indices e seja {7; : ¢« € [} uma colecao de padroes tal que
T:NT, =0 parai # j, 1,7 € I. O problema de reconhecimento de padroes pode ser
formulado através da seguinte pergunta : dado um elemento X € J{7; : ¢ € I}, a qual
dos padroes pertence X 7

Uma colecao de operadores i.t. localmente definidos {¢; € Wy, : ¢ € [, W, C E} tal
que para qualquer i, 1 € I, 1; satisfaz

Vi(X)£0, VX eT;

Vi(X) =0, VX e{T;:jel,j#i}
pode ser utilizada para resolver este problema.

O operador v¥; é denominado marcador do padrao 7; e é localmente definido pela
janela W;. A menor janela W; que satisfaz as condicoes acima determina a dimensao do
problema de reconhecimento do padrao 7;.
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Observe que todos os marcadores sao operadores anti-extensivos. Portanto, quando
consideramos o problema no contexto de aprendizado, pode-se utilizar o intervalo [{o}, W]
para inicializar o algoritmo de aprendizado ISI. A funcao de perda para os problemas de
reconhecimento de padroes é dado por

0 seh(z)=b=0,
lh(l',b):{() se h(zr)=b=1leplb=1/z)=1

1 caso contrario
O critério de decisao que minimiza a perda de (x,b) é dado por
h(:z;):{l seb=1lepb=1/z)=1

(0 caso contrario

9.8.2 Reconhecimento de Digitos

Neste experimento, geramos digitos de 0 a 9, em 10 fontes distintas, conforme ilustra a
figura 9.22. Selecionamos manualmente todos os digitos 8 desta imagem (figura 9.23) e
efetuamos o treinamento sobre este par de imagens. O objetivo é obter um marcador para
os digitos 8, ou seja, reconhecer os padroes que caracterizam os digitos 8.

1234567890
123456782910

12 3456 788 0

1 2 3 4 5 6 7T 8 9 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
12 3 4 5 6 7 8 9 0
1 2 3 4 5 6 7 § 9 0
1 2 3 4 5 6 7T § 9 0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

Figura 9.22: Imagem com digitos de “0” a “9”.

A tabela 9.11 descreve o experimento realizado utilizando-se uma janela 3 x 3.
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&
8
8
8
8
8
8
5
8

Figura 9.23: Imagem apenas com os digitos “8”.

A base obtida, com 7 elementos, foi aplicada sobre a mesma imagem de treinamento e
resultou nos marcadores (pontos pretos, sobrepostos sobre a imagem na qual foi aplicada)

expressos na imagem da figura 9.24.
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Parametro valor ou medida
janela 3 x3
m 168, 345
exemplos distintos 268
exemplos contraditérios 80
exemplos negativos 257
exemplos positivos 11
algoritmo I51-3
tempo 0.8s
memoria 16
base 7

Tabela 9.11: Reconhecimento de digitos - janela 3 x 3.

Figura 9.24: Marcadores obtidos com uma janela 3 x 3.
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Observe que este operador nao foi capaz de reconhecer todos os digitos 8 (Deixou
de marcar os digitos “8” das linhas 1, 6 e 9). Isto indica-nos que o tamanho da janela
considerada nao foi suficiente para o problema considerado. Portanto, realizamos um
outro experimento com uma janela maior, conforme descrevemos na tabela 9.12.

Parametro valor ou medida
janela 4 x3
m 167,910
exemplos distintos 756
exemplos contraditorios 124
exemplos negativos 719
exemplos positivos 37
algoritmo I51-3
tempo 0.81s
memoria 35
base 24

Tabela 9.12: Reconhecimento de digitos - janela 4 x 3.

Para o experimento com a janela 4 x 3 foi obtida uma base maior, com 24 elementos
e, conforme ilustra a figura 9.25, a janela foi suficiente para gerar marcadores para todos
os digitos 8.

A reconstrugao (veja, por exemplo, [BB94], pagina 139) da imagem através dos marca-
dores obtidos extrai todos os digitos marcados, desde que os digitos nao estejam conexos
uns aos outros. A figura 9.26 mostra a sobreposi¢ao da imagem reconstruida sobre a
imagem original.

Obviamente, ao se aplicar o operador aprendido sobre a prépria imagem de treinamento
o resultado obtido deve ser perfeito no caso em que nao ha exemplos contraditorios na
amostra. Entretanto, quando a janela nao é suficientemente grande para caracterizar
determinados padroes de interesse, existem exemplos contraditérios, e portanto o resultado
nao ¢é perfeito. A medida que se aumenta o tamanho da janela, o nimero de exemplos
contraditérios tende a diminuir e, consequentemente, o resultado aproxima-se do ideal.
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e

Figura 9.25: Marcadores obtidos com uma janela 4 x 3.

&
8
8
8
8
8
8
8
8

Figura 9.26: Reconstrucao a partir dos marcadores obtidos com uma janela 4 x 3.



9.8. Reconhecimento de Padroes 153

9.8.3 Reconhecimento de Letras

Neste exemplo consideramos trechos de texto capturados do monitor de video. O treina-

mento foi realizado sobre as imagens da figura 9.27. Este exemplo ilustra uma aplicacao

(A

do sistema para o reconhecimento de letras “a” minusculas.

ABCDEFGHIJ
KLMNOPQRS
TUVEZWY

abedefghijklm a

NOpPpqretuvizIwy

Figura 9.27: Imagens de treinamento para o reconhecimento de letra “a”.

A tabela 9.13 descreve o treinamento realizado.

Parametro valor ou medida
janela 3 x3
m 24,426
exemplos distintos 273
exemplos contraditérios 25
exemplos negativos 271
exemplos positivos 2
algoritmo I51-3
tempo 0.8s
memoria 14
base 2

Tabela 9.13: Reconhecimento de letras “a”.

A base obtida, com 2 elementos, conforme relacao a seguir, foi aplicada sobre a ima-
gem da figura 9.28a e os marcadores obtidos foram sobrepostos a imagem original (fi-
gura 9.28b). A reconstrucdo a partir dos marcadores foi sobreposta sobre a imagem
original para melhor visualizarmos o resultado final, na figura 9.28c.

1 110 111
1) 0 2) 110 110
1 001 101

O = O
O O O

101
011
111
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CHARLES BABBAGE Everyone from bankers to navegators de-
pended on mathematical tables during the Industrial Revolution.
However, these hand-calculated tables were usually full of erros. Af-
ter discovering that his own tables were riddled with mistakes.
Charles Babbage envisioned a steam powered differential engine and
then an analytical engine that would perform tedious calculations ac-
curately.

b
a a4 a
a 4 4a a a
a a4 a a a
a a a
a a a a ‘a a a
4 4a a a a a4 a a

C

Figura 9.28: Resultado relativo ao reconhecimento de letras “a”.




Capitulo 10

Reconhecimento de Caracteres
Impressos

O reconhecimento de caracteres impressos é uma atividade importante pois permite que
textos impressos (livros, documentos, enciclopédias) possam ser codificados de modo a
serem armazenados em um meio mais compacto (tais como fitas e discos magnéticos
ou discos 6ticos) e possam ser manipulados eficientemente através de véarios recursos de
computacao disponiveis.

O problema de reconhecimento de caracteres impressos é mais complexo do que muitos
exemplos tratados no capitulo anterior, pois o processo de aquisicao de imagens esta sujeito
a alguns tipos de ruido.

10.1 Reconhecimento de Caracteres Impressos

Realizamos varios experimentos de reconhecimento de caracteres impressos de dois livros
velhos, escritos em portugués (veja também [BTdST96]). Para entendermos os tipos
de ruidos envolvidos no problema, descrevemos inicialmente o processo de aquisicao de
imagens.

10.1.1 Coleta de imagens

Foram geradas as imagens correspondentes a 15 paginas escolhidas aleatoriamente de cada
um dos livros, a partir de um digitalizador éptico (“scanner”). Utilizamos a resolucao de
200 dpi (pontos por polegada). As imagens obtidas em niveis de cinza foram segmentadas
por operadores morfoldgicos para transformé-las em imagens binarias (na qual os pixels

155
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de valor 1 correspondem aos caracteres e os de valor 0 correspondem ao fundo da imagem).
Estas imagens foram ainda reduzidas em sua escala para 50% da sua dimensao original.
Portanto estao envolvidos trés tipos de ruido neste processo : 1) durante a digitalizacao,
2) na segmentacao e 3) na reducao de escala.

As figuras 10.1, 10.2 e 10.3 ilustram as imagens envolvidas neste processo. A figura 10.1
corresponde a imagem obtida pelo digitalizador éptico, a figura 10.2 corresponde a seg-
mentacao da primeira e a figura 10.3 corresponde a imagem segmentada reduzida.

42

cesso cristdo a anu
jeto ou, mais conc
tamente apreciada,
vigoroso. O sacri
-se a servico da dq
gicamente, tem poj
gos vinculos, alcar

Figura 10.1: Imagem capturado por um digitalizador 6ptico.

De cada imagem segmentada foram extraidas manualmente (através de um editor de
imagens) todas as ocorréncias de letras “a” e letras “s” mindsculas. As 15 paginas foram
separadas em dois grupos : imagens de treinamento e imagens de validagao. As imagens
de treinamento foram utilizadas para realizar o treinamento e as imagens de validagao
foram utilizadas para avaliar a precisao do operador aprendido. Todos os treinamentos

foram realizados sobre as imagens reduzidas.
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42

cesso cristio a anul
jeto ou, mais concr
tamente apreciada,
vigoroso. O sacrif;
-se a servico da do
gicamente, tem por
gos vinculos, alcang

Figura 10.2: Imagem segmentada.

10.1.2 Descricao dos Resultados Obtidos

A seguir apresentamos duas tabelas, tabelas 10.1 e 10.2, que descrevem, respectivamente,

varios experimentos realizados para o reconhecimento das letras “s” e “a” do livro 1.

Cada uma das linhas das tabelas 10.1 e 10.2 correspondem a um experimento. Em cada
uma destas tabelas janela indica as dimensoes da janela utilizada; Numero de exemplos
indica o tamanho da amostra de treinamento (independente de exemplos repetidos); tipo do
algoritmo indica a variante do algoritmo ISI utilizado; Tamanho da base indica o tamanho
da base do operador aprendido; tempo de treinamento indica o tempo de processamento
do algoritmo ISI, dado em termos de horas (h), minutos (m) e segundos (s); erro relativo
indica a porcentagem de erros cometido pelo operador aprendido.

Os exemplos contraditérios foram todos considerados negativos. O erro relativo foi
calculado sobre as imagens de validacao, levando-se em conta dois tipos de erro : erro
por falta e erro por excesso. Os erros por falta sao caracterizados quando o operador
aprendido nao marca uma letra que deveria ser reconhecida e os erros por excesso sao
caracterizados quando o operador marca uma letra que nao corresponde a letra que deveria
ser reconhecida. O erro relativo é a proporcao da soma destes dois tipos de erro em relacao
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42

cessc cristao a anu
jetc oun, meis coner
taments aprecipda,
vigoruso. O sacrf
& @ servigo da do
Ficaments, tem por
gos vieculos, alean

Figura 10.3: Imagem reduzida em escala.

ao total de caracteres sobre as quais foram aplicadas a validacao.

numero de

tamanho

janela tipo do tempo de erro
exemplos | algoritmo | da base | treinamento | relativo (%)
5 xH 270,267 I51-2 1,560 5h20m 6.2
5 xH 79,049 I51-3 416 20mbH3s 7.66
X7 79,040 I51-2 1,348 1h46m 14.85
X7 79,040 I51-3 284 25m 5.12
Tabela 10.1: Experimentos para o reconhecimento da letra “s” no livro 1.

Em relacao a estes experimentos, observamos claramente que o nimero de exemplos
considerado no treinamento afeta diretamente a qualidade do resultado final (veja linhas
1, 2 e 4 na tabela 10.2). Entretanto, quanto maior o nimero de exemplos de treinamento,
maior é o tempo gasto pelo algoritmo de aprendizado (linhas 1, 2 e 4 da tabela 10.2).
Portanto, aumentar indiscriminadamente o nimero de exemplos nao parece ser uma boa
solucao para melhorar o resultado. Além disso, pode-se observar nas linhas 1 e 2 da
tabela 10.1 que o ganho relativo em se aumentar o nimero de exemplos nao é muito

significativo.

Podemos observar também, nas linhas 2 e 4 da tabela 10.1, ou linhas 2 e 6 ou 3 e 5 da
tabela 10.2, que nao ha uma relacao evidente entre o tamanho da janela e o erro relativo.

Além disso, conforme vimos no capitulo 6, as variantes do algoritmo ISI produzem
bases de tamanho diferente para uma mesma amostra de treinamento (basicamente diferem
quanto a atribuicdo de valor aos don’t cares). Conseqlientemente, o resultado final relativo
aos operadores gerados por diferentes algoritmos podem diferir, como podemos verificar



10.1.

Reconhecimento de Caracteres Impressos

159

janela | numero de | tipo de | tamanho | tempo de erro
exemplos | algoritmo | da base | treinamento | relativo (%)
Tx 7| 270,192 I51-2 5,059 267h12m 15.5
X7 79,040 I51-2 2,311 19h20m 25.56
X7 79,040 I51-3 644 2h47m28s 10.4
X7 37,201 I51-2 1,447 5h18m 35.31
9x9 79,019 I51-3 551 3h45m 12.75
9x9 79,019 I51-2 2,798 14h42m 31.45

Tabela 10.2: Experimentos para o reconhecimento da letra “a” no livro 1.

nas linhas 3 e 4 da tabela 10.1 ou nas linhas 2 e 3 ou linhas 5 e 6 da tabela 10.2.

10.1.3 Experimentos com Multiplos Estagios de Treinamento

Nos experimentos da secao anterior, notamos que quase todos os erros verificados sao
erros por excesso. Ou seja, muitos caracteres que nao deveriam ser reconhecidos foram
marcados. Esta observacao, sugeriu-nos a aplicacao da estrutura sequencial do sistema,
descrita no capitulo 8. Neste caso, um segundo operador seria aprendido a partir das
imagens transformadas pelo primeiro operador. Este segundo operador age como uma
espécie de filtro, cuja finalidade é refinar o resultado anterior. Esta mesma idéia pode
ser aplicada sucessivamente até que alguma estabilidade seja atingida. O nimero de

treinamentos realizados determina o numero de estagios do experimento.

As tabelas 10.3 e 10.4 descrevem resultados referentes a varios experimentos realizados
com treinamento de multiplos estagios. A coluna janela no estdgio 1 indica o tamanho da
janela utilizada no primeiro estagio; numero total de exemplos indica a soma do nimero
total de exemplos utilizados (sem levar as repeticoes em consideragao); nimero de estigios
indica o numero de estiagios do treinamento; tamanho total da base indica a soma do tama-
nho das bases; tempo total de treinamento indica a soma do tempo total de treinamento;
erro relativo indica o erro relativo do resultado final.

O conjunto de imagens de treinamento foi subdividido em grupos, de modo que as
imagens utilizadas em um estagio de treinamento nao fossem mais utilizadas nos demais
estagios. O tamanho da janela foi reduzido por 2 pontos, tanto na largura como na altura,
de um estagio para o estagio subsequente. Em todos os treinamentos dos experimentos
com multiplos estagios foi utilizado o algoritmo ISI-3.

Os experimentos com treinamentos de multiplo estagio permitiram-nos observar alguns
resultados interessantes.
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janela no | numero total | niumero de | tamanho total | tempo total erro
estagio 1 | de exemplos | estagios da base de treinamento | relativo (%)

5 x5h 79,049 1 416 20mbH3s 7.66
5 x5h 86,111 2 429 20mbH4s 1.31
7Tx 7 79,040 1 284 24m31s 5.12
7Tx 7 83,237 2 354 24m49s 0.49
7Tx 7 87,288 3 388 24mb0s 0.35

Tabela 10.3: Reconhecimento da letra “s” no livro 1 - treinamento de multiplos estagios.

tamanho total

janela no | numero total | nimero de tempo total erro

estagio 1 | de exemplos | estagios da base treinamento | relativo (%)
7Tx 7 79,040 1 644 2h47m28s 10.4
7Tx 7 88,333 2 726 2h47mb5s 1.38
7Tx 7 96,532 3 762 2h47mb6s 0.50
9x9 79,019 1 551 3h45m 12.75
9x9 88,275 2 700 3h47mbH2s 0.80
9x9 96,121 3 760 3h48m13s 0.47
9x9 103,530 4 781 3h48m14s 0.38

Tabela 10.4: Reconhecimento da letra “a” no livro 1 - treinamento com multiplos estagios.

Observamos inicialmente que ha uma consideravel reducao do erro relativo do trei-
namento de 1 estiagio para o de 2 estdgios (compare figuras 10.4 e 10.5'), enquanto o
acréscimo no tempo de treinamento e no tamanho da base nao é significativo relativa-
mente a esta reducao. Uma explicacao informal para este fato pode ser expressa através
do proximo paragrafo.

Apods a aplicagao do primeiro operador (aprendido no primeiro estégio de treinamento),
observa-se que a imagem resultante possui uma concentracao de marcas sobre a letra-alvo
(aqueles que devem ser reconhecidos) e alguns marcadores esparsos (erros por excesso)
sobre as demais letras (veja figura 10.4). Nota-se que, embora a forma da letra-alvo nem
sempre se preserve apos a aplicacao do operador, esta concentracao de pontos é suficiente
para distinguir as letras-alvo das demais. O segundo operador (obtido do treinamento
realizado no segundo estagio) age como um filtro sobre esta imagem, eliminando a maior

Nestas figuras, a parte preta representa os marcadores (isto &, o resultado do operador aprendido. Os
marcadores foram sobrepostos sobre a imagem anterior a transformacao.
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T3

Figura 10.4: Resultado do primeiro estagio.

1a

Figura 10.5: Resultado do segundo estagio.
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parte dos marcadores esparsos. A partir do terceiro estdagio, esta caracteristica ja nao
¢é mais tao acentuada, provavelmente porque o numero de pontos esparsos foi reduzido
significativamente pelo segundo operador.

Experimentos com o segundo livro mostraram que a partir de um determinado estagio,
os erros por falta comecam a ser superiores aos erros por excesso. Este fato impde um
limite na aplicacao sequencial deste método.

Estas observacoes sugerem que as aplicacoes sucessivas de estagios de treinamento
fazem o erro por excesso decrescer até um ponto de equilibrio no qual o erro relativo
atinge o minimo, e a partir deste ponto os estagios subsequentes comecam a adicionar
erros por falta, acarretando o crecimento do erro relativo.

Uma outra observacao, diz respeito ao tamanho da janela utilizada no primeiro estagio
de treinamento. Pelas linhas 2 e 4 da tabela 10.3 ou linhas 2 e 5 da tabela 10.4 verifica-
se que o tamanho da janela utilizada no primeiro estagio esta diretamente associado a
qualidade do resultado final.
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As figura 10.6 mostra o resultado dos trés estagios de treinamento, referentes ao livro

1, iniciados com uma janela 7 x 7 para o reconhecimento da letra
numero de marcadores diminui de um estagio para outro.

2 A
d a

d

u‘-

ra
L]

3
il

13}
a

. Observe que o

Figura 10.6: Os trés estagios de reconhecimento de letras “a” do livro 1.
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A figura 10.7 mostra o resultado dos quatro estagios (iniciados com uma janela 9 x 9),

referente ao livro 1, para reconhecimento da letra “a”.

L LA

B

- d e
I rd
A A, A
& oA B
2 =

Figura 10.7: Os quatro estagios de reconhecimento de letras “a” do livro 1.

2
o ck ri
! A, A
g.A A
L o
L Al 0
1 P
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A figura 10.8 mostra o resultado dos trés estagios, iniciados com uma janela 7 x 7,
referente ao livro 2, para reconhecimento da letra “a”.

3

Figura 10.8: Os trés estagios de reconhecimento de letras “a” do livro 2.
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A figura 10.9 mostra o resultado dos quatro estdgios 9iniciados com uma janela 9 x 9),
referente ao livro 2, para reconhecimento da letra “a”.

. a a b
a e a6

o

4

Figura 10.9: Os quatro estagios de reconhecimento de letras “a” do livro 2.
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A figura 10.10 mostra o resultado do primeiro e terceiro estagios de treinamento,
iniciados com uma janela 7 x 7, referentes ao livro 2, para reconhecimento da letra “s”.

'n
(¥,
w

A
it
4w

o EoL

=y
S

Figura 10.10: Resultado dos estagios 1 e 3 para reconhecimento de letras do livro 2.
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10.2 Analise dos Resultados

Apesar da existéncia de certas limitacoes (como o tempo de treinamento necessario),
os resultados obtidos sao bastante encorajadores. Além disso, a aplicacao da estrutura
sequencial mostrou-se um alternativa viavel para contornar esta limitagao, oferecendo
um resultado melhor, sem no entanto aumentar demasiadamente o numero de exemplos de
treinamento. Sem o uso da estrutura seqiiencial, o mesmo resultado sé poderia ser atingido
com um conjunto de exemplos de treinamento muito maior. Verificamos, no entanto que,
para se obter algum ganho significativo no resultado, a quantidade de exemplos adicionais
necessarios pode ser extremamente alta.

Outra vantagem da aplicacao sequencial é que ela gera os operadores numa forma
sequencial, ou seja, uma frase mais curta do que a gerada pelo treinamento de um tunico
operador (com maior nimero de exemplos).

Uma outra questao que merece ser analisada esta relacionada ao nimero de exemplos
utilizados nos treinamentos. Podemos dizer que os resultados obtidos (mais de 99.5%
de acerto) sao excepcionais. No entanto, observamos uma distancia significativa entre o
limite tedrico (mg) e o nimero real utilizado. Para termos uma idéia desta distancia,
analisemos o caso de uma janela 7 x 7, para ¢ = § = 0.25, utilizando o limite tedrico para
o modelo PAC basico. O limite tedrico neste caso é dado por

m(8,€) = —=In(—=) ~ 10"

enquanto que para um experimento utilizando m = 270,000 obtivemos a mesma precisao.

Acreditamos que esta distancia pode estar relacionada com o fato de estarmos consi-
, . L. 9lwl .. ~
derando, para o calculo do limite tedrico, todas as 2 possiveis configuracoes, quando
na pratica as configuracoes observadas por uma janela estao restritos a um suconjunto
A C P(W). Neste caso, o tamanho do espago de hipdteses seria dado por 2.

No entanto, modelar o contexto no qual se encontram as configuragoes nao € sim-
ples.Neste ponto, parece-nos que os “random sets” sao recursos importantes.

A conclusao que podemos extrair dos experimentos realizados é que a abordagem con-
siderada representa uma forma soélida e abrangente para a resolucao de varios problemas
de processamento de imagens binarias.

Paralelamente, verificamos que existem muitas questoes que ainda nao podem ser
respondidas pois necessitam de investigacoes mais profundas. Abordaremos estas questoes
na conclusao deste texto.
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Conclusao

11.1 Um Apanhado Geral

Com base no fato de que, quando restritos ao dominio das imagens binarias, varios pro-
blemas de analise de imagens podem ser resolvidos usando a MM para subconjuntos e,
em particular, por uma classe formada por aqueles que sao invariantes por translagao e
localmente definidos por uma janela W, estudamos a sua decomposicao canodnica e in-
vestigamos sua relacao com o conjunto das funcoes Booleanas de n variaveis onde n é a
cardinalidade da janela W (capitulo 3).

Face a dificuldade de geracao ou criacao de um operador morfolégico adequado para re-
solver um determinado problema, sugerimos um modelo para programacao automatica de
MMach’s, isto é, um modelo para geragao automatica de operadores morfoldgicos binarios
(capitulo 7), com base no Teorema da Decomposicao Canonica da MM e em modelos de
aprendizado computacional (capitulo 5).

Nesta modelagem, tivemos a preocupacao de criar uma estrutura “formalmente com-
pleta” e 1util do ponto de vista de um usuario pouco familiarizado com os resultados
teoricos. A parte formal da estrutura estd solidamente baseada nos resultados da MM, no
modelo de aprendizado “PAC” e suas extensoes, no fato da existéncia de isomorfismo entre
o reticulado dos operadores morfologicos binéarios e o reticulado das funcoes Booleanas e
na modelagem do dominio das imagens por “random sets”. Os elementos formais garan-
tem as qualidades “abrangéncia”, “precisao” e “formalismo” ao modelo. Por outro lado,
a forma pela qual o problema que se deseja resolver é especificada no modelo, garante-lhe
a “facilidade de uso”.

Dois pontos foram importantes para o sucesso deste trabalho. O primeiro foi a abor-
dagem na qual inserimos o problema de programacao automatica dentro do contexto de
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aprendizado!. O segundo, foi o desenvolvimento de um algoritmo de aprendizado “efi-
ciente”. Esse algoritmo (ISI), que também pode ser utilizado para minimizacao de fungoes
Booleanas a partir de sua forma canonica, nao foi encontrado na literatura consultada e
mostra-se muito melhor que outros algoritmos classicos, quando a funcao Booleana possui
muitos “don’t cares”.

Podemos dizer que este é um trabalho bastante completo, que envolveu estudos tedricos
(Morfologia Matematica, Random Sets, Estimacao Estatistica, Algoritmos, PAC Lear-
ning), modelagem de um sistema, implementacao (deste modelo como um sistema com-
putacional - toolbox PAC), aplicagdes (utilizacdo deste sistema para resolver problemas
reais) e analise dos resultados. Os varios experimentos realizados permitiram verificar
resultados altamente positivos e animadores (capitulo 9 e 10).

No capitulo 4 apresentamos os trabalhos realizados por Dougherty para estimacao de
filtros morfolégicos 6timos. Embora nosso trabalho apresente alguns pontos em comum
com o trabalho de Dougherty, destacamos que é mais geral pois :

e inserimos a estimacao do operador dentro do contexto de aprendizado PAC;

e as aplicacoes nao sao restritas a problemas de restauracao. Consideramos todos os
operadores i.t. localmente definidos e variadas aplicacoes (capitulos 9 e 10);

e utilizamos o conceito de funcao de perda, para caracterizar o erro de um operador
(Dougherty utiliza somente o MAE);

e utilizamos o algoritmo ISI para calcular a base, que é muito melhor que o algoritmo
QM para diversos casos reais.

Um ponto delicado quando a escolha do operador étimo é realizado a partir de amostras
é que nao sabemos determinar a sua “qualidade”, pelo fato deste ter sido obtido a partir
de uma distribuicao de probabilidade estimada. O mérito da insercao do problema de
estimacao no contexto de aprendizado PAC é que ele possui bases tedricas solidas para
formalizar e tratar esta questao, ainda que os valores tedricos nele estabelecidos sejam
diferentes daqueles que observamos na pratica.

11.2 Futuras Consideracoes

Acreditamos que este trabalho vem reforcar ainda mais as evidéncias de que a MM é
uma poderosa ferramenta para tratamento de imagens e que pode ser aplicada inclusive a
problemas classicamente abordados por redes neurais, como reconhecimento de caracteres.

!Esta abordagem ¢é inédita.
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De fato, o nosso trabalho aponta a MM como uma alternativa para as redes neurais
supervisionadas ([Has95]).

Certamente existem varios pontos citados neste trabalho que ainda merecem um estudo
mais profundo. A seguir procuraremos analisar varios destes pontos e indicar algumas
investigacoes que podem ser realizadas em relacao a cada um deles.

Nao existe ainda nenhum critério conhecido para escolha do tamanho ideal de janela.
Também nao existe nenhum estudo sobre a influéncia do tamanho da janela (considerada
no treinamento) sobre a qualidade do resultado final.

Intuitivamente, parece-nos que este estudo relaciona-se diretamente com o estudo do
dominio das imagens, ou seja, das caracteristicas das imagens. Um recurso que possibilita
a modelagem do dominio das imagens sao os “random sets”, que inserem as imagens e 0s
operadores morfolégicos no contexto estatistico.

Os experimentos indicam que a modelagem do dominio das imagens podera também
ser investigada para reduzir o espaco de busca dos operadores. Como o conhecimento
sobre o dominio das imagens pode ser inserido analiticamente no contexto formal dos
operadores 7

Nesta mesma linha de questionamento, certas propriedades dos operadores implicam
a simplificacdo da sua decomposi¢ao (como o caso dos operadores crescentes). Quais
outras propriedades acarretam simplificacoes na férmula de decomposicao dos operadores
7 Sera possivel combinar duas propriedades e simplificar ainda mais a decomposicao
7 Se existirem respostas afirmativas a estas questoes, provavelmente isto implicara uma
reducao no espaco de busca. Ainda no caso afirmativo, de que modo as eventuais formas
simplificadas poderao ser inseridas no contexto de aprendizado ?

Em relacao ao algoritmo ISI, utilizado para o aprendizado de funcoes Booleanas, um
grande desafio consiste em investigar a sua complexidade de tempo e espaco. Uma outra
questao que também merece ser investigada no tocante a este algoritmo e a de suas
variantes é o comportamento dos mesmos em relacao ao tratamento de “don’t cares”.
Ou seja, de que maneira eles diferem em se tratando de atribuicao de valores aos “don’t
cares” 7 Este estudo pode ser importante para determinar quais das variantes devem ser
utilizadas em um determinado processo de aprendizado. E melhor aquele que atribui valor
1 ao menor nimero possivel de “don’t cares” 7 Ou é melhor aquele que atribui valor 1
aos “don’t cares” que sao “parecidos” com os exemplos positivos 7

Quanto ao processo de aprendizado, uma incégnita é o valor de my, isto é, o nimero de
exemplos de treinamento necessarios para garantir um “bom resultado”. Verificamos nos
experimentos que, os limites tedricos conhecidos para mg parecem ser muito superiores
em relacao aos valores experimentados na pratica. Isto sugere a necessidade de uma maior
investigacao para determinar um limite mais justo.

Outra questao intrigante sao os treinamentos de miiltiplos estagios, que parece ser um



172 Capitulo 11. Conclusao

campo fértil de pesquisa, com interessantes aplicagdes em problemas de classificacao.

Finalizamos este texto com esta série de perguntas. Para responder estas questoes,
parece-nos que varias teorias tais como MM, teoria das probabilidades, “Random Sets”,
complexidade de algoritmos, teoria de aprendizado computacional, entre outros devem ser
estudados com maior profundidade e conjugados entre si.
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