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ResumoA Teoria de Morfologia Matem�atica (MM), restrita ao dom��nio do reticuladoBooleano das partes de um conjunto, pode ser utilizada para modelar trans-forma�c~oes de imagens bin�arias.Os operadores da MM podem ser encarados como frases de uma linguagem for-mal, denominada Linguagem Morfol�ogica, cujo vocabul�ario consiste dos ope-radores elementares da MM (eros~ao e dilata�c~ao) e das opera�c~oes de interse�c~ao,uni~ao e complementa�c~ao de conjuntos.Estas frases, quando implementadas emm�aquinas especiais denominadas M�aquinasMorfol�ogicas, de�nem programas que podem ser utilizados para resolver pro-blemas de Processamento de Imagens.Entretanto, a programa�c~ao de m�aquinas morfol�ogicas requer experiência emprocessamento de imagens e conhecimentos te�oricos profundos em MM.Este trabalho apresenta uma metodologia para programa�c~ao autom�atica dem�aquinas morfol�ogicas bin�arias baseada em processos de aprendizado PAC.Os processos de aprendizado s~ao aqueles nos quais um sistema \aprende" umconceito desconhecido a partir de exemplos que o caracterizam.Em nosso contexto, os conceitos s~ao os operadores morfol�ogicos e os exemplosque os caracterizam s~ao pares de imagens representando a imagem anterior eposterior a uma determinada transforma�c~ao desejada.Um sistema computacional foi implementado com base na metodologia estu-dada e utilizado para aprender operadores que resolvem v�arios problemas deProcessamento de Imagens.Este trabalho apresenta tamb�em algumas contribui�c~oes originais como : ainser�c~ao do problema de programa�c~ao autom�atica de m�aquinas morfol�ogicasdentro do contexto de aprendizado computacional e a introdu�c~ao de um novoalgoritmo de aprendizado que pode tamb�em ser utilizado para a minimiza�c~aode fun�c~oes Booleanas.



AbstractThe theory of Mathematical Morphology (MM), restricted to the domain ofBoolean complete lattice of subsets, can be used to model mappings betweenbinary images.The operators of MM can be viewed as expressions of a formal language, de-nominated Morphological Language, whose vocabulary is composed by theelementary operators (erosion and dilation), and by the set operations (inter-section, union and complementation).These expressions, when implemented on special machines, called Morpho-logical Machines, de�ne programs that can be used to solve Image Analysisproblems.However, the design of these programs is not an elementary task in most cases.This thesis presents a methodology for automatic programming of binary mor-phological machines based on PAC learning processes. The learning processesare those in which a system \learns" an unknown concept from examples.In our context, the concepts are the morphological operators and the examplesare pairs of input-output images representing a desired transformation.A computational system based on the proposed methodology has been imple-mented and used to learn operators in order to solve several kinds of real ImageAnalysisproblems.This thesis also presents some original contributions such as : the insertion ofautomatic programming of morphological machines in the context of machinelearning and the introduction of a new learning algorithm which can be alsoused to minimize Boolean functions.
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Cap��tulo 1Introdu�c~ao1.1 Processamento de ImagensAs imagens encontram-se presentes em v�arios locais sob diversas formas tais como nasfotogra�as, nos v��deos das TVs, nas telas de cinema, em quadros de museus, em esbo�cosde cavernas, na mem�oria humana ou at�e mesmo em sonhos. Como objeto de estudo, elaspodem ser observadas e analisadas sob os mais variados pontos de vista, desde o art��sticoat�e o �los�o�co.Iniciamos este texto focalizando nossa aten�c~ao para um desses aspectos em especial :a utiliza�c~ao de imagens na resolu�c~ao de problemas do dia-a-dia. Mostramos, nos seguintesexemplos, algumas atividades nas quais as imagens s~ao utilizadas para a resolu�c~ao dealgum problema real.� Na �area m�edica, as imagens obtidas por raio-X, tomogra�a ou ressonância magn�eticapodem ser utilizadas para detec�c~ao de fraturas ou les~oes e ajudam umm�edico a emitirum diagn�ostico mais preciso.� As imagens obtidas por sat�elites s~ao utilizadas para estima�c~ao do volume da safraagr��cola de uma determinada regi~ao, ou ainda, para detec�c~ao de �areas de desmata-mento em meio �as orestas. Elas podem tamb�em ser utilizadas para previs~ao detempo, an�alise de vegeta�c~oes e estudo da topogra�a da superf��cie terrestre.� Em aplica�c~oes militares, as imagens s~ao utilizadas, por exemplo, para reconheci-mento de alvos tais como instala�c~oes militares, portos, aeroportos, movimenta�caodas tropas, etc.� Em biologia e bioqu��mica, utilizam-se imagens para an�alise de amostras. S~ao comunsas tarefas de classi�ca�c~ao de c�elulas e outros elementos com caracter��sticas pr�e-1



2 Cap��tulo 1. Introdu�c~aoestabelecidas a partir de suas imagens. A an�alise, classi�ca�c~ao e identi�ca�c~ao deDNA tamb�em pode ser realizada a partir de imagens.� A an�alise de materiais tais como gr~aos, metais e rochas �e �util para medir a suaresistência ou avaliar o seu grau de pureza. Muitas destas an�alises s~ao realizadas apartir das imagens de amostras destes materiais.Em todas as atividades citadas acima, existe um processo de aquisi�c~ao de imagensatrav�es de algum mecanismo de captura (câmeras fotogr�a�cas, câmera de v��deo, sensores,lentes, etc). Estas imagens adquiridas podem ser representadas atrav�es de um conjuntoadequado de dados e posteriormente visualizados, por exemplo, em uma tela de v��deo.Neste texto, a palavra imagem �e utilizada tanto para referir-se a este conjunto de dadoscomo para a visualiza�c~ao do mesmo. Qualquer opera�c~ao de manipula�c~ao, tranforma�c~aoou extra�c~ao de informa�c~oes das imagens �e denominado genericamente de processamentode imagem.Apesar da importância das imagens para a resolu�c~ao de v�arios problemas, a enormequantidade de dados a serem processados, ou a m�a qualidade das imagens, ou a pr�opriadi�culdade inerente �a tarefa que se deseja realizar tornam o processamento manual deimagens uma tarefa dif��cil.Com o desenvolvimento da tecnologia, principalmente dos computadores, as pesquisasna �area de processamento sistem�atico e autom�atico de imagens ganharam impulso a partirda d�ecada de sessenta . A �area de pesquisa denominada Processamento Digital deImagens estuda t�ecnicas de processamento de imagens por computador.Para serem processadas em computador, as imagens devem estar em formato digital(i.e. discreto). As imagens capturadas em formato anal�ogico (isto �e, cont��nuo), devemser transformadas para o formato digital. Esta transforma�c~ao envolve um processo deamostragem e quantiza�c~ao (para maiores informa�c~oes, consulte por exemplo [GW92]).As imagens digitais podem ser bin�arias (caracterizadas por apenas duas cores, preto ebranco, que indicam, respectivamente, o objeto e o fundo, como na �gura 1.1a), em n��veisde cinza (com determinado n�umero de tons de cinza, como na �gura 1.1b) ou coloridas.A imagem da �gura 1.1a foi obtida a partir da segmenta�c~ao1 da imagem da �gura 1.1b.No in��cio da d�ecada de sessenta, a NASA2 iniciou as primeiras pesquisas nesta �areaatrav�es de um projeto que visava a melhoria da qualidade de imagens obtidas por sondasespaciais.1segmenta�c~ao refere-se a um processo que separa objetos (i.e., as letras em preto) do fundo (i.e.,da parte mais clara da �gura). Em particular, uma das t�ecnicas de segmenta�c~ao mais conhecidas �edenominada \thresholding".2NASA - National Aeronautics and Space Administration - �e um �org~ao do governo americano que,entre outras coisas, realiza pesquisas de explora�c~ao espacial.



1.1. Processamento de Imagens 3
a bFigura 1.1: Imagem (a) bin�aria e (b) em n��veis de cinza.No �nal dessa mesma d�ecada, a aplica�c~ao estendeu-se para a �area m�edica, quandocome�caram a ser processadas as imagens obtidas por raio-X. Na d�ecada de setenta, sur-giram aplica�c~oes sobre imagens obtidas por sat�elites, tais como a an�alise da produ�c~aoagr��cola e sistemas para previs~ao de tempo.No �nal da d�ecada de setenta, na �area de microbiologia passaram a ser realizadasdetec�c~ao, contagem e classi�ca�c~ao autom�atica de c�elulas baseadas em processamento deimagens por computador. Nas d�ecadas de oitenta e noventa, come�caram a surgir outrasaplica�c~oes mais so�sticadas como a tomogra�a computadorizada e a t�ecnica de ressonânciamagn�etica na �area m�edica, e os sistemas baseados em vis~ao computacional para controlede processos de produ�c~ao na �area industrial.O processamento de imagens por computador, al�em de agilizar o processamento em si,contribuiu para o desenvolvimento de v�arias t�ecnicas e para a diversi�ca�c~ao das aplica�c~oes.Uma boa introdu�c~ao a estas t�ecnicas e �a �area de Processamento Digital de Imagens emgeral podem ser encontradas em algumas referências como [GW92], [Pra91] e [Ros69].As opera�c~oes realizadas em processamento de imagens podem ser classi�cadas emgrupos, de acordo com as suas �nalidades. Apresentamos a seguir uma breve descri�c~aoda classi�ca�c~ao de�nida por G.A.Baxes em [Bax94] :� \Enhancement" : Este grupo designa as opera�c~oes cujo objetivo �e a melhoria daqualidade visual das imagens. Em geral, estas opera�c~oes correspondem a um pr�e-processamento para facilitar ou permitir uma opera�c~ao posterior. Alguns exemplosde \enhancement" bastante comuns s~ao o ajuste das cores, brilho e contraste, e



4 Cap��tulo 1. Introdu�c~aorealce dos elementos presentes nas imagens.� Restaura�c~ao : Tamb�em consistem de opera�c~oes que visam melhorar a qualidade daimagem. Por�em, neste caso sup~oe-se que s~ao conhecidas as origens das degrada�c~oesque se desejam corrigir.Por exemplo, v�arias imagens obtidas por sat�elites apresentam ru��dos inerentes aoprocesso de aquisi�c~ao como as distor�c~oes geom�etricas decorrentes do ângulo dascâmeras. A restaura�c~ao tem como objetivo eliminar estes ru��dos.� An�alise de Imagens : s~ao opera�c~oes que visam a extra�c~ao de informa�c~oes tais comomedidas, estat��sticas e classi�ca�c~ao de objetos a partir das imagens.Algumas tarefas relacionadas ao processamento de imagens quando consideradasjuntamente com o contexto no qual est~ao inseridas assumem aspectos diferenciadose podem ser encaradas como problemas distintos uns dos outros. Por exemplo, iden-ti�car c�elulas de diâmetro superior a um dado valor em uma imagem miscrosc�opica�e diferente de detectar objetos com comprimento maior que uma dada medida numalinha de produ�c~ao de uma f�abrica. Da mesma forma, reconhecer letras `a' em umtrecho de texto �e diferente de reconhecer objetos com formas arredondadas emmeio aobjetos quadriculados. Por�em, quando consideradas em um contexto mais abstrato,as tarefas do primeiro exemplo podem ser encaradas como um problema de extra�c~aode medidas seguida de uma classi�ca�c~ao e, as tarefas do segundo exemplo, como umproblema de reconhecimento de padr~oes. A an�alise de imagens estuda meios para aresolu�c~ao destas tarefas neste contexto abstrato. Entre algumas opera�c~oes cl�assicasem an�alise de imagens podemos citar a segmenta�c~ao e o reconhecimento de padr~oes.� Compress~ao de Imagens : Quando uma imagem digital �e criada, uma enorme quan-tidade de dados s~ao gerados, muitas vezes comprometendo o armazenamento, trans-porte e processamento dos mesmos. Em compress~ao de imagens estudam-se meiospara reduzir a quantidade de dados necess�aria para representar uma imagem, semperda de informa�c~oes.� S��ntese de Imagens : s~ao opera�c~oes que criam imagens a partir de outras imagensou a partir de dados que n~ao s~ao imagens. Por exemplo, as imagens obtidas portomogra�a s~ao reconstitu��das a partir de m�ultiplas proje�c~oes.Cada um destes grupos cont�em uma diversidade de problemas e uma diversidade aindamaior de t�ecnicas para a resolu�c~ao dos mesmos. Entre as v�arias t�ecnicas para resolverestes problemas, uma abordagem conhecida por Morfologia Matem�atica vem merecendodestaque recentemente (veja [Ser82], [HSZ87]).



1.2. Morfologia Matem�atica 51.2 Morfologia Matem�aticaOs estudos que originaram a teoria de Morfologia Matem�atica (MM) tiveram in��cio emmeados da d�ecada de sessenta, na �Ecole Nationale Superi�eure des Mines de Paris, emFontainebleau. L�a, George Matheron e Jean Serra lideravam um grupo que estudava aextra�c~ao de informa�c~oes de imagens a partir de transforma�c~oes de formas. O estudo ori-ginal realizado por Matheron consistia em analisar as estruturas geom�etricas das imagensmicrosc�opicas de amostras de metais e rochas, e relacion�a-los com as propriedades f��sicasdestes materiais.As referidas transforma�c~oes eram realizadas atrav�es de dois operadores elementaresdenominados dilata�c~ao e eros~ao, criados, respectivamente, a partir da no�c~ao de soma esubtra�c~ao de Minkowski ([Min03] e [Had50, Had57]). Estes operadores eram parametri-zados por elementos estruturantes, isto �e, conjuntos cuja fun�c~ao consistia em fazer umasondagem local numa vizinhan�ca de cada ponto da imagem.As aplica�c~oes destes operadores elementares permitiram veri�car que a combina�c~aodestes resultava em operadores interessantes, os quais poderiam ainda ser combinados en-tre si para gerar operadores mais complexos. Veri�cou-se mais tarde que estes operadoreseram estruturados sobre os reticulados completos.Estas observa�c~oes conduziram os pesquisadores aos resultados te�oricos que foram ini-cialmente formalizados para o reticulado dos subconjuntos, abrangendo o dom��nio dasimagens bin�arias. Posteriormente, os mesmos resultados foram estendidos para o reticu-lado das fun�c~oes (que s~ao utilizados para modelar o tratamento de imagens em n��veis decinza) e, em seguida, para o dom��nio dos reticulados completos quaisquer.O ponto central da MM �e a decomposi�c~ao de quaisquer operadores de�nidos entredois reticulados completos em termos de operadores elementares. Os primeiros resultadosrelacionados �a decomposi�c~ao de operadores foram apresentados por Matheron, em 1975([Mat75]). O Teorema de Representa�c~ao de Matheron estabelece que qualquer operadorentre dois reticulados Booleanos, invariante por transla�c~ao (i.e, que n~ao depende da loca-liza�c~ao) e crescente (i.e., que preserva a rela�c~ao de ordem entre os reticulados), pode serexpresso como o supremo de um conjunto de eros~oes, ou dualmente, como o ��n�mo de umconjunto de dilata�c~oes.O Teorema da Decomposi�c~ao Canônica, devido a Banon e Barrera, generaliza esseteorema para quaisquer operadores entre dois reticulados completos ([BB93]). Segundoeste teorema, um operador pode ser expresso como o supremo de um conjunto de ��n�mosentre uma eros~ao e outro operador elementar denominado anti-dilata�c~ao, ou dualmente,como o��n�mo de um conjunto de supremos entre uma dilata�c~ao e outro operador elementardenominado anti-eros~ao.Os principais conceitos daMM, que formam a base desta teoria, encontram-se reunidos



6 Cap��tulo 1. Introdu�c~aoem três livros, [Mat75], [Ser82] e [Ser88], hoje considerados cl�assicos nesta �area.1.3 M�aquinas Morfol�ogicasA caracter��stica de decomposi�c~ao dos operadores citada acima permite que a MM possaser interpretada como uma Linguagem Formal, na qual o vocabul�ario �e formado pelosoperadores elementares (eros~ao, dilata�c~ao, anti-eros~ao e anti-dilata�c~ao) e as opera�c~oes desupremo e ��n�mo ([BB92]). Em outras palavras, qualquer operador da MM pode serrepresentado atrav�es de uma frase desta linguagem.Para de�nirmos uma linguagem formal, necessitamos de�nir uma gram�atica, ou seja,as regras de deriva�c~ao das frases na linguagem, e uma semântica, isto �e um modelo de in-terpreta�c~ao das frases desta linguagem. Uma gram�atica e uma semântica para a linguagemformal considerada, que denominaremos Linguagem Morfol�ogica (LM), s~ao apresentadas,por exemplo, em [BB94], cap��tulo 8.O estudo das linguagens formais compreende uma outra teoria, que deixaremos deabordar neste texto. Deve �car claro, entretanto, que as frases da LM correspondem atodas as poss��veis decomposi�c~oes dos operadores da MM (uma destas poss��veis decom-posi�c~oes �e a decomposi�c~ao canônica).A LM �e uma linguagem completa (isto �e, qualquer operador da MM pode ser repre-sentado por uma frase da LM ) e expressiva (isto �e, com relativamente poucas palavrasda LM podem-se expressar v�arios operadores interessantes da MM ).Portanto, o trabalho de resolver um problema de processamento de imagens pode serencarado igualmente como o trabalho de encontrar uma frase da LM que aplicada sobreuma imagem realiza a sua transforma�c~ao conforme o processamento desejado.O mecanismo que possibilita a aplica�c~ao das frases morfol�ogicas sobre as imagens s~aoconhecidas como m�aquinas morfol�ogicas (MMach's). Uma MMach �e uma implementa�c~aoparticular da LM, isto �e, �e um hardware ou um software capaz de processar qualquerfrase desta linguagem (em outras palavras, capaz de calcular e�cientemente as eros~oes,dilata�c~oes, anti-eros~oes, anti-dilata�c~oes, supremos e ��n�mos). A implementa�c~ao de umafrase em uma MMach �e denominada programa.O esquema da �gura 1.2 ilustra a rela�c~ao entre os elementos citados acima.1.4 Como Programar uma M�aquina Morfol�ogica ?Em termos pr�aticos, a resolu�c~ao de problemas relacionados ao processamento de imagens,utilizando ferramentas da MM, corresponde a programar uma MMach. Mas, como se



1.4. Como Programar uma M�aquina Morfol�ogica ? 7....................................................................................................................................................................................................................................
Resolver um problema de an'alise de imagens usando MM
Implementar a frase da LM como um programa da MMachIdenti�car o operador morfol'ogico adequadoEscrever uma frase, na LM, que seja equivalente ao operadorFigura 1.2: Formas equivalentes de encarar a resolu�c~ao de problemas de processamentode imagens.programa uma MMach ?Em geral, o projeto destes programas �e realizado de forma \ad hoc", onde a experiênciae os conhecimentos espec���cos do usu�ario acerca de processamento de imagens eMM s~ao defundamental importância para que se consiga obter um bom resultado. Este fato restringeo universo de pessoas habilitadas para realizar este tipo de tarefa a um seleto grupo deespecialistas. Esta n~ao �e uma situa�c~ao muito interessante, uma vez que o processamentode imagens �e uma atividade cada dia mais comum para diversos pro�ssionais.Face a esta situa�c~ao, poder��amos recorrer a outras t�ecnicas al�em da MM para resolveros problemas de processamento de imagens. No entanto, isto n~ao elimina a necessidade dapresen�ca de um especialista. Al�em disso, devemos levar em considera�c~ao o fato de que aMM, diferentemente de v�arias outras t�ecnicas, representa uma abordagem uni�cada pararesolver v�arios problemas em an�alise de imagens, uma vez que qualquer operador entreduas imagens pode ser representado a partir da composi�c~ao de operadores elementares([Bar93]).Estas observa�c~oes sugerem a busca de m�etodos para automatizar a programa�c~ao deMMach's. A caracter��stica de decomposi�c~ao dos operadores morfol�ogicos corrobora comesta sugest~ao, uma vez que permite pensarmos em projeto de operadores.Umdos primeiros trabalhos conhecidos nesta linha de proposta �e devido a E.R.Dougherty([Dou92a, Dou92b]). Segundo a proposta de Dougherty, o operador morfol�ogico �e tratadocomo um estimador estat��stico. A distribui�c~ao de probabilidade utilizada para estimar



8 Cap��tulo 1. Introdu�c~aoo �ltro �otimo, segundo o crit�erio do erro absoluto m�edio, �e obtida a partir de pares deimagens que expressam a transforma�c~ao desejada. Este trabalho ser�a apresentado commaiores detalhes no cap��tulo 4.Nos primeiros trabalhos de Dougherty, observa-se que o m�etodo por ele proposto apre-senta um custo computacional elevado pois realiza buscas em um espa�co de complexidadeexponencial.Este fato, mais a inexistência de outros m�etodos gerais para a programa�c~ao de MMach's,levou-nos ao estudo deste assunto. Listamos a seguir, algumas caracter��sticas que julga-mos importantes e desej�aveis em um sistema para programa�c~ao autom�atica de MMach's: � facilidade de uso - O sistema deve ser de f�acil utiliza�c~ao em dois aspectos : 1) oferecerpossibilidade de especi�car o problema que se deseja resolver de forma bastantesimples ; 2) n~ao exigir conhecimentos espec���cos de Processamento de Imagens dousu�ario ;� abrangência - O sistema deve representar uma solu�c~ao abrangente, isto �e, deve sercapaz de resolver v�arios tipos de problemas, n~ao se restringindo �as particularidadesde alguns deles ;� e�ciência - O sistema deve ser computacionalmente e�ciente ;� precis~ao - O sistema deve produzir uma solu�c~ao con��avel, dentro de uma precis~aopr�e-estabelecida ;� fundamento te�orico - O sistema deve estar baseado em resultados formais.Restringimos os estudos a uma classe de operadores no dom��nio das imagens bin�arias,uma vez que, na pr�atica, observa-se que v�arios problemas em an�alise de imagens podem serresolvidos atrav�es da an�alise de imagens bin�arias. Em termos de MM, os resultados parao reticulado das partes de um conjunto s~ao su�cientes para modelar e tratar problemasassociados �as imagens bin�arias, conforme veremos no cap��tulo 3.A proposta deste texto �e exatamente apresentar uma metodologia para a programa�c~aoautom�atica de MMach's bin�arias. Em nossa proposta, apresentamos uma abordagemin�edita baseado em t�ecnicas de aprendizado atrav�es de exemplos. Em particular, estuda-mos o modelo de aprendizado \PAC" e suas extens~oes (cap��tulo 5).1.5 Estrutura deste TextoEste texto pode ser dividido em três partes principais. A primeira parte, que compreendeos cap��tulos 2 ao 6, corresponde �a exposi�c~ao de resultados te�oricos. A segunda parte,



1.5. Estrutura deste Texto 9correspondente ao cap��tulo 7, representa uma das partes mais importantes do texto, naqual mostraremos como os resultados te�oricos ser~ao combinados a �m de especi�car ummodelo para programa�c~ao autom�atica de MMach's bin�arias. A terceira parte do textoconsiste de três cap��tulos nos quais descrevemos a implementa�c~ao do modelo proposto,v�arios exemplos de aplica�c~ao e an�alise dos resultados obtidos.No cap��tulo 2, apresentaremos alguns conceitos relacionados �a Teoria dos Conjuntos,Teoria dos Reticulados, Teoria das Probabilidades e no�c~oes de fun�c~oes Booleanas. Ointuito deste cap��tulo �e reunir os elementos b�asicos utilizados no restante do texto, com oobjetivo de proporcionar uma referência r�apida, bem como para introduzir as nota�c~oes enomenclaturas utilizadas. Este cap��tulo foi introduzido para tornar o texto auto-contido.No cap��tulo 3 apresentaremos as de�ni�c~oes e resultados da Morfologia Matem�aticapara subconjuntos, os quais s~ao �uteis para tratar problemas no dom��nio das imagensbin�arias. Um importante resultado deste cap��tulo s~ao os Teoremas de Decomposi�c~aoCanônica e Minimal. Mostraremos tamb�em que os operadores de�nidos entre subconjuntoss~ao equivalentes �as fun�c~oes Booleanas e discutiremos algumas conseq�uências interessantesdecorrentes deste fato. Neste cap��tulo abordamos tamb�em a decomposi�c~ao de operadorescom propriedades especiais.Quando as imagens tratadas s~ao obtidas de um determinado contexto bem de�nido, elaspossuem caracter��sticas que podem ser modeladas por processos aleat�orios. No cap��tulo 4,descreveremos o conceito de \random sets" que possibilitam a modelagem das imagensno contexto estat��stico, e descreveremos tamb�em o trabalho de Dougherty.Independentemente �a MM, um dos t�opicos bastante estudados recentemente por pes-quisadores da �area de Inteligência Arti�cial, Redes Neurais e cientistas da computa�c~ao emgeral, s~ao os processos de aprendizado (Machine Learning). O modelo de aprendizado PAC(do inglês \Probably Approximately Correct") proposto por Valiant em [Val84] e algumasextens~oes ser~ao apresentados no cap��tulo 5. Estes ser~ao utilizados para o aprendizadode conceitos (operadores) que podem ser modelados por fun�c~oes Booleanas, conformeveremos no cap��tulo 7.Os processos de aprendizado dependem de algoritmos denominados \algoritmos deaprendizado". No cap��tulo 6, introduziremos um algoritmo de aprendizado que podetamb�em ser utilizado para minimiza�c~ao de fun�c~oes Booleanas. Este algoritmo n~ao foiencontrado na literatura consultada. Apresentaremos resultados comparativos entre o de-sempenho deste novo algoritmo e o algoritmo tabular de minimiza�c~ao de fun�c~oes Booleanasde Quine-McCluskey.Esses resultados te�oricos s~ao �uteis para a especi�ca�c~ao de um modelo para a pro-grama�c~ao autom�atica de MMach's bin�arias, cuja descri�c~ao apresentamos no cap��tulo 7.No cap��tulo 8 descrevemos a implementa�c~ao, em ambiente UNIX, de um sistema ba-



10 Cap��tulo 1. Introdu�c~aoseado no modelo proposto. V�arios experimentos foram realizados neste sistema, parailustrar a abrangência do modelo. A descri�c~ao e a an�alise destes experimentos, que mos-tram v�arias aplica�c~oes poss��veis, s~ao apresentadas nos cap��tulos 9 e 10.Finalmente, no cap��tulo 11, apresentaremos uma s��ntese deste trabalho e discutiremosalgumas melhorias e extens~oes para o modelo, tendo em vista futuros rumos nesta �area.



Cap��tulo 2No�c~oes PreliminaresEste cap��tulo constitui uma parte preliminar deste texto, no qual apresentaremos algunselementos da Teoria dos Conjuntos, Teoria dos Reticulados, Teoria das Probabilidades efun�c~oes Booleanas.As de�ni�c~oes e conceitos aqui apresentados n~ao pretendem esgotar toda a teoria, masapenas abranger os elementos necess�arios nos cap��tulos posteriores. Tamb�em n~ao ser~aoapresentadas as demonstra�c~oes das propriedades e dos resultados citados, pois estas po-dem ser encontradas nas referências indicadas.Acreditamos que o conte�udo deste cap��tulo pode ser facilmente compreendido e n~aorepresenta obst�aculo para o prosseguimento da leitura deste texto, pois consiste, em suamaioria, de de�ni�c~oes e propriedades b�asicas. No entanto, �e aconselh�avel uma r�apidaleitura do mesmo, para se obter familiariza�c~ao com as nota�c~oes e nomenclaturas utilizadasao longo do texto.2.1 Elementos da Teoria dos ConjuntosNesta se�c~ao apresentamos algumas de�ni�c~oes e propriedades da teoria dos conjuntos([Fil80]).2.1.1 ConjuntosUm conjunto A �e uma cole�c~ao de elementos de um determinado universo, denotadogenericamente por U . Se um elemento x de U pertence a A, escreve-se x 2 A; casocontr�ario, escreve-se x =2 A.Um conjunto pode ser representado enumerando-se todos os elementos que pertencem11



12 Cap��tulo 2. No�c~oes Preliminaresa ele, ou ent~ao, indicando-se as propriedades que devem satisfazer, como no seguinteexemplo.Exemplo 2.1.1 O conjunto A de todos os n�umeros inteiros ��mpares maiores que zeroe menores que 10 pode ser representado por A = f1; 3; 5; 7; 9g ou A = fx 2 ZZ :x �e ��mpar e 0 < x < 10g. �Um conjunto vazio, denotado por ;, �e um conjunto que n~ao cont�em nenhum elemento.Um conjunto �nito �e um conjunto com um n�umero �nito de elementos. A cardinalidadede um conjunto A, denotada por jAj, corresponde ao n�umero de elementos pertencentes aA. Dois conjuntos A e B s~ao iguais se e somente se todo elemento que pertence a umdeles tamb�em pertence ao outro. Isto �e, A = B () (x 2 A() x 2 B; 8x): Eles s~aodiferentes se e somente se existe ao menos um elemento que pertence a um deles e n~aopertence ao outro. Isto �e, A 6= B () (9x 2 A : x =2 B ou 9y 2 B : y =2 A):Um conjunto A est�a contido em B se e somente se todo elemento de A pertence a B,isto �e, A � B () (x 2 A =) x 2 B; 8x). Neste caso, diz-se que A �e um subconjuntode B.Um conjunto A est�a propriamente contido em B se e somente se A est�a contido emB e A �e diferente de B, isto �e, A � B () (A � B e A 6= B). Neste caso, diz-se que A �eum subconjunto pr�oprio de B.O conjunto das partes de um conjunto E, P(E), �e o conjunto cujos elementoss~ao todos os subconjuntos de E, isto �e, P(E) = fX : X � Eg. Observe que ; 2 P(E) ,E 2 P(E) e se jEj = n ent~ao jP(E)j = 2n.2.1.2 Opera�c~oes com ConjuntosComplementoO complemento de um conjunto A, A � B, em rela�c~ao a B �e o conjunto de todos oselementos de B que n~ao pertencem a A. Isto �e, Ac = fx 2 B : x =2 Ag: Quando oconjunto B est�a claramente de�nido pelo contexto ou quando o complemento �e em rela�c~aoao conjunto universo U , escreve-se simplesmente Ac = fx : x =2 Ag:Sejam A;B � U . Ent~ao, valem as seguintes propriedades (do complemento em rela�c~aoa U) : � U c = ;� ;c = U



2.1. Elementos da Teoria dos Conjuntos 13� (Ac)c = A� A � B =) Bc � Ac.Interse�c~aoA interse�c~ao de dois conjuntos A e B �e o conjunto formado por todos os elementos quepertencem simultaneamente aos dois conjuntos. Isto �e, A \ B = fx : x 2 A e x 2 Bg.A interse�c~ao de n conjuntos A1; A2; :::; An �e o conjunto dos elementos que per-tencem simultaneamente a todos estes n conjuntos, isto �e, Tni=1Ai = fx : x 2 A1 e x 2A2 e ::: e x 2 Ang:Seja X � P(E), uma cole�c~ao de subconjuntos de E. A interse�c~ao de X �e o conjuntode todos os elementos x de E que satisfazem a propriedade : x 2 X para todo X 2 X ,isto �e, TX2X X = fx 2 E : x 2 X; 8X 2 Xg:Dois conjuntos A e B s~ao disjuntos se e somente se A \B = ;.Uni~aoA uni~ao de dois conjuntos A e B �e o conjunto formado por todos os elementos quepertencem a pelo menos um dos dois conjuntos. Isto �e, A [B = fx : x 2 A ou x 2 Bg.A uni~ao de n conjuntos A1; A2; :::; An �e o conjunto dos elementos que pertencem apelo menos um destes n conjuntos, isto �e, Sni=1Ai = fx : x 2 A1 ou x 2 A2 ou ::: ou x 2Ang:Seja X � P(E), uma cole�c~ao de subconjuntos de E. A uni~ao de X �e o conjunto detodos os elementos x de E que possuem a propriedade : existe X 2 X tal que x 2 X, isto�e, SX2X X = fx 2 E : 9 X;X 2 X e x 2 Xg:Propriedades da Interse�c~ao e da Uni~aoSeja U o conjunto universo e A;B;C � U . Valem as seguintes propriedades, cujas de-monstra�c~oes podem ser encontradas por exemplo em [Fil80].



14 Cap��tulo 2. No�c~oes Preliminares� A \B � A e A \B � B� A � B =) A \ B = A� C � A e C � B =) C � A \B� A � B =) A \ C � B \ C� ; \A = ;� A \ U = A� A \Ac = ;� A \A = A� A \B = B \A� (A \B) \ C = A \ (B \ C)� x 2 A \ B () x 2 A e x 2 B:
� A � A [B e B � A [B� A � B =) A [B = B� A � C e B � C =) A [B � C� A � B =) A [ C � B [ C� ; [ A = A� A [ U = U� A [Ac = U� A [A = A� A [B = B [A� (A [B) [ C = A [ (B [ C)� x 2 A [B () x 2 A ou x 2 B:2.1.3 Rela�c~ao de Ordem em ConjuntosUma rela�c~ao de ordem introduz uma estrutura no conjunto. As de�ni�c~oes que se se-guem ser~ao importantes para trabalharmos com estruturas denominadas reticulados (quede�niremos mais adiante).Pares ordenados e n-uplasDados dois elementos x e y, um terceiro elemento que se indica por (x; y) chama-se parordenado. O elemento x �e a primeira coordenada e o elemento y �e a segunda coor-denada do par ordenado.Genericamente, dados n elementos x1; x2; :::; xn, um terceiro elemento indicado por(x1; x2; :::; xn) chama-se uma n-upla ordenada. Os elementos x1, x2, ..., xn s~ao respec-tivamente a primeira, segunda, ... e n-�esima coordenada da n-upla.Produto cartesiano e potência de conjuntosO produto cartesiano de A por B �e o conjunto de todos os pares ordenados (x; y) taisque a primeira coordenada x pertence a A e a segunda coordenada y pertence a B, isto�e A � B = f(x; y) : x 2 A e y 2 Bg. O quadrado de um conjunto A �e o produtocartesiano de A por A, isto �e, A2 = A�A = f(x; y) : x; y 2 Ag:Genericamente, o produto cartesiano de n conjuntos A1; A2; :::; An �e o conjuntode todas as n-uplas (x1; x2; :::; xn) tais que x1 2 A1; x2 2 A2; :::; xn 2 An, isto �e, A1�A2�::: � An = f(x1; x2; :::; xn) : x1 2 A1; x2 2 A2; :::; xn 2 Ang: No caso particular em queA1 = A2 = ::: = An = A, An = A1 �A2 � :::� An �e a n-�esima potência de A, isto �e,An = f(x1; x2; :::; xn) : x1; x2; :::; xn 2 Ag:



2.1. Elementos da Teoria dos Conjuntos 15Rela�c~oes em um conjuntoUma rela�c~ao R de um conjunto A com um conjunto B �e uma terna ordenada R =(G;A;B), onde G � A�B. Se (x; y) 2 G, ent~ao diz-se que \x est�a relacionado a y pelarela�c~ao R" e escreve-se xRy. Se (x; y) =2 G ent~ao escreve-se x 6Ry. Isto �e,(x; y) 2 G() xRy:Quando B = A dizemos simplesmente que R �e uma rela�c~ao em A.Uma rela�c~ao de ordem num conjunto n~ao vazio A �e uma rela�c~ao �= (G;A;A) quesatisfaz as propriedades reexiva, anti-sim�etrica e transitiva, isto �e :1) x 2 A =) x � x; 8x (reexiva)2) x; y 2 A e x � y e y � x =) x = y; 8x; y (anti-sim�etrica)3) x; y; z 2 A e x � y e y � z =) x � z; 8x; y; z. (transitiva)Dizemos que um conjunto A munido com uma rela�c~ao de ordem � �e um conjuntoordenado pela rela�c~ao de ordem � e denotamos por (A;�).Seja � uma rela�c~ao de ordem em um conjunto n~ao vazio E e seja A um subconjuntode E. A rela�c~ao de ordem � em E induz uma rela�c~ao de ordem �A em A, de�nida por(x; y 2 A e x �A y)() (x � y) 8x; y:Dizemos que �A �e a restri�c~ao da rela�c~ao de ordem � ao conjunto A, ou que a rela�c~ao �induz uma rela�c~ao de ordem �A em A.Conjuntos parcialmente ordenadosDois elementos x e y s~ao compar�aveis se x � y ou y � x. Caso contr�ario, eles n~ao s~aocompar�aveis. Se x � y e x 6= y, escrevemos tamb�em x < y. Pode-se tamb�em escrevery � x quando x � y.Um conjunto A com uma rela�c~ao de ordem � �e parcialmente ordenado, ou umposet (do inglês \partialy ordered set"), se existe ao menos um par de elementos quen~ao s~ao compar�aveis ([Bir67],[Fil80]). Se todos os elementos s~ao compar�aveis dois a dois,ent~ao o conjunto A �e denominado um conjunto totalmente ordenado.Seja (A;�) um poset e sejam a; b 2 A. Dizemos que \b cobre a" em A, se a < be n~ao existe x 2 A tal que a < x < b. Posets �nitos podem ser representados atrav�esde diagramas constru��dos da seguinte forma : os elementos de A s~ao representados porpequenos c��rculos, dispostos de forma que o c��rculo para b est�a acima do c��rculo para a sea < b; no caso de b cobrir a, desenha-se um segmento de reta ligando a e b. A �gura 2.1mostra diagramas de alguns posets.



16 Cap��tulo 2. No�c~oes Preliminares
Figura 2.1: Diagrama de conjuntos parcialmente ordenados.Exemplo 2.1.2 A rela�c~ao de inclus~ao � no conjunto P(E), onde E �e um conjunto commais de um elemento, �e uma ordem parcial, uma vez que se P e Q s~ao dois elementosdisjuntos de P(E), ent~ao eles n~ao s~ao compar�aveis (isto �e, P 6� Q e Q 6� P ). �Intervalo fechadoSeja A um conjunto ordenado pela rela�c~ao de ordem� e sejam a; b 2 A, a � b. O conjunto[a; b] = fx 2 A : a � x � bg �e denominado intervalo fechado com extremo esquerdoa e extremo direito b.2.1.4 Fun�c~oesUma fun�c~ao ([Fil80]) �e uma rela�c~ao bin�aria f = (F;A;B), F � A�B, se :1) 9 y; y 2 B : x 2 A =) (x; y) 2 F; 8x;2) (x; y1) 2 F e (x; y2) 2 F =) y1 = y2; 8x.Uma fun�c~ao f de A em B �e indicada por f : A ! B. Para cada elemento x 2 A, o�unico elemento y de B tal que (x; y) 2 F �e denominado imagem de x pela fun�c~ao fou o valor da fun�c~ao f no elemento x e �e denotado por f(x). Um elemento gen�ericox de A �e denominado uma vari�avel e �e geralmente denotado por uma letra min�uscula doalfabeto (x, y, t, z, ...).Os conjuntos A e B s~ao denominados, respectivamente, dom��nio e contradom��nioda fun�c~ao f . A imagem da fun�c~ao f �e o conjunto formado por todos os elementos ques~ao imagens de elementos de A. O conjunto de todas as fun�c~oes de A em B �e indicadopor BA.



2.1. Elementos da Teoria dos Conjuntos 17Fun�c~ao sobrejetoraUma fun�c~ao f : A! B �e sobrejetora se e somente se para todo y 2 B existe x 2 A talque f(x) = y, isto �e, y 2 B =) (9 x : x 2 A e f(x) = y); 8y:Fun�c~ao injetoraUma fun�c~ao f : A! B �e injetora se e somente se dois elementos distintos quaisquer x1e x2 de A têm sempre imagens tamb�em distintas em B, isto �e,x1; x2 2 A e x1 6= x2 =) f(x1) 6= f(x2); 8x1; x2:Fun�c~ao bijetoraUma fun�c~ao f : A ! B �e bijetora se e somente se ela �e ao mesmo tempo injetora esobrejetora.Fun�c~ao InversaDados A;B e F � A � B, de�nimos F�1 = f(y; x) : (x; y) 2 Fg. A rela�c~ao f�1 =(F�1; B;A) �e uma fun�c~ao se e somente se f = (F;A;B) �e bijetora. A fun�c~ao f�1 �echamada a fun�c~ao inversa de f .Toda fun�c~ao bijetora f : A ! B e sua inversa f�1 : B ! A estabelecem umacorrespondência biun��voca entre A e B.Composi�c~ao de fun�c~oesSejam A;B;C três conjuntos distintos ou n~ao, F1 � A � B e F2 � B � C. De�nimosF2 � F1 = f(x; y) : 9 z; (x; z) 2 F1 e (z; y) 2 F2g.Sejam f1 : A ! B e f2 : B ! C duas fun�c~oes. A rela�c~ao f2 � f1 = (F2 � F1; A;C)de�nida por f2 � f1(x) = f2(f1(x)); 8x 2 A�e uma fun�c~ao de A em C denominada fun�c~ao composta de f2 e f1. Em geral, denotamosa composi�c~ao de f1 com f2 por f2f1 ou f2(f1).



18 Cap��tulo 2. No�c~oes Preliminares2.2 Elementos da Teoria dos ReticuladosUma vez que um conjunto esteja dotado de uma rela�c~ao de ordem, torna-se poss��velexplorar esta rela�c~ao para extrair v�arios resultados interessantes. A Teoria dos Reticulados([Bir67, Sz�a63, Gr�a78]) estuda exatamente as propriedades e resultados decorrentes deconjuntos dotados com uma rela�c~ao de ordem bem caracterizada.2.2.1 Elementos Not�aveis de um Conjunto OrdenadoMenor e maior elementosSeja A um conjunto parcialmente ordenado pela rela�c~ao de ordem � e seja X � A.x 2 A �e o menor elemento de A (minA ou O) se x � y para todo y 2 A, isto �e,O = minA = x() (x 2 A e (y 2 A =) x � y; 8y)):x 2 A �e o maior elemento de A (maxA ou I) se y � x para todo y 2 A, isto �e,I = maxA = x() (x 2 A e (y 2 A =) y � x; 8y)):Proposi�c~ao 2.2.1 O menor e maior elemento de A, se existirem, s~ao �unicos. �Exemplo 2.2.1 Para todo elemento A 2 P(E), veri�ca-se ; � A � E e, portanto, omenor e o maior elemento de P(E) s~ao respectivamente ; e E. �Limitantes inferiores e superioresSeja A um conjunto parcialmente ordenado pela rela�c~ao de ordem �.Todo elemento a 2 A tal que a � x para todo x 2 X �e denominado limitante inferiorde X em A, isto �e, l:i:X = fa 2 A : a � x;8x 2 Xg:Todo elemento a 2 A tal que x � a para todo x 2 X �e denominado limitantesuperior de X em A, isto �e,l:s:X = fa 2 A : x � a;8x 2 Xg:



2.2. Elementos da Teoria dos Reticulados 19�In�mo e supremoSeja A um conjunto parcialmente ordenado pela rela�c~ao de ordem � e seja X � A.O ��n�mo de X em A (^X) �e o maior elemento do conjunto dos limitantes inferioresde X em A, isto �e, ^X = max(l:i:X):O supremo deX emA (_X) �e o menor elemento do conjunto dos limitantes superioresde X em A, isto �e, _X = min(l:s:X):Exemplo 2.2.2 No conjunto P(E) das partes de E, um subconjunto X � P(E) possui��n�mo e supremo que s~ao respectivamente TX2X X e SX2X X. �2.2.2 ReticuladosDe�ni�c~ao 2.2.1 Um conjunto parcialmente ordenado L �e um reticulado se e somentese qualquer conjunto de dois elementos x e y possui ��n�mo e supremo em L, denotadosrespectivamente por x ^ y e x _ y. �De�ni�c~ao 2.2.2 Um subreticulado de um reticulado L �e um conjunto A � L tal quea ^ b 2 A e a _ b 2 A; 8a; b 2 A. �Um reticulado L �e :� completo se e somente se qualquer subconjunto de L possui um ��n�mo e um su-premo em L.Qualquer reticulado �nito �e um reticulado completo.� distributivo se e somente se x ^ (y _ z) = (x ^ y) _ (x ^ z); 8x; y; z 2 L:� complementado se e somente se todos os seus elementos possuem complemento.O complemento de um elemento x em um reticulado L com O e I �e um elementoy 2 L tal que x ^ y = O e x _ y = I, e �e denotado por xc.� Booleano se e somente se ele �e distributivo e complementado.Exemplo 2.2.3 O conjunto (P(E);�) �e um reticulado completo onde O = ; e I = E.Para qualquer subconjunto X � P(E), infX = TX2X X e supX = SX2X X, e paraquaisquer X;Y 2 P(E), X ^ Y = X \ Y e X _ Y = X [ Y . �



20 Cap��tulo 2. No�c~oes PreliminaresExemplo 2.2.4 O conjunto (P(E);�) �e um reticulado Booleano pois ele �e distributivo(isto �e, X \ (Y [ Z) = (X \ Y ) [ (X \ Z), 8X;Y;Z 2 P(E)) e �e complementado (isto �e,X \ Xc = ; e X [Xc = E; 8X 2 P(E)). �Princ��pio da DualidadeSeja (L;�) um poset. Ent~ao o conjunto (L;�) onde a � b signi�ca b � a �e tamb�em umposet, e �e denominado dual do poset (L;�).Uma proposi�c~ao de reticulado �e uma express~ao l�ogica P composta por termos l�ogicos(por exemplo, \igual", \para cada elemento do reticulado ... vale", \se e somente se",etc), vari�aveis (a, b, ...) e os s��mbolos _ e ^.Exemplo 2.2.5 As seguintes express~oes s~ao proposi�c~oes de reticulado :� Para quaisquer elementos a, b, c de um reticulado, (a ^ b) ^ c = a ^ (b ^ c)� Para quaisquer elementos a e b de um reticulado, a ^ b = a _ b se e somente sea = b. �O dual de uma proposi�c~ao de reticulado P , denotado por D(P ), �e obtido trocando-se_ por ^ e vice-versa. Observe que D(D(P )) = P .Exemplo 2.2.6 As seguintes express~oes s~ao proposi�c~oes de reticulado, duais �as pro-posi�c~oes do exemplo anterior :� Para quaisquer elementos a, b, c de um reticulado, (a _ b) _ c = a _ (b _ c)� Para quaisquer elementos a e b de um reticulado, a_b = a^b se e somente se a = b�Princ��pio da Dualidade : O dual D(P ) de qualquer proposi�c~ao de reticulado P verda-deira �e tamb�em uma proposi�c~ao de reticulado verdadeira.O princ��pio da dualidade pode ser utilizado para demonstrar teoremas (veja por exem-plo, [Sz�a63], p�agina 36).Teorema 2.2.1 (De Morgan) Em um reticulado Booleano vale (a ^ b)c = ac _ bc e(a _ b)c = ac ^ bc: �



2.3. Elementos da Teoria de Probabilidades 212.2.3 Isomor�smo de ReticuladosSejamA e B dois reticulados ordenados pelas rela�c~oes de ordem�A e �B respectivamente.Seja f : A ! B uma fun�c~ao bijetora de A em B. A fun�c~ao f �e um isomor�smo de Aem B se e somente se, quaisquer que sejam x e y em A, tem-se :x �A y() f(x) �B f(y):2.3 Elementos da Teoria de ProbabilidadesOs modelos matem�aticos apropriados para o estudo de fenômenos observ�aveis s~ao, emmui-tos casos, n~ao-determin��sticos ou probabil��sticos. Al�em disso, os m�etodos estat��sticosutilizados pela Inferência Estat��stica s~ao baseados em considera�c~oes probabil��sticas. A �mde empregar adequadamente as t�ecnicas estat��sticas torna-se tamb�em necess�ario, portanto,o estudo da Teoria de Probabilidades ([Mey69, Bre87]).2.3.1 Espa�co de ProbabilidadesO principal elemento da Teoria de Probabilidades �e o espa�co de probabilidade. Umespa�co de probabilidade associado a um experimento ([Mey69]) �e uma terna (
;F ; P ),onde
 �e o espa�co amostral, isto �e, o conjunto de todos os poss��veis resultados de umexperimento,F �e o conjunto de eventos, isto �e, uma cole�c~ao de subconjuntos de 
,P �e uma fun�c~ao de F em [0; 1] que associa a cada evento A 2 F uma probabilidadeP (A).O conjunto de eventos F �e uma �-�algebra, isto �e :� 
 2 F� se A 2 F , ent~ao Ac 2 F .� se uma seq�uência de eventos A1; A2; :::; An, n � 1, tem todos os seus membros emF , ent~ao [ni=1Ai 2 F .A fun�c~ao P : F ! [0; 1] �e uma fun�c~ao de probabilidade se satisfaz os seguintes axiomas :



22 Cap��tulo 2. No�c~oes Preliminares� 8A 2 F ; 0 � P (A) � 1,� P (
) = 1,� se A \B = ; =) P (A \B) = P (A)P (B),� se A1; A2; :::; An s~ao dois a dois mutuamente exclusivos, ent~aoP ([ni=1Ai) = Pni=1 P (Ai).Observa�c~oes : ; e 
 s~ao chamados respectivamente evento imposs��vel e evento certo.Dois eventos A e B s~ao mutuamente exclusivos se A \ B = ;. Se 
 �e �nito ou in�nitoenumer�avel, todo subconjunto de 
 poder�a ser considerado um evento.Exemplo 2.3.1 Considere um experimento que consiste no lan�camento de uma moeda ena observa�c~ao da face voltada para cima. Sejam C a face cara e O a face coroa da moeda.O espa�co amostral neste caso �e 
 = fC;Og. Os poss��veis eventos s~ao ;, fCg, fOg e
. Supondo que a moeda n~ao est�a viciada (isto �e, n~ao tem maior tendência de cair comuma determinada face para cima) �e razo�avel supor que P (C) = P (O) = 12 e P (;) = 0. Oevento 
 corresponde ao evento \a face observada �e C ou O", e portanto P (
) = 1. �Probabilidade CondicionadaA probabilidade de um evento A, condicionada ao evento B, �e de�nida porP (A=B) = P (A \B)P (B)e lê-se \probabilidade de A dado B".2.3.2 Vari�aveis Aleat�oriasUma fun�c~ao x que associa a cada elemento s 2 
 um n�umero real, x(s), �e denominadauma vari�avel aleat�oria.O contradom��nio Rx de x s~ao todos os poss��veis valores que a fun�c~ao x pode tomar.Se Rx �e �nito ou in�nito enumer�avel, dizemos que x �e uma vari�avel aleat�oria discreta.Exemplo 2.3.2 Considere o experimento que consiste no lan�camento consecutivo de duasmoedas e na observa�c~ao da face voltada para cima. Relativamente a este experimento, oespa�co amostral ser�a 
 = fCC;CO;OC;OOg. Suponha que queremos avaliar o n�umero



2.3. Elementos da Teoria de Probabilidades 23de caras nos lan�camentos. Seja x(s) = \n�umero de caras na amostra s". x �e uma vari�avelaleat�oria discreta e seu contradom��nio �e Rx = f0; 1; 2g. �Seja P uma fun�c~ao de probabilidade associada a 
. Dado um evento A, P (A) �e a pro-babilidade associada a A. A fun�c~ao de probabilidade P induz uma fun�c~ao de probabilidadePx em Rx, de�nida por :Px(B) = P (A); onde A = fs 2 
 : x(s) 2 Bg:Distribui�c~ao de ProbabilidadeSeja x uma vari�avel aleat�oria discreta com contradom��nio �nito, isto �e,Rx = fx1; x2; :::; xng.Se para cada ponto xi de Rx de�nirmos sua probabilidade como p(xi) = P [x = xi], tere-mos um espa�co de probabilidade. A fun�c~ao p �e denominada distribui�c~ao ou fun�c~ao deprobabilidade.A fun�c~ao p satisfaz as condi�c~oes1. p(xi) � 0;8i;2. Pni=1 p(xi) = 1.Fun�c~ao de Distribui�c~ao AcumuladaSeja x uma vari�avel aleat�oria discreta. A fun�c~ao F (x) = P (x � x) �e denominada fun�c~aode distribui�c~ao acumulada da vari�avel aleat�oria x. �E f�acil veri�car queF (x) =Xj fp(xj) : xj � xg:Esperan�ca de uma vari�avel aleat�oriaSeja x uma vari�avel aleat�oria discreta com contradom��nio �nito e seja p a sua distribui�c~aode probabilidade. Ent~ao, a esperan�ca de x, denotada por E(x) �e de�nida porE[x] =Xi xip(xi):A esperan�ca condicional de x, dado y = y, �e de�nida porE[x=y = y] =Xi xip(xi=y):



24 Cap��tulo 2. No�c~oes PreliminaresVari�aveis Aleat�orias n-dimensionaisUma n-upla de vari�aveis aleat�orias discretas (x1;x2; :::;xn) �e denominada um vetor aleat�oriodiscreto n-dimensional. Uma fun�c~ao p : (x1;x2; :::;xn)! [0; 1] satisfazendo1. p(x1; x2; :::; xn) � 0, para toda realiza�c~ao (x1; x2; :::; xn) de (x1;x2; :::;xn)2. Pin :::Pi1 p(xi1; :::; xin) = 1.�e a fun�c~ao de probabilidade de (x1;x2; :::;xn).Sejam duas vari�aveis aleat�orias discretas x e y. Ent~ao x e y s~ao independentes seP (x = xi;y = yi) = P (x = xi)P (y = yi);para toda realiza�c~ao (xi; yi) de (x;y):A fun�c~ao p de�nida por p(xi; yi) = P (x = xi;y = yi), para cada realiza�c~ao (xi; yi) de(x;y), �e a distribui�c~ao de probabilidade conjunta de (x;y).2.4 No�c~oes de Fun�c~oes BooleanasOs sistemas digitais, particularmente os computadores, executam processos de decis~oesl�ogicas implementados atrav�es de circuitos l�ogicos. Estes processos s~ao modelados porfun�c~oes Booleanas e por esta raz~ao, o estudo das fun�c~oes Booleanas apresenta-se forte-mente associado �a Teoria dos Circuitos de Chaveamento ([HP81]).Do ponto de vista puramentematem�atico, a t�ecnica utilizada para o projeto de circuitosl�ogicos faz parte de uma teoria conhecida por �Algebra Booleana. Nesta se�c~ao, apresenta-remos as fun�c~oes Booleanas dentro deste contexto estritamente matem�atico ([Rut65]).2.4.1 �Algebra BooleanaUma �algebra Booleana B = (B;+; �; �) �e um conjunto de elementos B com duas opera�c~oesbin�arias, + e � (denominados, respectivamente, soma e produto), para os quais valem osseguintes axiomas.� Axioma 1 : As opera�c~oes + e � s~ao comutativas.a+ b = b+ a; 8a; b 2 B ea � b = b � a; 8a; b 2 B



2.4. No�c~oes de Fun�c~oes Booleanas 25� Axioma 2 : Existem dois elementos identidade, 0 e 1, com respeito, respectivamente,�as opera�c~oes + e � .a+ 0 = a, 8a 2 Ba � 1 = a, 8a 2 B� Axioma 3 : Cada opera�c~ao �e distributiva relativamente a outra.a+ (b � c) = (a+ b) � (a+ c); 8a; b 2 Ba � (b+ c) = (a � b) + (a � c); 8a; b 2 B� Axioma 4 : Para cada elemento a 2 B, existe um elemento inverso a 2 B tal quea � a = 0 e a+ a = 1.Na tabela 2.1 listamos os principais teoremas e leis da �Algebra Booleana.Lei ou Teorema Opera�c~ao + Opera�c~ao �Opera�c~ao com 0 ou 1 x+ 0 = x x � 1 = xx+ 1 = 1 x � 0 = 0Teorema da x+ x = x x � x = xidempotênciaTeorema da Involu�c~ao x = xTeorema da x+ x = 1 x � x = 0Complementa�c~aoLei da Comutatividade x+ y = y + x x � y = y � xLei da Associatividade (x+ y) + z = x+ (y + z) (x � y) � z = x � (y � z)= x+ y + z = x � y � zLei Distributiva x � (y + z) = x � y + x � z x+ (y � z) = (x+ y) � (x+ z)Teoremas x � y + x � y = x (x+ y) � (x+ y) = xde x+ x � y = x x � (x+ y) = xsimpli�ca�c~ao (x+ y) � y = x � y (x � y) + y = x+ yLeisde (x+ y + z + :::) = (x � y � z � :::) =DeMorgan x � y � z � ::: x+ y + z + :::Tabela 2.1: Principais Leis e Teoremas da �Algebra BooleanaExpress~oes BooleanasSejam x1; x2; : : : ; xn vari�aveis que tomam valor emB. Uma express~ao Booleana �e qualquerexpress~ao consistindo de uma vari�avel ou constru��da a partir destas vari�aveis aplicando-se,um n�umero �nito de vezes, as opera�c~oes +, � e �.



26 Cap��tulo 2. No�c~oes PreliminaresAs seguintes express~oes s~ao express~oes Booleanas com três vari�aveis, x1; x2 e x3. Ob-serve que o s��mbolo � correspondente ao operador produto foi omitido (portanto, em vezde x1 � x2 escrevemos simplesmente x1x2).x1x2 + x1(x2 + x2x3) (2.1)x1x2 + x1x2 + x1x2x3 (2.2)x2 + x1x3 (2.3)Equivalência e Simpli�ca�c~ao de Express~oes BooleanasDe�ni�c~ao 2.4.1 Duas express~oess Booleanas s~ao equivalentes se e somente se umadelas pode ser deduzida a partir da outra atrav�es da aplica�c~ao das leis e teoremas da�algebra Booleana, um n�umero �nito de vezes. �Denominamos literal qualquer uma das vari�aveis ou a respectiva vari�avel barrada (x1,x1, x2, x2, ...). Um produto �e uma s�erie de literais relacionados pelo operador produto(x1 �x2, x2 �x3 �x4, ...). Uma soma �e uma s�erie de literais relacionados pelo operador soma(x1 + x2 + x3, x2 + x5, ...).A simpli�ca�c~ao de uma express~ao Booleana consiste de qualquer processo que pro-duz uma outra express~ao equivalente contendo menor n�umero de termos ou literais. Aexpress~ao resultante de um processo de simpli�ca�c~ao �e denominada uma express~ao sim-pli�cada. As express~oes Booleanas podem ser simpli�cadas segundo as Leis e Teoremasda �Algebra Booleana (ver por exemplo, [HP81], se�c~ao 4.4).Exemplo 2.4.1 Neste exemplo mostramos a simpli�ca�c~ao da express~ao x1x2 + x1x2 +x1x2x3 : x1x2 + x1x2 + x1x2x3 (Lei distributiva)x2(x1 + x1) + x1x2x3 (Lei distributiva)x2(1) + x1x2x3 (Complementa�c~ao)x2 + x1x2x3x2 + x1x3 (Teoremas de simpli�ca�c~ao)Uma vez que a express~ao 2.3 pode ser deduzida de 2.2 atrav�es de simpli�ca�c~oes, eles s~aoequivalentes. �Forma Canônica de Express~oes BooleanasUm produto em que aparecem exatamente n literais, no qual o literal x aparece se, esomente se, o seu complemento x n~ao aparece, e vice-versa, �e denominado produto



2.4. No�c~oes de Fun�c~oes Booleanas 27canônico. Analogamente, uma soma na qual o literal x aparece se, e somente se, oseu complemento x n~ao aparece, e vice-versa, �e denominado uma soma canônica.FND e FNC : Qualquer fun�c~ao Booleana pode ser expressa em termos de soma deprodutos canônicos (forma normal disjuntiva ou FND) ou, em termos de produtode somas canônicas (forma normal conjuntiva ou FNC) (veja, por exemplo, [HP81],cap��tulo 6).As seguintes express~oes correspondem, respectivamente, �as formas FND e FNC daexpress~ao 2.3. x1x2x3 + x1x2x3 + x1x2x3 + x1x2x3 + x1x2x3 (2.4)(x1 + x2 + x3)(x1 + x2 + x3)(x1 + x2 + x3) (2.5)2.4.2 Um Exemplo de �Algebra BooleanaPode-se facilmente veri�car que o conjunto B = f0; 1g com as opera�c~oes +, � e � de�nidasna tabela 2.2 �e uma �algebra Booleana. Observe que as opera�c~oes +, � e � correspondemrespectivamente aos operadores OR, AND e NOT da teoria dos circuitos de chaveamento([Rut65]). a b a+ b a � b a0 0 0 0 10 1 1 0 11 0 1 0 01 1 1 1 0Tabela 2.2: De�ni�c~ao das opera�c~oes +, � e � em B = f0; 1g.2.4.3 Fun�c~oes BooleanasA partir deste ponto, consideramos a �algebra Booleana B = (f0; 1g;+; �; �).De�ni�c~ao 2.4.2 (Preliminar) Uma fun�c~ao Booleana �e uma fun�c~ao que mapeia umcerto n�umero n de vari�aveis que tomam valor em f0; 1g sobre o conjunto f0; 1g. Estas nvari�aveis, denotadas por x1; x2; :::; xn, s~ao denominadas vari�aveis Booleanas. �



28 Cap��tulo 2. No�c~oes PreliminaresUma outra forma de de�nirmos fun�c~oes Booleanas �e associando cada vari�avel Booleanaa um ponto de um conjunto, da seguinte forma. Seja W um conjunto �nito, de cardina-lidade n. A cada um dos elementos de W associamos uma vari�avel x que toma valor 1,relativamente a um subconjunto X � W , se e somente se o correspondente elemento deW pertence a X; caso contr�ario, x toma o valor 0.Usando a mesma nota�c~ao, x, tanto para indicar a vari�avel como o seu correspondenteelemento em W , temos x = 1() x 2 X.De�ni�c~ao 2.4.3 Uma fun�c~ao Booleana �e uma fun�c~ao de�nida de P(W ) em f0; 1g. SejW j = n, ent~ao a fun�c~ao Booleana possui n vari�aveis denotadas por x1; x2; : : : ; xn. �O conjunto de todas as fun�c~oes de P(W ) em f0; 1g �e indicado por f0; 1gP(W ) ejf0; 1gP(W )j = 22n.Avalia�c~ao de express~oes BooleanasExemplo 2.4.2 Levando-se em conta que 0+x = 0, 1+x = 1, 0x = 0 e 1x = x, o valorda express~ao 2.1, para x1 = 1; x2 = 0 e x3 = 0, pode ser facilmente avaliado :x1x2 + x1(x2 + x2x3) = 0 � 1 + 1(1 + 0 � 1) = 0 + 1(1 + 0) = 0 + 1(1) = 0 + 1 = 1: �Tabelas-verdadeA tabela-verdade de uma fun�c~ao Booleana f consiste de uma tabela formada por duascolunas : a primeira coluna �e preenchida pelas 2n poss��veis formas de associarmos valores�as n vari�aveis e a segunda coluna pelo correspondente valor da fun�c~ao f .Na primeira coluna da tabela 2.3a est~ao relacionadas todas as 23 = 8 poss��veis formasde associa�c~ao de valores �as 3 vari�aveis x1; x2 e x3 e na segunda coluna est�a relacionado ovalor que a fun�c~ao x1x2 + x1(x2 + x2x3) toma em cada uma destas associa�c~oes .Uma fun�c~ao Booleana de�ne e �e totalmente de�nida pela sua tabela-verdade. Portanto,duas express~oes Booleanas s~ao equivalentes se e somente se as correspondentes tabelas-verdade s~ao iguais. As express~oes 2.1 e 2.3 s~ao equivalentes pois as suas tabelas-verdade(2.3a e 2.3b, respectivamente) s~ao iguais.Simpli�ca�c~ao de nota�c~aoO conjunto de todas as seq�uências de n bits correspondem justamente �a representa�c~aobin�aria dos n�umeros entre 0 e 2n � 1. Com base neste fato, podem-se caracterizar os



2.4. No�c~oes de Fun�c~oes Booleanas 29x1x2x3 f1000 1001 1010 0011 0100 1101 1110 1111 0(a)
x1x2x3 f3000 1001 1010 0011 0100 1101 1110 1111 0(b)Tabela 2.3: Tabela-verdade. (a) f1 = x1x2 + x1(x2 + x2x3). (b) f3 = x2 + x1x3.produtos canônicos (que ser~ao denominados mintermos), e as somas canônicas (queser~ao denominadasmaxtermos) atrav�es da nota�c~ao decimal correspondente. A tabela 2.4apresenta os mintermos e maxtermos para três vari�aveis e a nota�c~ao associada a cada umdeles. x1x2x3 maxtermos mintermos0 0 0 x1 + x2 + x3 =M0 x1x2x3 = m00 0 1 x1 + x2 + x3 =M1 x1x2x3 = m10 1 0 x1 + x2 + x3 =M2 x1x2x3 = m20 1 1 x1 + x2 + x3 =M3 x1x2x3 = m31 0 0 x1 + x2 + x3 =M4 x1x2x3 = m41 0 1 x1 + x2 + x3 =M5 x1x2x3 = m51 1 0 x1 + x2 + x3 =M6 x1x2x3 = m61 1 1 x1 + x2 + x3 =M7 x1x2x3 = m7Tabela 2.4: Tabela de maxtermos e mintermosObserve que x1x2x3 = 1 () x1 = 1; x2 = 0 e x3 = 1. Portanto, a FND de umaexpress~ao booleana pode ser diretamente obtida atrav�es da soma dos mintermos corres-pondentes aos 1's da sua tabela-verdade. Analogamente, (x1 + x2 + x3) = 0 () x1 =0; x2 = 1 e x3 = 0, e portanto, a FNC pode ser obtida pelo produto dos maxtermoscorrespondentes aos 0's da tabela-verdade (compare a tabela 2.3a com as express~oes 2.4e 2.5).A partir da tabela 2.3a e 2.4 deriva-se facilmente a FND da fun�c~ao x1x2+x1(x2+x2x3)que �e dada porf(x1; x2; x3) = x1x2x3 + x1x2x3 + x1x2x3 + x1x2x3 + x1x2x3



30 Cap��tulo 2. No�c~oes Preliminarese sua nota�c~ao simpli�cada �e dado por :f(x1; x2; x3) =Xm(0; 1; 4; 5; 6):Na FNC, f(x1; x2; x3) = (x1 + x2 + x3)(x1 + x2 + x3)(x1 + x2 + x3) = QM(2; 3; 7).2.4.4 Representa�c~ao C�ubica de uma Fun�c~ao BooleanaAs seq�uências de n bits, correspondentes a todas as poss��veis combina�c~oes de valores queas n vari�aveis de uma fun�c~ao Booleana podem tomar, podem ser representadas por pontosno n-espa�co. A cole�c~ao de todos os 2n pontos poss��veis formam os v�ertices de um n-cubo([HP81], cap��tulo 7). A �gura 2.2 mostra um 3-cubo.
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100Figura 2.2: Diagrama do 3-cubo.Os v�ertices de um n-cubo s~ao denominados 0-cubos. Dois 0-cubos formam um 1-cubose eles diferem em apenas uma coordenada. Quatro 0-cubos formam um 2-cubo se eless~ao iguais a menos de duas coordenadas. De modo geral, 2k 0-cubos formam um k-cubose eles s~ao iguais a menos de k coordenadas.Denotamos um k-cubo colocando um X nas coordenadas que n~ao s~ao iguais. Assim, o1-cubo f000; 100g �e representado por X00. O 2-cubo f000; 001; 100; 101g �e representadopor X0X.Exemplo 2.4.3 Na �gura 2.3, dizemos que o 0-cubo 000 est�a contido no (ou �e coberto1pelo) 1-cubo X00, ou ainda, que o 1-cubo X00 cobre o 0-cubo 000. Analogamente, dizemosque o 1-cubo X00 est�a contido no 2-cubo X0X ou que o 2-cubo X0X cobre o cubo X00.�Dizemos que um k-cubo tem dimens~ao k. Dado um conjunto V de v�ertices de um n-cubo, dizemos que um k-cubo formado pelos v�ertices de V �emaximal se n~ao existe outrocubo de dimens~ao maior tamb�em formado por v�ertices de V , e que contenha o k-cubo.1o termo \cobrir" utilizado aqui difere do utilizado na p�agina 15 para expressar a rela�c~ao entre doiselementos de um poset.
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X00 X0XFigura 2.3: O 3-cubo e alguns sub-cubos.De�ni�c~ao 2.4.4 A representa�c~ao c�ubica de uma fun�c~ao Booleana f de n vari�aveisconsiste do conjunto de v�ertices do n-cubo que correspondem aos mintermos de f . �De�ni�c~ao 2.4.5 A representa�c~ao c�ubica minimal de uma fun�c~ao Booleana de nvari�aveis consiste do conjunto de todos os cubos maximais formados por v�ertices do n-cuboque correspondem aos seus mintermos. �Exemplo 2.4.4 A fun�c~ao Booleana f = Pm(0; 1; 4; 5; 6) �e representada pelos v�ertices000, 001, 100, 101 e 110. A sua representa�c~ao c�ubica e minimal s~ao apresentadas gra�-camente, respectivamente, nas �gura 2.4a e 2.4b. �
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a bFigura 2.4: Representa�c~ao (a) c�ubica e (b) minimal da fun�c~ao f = Pm(0; 1; 4; 5; 6).



32 Cap��tulo 2. No�c~oes PreliminaresIntervalosO n-cubo forma uma estrutura de reticulado Booleano. Portanto, podemos associar a umcubo a no�c~ao de intervalo, cujo extremo esquerdo e direito s~ao respectivamente o menor eo maior elemento do cubo. Ao cubo 10X associamos o intervalo [100; 101] = fx 2 f0; 1g3 :100 � x � 101g e ao cubo 1XX associamos o intervalo [100; 111]. A dimens~ao de umintervalo [A;B], denotado dim([A;B]), �e de�nida como a dimens~ao do cubo associadoa ele, que �e tamb�em equivalente a jjBjj � jjAjj. Por exemplo dim([100; 101]) = 1 =jj101jj � jj100jj = 2� 1, onde jjAjj representa o n�umero de bits iguais a 1 em A.2.4.5 Minimiza�c~ao Tabular de Quine-McCluskeyDe�ni�c~ao 2.4.6 Uma express~ao Booleana �e considerada uma express~ao minimal se(1) n~ao existe nenhuma outra express~ao equivalente com um n�umero menor de termose (2) n~ao existe nenhuma outra express~ao equivalente com igual n�umero de termos mascom menor n�umero de literais. �A minimiza�c~ao de uma express~ao Booleana pode ser realizada formalmente atrav�es deopera�c~oes de simpli�ca�c~ao de express~oes da �algebra Booleana. Entretanto, a manipula�c~aoalg�ebrica, al�em de ser uma tarefa cansativa, pode facilmente induzir uma pessoa a cometererros, principalmente quando o n�umero de vari�aveis envolvidas �e grande.O algoritmo tabular de Quine-McCluskey para minimiza�c~ao de fun�c~oes Booleanas �eum m�etodo cl�assico que sistematiza este processo alg�ebrico. Embora existam outros algo-ritmos para minimiza�c~ao tais como o mapa de Karnaugh ([HP81], cap��tulo 6), o algoritmode Quine-McCluskey �e o melhor indicado para implementa�c~ao em computadores digitais.O algoritmo de Quine-McCluskey (QM) requer que as fun�c~oes Booleanas estejam ex-pressas nas formas canônicas. A id�eia b�asica deste algoritmo consiste em encarar osmintermos da FND como pontos no n-espa�co, ou seja, como v�ertices de um n-cubo. Apartir do conjunto destes v�ertices (ou 0-cubos) procura-se gerar todos os 1-cubos poss��veiscombinando-se dois deles (equivale a gerar as arestas do cubo que ligam dois 0-cubos con-siderados). A partir da combina�c~ao de dois 1-cubos procura-se gerar todos os poss��veis2-cubos e assim por diante, at�e que nenhum cubo de dimens~ao maior possa ser gerado apartir da combina�c~ao de dois cubos de dimens~ao menor.O processo de gera�c~ao de k-cubos (1 � k � n) a partir da combina�c~ao de dois (k� 1)-cubos ser�a denominado passo do algoritmo de minimiza�c~ao. Os cubos resultantes ao �nalde todo o processo s~ao denominados implicantes primos.Este processo de minimiza�c~ao pode ser facilmente associado ao processo alg�ebricode simpli�ca�c~ao. Os mintermos da express~ao na forma canônica inicial correspondemaos 0-cubos. Combinar dois 0-cubos para gerar um 1-cubo corresponde a combinar dois



2.4. No�c~oes de Fun�c~oes Booleanas 33mintermos para eliminar uma vari�avel e gerar um termo com menos literais para substitu��-los, como mostramos no seguinte exemplo :x1x2x3 + x1x2x3 = x1x2(x3 + x3) = x1x2 � 1 = x1x2Quando considerados no 3-espa�co, o processo mostrado na express~ao alg�ebrica acimacorresponde ao processo de agruparmos os 0-cubos 111 e 110 para gera�c~ao do 1-cubo11X, como ilustra a �gura 2.5.
110

111

11X

Figura 2.5: Passo elementar do algoritmo de Quine-McCluskeyA garantia de que o algoritmo QM realmente fornece uma express~ao minimal, equi-valente �a express~ao original, �e uma decorrência �obvia do fato de que, em cada passo doalgoritmo, s~ao geradas todas as combina�c~oes poss��veis entre os termos.Descri�c~ao dos passos do algoritmo QMA primeira parte do algoritmo QM consiste de um processo para determina�c~ao de todosos implicantes primos. A seguir descrevemos os processos que constituem esta parte e, aomesmo tempo, mostramos a sua aplica�c~ao sobre a fun�c~ao f(x1; x2; x3) = Pm(0; 1; 4; 5; 6).� Primeiro passo : converter os mintermos para a nota�c~ao bin�aria.000, 001, 100, 101, 110� Segundo passo : Separar os mintermos em grupos de acordo com o n�umero de 1'sem sua representa�c~ao bin�aria e orden�a-los em ordem crescente, em uma coluna,separando os grupos com uma linha horizontal.



34 Cap��tulo 2. No�c~oes Preliminares000001100101110� Terceiro passo : combinar todos os elementos de um grupo com todos os elementosdo grupo adjacente inferior para gera�c~ao de cubos de dimens~ao maior. Para cada 2grupos comparados entre si, gerar um novo grupo na pr�oxima coluna e colocar osnovos cubos. Marcar com p os cubos que foram usados para gerar novos cubos.p 000p 001p 100p 101p 110 =) 00XX00X0110X1X0Observa�c~ao : o novo cubo gerado ser�a inserido no novo conjunto se e somente se eleainda n~ao estiver contido nele.Repetir o processo para cada nova coluna formada, at�e que nenhuma combina�c~aomais seja poss��vel. p 000p 001p 100p 101p 110 =) p 00Xp X00p X01p 10X1X0 =) X0X� Quarto passo : Listar os implicantes primos. Os implicantes primos s~ao aqueles quen~ao foram combinados com nenhum outro, ou seja, aqueles que n~ao est~ao com amarca p. 1X0 e X0X�A primeira vista, poder��amos a�rmar que a soma de todos os implicantes primoscorresponde �a express~ao minimal da fun�c~ao Booleana. No entanto, existem casos em quea soma de dois ou mais implicantes primos cobre um outro. Neste caso, este �ultimo termon~ao �e essencial, no sentido de que ele pode ser eliminado do conjunto de implicantesprimos, sem que a express~ao resultante deixe de ser equivalente �a express~ao original.Podemos ilustrar esta situa�c~ao no seguinte exemplo .



2.4. No�c~oes de Fun�c~oes Booleanas 35Exemplo 2.4.5 Considere a express~ao Booleana f = 000+001+011+111. Pelo m�etodode QM obtemos os seguintes implicantes primos :00X, 0X1 e X11.Gra�camente, estes implicantes primos (ou cubos) correspondem respectivamente aosintervalos [000; 001], [001; 011] e [011; 111] ilustrados na �gura 2.6a. Note, por�em, que
0X1

X11

00X

a bFigura 2.6: Implicantes primos (a) e implicantes primos essenciais (b).o intervalo [001; 011] �e sup�eruo, ou seja, a mesma express~ao pode ser expressa pelosimplicantes primos 00X e X11 (�gura 2.6b). �Portanto, o ponto central da segunda parte do algoritmo QM �e o c�alculo de um menorsubconjunto do conjunto de implicantes primos su�cientes para cobrir2 todos os mintermosda fun�c~ao Booleana.De�ni�c~ao 2.4.7 Seja C uma cole�c~ao de intervalos maximais que cobre X e seja S � C.Ent~ao S �e uma subcole�c~ao �otima de C que cobre X se :a) n~ao existe outra subcole�c~ao S 0 � C que cobre X, tal que jS 0j < jSj;b) 8S 0 � C tal que S 0 cobre X e jS 0j = jSj, n~ao existe [A;B] 2 S 0 tal que dim([A;B]) >dim([A0; B 0]) para todo [A0; B0] 2 S. �De�ni�c~ao 2.4.8 Uma subcole�c~ao �otima dos implicantes primos que cobre todos os min-termos da express~ao Booleana original �e denominada conjunto dos implicantes primosessenciais. �2Um conjunto de implicantes primos (cubos maximais) cobre um mintermo (0-cubo) se este �e cobertopor pelo menos um dos implicantes primos.



36 Cap��tulo 2. No�c~oes PreliminaresOs implicantes primos essenciais s~ao calculados com a ajuda de uma tabela denominadaTabela de Implicantes Primos ([HP81]), na qual �e selecionado um subconjunto �otimo deimplicantes primos que cobre todos os mintermos da express~ao Booleana inicial.A seguir descrevemos os passos da segunda parte do algoritmo QM e mostramos suaaplica�c~ao sobre a fun�c~ao f(x1; x2; x3; x4; x5) = P(1; 2; 3; 5; 9; 10; 11; 18; 19; 20; 21; 23; 25; 26; 27).1. Construir a Tabela de Implicantes Primos : no topo das colunas deve-se colocar osmintermos de f e, �a esquerda de cada linha, os implicantes primos. Os implicantesprimos devem ser listados em ordem decrescente de acordo com a sua dimens~ao, isto�e, em ordem crescente de acordo com o n�umero de literais. Deve-se acrescentar umacoluna �a esquerda e uma linha na parte inferior.Em cada linha, marcar as colunas com p quando o implicante primo da linha cobreo mintermo da coluna.1 2 3 5 9 10 11 18 19 20 21 23 25 26 27XX01X p p p p p p p pX10X1 p p p p0X0X1 p p p p00X01 p pX0101 p p1010X p p10X11 p p101X1 p p2. Selecionar os implicantes primos essenciais : deve-se procurar na tabela, as colunas que cont�emapenas umamarcap. A linha na qual estas colunas cont�em a marcap corresponde a um implicanteprimo essencial. Em outras palavras, este implicante primo �e o �unico que cobre o mintermo dacoluna e, portanto, n~ao pode ser descartado. Ent~ao, deve-se marcar com um asterisco (*) estalinha na coluna mais �a esquerda, para indicar que este �e um implicante primo essencial. A seguir,deve-se marcar, na �ultima linha da tabela, todas as colunas cujo mintermo�e coberto pelo implicanteprimo selecionado. 1 2 3 5 9 10 11 18 19 20 21 23 25 26 27* XX01X p p p p p p p pX10X1 p p p p0X0X1 p p p p00X01 p pX0101 p p1010X p p10X11 p p101X1 p pp p p p p p p pDeve-se repetir este processo enquanto existir uma coluna cujo mintermo n~ao est�a coberto peloconjunto de implicantes primos selecionados at�e o momento e que satisfaz as condi�c~oes descritas.



2.4. No�c~oes de Fun�c~oes Booleanas 371 2 3 5 9 10 11 18 19 20 21 23 25 26 27* XX01X p p p p p p p p* X10X1 p p p p0X0X1 p p p p00X01 p pX0101 p p* 1010X p p10X11 p p101X1 p pp p p p p p p p p p p p3. Reduzir a tabela : manter apenas as colunas correspondentes aos mintermos n~ao cobertos pelosimplicantes primos essenciais, e as linhas correspondentes aos implicantes primos que n~ao foramselecionados e que cobrem pelo menos um mintermo ainda n~ao coberto.1 5 230X0X1 p00X01 p pX0101 p10X11 p101X1 p4. Selecionar os implicantes primos secundariamente essenciais : eliminar as linhas dominadas e se-lecionar os essenciais, conforme de�ni�c~ao a seguir:Propriedade 2.4.1 Diz-se que uma linha A na Tabela de Implicantes Primos domina uma outralinha B se e somente se dim(A) � dim(B), e A cobre pelo menos todos os mintermos que est~aonas colunas da tabela e que s~ao cobertos por B. Se A domina B, ent~ao existe uma forma minimalque n~ao utiliza o termo da linha B. �A seguir, deve-se repetir o mesmo processo do passo 2, por�em os implicantes primos essenciaisser~ao chamados secundariamente essenciais e marcados com dois asteriscos (**), e em seguida fazera redu�c~ao da tabela (passo 3). 1 5 230X0X1 p** 00X01 p p** 10X11 pp p pDeve-se repetir este processo at�e que isto n~ao seja mais poss��vel, ou seja, at�e atingir-se um est�agioem que n~ao mais existe, na tabela reduzida, nenhuma coluna com apenas um p e n~ao existenenhuma linha que cobre outra.Aplicar o m�etodo de Petrick : este m�etodo (de busca exaustiva) fornece todas as poss��veis com-bina�c~oes dos implicantes primos restantes que cobrem os mintermos restantes. Deve-se escolherdentre elas, aquela que envolve o menor n�umero de termos. Caso existam mais de uma nestascondi�c~oes, deve-se escolher a de custo m��nimo (aquela que envolve menor n�umero de literais).



38 Cap��tulo 2. No�c~oes PreliminaresO algoritmo QMApresentamos a seguir o algoritmo QM em pseudo c�odigo :Entrada : Conjunto de mintermosSa��da : Conjunto de implicantes primos essenciais1) Separe os mintermos em n blocos B0i, i = 0; 1; 2; 3; :::; nfazendo B0i = f todos os mintermos com i 1's g;2) Para i de 0 at�e n� 1 fa�caCombine cada mintermo de B0i com os mintermos de B0i+1 ese estes formam um 1-cubo, ent~ao- marque estes dois mintermos;- coloque o 1-cubo no bloco B1i;3) Coloque todos os mintermos que n~ao foram marcados na listade implicantes primos;4) Repita o mesmo processo para os blocos B1i e B1i+1 parai variando de 0 at�e n� 2 e coloque os 2-cubos nos blocos B2i;5) Coloque todos os 1-cubos que n~ao foram marcados nalista de implicantes primos;6) Repita este processo sucessivamente para gerar 3-cubos, 4-cubos, etc,at�e que nenhuma combina�c~ao seja mais poss��vel;7) Construa a Tabela de implicantes primos e selecioneos implicantes primos essenciais;O efeitos do algoritmo QM sobre a express~ao f = P(0; 1; 4; 5; 6) podem ser gra�ca-mente vizualizados na �gura 2.7. A fun�c~ao minimal correspondente �e f 0 = x2 + x1x3.Complexidade do Algoritmo QMA complexidade3 de tempo e espa�co deste algoritmo no pior caso �e exponencial, uma vezque o n�umero m�aximo de mintermos poss��veis �eO(2n). Al�em disso, sabe-se que o problemade escolha dos implicantes primos essenciais �e um problema NP-completo ([GJ79]).3O termo complexidade �e utilizado para caracterizar a \e�ciência" de um algoritmo. Informalmente,dizer que um algoritmo tem complexidade de tempo exponencial signi�ca dizer que seu tempo de pro-cessamento cresce em propor�c~ao exponencial em rela�c~ao ao crescimento do tamanho que caracteriza osdados de entrada. Uma de�ni�c~ao formal pode ser encontrada por exemplo em [TLR90]
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001Figura 2.7: Visualiza�c~ao do efeito causado pelo algoritmo de Quine-McCluskey sobre afun�c~ao f = P(0; 1; 4; 5; 6). a) os 0-cubos que inicializam o algoritmo. b) os 1-cubosobtidos combinado-se os 0-cubos. c) os 2-cubos obtidos combinado-se os 1-cubos. d)os implicantes primos X0X e 1X0 (x2 e x1x3).



40 Cap��tulo 2. No�c~oes Preliminares2.5 Outros Conceitos B�asicosGrupo AbelianoUm conjunto G, munido com uma opera�c~ao bin�aria +, �e um grupo se satisfaz os seguintesaxiomas :� a+ (b+ c) = (a+ b) + c; 8a; b; c 2 G,� G cont�em um elemento e tal que e+ a = a+ e = a para cada a 2 G,� para cada a 2 G, existe um elemento em G, denotado por �a, tal que a + (�a) =(�a) + a = e.Se o grupo G satisfaz a + b = b + a, para qualquer a; b 2 G, ent~ao G �e denominadogrupo comutativo ou grupo Abeliano ([MSM63]).



Cap��tulo 3Morfologia Matem�aticaOs problemas em An�alise de Imagens, quando restritos ao dom��nio das imagens bin�arias,podem ser modelados por transforma�c~oes entre subconjuntos. Conseq�uentemente, o es-tudo da MM para subconjuntos pode fornecer as solu�c~oes para estes problemas.Para justi�car esta a�rmativa, mostraremos inicialmente que existe uma rela�c~ao biun��vocaentre as imagens bin�arias de�nidas em um determinado dom��nio e os subconjuntos destemesmo dom��nio.Em seguida, apresentaremos os elementos da MM necess�arios para enunciar os teore-mas de decomposi�c~ao canônica e minimal, de uma particular classe de operadores deno-minados invariantes por transla�c~ao e localmente de�nidos. Os v�arios conjuntos criados apartir das no�c~oes de�nidas no estudo destas decomposi�c~oes ser~ao relacionados atrav�es dainvestiga�c~ao das rela�c~oes de isomor�smo existentes entre eles.Antes de prosseguirmos, lembramos que a MM estuda mapeamentos entre dois reticu-lados quaisquer. Entretanto, devido ao nosso interesse em imagens bin�arias, os conceitos eresultados apresentados ser~ao restritos ao reticulado Booleano das partes de um conjunto.3.1 Imagens Bin�arias e sua Equivalência com Subcon-juntosNeste texto, vamos supor que as imagens encontram-se de�nidas sobre um subconjunton~ao vazio E � ZZ2, isto �e, E = E1 � E2, onde E1; E2 � ZZ.Uma imagem de�nida sobre E pode ser representada por uma fun�c~ao f que a cadaponto de E associa um valor entre 0 e k � 1, chamado n��vel de cinza, isto �e, f : E !f0; 1; :::; k� 1g. O valor k corresponde ao n�umero de tons de cinza presentes na imagem.41



42 Cap��tulo 3. Morfologia Matem�aticaEm particular, as imagens bin�arias s~ao representadas por fun�c~oes do tipo f : E !f0; 1g.Denotaremos por f0; 1gE o conjunto de todas as fun�c~oes de�nidas de E em f0; 1g, quepodem ser interpretadas como o conjunto de todas as imagens bin�arias de�nidas em E.Proposi�c~ao 3.1.1 Sejam x 2 E e X � E. A fun�c~ao de�nida por1X(x) = � 1; se x 2 X0; caso contr�ario�e uma bije�c~ao de P(E) em f0; 1gE e sua inversa �e dada porsuporte(f) = fx 2 E : f(x) 6= 0g:Dem.: A demostra�c~ao pode ser encontrada em [BB94], p�agina 8. �A proposi�c~ao acima garante que existe uma rela�c~ao de 1 para 1 entre f0; 1gE e P(E).Portanto, uma imagem bin�aria de�nida em E pode ser representada por um subconjuntoX � E.Exemplo 3.1.1 A �gura 3.1 ilustra todos os subconjuntos de um quadrado 2 � 2 (Osquadriculados escuros correspondem aos pontos que pertencem ao subconjunto). Cadaum dos subconjuntos pode ser interpretado como uma imagem bin�aria de�nida numagrade de dimens~ao 2 � 2. A cole�c~ao dos quadriculados escuros e brancos correspondem,respectivamente, �a �gura e ao fundo da imagem.Figura 3.1: Todos os subconjuntos de um quadrado 2� 2. �3.2 Decomposi�c~ao de OperadoresUma fun�c~ao  : P(E)! P(E) ser�a denominada operador morfol�ogico bin�ario, ousimplesmente operador, e pode ser interpretada como uma transforma�c~ao de imagensbin�arias.



3.2. Decomposi�c~ao de Operadores 43Vamos supor que o dom��nio E munido com uma opera�c~ao de adi�c~ao, denotada por+, forma um grupo abeliano (E;+) (veja [BB94], cap��tulo 2). O elemento neutro de E,tamb�em denominado origem, ser�a denotado por o e o oposto de x 2 E ser�a denotado por�x.A seguir apresentamos algumas de�ni�c~oes necess�arias mais adiante.De�ni�c~ao 3.2.1 Sejam X 2 P(E) e h 2 E. Ent~ao,X + h = fx+ h : x 2 Xg�e de�nido como o translado de X por h. �De�ni�c~ao 3.2.2 Seja X � E. O transposto de X (em rela�c~ao a origem) �e o conjuntoX t = fx 2 E : �x 2 Xg: �De�ni�c~ao 3.2.3 Um operador  : P(E) ! P(E) �e dito invariante por transla�c~ao,ou simplesmente i.t., sse (X + h) =  (X) + h (X 2 P(E); h 2 E): �De�ni�c~ao 3.2.4 Seja W � E, W �nito. Um operador  : P(E)! P(E) �e localmentede�nido pela janela W ssex 2  (X \ (W + x))() x 2  (X)para todo x 2 E e X 2 P(E). �Os primeiros resultados sobre decomposi�c~ao de operadores foram introduzidos por G.Matheron em 1975. O Teorema de Representa�c~ao de Matheron ([Mat75]) estabelece quequalquer operador i.t. e crescente1 pode ser expresso como uma uni~ao de operadoreselementares denominados eros~oes, ou dualmente, como uma interse�c~ao de operadores ele-mentares denominados dilata�c~oes. Uma generaliza�c~ao destes resultados para operadoresi.t., mas n~ao necessariamente crescentes, foi introduzida por Banon e Barrera em [BB91].Nesta se�c~ao apresentaremos resultados referentes �a decomposi�c~ao de operadores i.t.,localmente de�nidos por uma janela W . Em rela�c~ao aos resultados de Banon e Barrera,no qual a no�c~ao de operadores localmente de�nidos por uma janela n~ao �e levada emconsidera�c~ao, os resultados a serem apresentados aqui têm um car�ater mais geral, nosentido que aqueles s~ao um caso particular deste, quando consideramos a janela W = E.1 : P(E)! P(E) �e crescente se X � Y =)  (X) �  (Y ); 8X;Y 2 P(E):



44 Cap��tulo 3. Morfologia Matem�atica3.2.1 Operadores ElementaresNo cap��tulo 1, comentamos que um operador pode ser expresso em termos de quatrooperadores elementares (eros~ao, anti-eros~ao, dilata�c~ao, anti-dilata�c~ao) e as opera�c~oes desupremo e ��n�mo. No entanto, quando o reticulado possui uma opera�c~ao de nega�c~ao, oconjunto consistindo dos operadores eros~ao e dilata�c~ao e as opera�c~oes de nega�c~ao, ��n�moe supremo �e su�ciente para representar um operador qualquer. No caso do reticulado daspartes de um conjunto, a nega�c~ao corresponde ao operador complemento e as opera�c~oesde ��n�mo e supremo correspondem, respectivamente, �a interse�c~ao e �a uni~ao de conjuntos.A seguir de�niremos os elementos necess�arios para a apresenta�c~ao do Teorema daDecomposi�c~ao Canônica.De�ni�c~ao 3.2.5 Sejam X;B � E. A eros~ao de X por B �e de�nida por :"B(X) = fx 2 E : (B + x) � Xg: �Exemplo 3.2.1 A �gura 3.2 mostra uma aplica�c~ao de um operador eros~ao. O sinal +indica a origem de B.
ε (X)

B
X

B=

Figura 3.2: Eros~ao de X por B.De�ni�c~ao 3.2.6 Sejam X;B � E. A dilata�c~ao de X por B �e de�nida por :�B(X) = fx 2 E : (Bt + x) \X 6= ;g: �Exemplo 3.2.2 A �gura 3.3 mostra uma aplica�c~ao de um operador dilata�c~ao. �
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X

B
(X)δ  
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Figura 3.3: Dilata�c~ao de X por B.De�ni�c~ao 3.2.7 Seja W � E, W �nito, e sejam A;B 2 P(W ), A � B. O operadorde�nido por�W(A;B)(X) = fx 2 E : A+ x � X \ (W + x) � B + xg (X 2 P(E))�e denominado sup-gerador. �Exemplo 3.2.3 A �gura 3.4 ilustra o uso de um operador sup-gerador para extra�c~ao depontos extremos esquerdos de linhas horizontais de espessura 1 pixel em imagens bin�arias.
λ (A,B)

(X)W

B=A=

XFigura 3.4: Extra�c~ao de ponto extremo esquerdo atrav�es de um operador sup-gerador. �O conjunto B � E que parametriza, respectivamente nas de�ni�c~oes 3.2.5 e 3.2.6,a eros~ao ("B) e a dilata�c~ao (�B) �e denominado elemento estruturante. A seguinteproposi�c~ao estabelece uma rela�c~ao entre os operadores de�nidos acima.



46 Cap��tulo 3. Morfologia Matem�aticaProposi�c~ao 3.2.1 Um operador sup-gerador �W(A;B) pode ser expresso como a interse�c~aoentre uma eros~ao e o complemento de uma dilata�c~ao ([BB91]), caracterizados respectiva-mente pelos elementos estruturantes A e Bct, isto �e,�W(A;B)(X) = "A(X) \ (�Bct(X))c (X 2 P(E)): �Observe que os operadores acima de�nidos s~ao todos invariantes por transla�c~ao elocalmente de�nidos.Exemplo 3.2.4 A �gura 3.5 ilustra a decomposi�c~ao da sup-geradora ilustrada na �-gura 3.4 em termos de uma eros~ao e uma anti-dilata�c~ao (complemento de uma dilata�c~ao).
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Figura 3.5: Eros~ao e dilata�c~ao que comp~oem uma sup-geradora. �3.2.2 Decomposi�c~ao CanônicaUm importante conceito que est�a associado �a decomposi�c~ao canônica de um operador �e oseu n�ucleo ([BS95]), cuja no�c~ao apresentaremos na seguinte de�ni�c~ao.De�ni�c~ao 3.2.8 O n�ucleo, ou kernel, de um operador  : P(E) ! P(E), i.t. elocalmente de�nido por uma janela W , �e de�nido porKW ( ) = fY 2 P(W ) : o 2  (Y )g:



3.2. Decomposi�c~ao de Operadores 47Teorema 3.2.1 (Decomposi�c~ao canônica [BB91]) 2 Seja  : P(E)! P(E) um ope-rador i.t. localmente de�nido por uma janela W . Ent~ao, (X) = [f�W(A;B)(X) : [A;B] � KW ( )g (X 2 P(E)): �O teorema 3.2.1 garante que qualquer operador i.t. e localmente de�nido por umajanela W pode ser escrito como a uni~ao de um conjunto de operadores sup-geradores que,por sua vez, podem ser expressos como a interse�c~ao entre uma eros~ao e o complementode uma dilata�c~ao (Proposi�c~ao 3.2.1). Portanto, qualquer operador i.t. pode ser expressoem termos de eros~oes, dilata�c~oes, complemento, interse�c~ao e uni~ao. Mais ainda, o teoremaexplicita os elementos estruturantes (A e B) que caracterizam, respectivamente, as eros~oese as dilata�c~oes.Exemplo 3.2.5 A �gura 3.6 ilustra a decomposi�c~ao canônica do operador que extrai pon-tos extremos de segmentos de retas horizontais, com espessura de 1 pixel. Observe queeste operador �e a uni~ao de dois operadores sup-geradores, um para extra�c~ao de pontosextremos �a esquerda e outro para extra�c~ao de pontos extremos �a direita.
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Figura 3.6: Decomposi�c~ao canônica �



48 Cap��tulo 3. Morfologia Matem�atica3.2.3 Decomposi�c~ao MinimalOs primeiros resultados de decomposi�c~ao minimal foram apresentados por Maragos ([Mar85])para a decomposi�c~ao apresentada por Matheron. Seguindo a mesma id�eia, Banon e Bar-rera introduziram o Teorema de Decomposi�c~ao Minimal ([BB91]) para a decomposi�c~aocanônica.N~ao h�a d�uvida de que, sob o aspecto te�orico, o teorema da decomposi�c~ao canônicarepresenta um resultado bastante interessante. No entanto, do ponto de vista pr�atico, umasimples an�alise mostra que existem redundâncias nesta decomposi�c~ao. Basta veri�carmosque, se [A;B] e [A0; B0] s~ao dois intervalos contidos em KW ( ) tais que [A;B] � [A0; B0],ent~ao, pela de�ni�c~ao 3.2.7, 8X 2 P(E),�W(A;B)(X) � �W(A0;B0)(X)e, portanto, �W(A;B)(X) �e um elemento redundante pois :�W(A;B)(X) � �W(A0;B0)(X) =) �W(A;B)(X) [ �W(A0;B0)(X) = �W(A0;B0)(X):Baseado na observa�c~ao acima, podemos de�nir um outro conjunto equivalente aon�ucleo, por�em de menor cardinalidade, que tamb�em caracteriza a decomposi�c~ao.De�ni�c~ao 3.2.9 Seja X uma cole�c~ao de intervalos, isto �e, X = f[Ai; Bi] � P(W ) : i 2Ig, onde I �e um conjunto de ��ndices. O intervalo [A;B] 2 X �e maximal em X se esomente se 6 9[A0; B0] 2 X , tal que [A;B] � [A0; B0] (i.e., [A;B] � [A0; B0]) e [A0; B0] 6=[A;B]). �De�ni�c~ao 3.2.10 Seja  : P(E)! P(E) um operador i.t. e localmente de�nido por umajanela W . O conjunto BW ( ) de todos os intervalos maximais de KW ( ) �e denominadobase de  . �Teorema 3.2.2 (Decomposi�c~ao Minimal) Seja  : P(E)! P(E) um operador i.t. elocalmente de�nido por uma janela W e seja BW ( ) a sua base . Ent~ao, (X) = [f�W(A;B)(X) : [A;B] 2 BW ( )g (X 2 P(E)): �Os resultados que foram apresentados nesta se�c~ao possuem uma vers~ao dual. Osoperadores duais �as sup-geradoras s~ao as inf-geradoras, de�nidos como a uni~ao entre umadilata�c~ao e uma anti-eros~ao (complemento de uma eros~ao). Os duais correspondentes aos



3.3. Operadores Vistos Atrav�es de Isomor�smos 49teoremas 3.2.1 e 3.2.2 s~ao aqueles nos quais os operadores s~ao escritos como interse�c~ao deoperadores inf-geradores. N~ao aprofundaremos as explana�c~oes sobre os resultados duaisuma vez que eles podem ser derivados facilmente a partir dos resultados apresentados.3.3 Operadores Vistos Atrav�es de Isomor�smosNa se�c~ao anterior vimos um importante resultado sobre os operadores invariantes portransla�c~ao e localmente de�nidos por uma janela. Dentro deste contexto de decomposi�c~aocanônica de operadores, podemos considerar os seguintes conjuntos :� o conjunto 	W de todos os operadores i.t. localmente de�nidos por W ,� o conjunto P(P(W )) de cole�c~oes de subconjuntos deW (que podem ser interpretadoscomo todos os poss��veis n�ucleos) e,� o conjunto M(W ) de cole�c~oes de intervalos maximais (que podem ser interpretadoscomo todas as poss��veis bases).Nesta se�c~ao iremos estudar a estrutura destes conjuntos e investigar a rela�c~ao existenteentre eles.3.3.1 O Conjunto 	WSeja 	 o conjunto de todos os mapeamentos de P(E) em P(E). O conjunto 	 herda aestrutura de reticulado Booleano do conjunto (P(E);�), quando de�nimos a rela�c~ao deordem � dada por : 1 �  2 ()  1(X) �  2(X); ( 1;  2 2 	 e X 2 P(E)):O��n�mo (V) e o supremo (W) de uma fam��lia de operadores � � 	W , e o complementode um operador  2 	W s~ao dados, respectivamente, por :(^�)(X) =\f�(X) : � 2 �g; X 2 P(E);(_�)(X) = [f�(X) : � 2 �g; X 2 P(E)e (� )(X) = ( (X))c:O conjunto 	W , com a rela�c~ao de ordem induzida por �, constitui um subreticuladoBooleano de 	. Usaremos a mesma nota�c~ao , �, para a rela�c~ao de ordem induzida por 	sobre 	W .



50 Cap��tulo 3. Morfologia Matem�atica3.3.2 O Conjunto P(P(W ))�E f�acil veri�carmos que o conjunto (P(P(W ));�) onde � �e de�nido por X � Y () X 2X ! X 2 Y; 8X ;Y 2 P(P(W )), e o supremo e o ��n�mo de uma cole�c~ao fXi : Xi 2P(P(W )); i 2 Ig e o complemento de X 2 P(P(W )) s~ao de�nidos, respectivamente, por_Xi = fX 2 P(W ) : X 2 Xi para algum i 2 Ig;^Xi = fX 2 P(W ) : X 2 Xi; 8i 2 Ige X c = P(W )�X = fX 2 P(W ) : X 62 Xg�e um reticulado Booleano completo.3.3.3 O ConjuntoM(W )Seja M(W ) o conjunto de todas as cole�c~oes de intervalos maximais contidos em P(W ),isto �e, M(W ) = fMax(X ); X � P(W )gonde Max(X ) denota o conjunto de intervalos maximais da cole�c~ao f[A;B] � P(W ) :[A;B] � Xg.Para X 2 M(W ), denotaremos[X = fY 2 P(W ) : 9 [A;B] 2X; Y 2 [A;B]g:Seja X � P(W ). Observe que SMax(X ) = X . Logo, X pode ser representado peloconjunto de intervalos maximaisMax(X ), o qual denotaremos, por simplicidade, tamb�empor X.De�nimos uma rela�c~ao bin�aria v emM(W ) da seguinte forma :8 X;Y 2 M(W ); X v Y () 8 [A;B] 2X;9 [A0; B0] 2 Y : [A;B] � [A0; B0]:A rela�c~ao v �e uma rela�c~ao de ordem parcial.O conjuntoM(W ) com a rela�c~ao de ordem v de�nida acima �e um reticulado Booleanocompleto, onde o supremo (t), o ��n�mo (u) e o complemento s~ao de�nidos, respectiva-mente, por : X1 tX2 =Max(X1 [ X2); X1;X2 2 M(W )X1 uX2 =Max(X1 \ X2); X1;X2 2 M(W )X =Max(X c); X 2 M(W ):



3.3. Operadores Vistos Atrav�es de Isomor�smos 513.3.4 Rela�c~oes de Isomor�smoPode-se veri�car facilmenteque o conjunto das fun�c~oes Booleanas, (f0; 1gP(W );�), tamb�em�e um reticulado Booleano, onde � �e de�nido por f1 � f2 () f1(X) � f2(X); 8X 2P(W ).Portanto, temos em m~aos quatro estruturas de reticulado completo Booleano. Umainvestiga�c~ao mais profunda sobre poss��veis rela�c~oes entre eles mostra-nos a existênciade isomor�smo de reticulados entre eles, dos quais alguns s~ao indicados na �gura 3.7(Veja [BS95]). As seguintes quatro proposi�c~oes s~ao dedicadas para especi�car cada umadessas fun�c~oes.
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Figura 3.7: Diagrama dos isomor�smos.Proposi�c~ao 3.3.1 O mapeamento KW ( ) de 	W em P(P(W )) de�nido porKW ( ) = fX 2 P(W ) : o 2  (X)g; ( 2 	W )constitui um isomor�smo de reticulados entre (	W ;�) e (P(P(W ));�). A sua inversa �ede�nida por K�1W (X )(X) = fx 2 E : (X � x) \W 2 Xg; X 2 P(W ): �



52 Cap��tulo 3. Morfologia Matem�aticaProposi�c~ao 3.3.2 Seja F uma fun�c~ao de�nida de P(P(W )) em f0; 1gP(W ) porF (X )(X) = � 1 se X 2 X (X 2 P(W ))0 caso contr�arioe F�1(f) = fX 2 P(W ) : f(X) = 1g (f 2 f0; 1gP(W )):Ent~ao, F �e um isomor�smo de reticulados entre (P(P(W ));�) e (f0; 1gP(W );�). �Proposi�c~ao 3.3.3 Seja T uma fun�c~ao de 	W em f0; 1gP(W ) de�nida porT ( )(X) = � 1; se o 2  (X) (X 2 P(W ))0; caso contr�ario.e T�1(f)(X) = fx 2 E : f((X � x) \W ) = 1g (X 2 P(W )):Ent~ao, T �e um isomor�smo entre (	W ;�) e (f0; 1gP(W );�). �Vamos denotar por  f o operador de 	W isomorfo a f 2 f0; 1gP(W ) e por f a fun�c~aoBooleana isomorfa a  2 	W .Proposi�c~ao 3.3.4 Seja BW a fun�c~ao de�nida de P(P(W )) em M(W ) por :BW (X ) =Max(X ); 8X 2 P(P(W ))e B�1W (X) = fY 2 P(W ) : Y 2 [A;B]; [A;B] 2 Xg; 8X 2 M(W ):Ent~ao, BW �e um isomor�smo entre os reticulados (P(P(W ));�) e (M(W );v). �Observe que, a partir destas rela�c~oes, podemos concluir que os quatro reticuladosilustrados na �gura 3.7 s~ao isomorfos 2 a 2.Exemplo 3.3.1 Na �gura 3.8 ilustramos as diversas maneiras de representar o operadorque calcula o complemento de uma imagem. A �gura 3.8a mostra as imagens anteriore posterior �a transforma�c~ao. O n�ucleo deste operador �e mostrado atrav�es de elementosdo reticulado (c��rculos pretos) na �gura 3.8c e a sua base (c��rculos pretos e arestas emnegrito) na �gura 3.8d. A fun�c~ao Booleana correspondente �e de�nida pela tabela-verdadeda �gura 3.8b.
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Figura 3.8: Equivalência de elementos dos quatro reticulados Booleanos.3.4 Algumas Conseq�uências InteressantesSob a �optica dos isomor�smos estudados, �e poss��vel apresentarmos uma prova elegantepara o Teorema da Decomposi�c~ao Canônica. Se observarmos queKW ( ) = [f[A;B] : [A;B] � KW ( )ge K(�W(A;B)) = [A;B];temos que KW ( ) = [fK(�W(A;B)) : [A;B] � KW ( )g:Tomando a inversa de KW , temosK�1W KW ( ) = _fK�1W K(�W(A;B)) : [A;B] � KW ( )g



54 Cap��tulo 3. Morfologia Matem�aticade onde decorre que  =_f�W(A;B) : [A;B] � KW ( )g:O fato destes 4 reticulados completos Booleanos serem isomorfos 2 a 2 permite queum determinado problema de�nido em um destes espa�cos possa ser estudado em qualquerum dos outros. Em outras palavras, o estudo do espa�co dos operadores em busca de umoperador para resolver um determinado problema, pode ser equivalentemente substitu��dopelo estudo do espa�co dos n�ucleos, das bases ou das fun�c~oes Booleanas. Neste sentido, umresultado te�orico em um espa�co possui um equivalente nos outros espa�cos; por exemplo, asformas canônicas dos operadores correspondem �as formas normais das fun�c~oes Booleanas.3.4.1 Rela�c~ao entre Operadores e Fun�c~oes BooleanasVeri�camos que existe um isomor�smo de reticulados entre o conjunto 	W e o conjuntof0; 1gP(W ), a partir do qual n~ao �e dif��cil concluirmos que a forma canônica e minimaldos operadores correspondem, respectivamente, �a forma canônica e minimal das fun�c~oesBooleanas.Uma regra para converter express~ao Booleana em operadorSejam x1; x2; :::; xn e x1; x2; :::; xn os literais de uma fun�c~ao Booleana f de n vari�aveis,expressas como soma de produtos, e seja W a janela associada a estas n vari�aveis. Umproduto mj de f �e composto de no m�aximo n literais, tais que se xi est�a presente em mj,ent~ao xi n~ao est�a presente e vice-versa. Dado um produto mj, ent~ao o correspondenteintervalo [A;B], que caracteriza a sup-geradora na decomposi�c~ao do operador correspon-dente  f �e obtido da seguinte forma :A = ftodos os pontos de W correspondentes aos literais n~ao barrados em mjgeB = ( todos os pontos de W menos os pontoscorrespondentes aos literais barrados em mj )Exemplo 3.4.1 A fun�c~ao Booleana constante igual a 1 corresponde ao operador cuja base�e f[;;W ]g e a fun�c~ao Booleana constante igual a 0 corresponde ao operador cuja base �e;. Se W = (x1; x2; x3), os intervalos correspondentes �a fun�c~ao Booleana f = x2 + x1x3s~ao [;;W �fx2g] e [fx1g;W �fx3g] (ou simpli�cando a nota�c~ao, [000; 101] e [100; 110]).�Esta regra permite que as fun�c~oes Booleanas sejam facilmente convertidas para a ex-press~ao correspondente no espa�co 	W .



3.5. Decomposi�c~ao de Operadores com Propriedades Especiais 553.4.2 Janela M��nimaDizer que um operador �e caracterizado localmente por uma janelaW �e dizer que o valor datransforma�c~ao de um ponto por este operador depende apenas dos valores de um conjuntode pontos da sua vizinhan�ca, delimitados pela janela W .Proposi�c~ao 3.4.1 (Janela M��nima) SejamW;W 0 � E, W � W 0. Se  : P(E)! P(E)�e um operador i.t., localmente de�nido por W , ent~ao  : P(E)! P(E) �e tamb�em local-mente de�nido por W 0. �Pela proposi�c~ao acima, se  �e localmente de�nido por uma janela W , ent~ao �e tamb�emlocalmente de�nido por qualquer outra janela W 0 tal que W � W 0. Isto garante aexistência de uma janela m��nima, a menor janela que �e su�ciente para caracterizar aopera�c~ao desejada. A vantagem de utilizar a janela m��nima est�a no fato de que os elemen-tos do n�ucleo s~ao elementos de P(W ) e, portanto, quanto menor a janela W , menor �e oconjunto P(W ). No melhor caso, esta janela pode ser unit�aria (por exemplo, no caso doc�alculo do complemento de uma imagem bin�aria) e, no pior caso, pode ser uma janela dotamanho do dom��nio E.3.5 Decomposi�c~ao de Operadores com Propriedades Es-peciaisA caracteriza�c~ao de propriedades sobre os operadores de�ne classes de operadores. Algu-mas destas classes possuem caracter��sticas alg�ebricas de decomposi�c~ao mais simples quea decomposi�c~ao canônica. Apresentaremos as decomposi�c~oes de duas classes particulares: operadores crescentes e operadores anti-extensivos.3.5.1 Operadores CrescentesA classe de operadores crescentes consiste de operadores que preservam a rela�c~ao deinclus~ao, isto �e,  �e um operador crescente se X � Y =)  (X) �  (Y ); 8X;Y 2P(E). Estes operadores podem ser decompostos como uni~oes de eros~oes e, do ponto devista pr�atico, caracterizam transforma�c~oes que \preservam o tamanho relativo entre asimagens".Teorema 3.5.1 (Representa�c~ao de Matheron [Mat75]) Seja  : P(E)! P(E) umoperador i.t., localmente de�nido por uma janela W e crescente. Ent~ao, 8X 2 P(E), (X) = [f"A(X) : A 2 KW ( )g



56 Cap��tulo 3. Morfologia Matem�aticaA express~ao acima pode ser reescrita da seguinte forma : (X) = [f"A(X) : A 2 Bas[ ]gonde Bas[ ] �e a classe minimal (n~ao redundante) dos elementos de KW ( ), isto �e, paraqualquer B 2 KW ( ), existe B0 2 Bas[ ], B0 � B e n~ao existe, em Bas[ ], um elementocontido propriamente em outro.Observe que a decomposi�c~ao acima �e um caso particular da decomposi�c~ao canônica,isto �e, A 2 Bas[ ]() [A;W ] 2 BW ( ):3.5.2 Operadores Anti-extensivosUm operador  �e um operador anti-extensivo se  (X) � X; 8X 2 P(E). Nestecaso, todos os elementos estruturantes que comp~oe o seu n�ucleo cont�em a origem, e doponto de vista pr�atico, estes operadores caracterizam transforma�c~oes cujo \resultado �eum subconjunto da imagem anterior �a transforma�c~ao".O conjunto de pontos que pertencem a X e n~ao pertencem a  (X) pode ser expressopelo conjunto Z = X �  (X). O conjunto Z pode ser entendido como os pontos que s~ao\eliminados" pelo operador.Baseado neste fato, todo operador anti-extensivo, i.t. e localmente de�nido por umajanela W , possui uma representa�c~ao de�nida da seguinte forma : (X) = X � [[A;B]2K� �W(A;B)(X)onde K� �e a classe de elementos estruturantes que de�ne um operador que marca os pontosde Z. Em outras palavras, para cada par [A;B] 2 K�, o 2 B, [A;B] localiza pontos deZ. No pr�oximo cap��tulo apresentaremos id�eias relacionados ao projeto de operadores mor-fol�ogicos �otimos, baseados nos resultados de decomposi�c~ao. Resultados referentes �a MMpara reticulados completos quaisquer, n~ao necessariamente o reticulado das partes de umconjunto, podem ser encontrados em [Ser88, BB93].



Cap��tulo 4Projeto de OperadoresA caracter��stica de decomposi�c~ao dos operadores morfol�ogicos em termos de operadoreselementares introduziu mais uma �area de pesquisa em MM, relacionada ao projeto deoperadores.Umdos primeiros estudos nesta �area �e o trabalho de E.R.Dougherty ([Dou92a, Dou92b]).Dougherty estuda o projeto de Filtros Morfol�ogicos �otimos, inserindo-os dentro do con-texto de estima�c~ao estat��stica.O objetivo deste cap��tulo �e apresentar um resumo do trabalho realizado por Doughertynesta linha de pesquisa, em rela�c~ao �as imagens bin�arias. Contudo, a coloca�c~ao dos ope-radores no contexto estat��stico necessita ser justi�cada e, portanto, dedicamos uma parteinicial deste cap��tulo para a apresenta�c~ao de alguns conceitos e resultados relativos a\Random Sets" (conjuntos aleat�orios).4.1 Conjuntos Aleat�oriosDe uma forma geral, as t�ecnicas utilizadas em Processamento de Imagens podem serclassi�cadas como estruturais ou estoc�asticas : as primeiras exploram as caracter��sticasgeom�etricas das �guras nas imagens, enquanto as �ultimas exploram a natureza aleat�oriadas mesmas. A maior parte delas explora apenas uma destas caracter��sticas. No casode t�ecnicas estoc�asticas podemos citar aqueles que se baseiam em campos Markovianos,vari�aveis aleat�orias vetoriais, etc. Por outro lado, a MM �e uma t�ecnica que exploraamplamente as caracter��sticas geom�etricas.E quanto �as t�ecnicas que exploram simultaneamente as duas caracter��sticas ? Elasexistem ? O estudo de Conjuntos Aleat�orios (\random sets"), uma teoria introduzidaindependentemente por Matheron ([Mat75]) e Kendall ([Ken74]) na d�ecada de 70, e sua57



58 Cap��tulo 4. Projeto de Operadoresrela�c~ao com a MM permite esta conjuga�c~ao de caracter��sticas. A formula�c~ao apresentadapor Matheron �e mais interessante dentro do contexto de processamento de imagens, poisencontra-se diretamente associada �a MM.Nesta se�c~ao apresentaremos conceitos e resultados sobre Conjuntos Aleat�orios Discre-tos e sua rela�c~ao com a MM, baseados em um artigo de Goutsias ([Gou92]).4.1.1 Conceitos B�asicosConsidere um dom��nio E � ZZ2. Cada ponto (i; j) 2 E pode ser modelado por umavari�avel aleat�oria bin�aria xi;j que toma valores em xi;j 2 f0; 1g, segundo uma distribui�c~aode probabilidade P . A jEj-upla x = (xi;j)(i;j)2E, juntamente com a distribui�c~ao de proba-bilidade P [x = x] para cada x 2 f0; 1gjEj, de�ne uma vari�avel aleat�oria vetorial (BRF).Muitas das t�ecnicas que realizam an�alises estat��sticas sobre imagens utilizam BRF's.Um conjunto aleat�orio discreto (DRS) X em E �e de�nido porX = f(i; j) 2 E : xi;j = 1g: (4.1)Observe que, dado x 2 f0; 1gjEj,X = f(i; j) 2 E : xi;j = 1gO DRS X em E �e estatisticamente equivalente ao BRF x em E, isto �e, P [x = x] =P [X = X], para cada x 2 f0; 1gjEj.Seja S � E, �nito. A fun�c~ao de distribui�c~ao acumulada de um DRS X �e de�nida porFX (B) = 1 � P [X � B]; 8B 2 P(S) (4.2)De fato, pode-se veri�car que0 � FX (B) � 1; 8B 2 P(S);FX (;) = 0;e FX(B1) � FX (B2); 8B1; B2 2 P(S); B1 � B2:Das equa�c~oes 4.1 e 4.2 temos que, para cada B 2 P(S),FX (B) = 1� Xx:X�B P [x = x]: (4.3)Vamos supor que P [X 2 P(S)] = 1. A partir das equa�c~oes 4.2 e 4.3, veri�ca-se quepara cada BRF x e seu correspondente DRS X valeP [x = x] = P [X = X] = XX 0�Xc(�1)jX 0j[1� FX (X [X 0)]; 8X 2 P(S) (4.4)



4.1. Conjuntos Aleat�orios 59onde Xc �e o complemento de X em P(S). �As equa�c~oes 4.3 e 4.4 estabelecem uma rela�c~ao biun��voca entre a distribui�c~ao de pro-babilidade do BRF x e a distribui�c~ao de probabilidade acumulada do DRS X.4.1.2 EstacionaridadeUm DRS X �e estacion�ario de ordem n, n � 1, se a sua fun�c~ao de distribui�c~aoacumulada FX (B) �e invariante sob transla�c~ao deX, para todo B 2 P(S), tal que jBj = n,isto �e, FX+z(B) = FX (B); 8B 2 P(S); jBj = n e 8z 2 E:Uma vez que B � X + z () B � z � X, a condi�c~ao acima �e equivalente a :FX (B + z) = FX(B); 8B 2 P(S); jBj = n e 8z 2 E:Um DRS �e estritamente estacion�ario se ele �e estacion�ario de ordem n para cada n,n � 1.Seja W � S, �nito. Seja P a distribui�c~ao de probabilidade de X e PWz a distribui�c~aode probabilidade deXWz =X\W+z (em particular, PW �e a distribui�c~ao de probabilidadede XWz na origem).Teorema 4.1.1 Seja X um DRS estritamente estacion�ario. Ent~ao,FX (B) = 1� PW (XW � B); 8B 2 P(W ):onde XW =X \W .Dem.: 8B 2 P(W ) e z 2 E,FX (B) = FX (B + z)= 1 � P (X � B + z)= 1 � P (X � z � B)= 1 � PWz(X � z \W � B) (pois B �W )= 1 � PW (X \W � B) (X �e estritamente estacion�ario)= 1 � PW (XW � B) �Este teorema mostra que para qualquer B 2 P(W ), FX (B) pode ser caracterizadapela distribui�c~ao de probabilidade associada �a vari�avel aleat�oria X \ W = XW . Avantagem disto �e que o conjunto das poss��veis realiza�c~oes de XW �e muito menor do queo de X.



60 Cap��tulo 4. Projeto de Operadores4.1.3 Transforma�c~oes Morfol�ogicas de Conjuntos Aleat�oriosUma forma que permite estudar as conex~oes do DRS com a MM, �e a investiga�c~ao dasrela�c~oes entre P [X \B 6= ;] e FX (B). O funcional de capacidade TX de um DRS X �ede�nido por TX(B) = P [X \ B 6= ;]; B 2 P(S): (4.5)Veri�ca-se que TX (B) = FXc(B) (isto �e, TX (B) �e a fun�c~ao de distribui�c~ao acumu-lada de Xc). Tanto FX (B) como TX(B) podem ser calculados a partir de P [x = x].A modelagem de imagens bin�arias por conjuntos aleat�orios torna poss��vel o estudo dasimagens no contexto estat��stico e, portanto, permite a cria�c~ao de operadores baseados emt�ecnicas e crit�erios estat��sticos. Segundo as observa�c~oes apresentadas na se�c~ao anterior,o DRS �e equivalente ao BRF. Por que h�a, ent~ao, necessidade de de�nirmos conjuntosaleat�orios em termos de vetores aleat�orios ? A grande vantagem de encararmos imagenscomo conjuntos aleat�orios e n~ao como vetores aleat�orios est�a no fato de que os conjuntospreservam a forma geom�etrica.Supondo que as transforma�c~oes sobre as imagens ser~ao realizadas por operadores daMM, de que maneira eles afetam o conjunto aleat�orio que modela as imagens ?Seja  : P(E)! P(E) um operador i.t. SeX �e um DRS, ent~ao Y =  (X) �e tamb�emum DRS, uma vez que no caso discreto  (�) �e sempre mensur�avel ([Ser82]). Para carac-terizar o efeito de  (�) sobre X, �e desej�avel estudarmos FY (B) e TY (B). Baseado naequa�c~ao 4.5, temos TY (B) = P [ (X) \B 6= ;];8B 2 S: (4.6)O interesse neste ponto �e investigar a rela�c~ao existente entre TY (B) e TX(B). Algu-mas destas rela�c~oes est~ao sendo investigadas. Em [Gou92], podemos encontrar as seguintesrela�c~oes. TX\W (B) = TX (B \W );8W 2 P(E)TXc(B) = FX (B)FX[W (B) = FX (B \W c);8W 2 P(E)TX�A(B) = TX (B �At)FX	A(B) = FX (B �A)Estas f�ormulas ilustram alguns casos particulares nos quais �e poss��vel caracterizarestatisticamente o DRS Y =  (X) a partir das caracter��sticas estat��sticas do DRS X.Resumindo, uma vez que existe uma rela�c~ao biun��voca entre os BRF's e os DRS's, es-tabelecida pelas equa�c~oes 4.3 e 4.4, todos os conceitos de�nidos sobre vari�aveis aleat�orias



4.2. Projeto de Filtros Morfol�ogicos �Otimos 61(tais como distribui�c~ao de probabilidade, distribui�c~ao de probabilidade acumulada, mo-mentos, correla�c~ao, etc) podem ser de�nidas tamb�em para os conjuntos aleat�orios. Por-tanto, as imagens encaradas como conjuntos aleat�orios podem ser inseridas no contextoestat��stico.A conex~ao entre DRS's e MM �ca estabelecida atrav�es da investiga�c~ao de rela�c~oesdo tipo X \ B 6= ;, X \ W , X e  (X), etc. Os resultados obtidos a partir destesestudos podem ser empregados para projetar operadores  com caracer��sticas estruturaise estoc�asticas desejadas (veja por exemplo, [Gou92]).4.2 Projeto de Filtros Morfol�ogicos �OtimosNesta se�c~ao descreveremos as principais id�eias e resultados sobre projetos de �ltros mor-fol�ogicos �otimos, introduzidos por E. R. Dougherty, que tiveram in��cio com os artigos[Dou92a] e [Dou92b].A no�c~ao de �ltros morfol�ogicos foi introduzida por Serra ([Ser82]) e �e amplamentediscutida, por exemplo, em [Ser88]. Um �ltro morfol�ogico �e um operador crescente(X � Y !  (X) �  (Y ); 8X;Y 2 P(E)) e idempotente ( ( (X)) =  (X); 8X 2P(E)).Dougherty utiliza o termo �ltro morfol�ogico crescente para referir-se aos operadoresi.t. e crescentes, mas n~ao necessariamente idempotentes. Ao longo dos seus trabalhos, otermo �ltro �e utilizado, de uma forma geral, para referir-se aos operadores aplicados emproblemas de restaura�c~ao, e o termo �ltro bin�ario �e utilizado para referir-se aos �ltrosaplicados sobre imagens bin�arias.4.2.1 De�ni�c~ao do ProblemaConsideremos um vetor aleat�orio bin�ario n-dimensional x = (x1;x2; :::;xn), uma fun�c~aode x, denotado por y, e um estimador g de y.Seja ŷ = g(x) o estimador de y. Ent~ao, o erro m�edio quadr�atico (MSE) de ŷ �e de�nidopor : MSEhŷi = E[jŷ � yj2]: (4.7)Em rela�c~ao ao MSE, o estimador �otimo �e aquele que minimiza a esperan�ca de�nidaacima. Sabe-se que, entre todos os estimadores, aquele que minimiza o MSE �e a esperan�cacondicional, de�nida por : ŷ = E[y=x]:



62 Cap��tulo 4. Projeto de OperadoresO erro m�edio absoluto (MAE) de ŷ �e de�nido por :MAEhŷi = E[jŷ � yj]: (4.8)Como as vari�aveis aleat�orias consideradas s~ao bin�arias, �e imediato que MSE e MAEs~ao equivalentes. Se desejarmos que ŷ tome valores em f0; 1g, ent~ao a esperan�ca acimadeve ser arredondada para 1 caso ela seja maior ou igual a 0:5 e para 0 caso contr�ario.Suponha uma imagem X e um processo de ru��do aleat�orio sobre X que produz umaoutra imagem X 0 (X 0 �e a imagem X corrompida pelo ru��do). Dougherty prop~oe m�etodosbaseados em estima�c~ao estat��stica para encontrar um �ltro  tal que  (X 0) seja \seme-lhante" a X.Para considerarmos os operadores morfol�ogicos no contexto da estima�c~ao estat��stica,deveremos encarar as imagens bin�arias como objetos aleat�orios. Em geral, os vetoresaleat�orios s~ao utilizados para modelar as imagens.Seja x o vetor aleat�orio que modela as imagens de um determinado dom��nio E � ZZ2,e suponha a existência de um processo de ru��do sobre x, que caracteriza um outro vetoraleat�orio x0. Suponha tamb�em que x e x0 s~ao estritamente estacion�arios.Consideremos uma janela de observa�c~ao W , tal que jW j = n. Seja x0Wz o vetoraleat�orio associado aos pontos observados pela janela W quando seu centro encontra-sesobre um ponto z em E arbitr�ario. Seja X 0Wz o conjunto aleat�orio (veja equa�c~ao 4.1)correspondente ao vetor aleat�orio x0Wz .Sob a hip�otese de estacionaridade estrita, x0Wz e x0W (ou equivalentemente, X 0Wz eX 0W ) s~ao equivalentes (Teorema 4.1.1). No restante deste cap��tulo, vamos supor que x0 �eestritamente estacion�ario.O problema de �ltros �otimos envolve um processo de escolha de um melhor estimador(isto �e, aquele que minimiza o erro) dentro de uma classe de estimadores. Doughertyinvestiga os �ltros crescentes (baseados no Teorema de Representa�c~ao de Matheron) eos �ltros n~ao-crescentes (baseados no Teorema da Decomposi�c~ao Canônica). O crit�erioestat��stico utilizado para medida de erro �e o MAE. Dougherty modela as imagens porBRF's (x0) e n~ao por DRS's (X 0). Apresentamos os resultados usando a formula�c~aobaseada em DRS e tamb�em em BRF.4.2.2 Filtros CrescentesLembremos que qualquer operador  , i.t. e crescente, pode ser expresso como uni~ao deeros~oes, isto �e (veja se�c~ao 3.5) : (X 0) = [f"B(X 0) : B 2 Bas[ ]g: (4.9)



4.2. Projeto de Filtros Morfol�ogicos �Otimos 63Seja X 0W o DRS correspondente ao BRF x0W . Uma realiza�c~ao X 0W de X 0W �e umconjunto e, portanto f"B(X 0W ) = ( 1 se B �X 0W0 caso contr�ario.Em termos do BRF x0W , podemos reescreverf"B(X 0W ) = minj f(x0W )j : bj = 1gonde B = (b1; b2; :::; bn). Note que f"B (X 0W ) = 1 () (bj = 1 =) (x0W )j = 1), isto �e,f"B (X 0W ) = 1() B �X 0W .Adaptando esta formula�c~ao para 4.9, temos : (X0) = maxi ff"Bi (X 0)g = maxi fminj fx0j : (bi)j = 1gg; (4.10)onde fBig �e a base de  .Portanto, quando consideramos um �ltro crescente  como estimador, o MAE podeser expresso por :MAEh i = E[jY �  (X0W )j] = E[jY �maxi ff"Bi (X 0W )gj]:O �ltro crescente �otimo �e aquele que minimiza o MAE de�nido acima. As bases dos�ltros crescentes s~ao formadas por elementos estruturantes contidos emW . Como existem2n elementos estruturantes em W , escolher a melhor base corresponde a escolher dentretodas as subcole�c~oes destes 2n elementos, aquele que minimiza o MAE.Loce ([Loc93], se�c~ao 2.3) apresenta o Teorema do MAE que permite calcular o MAEassociado a um operador a partir do MAE de cada um dos elementos estruturantes quecaracterizam a sua base. A partir deste teorema �e derivada tamb�em uma forma maise�ciente de c�alculo, bem adaptada para processos computacionais, conforme segue :MAEh ni =MAEh n�1i+MAEhBni �MAEh�n�1i:onde Bas[ n�1] = fB1; B2; :::; Bn�1gBas[ n] = Bas[ n�1] [ fBng = fB1; B2; :::; BngBas[�n�1] = fB1 [ Bn; B2 [Bn; :::; Bn�1 [BngExemplo 4.2.1 No caso de um operador  com três elementos na base, Bas[ ] =fB1; B2; B3g, o c�alculo pelo teorema e pela forma mais e�ciente s~ao, respectivamente,MAEhB1; B2; B3i = MAEhB1i +MAEhB2i+MAEhB3i�MAEhB1 [B2i �MAEhB1 [ B3i �MAEhB2 [B3i+MAEhB1 [B2 [ B3i



64 Cap��tulo 4. Projeto de Operadorese MAEh ni = MAEhB1; B2i+MAEhB3i �MAEhB1 [B3; B2 [B3i:Este teorema permite que o MAE possa ser calculado recursivamente, para bases cadavez maiores, a partir do MAE associado a subconjuntos pr�oprios da base para o qual sedeseja calcular o MAE. �Abordagem baseada em restri�c~oesDevido a quantidade enorme de poss��veis bases, testar todas as possibilidades e escolhera de menor MAE n~ao �e uma tarefa vi�avel. Frente a este problema, algumas abordagensque procuram reduzir o espa�co e tempo de busca s~ao apresentadas em [Loc93].Em rela�c~ao �as abordagens que restringem o espa�co de busca, s~ao considerados basica-mente os seguintes tipos de tratamento :� uma das poss��veis restri�c~oes que podem ser impostas �e a restri�c~ao alg�ebrica. Porexemplo, pode-se requerer que o operador a ser estimado seja crescente e anti-extensivo. No caso de operadores anti-extensivos, cada elemento da base deve contera origem, e portanto, a busca de todas as possibilidades pode ser restrita sobre todasas bases que integram apenas elementos estruturantes que cont�em a origem.� Um outra restri�c~ao diz respeito ao tamanho da base. Em vez de testar todas asposs��veis bases, testam-se todas as poss��veis bases que integram no m�aximo melementos. (veja [DL94]).� Outra restri�c~ao refere-se ao tamanho da janela de observa�c~ao. Uma vez que o n�umerode elementos estruturantes poss��veis �e 2jW j, utilizar W 0 � W em vez de W , reduzeste espa�co de busca. (veja [Loc93], p�agina 33).� pode-se considerar tamb�emuma biblioteca de elementos estruturantes. Isto �e, em vezde realizar a busca sobre o conjunto de todos os poss��veis elementos estruturantes,consideram-se subgrupos deste, organizados como bibliotecas especializados paraproblemas espec���cos (veja [Loc93], p�agina 35).4.2.3 Filtros n~ao-crescentesDougherty apresenta uma outra abordagem quando trata de �ltros i.t. n~ao necessaria-mente crescentes. Este tratamento �e baseado na decomposi�c~ao canônica, apresentada nocap��tulo anterior.



4.2. Projeto de Filtros Morfol�ogicos �Otimos 65De forma an�aloga ao caso da eros~ao, pode-se aplicar um operador sup-gerador sobre oconjunto aleat�orio X 0W .(f�W(A;B)(X 0W ) = 1)() (A �X 0W � B)() (A �X 0W e Bc � (X 0W )c):Em termos do BRF x0W podemos reescreverf�W(A;B)(X 0W ) = minfminj f(x0W )j : Aj = 1g;minj f(x0W )cj : bcj = 1gg:Portanto um �ltro  i.t., adaptado �a sua forma canônica, pode ser expresso por1 :f (X 0) = maxi fminfminj fx0j : (Ai)j = 1g;minj f(x0)cj : (bci)j = 1ggg: (4.11)Existem 2n poss��veis realiza�c~oes X 0W deX 0W , para as quais f (X 0W ) = 1 ou f (X 0W ) =0. Observe que cada realiza�c~ao X 0W de X 0W pode ser representada pelo par [X 0W ;X 0W ].Uma cole�c~ao de pares [X 0W ;X 0W ] caracteriza um estimador dado pela express~ao 4.11.Assim, a escolha de um �ltro i.t. �otimo corresponde �a escolha de uma cole�c~ao de pares[X 0W ;X 0W ] que minimiza o MAE, dentre todos as poss��veis cole�c~oes.Para selecionar os pares de elementos estruturantes [A;B], consideram-se realiza�c~oesX 0 de X 0. Ao se transladar W sobre X 0, obtemos as realiza�c~oes de X 0W . Para cadarealiza�c~ao X 0W de X 0W armazena-se o valor de X no ponto z, Xz, juntamente com o par[X 0W ;X 0W ]. O par [X 0W ;X 0W ] �e integrado na decomposi�c~ao da equa�c~ao 4.11 se o n�umero de1's armazenados excede o de 0's (este procedimento corresponde justamente ao arredon-damento de E[y=x], para tornar o estimador uma fun�c~ao bin�aria).Os pares [X 0W ;X 0W ] selecionados correspondem aos mintermos da fun�c~ao Booleanaisomorfa ao operador estimado. Aplicando-se opera�c~oes l�ogicas (por exemplo, o algoritmode Quine-McCluskey) sobre estes mintermos, pode-se reduzir o n�umero de termos naexpress~ao 4.11. (Em outras palavras, os pares selecionados correspondem exatamente aoselementos de KW ( ) e as opera�c~oes de redu�c~ao l�ogica, no seu limite, resultam na base dooperador).No caso dos �ltros crescentes, o c�alculo do MAE depende da distribui�c~ao de probabi-lidade conjunta de (X 0;X). Ela �e estimada a partir de realiza�c~oes (X 0;X) de (X 0;X).No caso dos �ltros n~ao-crescentes, os pares [X 0W ;X 0W ] s~ao tamb�em selecionados de acordocom esta distribui�c~ao estimada. Em [DL94], podemos encontrar algumas discuss~oes quecomparam o desempenho de �ltros crescentes e n~ao-crescentes obtidos a partir de umadistribui�c~ao estimada.1Neste ponto h�a uma pequena diferen�ca de nota�c~ao entra a empregada por Dougherty e a aqui empre-gada : Dougherty utiliza o conceito de operadores \hit or miss", que s~ao equivalentes �as sup-geradoras(com excess~ao de sua caracteriza�c~ao que �e totalmente baseada em eros~oes)



66 Cap��tulo 4. Projeto de OperadoresObserve tamb�em que em ambos os casos, as express~oes 4.10 e 4.11 referem-se ao �ltro�otimo calculado sobre um ponto z 2 E. Sob a hip�otese de estacionaridade estrita, este�ltro �e o �ltro �otimo sobre E, j�a que z �e um ponto arbitr�ario de E.Todos os problemas tratados por Dougherty s~ao problemas de restaura�c~ao (isto justi�capor que ele utiliza o termo \�ltro", em vez de operador, em todos os seus trabalhos), nosquais o crit�erio estat��stico para escolha do estimador �otimo �e o MAE. Al�em disso, nota-seem seus trabalhos uma n��tida distin�c~ao entre �ltros crescentes e n~ao-crescentes, para osquais ele realiza tratamento diferenciado.



Cap��tulo 5Modelos de AprendizadoComputacionalOs esfor�cos que buscavam aproveitar o poder de processamento dos computadores digitais,cada vez mais velozes, n~ao excluiu o desejo de se criar uma \m�aquina inteligente", capaz detomar decis~oes. Uma das �areas de pesquisa resultante destes esfor�cos �e uma teoria aindarecente conhecida por \Machine Learning" (Teoria de Aprendizado Computacional), queestuda m�etodos para modelar matematicamente os processos de aprendizado.Alguns resultados signi�cativos nesta �area (teoria da decis~ao estat��stica [DH73]) foramobtidos na d�ecada de 70. Um fundamento te�orico mais s�olido foi estabelecido com aintrodu�c~ao do modelo PAC de aprendizado (do inglês \Probably Approximately Correct"),proposto por Valiant em [Val84].Na primeira parte deste cap��tulo situaremos o processo de aprendizado dentro de umamodelagemmatem�atica e na segunda parte apresentaremos os resultados referentes ao mo-delo PAC de Valiant, baseado no texto [AB92]. Na �ultima se�c~ao deste cap��tulo, apresenta-remos alguns resultados referentes �a extens~ao do modelo PAC, tomando como referênciasprincipais os artigos de Haussler ([Hau92]) e Kearns e Schapiro ([KS90]).5.1 Modelagem do Processo de AprendizadoInformalmente, qualquer processo que �e capaz de \aprender um conceito", a partir deexemplos que o ilustram, �e denominado \aprendizado". Por exemplo, considere umacaixa com bolas de cor vermelha e de v�arias outras cores. Suponha que um aluno queraprender o conceito \cor vermelha". Ent~ao ser~ao sorteadas, ao acaso, algumas bolas destacaixa e o aluno receber�a as informa�c~oes \bola �e vermelha" ou \bola n~ao �e vermelha" para67



68 Cap��tulo 5. Modelos de Aprendizado Computacionalcada bola sorteada. Baseado neste processo de treinamento, espera-se que o aluno torne-secapaz de distinguir a cor vermelha das demais cores.Nesta se�c~ao, apresentaremos a modelagem do processo de aprendizado na qual est�abaseado o modelo PAC b�asico de Valiant, que consiste basicamente do aprendizado de\conceitos" que podem ser modelados por fun�c~oes booleanas.Consideremos um dom��nio D cujos elementos s~ao as representa�c~oes codi�cadas de um\mundo real". Por exemplo, as imagens bin�arias de�nidas sobre o conjunto E � ZZ2, ondejEj = n, podem ser representadas por vetores ou matrizes de bits de tamanho n. As letrasdo alfabeto podem ser representadas por um vetor de atributos que indicam por exemplocaracter��sticas topol�ogicas, sua altura, largura, existência ou n~ao de \perninhas" (como asletras g, j, q, p), existência de pingos (como a letra i, j), etc.SejaP, denominado alfabeto, um conjunto para descrever elementos de D. Denotamospor Pn o conjunto de todas as n-uplas de elementos de P.Seja X � Pn. Um conceito c �e uma fun�c~ao de�nida por c : X ! f0; 1g. X �e deno-minado o espa�co de exemplos e seus elementos s~ao denominados exemplos. Um exemplox 2 X �e um exemplo positivo se c(x) = 1 e �e um exemplo negativo se c(x) = 0. Dado oconjunto de todos os exemplos positivos, ele determina e �e determinado por um conceitoc. Por esta raz~ao, um conceito c pode ser tamb�em encarado como um subconjunto de X.O conjunto C de todos os poss��veis conceitos �e denominado espa�co de conceitos. Oobjetivo de um processo de aprendizado �e produzir um conceito h que seja uma boaaproxima�c~ao de um conceito alvo t 2 C, que queremos aprender. O conjunto de todos osconceitos que podem ser aprendidos �e denominado espa�co de hip�oteses e denotado por H.Uma amostra de tamanho m �e uma sequência de m exemplos, ou seja, uma m-uplax = (x1; x2; :::; xm) 2 Xm. Uma amostra de treinamento s de tamanho m �e um elementode (X � f0; 1g)m, ou seja s = ((x1; b1); (x2; b2); :::; (xm; bm))onde bi = t(xi), indica se os exemplos s~ao positivos ou negativos relativamente ao conceitot. Dizemos que s �e consistente se xi = xj =) bi = bj; 1 � i; j � m.Um algoritmo de aprendizado �e uma fun�c~ao L que associa a cada amostra de trei-namento s consistente de tamanho m, relativo a um conceito alvo t 2 H, uma hip�oteseh 2 H. Denotamos L(s) = h.Uma hip�otese h 2 H �e consistente com uma amostra s se h(xi) = bi para cada1 � i � m. Um algoritmo de aprendizado �e consistente se ele �e consistente com todas asposs��veis amostras de treinamento s consistentes.



5.2. Modelo de Aprendizado PAC 695.2 Modelo de Aprendizado PACDentro da modelagem apresentada na se�c~ao anterior, o modelo de aprendizado PAC,proposto por Valiant, considera P = f0; 1g. Al�em disso, sup~oe que os elementos doespa�co de exemplosX n~ao s~ao contradit�orios, ou seja, todas as amostras s~ao consistentes.Vamos supor tamb�em que C = H.Suponha que X de�ne um espa�co de probabilidades e seja � a distribui�c~ao de proba-bilidades associada a X. Dado um conceito-alvo t 2 H, de�nimos o erro de uma hip�oteseh 2 H relativamente a t, da seguinte forma :er�(h; t) = �fx 2 X : h(x) 6= t(x)g:O espa�co Xm de amostras de treinamento de tamanho m herda a estrutura de espa�code probabilidades de X. Denotamos a distribui�c~ao de probabilidades correspondente aXm por �m. Dado Y � Xm, interpretamos o valor �m(Y ) como sendo `a probabilidade deuma amostra aleat�oria de m exemplos, obtidos de X, segundo a distribui�c~ao �, pertencera Y '.Seja S(m; t) o conjunto de amostras de treinamento de tamanhom. Existe uma bije�c~aoentre Xm e S(m; t) expressa por uma fun�c~ao � : Xm ! S(m; t), que a cada m-upla deexemplos x = (x1; x2; :::; xm) associa a amostra s = ((x1; b1); (x2; b2); :::; (xm; bm)).Logo, �mfs 2 S(m; t) : s tem a propriedade Pg pode ser interpretada como �mfx 2Xm : �(x) tem a propriedade Pg. Isto permite calcularmos o erro da hip�otese h = L(s)e a probabilidade deste erro ser menor que um dado valor � em fun�c~ao da distribui�c~ao deprobabilidade sobre X.De�ni�c~ao 5.2.1 Um algoritmo L �e PAC (Probably Approximately Correct) para umespa�co de hip�oteses H se, dados� um n�umero real � (0 < � < 1) e� um n�umero real � (0 < � < 1),ent~ao existe um inteiro positivo m0 = m0(�; �) tal que� para qualquer conceito alvo t 2 H, e� para qualquer distribui�c~ao de probabilidade � sobre X,sempre que m � m0, �mfs 2 S(m; t) : er�(L(s); t) < �g > 1 � �.Estamos interessados em encontrar um algoritmo de aprendizado PAC, isto �e, umalgoritmo que produz uma hip�otese h, tal que, com alta probabilidade (1��), o erro entre a



70 Cap��tulo 5. Modelos de Aprendizado Computacionalhip�otese h e o conceito-alvo t seja menor que �. O termo \provalvelmente aproximadamentecorreto" est�a associado �a esta id�eia.Dado � 2 (0; 1), o conjuntoB� = fh 2 H : er�(h; t) � �g�e denominado o conjunto das hip�oteses �-ruins .De�ni�c~ao 5.2.2 Seja H um espa�co de hip�oteses e H[s] o conjunto de todas as hip�otesesde H consistentes com s. O espa�co H �e potencial se, dados � e � tais que 0 < �; � < 1,existe um inteiro positivo m0 = m0(�; �) tal que para qualquer m � m0,�mfs 2 S(m; t) : H[s] \B� = �g > 1� �;para qualquer distribui�c~ao de probabilidade � sobre X e qualquer t 2 H.Teorema 5.2.1 Qualquer espa�co �nito de hip�oteses �e potencial. �Teorema 5.2.2 Se H �e um espa�co de hip�oteses potencial, e L �e um algoritmo de apren-dizado consistente, ent~ao L �e PAC. �As demostra�c~oes destes dois teoremas podem ser encontradas em [AB92]. A partirdestes teoremas, �e conseq�uência imediata que qualquer algoritmo consistente quando con-siderado um espa�co �nito de hip�oteses �e PAC. Apresentamos a seguir, como ilustra�c~ao,um exemplo de algoritmo PAC introduzido por G. Valiant ([Val84]).Exemplo 5.2.1 Seja Dn;k o espa�co das fun�c~oes Booleanas de n vari�aveis e que podemser expressas como a disjun�c~ao de monômios de tamanho m�aximo k (1 < k < n). Vamossupor que �e dada uma amostra de treinamento de tamanho m.fa�ca h = disjun�c~ao de todos os monômios de tamanho m�aximo k ;para i = 1 at�e m fa�case bi = 0 e h(xi) = 1ent~ao elimine os monômios M de h tais que M(xi) = 1 ;L(s) = h ;Observamos que, no algoritmo, inicialmente h(xi) = 1 para todo xi. A cada passodo algoritmo, se bi = 0 e h(xi) = 1 ent~ao os monômios M para os quais M(xi) = 1



5.3. Extens~ao do Modelo PAC 71s~ao eliminados de h. Ao �nal do algoritmo h(xi) = bi para todo 1 � i � m. Logo estealgoritmo �e consistente e portanto �e PAC. �Em resumo, dado um espa�co de exemplos sem contradi�c~oes relativamente a um conceito-alvo t (i.e., no qual todas as amostras s~ao consistentes) e um espa�co �nito de hip�oteses,qualquer algoritmo de aprendizado L consistente �e PAC. Isto �e, existe um inteiro positivom0 tal que se tomarmos uma amostra de treinamento s, com mais de m0 exemplos, aprobabilidade do erro entre a hip�otese h = L(s) e o conceito-alvo t ser menor que � �emaior que 1� �.Uma quest~ao crucial nesta modelagem est�a associada ao n�umero de exemplos m0necess�arios para garantir esta precis~ao � e con�abilidade �. Segundo [AB92], um limitantesuperestimado �e dado por : m0(�; �) = 1� ln jHj�onde jHj representa a cardinalidade do espa�co de hip�oteses.5.3 Extens~ao do Modelo PACO modelo PAC de Valiant imp~oe restri�c~oes sobre o espa�co de exemplos e sobre a classede conceitos que podem ser aprendidos. Uma destas restri�c~oes �e a suposi�c~ao de que n~aoexistem exemplos contradit�orios no espa�co de exemplos X, isto �e, dados dois exemplosxi; xj 2 X, se xi = xj ent~ao bi = bj.No entanto, na pr�atica, �e comum encontrarmos situa�c~oes nas quais os exemplos s~aocontradit�orios. Neste caso, pode-se supor que os exemplos s~ao pares ordenados (x; b) ondex �e gerado segundo uma distribui�c~ao de probabilidade � sobre X conforme a descri�c~aoda se�c~ao anterior, por�em o elemento b n~ao �e determin��stico, isto �e, �e gerado segundo umadistribui�c~ao condicional1 p(b=x). A distribui�c~ao � sobre X juntamente com a distribui�c~aocondicional p(b=x) determinam naturalmente uma distribui�c~ao de probabilidade conjuntaP sobre X � f0; 1g.Existem tamb�em outras restri�c~oes impostas pelo modelo PAC de Valiant (veja maioresdetalhes em [Hau92, KS90]). No entanto, neste texto, abordaremos as extens~oes que est~aorelacionadas com a restri�c~ao citada acima.Na situa�c~ao considerada acima, estamos interessados em aprender uma fun�c~ao Bo-oleana (decis~ao) h, que seja uma boa aproxima�c~ao do espa�co X � f0; 1g, a partir deexemplos (x; b) gerados aleatoriamente segundo a distribui�c~ao de probabilidade conjuntaP sobre X � f0; 1g.1Ver por exemplo [Mey69], se�c~ao 6.2.



72 Cap��tulo 5. Modelos de Aprendizado ComputacionalSeja h : X ! f0; 1g uma hip�otese (aqui ser�a denominada decis~ao). No modelo PACb�asico, o erro de h em rela�c~ao a um conceito-alvo t : X ! f0; 1g �e caracterizado emtermos da probabilidade associada aos elementos x 2 X para os quais h(x) 6= t(x).Haussler prop~oe uma generaliza�c~ao no qual o \erro" �e caracterizado atrav�es de uma fun�c~aolh, denominada fun�c~ao de perda. A fun�c~ao de perda \mede" a perda cometida ao seescolher uma determinada decis~ao h, isto �e, lh : X �f0; 1g ! [0; 1] associa uma perda n~aonegativa lh(x; b) para cada par (x; b) em X � f0; 1g.O risco de uma hip�otese h 2 H, relativo �a distribui�c~ao de probabilidade conjunta Psobre X � f0; 1g e �a fun�c~ao de perda lh, �e de�nido porrP (lh) = E[lh(x; b)]:Seja h� 2 H uma hip�otese de menor risco para o espa�co de exemplos X �f0; 1g, segundoa fun�c~ao de perda lh. Isto �e, rP (lh�) � rP (lh); 8h 2 H:Uma amostra de treinamento s de tamanho m (s = f(x1; b1); (x2; b2); :::; (xm; bm)g)�e de�nida da mesma forma, por�em nesta generaliza�c~ao, cada exemplo (xi; bi) �e obtidosegundo a distribui�c~ao de probabilidade conjunta P sobre X � f0; 1g (observe que nestecaso as amostras n~ao s~ao necessariamente consistentes).Seja s o processo aleat�orio que modela as amostras de treinamento de tamanho m, eseja Pm a distribui�c~ao de probabilidade associada a s, em fun�c~ao de P .Com base nestes novos conceitos, podemos rede�nir a no�c~ao de algoritmo PAC numcontexto mais gen�erico :De�ni�c~ao 5.3.1 Dizemos que um algoritmo L �e PAC para um espa�co de decis~oes H se,dados� um n�umero real � (0 < � < 1) e�um n�umero real � (0 < � < 1),ent~ao existe um inteiro positivo m0 = m0(�; �) tal que� para qualquer espa�co de exemplos X � f0; 1g,� para qualquer distribui�c~ao de probabilidade conjunta P sobre X � f0; 1gsempre que m � m0 Pm(jrP (lL(s))� rP (lh�)j < �) > 1 � �:



5.3. Extens~ao do Modelo PAC 73�O objetivo de um processo de aprendizado �e escolher uma decis~ao de menor risco entretodas as decis~oes em H. Para isto, deve-se escolher um crit�erio de decis~ao que minimizaa fun�c~ao de perda lh.Vamos considerar a inexistência de exemplos contradit�orios em X � f0; 1g e a fun�c~aode perda lh(x; b) = jh(x)� bj. Ent~ao �e f�acil veri�car que rP (lh�) = 0 erP (lh) = E[lh(x; b)]= X(x;b)2X�f0;1g jh(x)� bjP (x; b)= Xx2X jh(x)� t(x)j�(x)= �m(fx 2 X : h(x) 6= t(x)g)Sob estas condi�c~oes, a de�ni�c~ao apresentada aqui reduz-se �a de�ni�c~ao de Valiant, apre-sentada na se�c~ao anterior.Notemos que, para lh(x; b) = jh(x) � bj, este modelo trata tamb�em o problema derestaura�c~ao estudado por Dougherty (cap��tulo 4).O estudo para determinar o valor m0 da amostra de treinamento, neste caso maisgeral, envolve v�arios conceitos te�oricos complexos. Al�em disso, observa-se que o limitete�orico apresentado em [Hau92] est�a muito acima dos valores observados na pr�atica (vejacap��tulos 9 e 10). Por estes motivos, omitimos a sua apresenta�c~ao aqui. Algumas dis-cuss~oes relacionadas com o tamanho da amostra de treinamento, sob um aspecto pr�atico,ser~ao apresentadas no cap��tulo 10.
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Cap��tulo 6Algoritmos para o Aprendizado deFun�c~oes BooleanasNo cap��tulo anterior, apresentamos algumas no�c~oes e resultados associados ao modeloPAC, que estuda o aprendizado de conceitos que podem ser modelados por fun�c~oes Boo-leanas, e algumas generaliza�c~oes baseadas naquele modelo.Um algoritmo de aprendizado PAC trivial pode ser escrito da seguinte forma :Entrada: - Conjunto de exemplos S = f(xi; bi) : 1 � i � mg .Sa��da : - uma hip�otese (fun�c~ao Booleana) ff f = ;; % conjunto vazioPara i de 1 at�e m fa�case bi = 1 ent~ao fa�caf = f [ fxig;Devolva f ;gEste algoritmo fornece como resultado uma fun�c~ao Booleana na FND. �E f�acil observarque ele �e PAC pois ele �e consistente, isto �e, para cada (xi; bi) 2 S, se bi = 1 ent~ao f(xi) = 1e se bi = 0 ent~ao f(xi) = 0.Entretanto, na pr�atica, representar uma fun�c~ao Booleana na FND n~ao �e interessante,uma vez que o n�umero de termos e literais envolvidos geralmente �e grande, comprome-tendo a sua manipula�c~ao. Em geral estamos interessados em encontrar uma express~ao75



76 Cap��tulo 6. Algoritmos para o Aprendizado de Fun�c~oes Booleanasequivalente mais simples, que envolve um menor n�umero de termos e literais.Sabemos que uma express~ao Booleana pode ser minimizada atrav�es de simpli�ca�c~aode express~oes (ver cap��tulo 2). Em particular, as fun�c~oes Booleanas expressas em FNDpodem ser minimizadas pelo algoritmo QM apresentado no cap��tulo 2. Entretanto, quandoo n�umero de vari�aveis Booleanas envolvidas �e grande, este algoritmo torna-se invi�avel poisrequer grande espa�co de mem�oria e tempo de processamento.Motivados por esta raz~ao, come�camos a investigar algoritmos alternativos e desta in-vestiga�c~ao resultou um novo algoritmo que n~ao encontramos na literatura consultada.Este cap��tulo ser�a dedicado �a apresenta�c~ao deste novo algoritmo e tamb�em �a avalia�c~ao deseu desempenho, inclusive em compara�c~ao ao desempenho do algoritmo QM.Deste ponto em diante, os mintermos para os quais a fun�c~ao toma valor 1 ser~ao denomi-nados mintermos positivos e aqueles para os quais ela toma valor 0 ser~ao denominadosmintermos negativos, por uma conven�c~ao estabelecida neste texto para manter a asso-cia�c~ao entre mintermos e exemplos de treinamento considerados no cap��tulo 5. Em outraspalavras, os exemplos positivos e negativos correspondem, respectivamente, aos mintermospositivos e negativos.6.1 Um Novo Algoritmo para Minimiza�c~ao de Fun�c~oesBooleanasSeja f uma fun�c~ao Booleana com n vari�aveis expressa na FND. Estamos interessadosem obter a sua representa�c~ao c�ubica minimal, isto �e, sua representa�c~ao em termos de umconjunto de sub-cubos maximais, em rela�c~ao ao n-cubo de�nido no n-espa�co. Observe quena representa�c~ao c�ubica minimal, os pontos pertencentes aos sub-cubos s~ao exatamente ospontos correspondentes aos mintermos positivos de f .No caso do algoritmo QM, esta representa�c~ao �e obtida pelo seguinte processo : inicial-mente combinam-se todos os mintermos positivos dois a dois de modo a gerar os 1-cubos.A seguir estes 1-cubos s~ao combinados dois a dois para gerar os 2-cubos e assim sucessi-vamente at�e que nenhuma combina�c~ao seja mais poss��vel. Os sub-cubos que n~ao puderamser utilizados para gerar sub-cubos de dimens~ao maior constituem o conjunto de sub-cubosmaximais no qual estamos interessados.Neste novo algoritmo, o processo �e inicializado com o n-cubo (que equivale �a fun�c~aoBooleana constante 1) e a partir dele os pontos correspondentes aos mintermos negativosde f s~ao eliminados sucessivamente. Ap�os todos os mintermos negativos terem sido elimi-nados, os pontos restantes do n-cubo correspondem ao conjunto de mintermos positivos emais aqueles que n~ao foram de�nidos (n~ao s~ao positivos nem negativos).



6.1. Um Novo Algoritmo para Minimiza�c~ao de Fun�c~oes Booleanas 77Se encararmos o cubo como uma estrutura de reticulado Booleano, o n-cubo pode servisto como um intervalo [;;W ], onde jW j = n. Neste caso, estamos interessados em obtera representa�c~ao minimal de f em termos de um conjunto de intervalos maximais. O pontochave deste novo algoritmo �e a possibilidade de representar o conjunto de todos os pontosde um intervalo, a menos de um, em termos de um conjunto de intervalos maximais. Esteresultado �e formalizado pelo seguinte teorema.Teorema 6.1.1 Seja [A;B] � P(W ) e P 2 [A;B]. Ent~ao,[A;B]� fPg = f[A;B \ fagc] : a 2 Pg [ f[A [ fbg; B] : b 2 P cg;onde �c �e o complemento em rela�c~ao a W . Al�em disso, os intervalos do lado direito daigualdade s~ao maximais.Dem.:Max([A;B]� fPg)= Max([A;B]� [P;P ]) (fPg = [P,P])= Max([A;B]\ [P;P ]c)= Max([A;B])uMax([P;P ]c) (de�ni�c~ao de u)= f[A;B]g u (f[;; fagc] : a 2 Pg [ f[fbg;W ] : b 2 P cg) (Proposi�c~ao 3.4 em [BS95])= Max([A;B]\ (f[;; fagc] : a 2 Pg [ f[fbg;W ] : b 2 P cg)) (de�ni�c~ao de u)= Max(f[A;B \ fagc] : a 2 Pg [ f[fbg [A;B] : b 2 P cg) (distributividade de \)= f[A;B \ fagc] : a 2 Pg [ f[fbg [ A;B] : b 2 P cg �Corol�ario 6.1.1 Seja [A;B] � P(W ) e P 2 [A;B]. Ent~ao,[A;B]� fPg = f[A;B \ fagc] : a 2 P \Acg [ f[fbg [A;B] : b 2 P c \Bg:Dem.: Decorre imediatamente do teorema anterior se observarmos quese a 2 P e a 2 A =) [A;B \ fagc] = ; e se b 2 P c e b 2 Bc =) [fbg [A;B] = ;. �Corol�ario 6.1.2 O n�umero de intervalos na decomposi�c~ao acima �e exatamente igual �adimens~ao1 do intervalo [A;B], isto �e, jmax([A;B]� fPg)j = dim([A;B]).1A de�ni�c~ao de dimens~ao de um intervalo est�a na p�agina 32



78 Cap��tulo 6. Algoritmos para o Aprendizado de Fun�c~oes BooleanasDem.:jjP \ Acjj+ jjP c \Bjj = (jjP jj � jjAjj) + (jjBjj � jjP jj) (pois P 2 [A;B])= jjBjj � jjAjj= dim([A;B]) �6.1.1 Descri�c~ao do AlgoritmoCom base nos resultados acima, ao se extrair um mintermo negativo P1 do intervalo inicial[;;W ], o conjunto de pontos correspondente a [;;W ] � fP1g pode ser expresso por umconjunto N de intervalos maximais. Ao se extrair um segundo mintermo negativo P2,este deve ser extra��do de [;;W ]� fP1g e n~ao de [;;W ]. Isto signi�ca dizer que P2 deveser extra��do de cada um dos intervalos de N que o cont�em. Este processo pode originarv�arios conjuntos de intervalos maximais, cuja uni~ao n~ao necessariamente �e um conjuntode intervalos maximais.Para garantir que o conjunto de todos os intervalos (aqueles que foram gerados ao seextrair P2 mais aqueles de N que n~ao foram \particionados") �e maximal, antes de extrairum terceiro exemplo negativo P3, devem-se eliminar os intervalos que est~ao contidos emoutros de dimens~ao maior. Neste caso, note que apenas os intervalos que foram geradosneste momento podem estar contidos em outros, que s~ao necessariamente aqueles que n~aoforam particionados neste momento.Tendo-se este processamento adicional ao �nal da extra�c~ao de cada mintermo negativo,obt�em-se um conjunto de intervalos maximais, que correspondem a todos os elementos dointervalo inicial, menos aqueles que foram extra��dos at�e o momento.Portanto, ao �nal da extra�c~ao de todos os mintermos negativos, obt�em-se exatamenteo conjunto de intervalos maximais correspondente �a representa�c~ao minimal de f (isto �e,todos os implicantes primos de f).Este processo de extra�c~ao sucessivo de mintermos negativos est�a associado a uma id�eiade particionamento sucessivo de intervalos, no qual, a cada passo, s~ao gerados intervalosde dimens~ao menor. Baseado nesta observa�c~ao, poder��amos sugerir um nome como, porexemplo, \Particionamento Sucessivo de Intervalos" para este novo algoritmo. Por motivosde simpli�ca�c~ao e conveniência, decidimos adotar o nome \ISI" (do inglês \incrementalsplitting of intervals").A seguir descrevemos os passos do algoritmo ISI.� Passo 0 : Seja T o conjunto de intervalos iniciais (usualmente [;;W ]). Separe os



6.1. Um Novo Algoritmo para Minimiza�c~ao de Fun�c~oes Booleanas 79mintermos negativos dos positivos. Se n~ao existir nenhum mintermo negativo, ent~aodevolver T . Se n~ao existir nenhum mintermo positivo, ent~ao devolver ;.� Passo 1 : Separe os intervalos de T pelo seguinte crit�erio : colocar os intervalos deT que cont�em o pr�oximo mintermo negativo a ser extra��do (P ) em T0 e os que n~aocont�em em T1. E fa�ca N = ;.� Passo 2 : particionar cada um dos intervalos de T0 e gerar os subintervalos. Ossubintervalos que n~ao estiverem contidos em algum intervalo de T1 ser~ao colocadosem N .� Passo 3 : fa�ca T = T1 [ N e repita os passos 1 a 3 para o pr�oximo mintermonegativo, enquanto existirem.O algoritmo ISIDescrevemos a seguir o algoritmo ISI em pseudo-c�odigo :Entrada: - Conjunto de mintermos positivos e negativos- Intervalos de inicializa�c~aoSa��da : - Conjunto de implicantes primos essenciaisf T = intervalos de inicializa�c~ao;Para cada mintermo negativo P fa�caN = ;;T0 = intervalos de T que cont�em P ;T1 = intervalos de T que n~ao cont�em P ;Para cada intervalo I de T0 fa�caElimine P de I e gere os sub-intervalos I 0i;Para cada I 0i,se I 0i =2 T1ent~ao N = N [ fI 0ig;T = T1 [N ;Devolva T ;g O algoritmo ISI.



80 Cap��tulo 6. Algoritmos para o Aprendizado de Fun�c~oes BooleanasO processamento sucessivo dos passos deste algoritmo pode ser visualizado atrav�esde uma �arvore, onde os n�os de um determinado n��vel s~ao os intervalos resultantes ap�os aexecu�c~ao do passo correspondente ao n��vel. Isto �e, se consideramos a ra��z no n��vel zero,ent~ao os n�os no primeiro n��vel s~ao os intervalos resultantes ap�os a extra�c~ao do pontocorrespondente ao primeiro mintermo negativo; os n�os no segundo n��vel s~ao os intervaloscorrespondentes �a extra�c~ao do ponto correspondente ao segundo mintermo negativo eassim por diante. Esta dinâmica para a minimiza�c~ao da fun�c~ao f = Pm(0; 1; 4; 5; 6) �emostrada na �gura 6.2. Geometricamente, este mesmo processo pode ser ilustrado pelosrespectivos cubos no n-espa�co, conforme mostra a �gura 6.2.
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X0XFigura 6.1: Expans~ao em �arvore produzida pelo algoritmo ISI para f = Pm(0; 1; 4; 5; 6).Como o resultado do algoritmo ISI corresponde ao conjunto de todos os implicantesprimos, existe necessidade de selecionarmos os essenciais, da mesma forma que procedemosna segunda parte do algoritmo QM (ver cap��tulo 2). Quando nos referirmos ao algoritmoISI daqui para frente, estaremos considerando o algoritmo descrito acima mais a segundaparte do algoritmo QM.
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82 Cap��tulo 6. Algoritmos para o Aprendizado de Fun�c~oes Booleanas6.1.2 ComplexidadeConforme ilustra a �gura 6.1, o comportamento deste algoritmo pode ser visualizadoatrav�es de um gr�a�co em forma de uma �arvore. A profundidade da �arvore �e equivalente aon�umero de mintermos negativos. �E interessante notar tamb�em que, quanto mais descemoso n��vel na �arvore, menor �e o grau dos n�os e que, em termos de implementa�c~ao, somente asfolhas da �arvore devem ser conservadas.A expans~ao da �arvore produzida pelo algoritmo depende da distribui�c~ao dos mintermos,o que torna dif��cil uma an�alise da complexidade do algoritmo. Portanto optamos porilustrar a sua complexidade atrav�es de compara�c~oes com o algoritmo QM, o que �e bemconhecido.6.2 Quine-McCluskey � ISIPara que uma fun�c~ao Booleana f com n vari�aveis seja completamente de�nida, devemosconhecer o seu valor em cada um dos poss��veis 2n pontos do seu dom��nio. Na pr�atica �emuito comum que o valor da fun�c~ao em alguns (ou v�arios) destes pontos seja desconhecidoou irrelevante. Este conjunto de pontos �e denominado \don't care". Em outros termos,signi�ca dizer que n~ao interessa qual valor toma a fun�c~ao nestes pontos.No algoritmo QM, estes pontos devem ser tratados como mintermos positivos, j�aque isto aumenta a possibilidade de combina�c~oes, para gerar cubos maiores, nas fasesintermedi�arias do algoritmo. E, em conseq�uência, a possibilidade dos implicantes primosserem cubos de dimens~ao maior tamb�em aumenta, o que implica menos cubos ou cubosmaiores no conjunto de implicantes primos essenciais.Note que na tabela de implicantes primos, utilizada para selecionar os implicantes pri-mos essenciais na segunda parte do algoritmo, n~ao h�a necessidade de incluirmos os \don'tcares" nas colunas, uma vez que a fun�c~ao minimal resultante n~ao precisa, necessariamente,tomar valor 1 nestes pontos.Por outro lado, este procedimento de considerar todos os \don't cares" comomintermospositivos possui a desvantagem de inuir diretamente no aumento de espa�co e temponecess�arios para o processamento, pois causa um aumento no n�umero de combina�c~oes nasfases intermedi�arias do algoritmo, al�em da necessidade de maior espa�co de mem�oria paraarmazen�a-los.A diferen�ca signi�cativa entre o algoritmo ISI e QM est�a exatamente no que diz respeitoaos \don't cares". No caso do algoritmo ISI, todos os mintermos que n~ao s~ao negativos s~aoconsiderados positivos (com excess~ao da segunda parte do algoritmo, no qual os intervalosque cont�em apenas \don't cares" s~ao eliminados).



6.2. Quine-McCluskey � ISI 83Em outras palavras, a primeira parte do algoritmo ISI depende dos mintermos negati-vos, enquanto que o QM depende dos mintermos positivos e \don't cares". O algoritmoISI permite simpli�car fun�c~oes com muitas vari�aveis, desde que o n�umero de \don't cares"seja relativamente grande. Isto n~ao �e poss��vel com o algoritmo QM.Apresentamos a seguir, uma s�erie de tabelas que comparam o desempenho dos algo-ritmos QM e ISI para v�arias situa�c~oes diferentes. As colunas \negativos", \positivos"e \d.c." indicam, respectivamente, o n�umero de mintermos negativos, positivos e don'tcares; a coluna \base" indica o tamanho da base (implicantes primos essenciais) obtida;o tempo �e medido em horas(h), minutos(m) e segundos(s); \mem." indica a quantidadem�axima de intervalos (cubos) que coexistiram simultaneamente durante o processo de mi-nimiza�c~ao. O tempo quando medido em unidades menores que o segundo n~ao �e muitopreciso, portanto para efeitos de an�alise, desprezamos este tempo arredondando aquelesmaiores que 0:5s para 1s e os menores ou iguais a 0:5 para 0s. O tempo indicado por 1representa tempo superior a 24 horas. O espa�co (\mem.") indicado por 1 indica que oespa�co emmem�oria dispon��vel no equipamento n~ao foi su�ciente para realizar o respectivoteste.Todos os experimentos foram realizados em um equipamento com processador Pen-tium, 82 Mhz. Os dados foram gerados aleatoriamente.ISI QMnegativos positivos d.c. base tempo mem. tempo mem.10 502 0 85 1s 234 1s 1,07551 461 0 59 6s 898 40s 18,702154 358 0 80 3s 399 2s 2,301256 256 0 85 1s 234 1s 1,075260 252 0 84 1s 221 2s 1,054410 102 0 52 1s 96 1s 222128 128 256 41 2s 415 2s 2,885205 51 256 30 1s 331 1s 1,549216 212 84 27 0s 136 1s 2,489277 170 65 37 0s 137 0s 1,479312 193 7 27 1s 241 0s 1,415504 1 7 1 1s 207 0s 10Tabela 6.1: Tabela comparativa para 9 vari�aveis.Os valores observados na tabela 6.1 n~ao oferecem evidências muito concretas acerca dotempo de processamento, mas est�a claro que o algoritmo QM utiliza muito mais espa�co de



84 Cap��tulo 6. Algoritmos para o Aprendizado de Fun�c~oes Booleanasmem�oria (medido em n�umero de intervalos) do que o ISI. Na primeira linha da tabela 6.2ISI QMnegativos positivos d.c. base tempo mem. tempo mem.21 1,003 0 38 3s 479 1m2s 22,54251 973 0 59 6s 898 40s 18,702102 922 0 88 7s 909 24s 13,910205 818 0 132 9s 1,099 10s 8,032307 717 0 155 12s 945 10s 5,459512 512 0 159 8s 563 7s 2,414819 205 0 97 1s 188 0s 493922 102 0 57 1s 96 1s 207256 256 512 79 1s 939 9s 6,770410 102 512 54 4s 741 2s 3,711Tabela 6.2: Tabela comparativa para 10 vari�aveis.pode-se veri�car uma grande diferen�ca de tempo entre o ISI e o QM. Casos em que h�apoucos mintermos negativos s~ao favor�aveis ao ISI, enquanto os casos em que h�a muitosmintermos positivos s~ao desfavor�aveis ao QM. ISI QMnegativos positivos d.c. base tempo mem. tempo mem.205 1,843 0 148 1m46s 2,337 3m32s 36,744359 1,689 0 198 1m3s 2,126 1m46s 24,213655 1,393 0 275 59s 1,991 51s 12,0711024 1,024 0 281 30s 1,191 23s 5,5991689 359 0 174 4s 332 1s 843208 688 1,152 96 46s 2,350 2m31s 36,443425 688 935 135 50s 2,082 1m12s 21,666754 359 935 112 19s 1,386 16s 11,384Tabela 6.3: Tabela comparativa para 11 vari�aveis.Na tabela 6.3 observamos que o tempo de processamento em v�arios casos aproxima-seou supera os minutos, enquanto na tabela anterior, com 10 vari�aveis somente um casopassou de um minuto. Podemos observar um crescimento muito mais r�apido do tempo deprocessamento e espa�co ocupado relativamente ao crescimento do n�umero de vari�aveis.



6.3. As Variantes do Algoritmo ISI 85ISI-0 QMnegativos positivos d.c. base tempo mem. tempo mem.1035 3,061 0 430 7m 4,580 7m7s 38,5242048 2,048 0 418 1m30s 1,942 1m22s 15,8763061 1,035 0 411 26s 993 14s 3,069712 724 2,660 90 24s 2,202 20m10s 89,824835 601 2,660 82 21s 2,160 16m 80,682Tabela 6.4: Tabela comparativa para 12 vari�aveis.Na tabela 6.4, torna-se evidente que o algoritmo ISI �e muito mais e�ciente do que oQM nos casos para os quais o n�umero de \don't cares" �e relativamente grande.ISI-0 QMnegativos positivos d.c. base tempo mem. tempo mem.16.384 16.384 0 1.768 6h46m15s 12,728 7h19m54s 213,10142 18 32,708 6 29s 4,146 1 -565 16,384 15,819 220 35m2s 13,900 - -1.706 1,031 30,031 110 26m18s 21,389 1 -12.880 18 19,878 17 26m35s 12,094 - -Tabela 6.5: Tabela comparativa para 15 vari�aveis.Na tabela 6.5, podemos ver�car que o processamento em alguns casos levou horas.Observe novamente que quando o n�umero de \don't cares" �e grande, o ISI �e estremamentee�ciente (veja linha 2), por�em n~ao se pode generalizar (compare linhas 2 e 4). Na linha 4,referente ao QM, o tempo de processamento (n~ao terminado) foi superior a 4 dias e meio.Na tabela 6.6 apresentamos o desempenho do ISI para alguns casos com 16, 20, 25 e39 vari�aveis. N~ao realizamos os testes com o QM para estes casos, pois estes levariamdias de processamento.6.3 As Variantes do Algoritmo ISIVeri�camos que o algoritmo ISI elimina sucessivamente os mintermos negativos e expressaos mintermos restantes em termos de um conjunto de intervalos maximais. Estes interva-los maximais cobrem todos os mintermos positivos e tamb�em todos os \don't cares". Nasegunda parte do algoritmo, todos os intervalos que cobrem apenas \don't cares" (isto �e,



86 Cap��tulo 6. Algoritmos para o Aprendizado de Fun�c~oes Booleanasvari�aveis negativos positivos d.c. base tempo mem.16 163 204 65,169 4 2s 55016 177 193 65,166 3 2s 52916 2,069 1,155 62,312 91 1h9m38s 39,44020 285 306 1,047,985 2 6s 92920 21 1052 1,047,503 25 8s 74425 36 2,493 33,551,903 32 1h42m1s 32,88025 472 446 33,553,514 3 32s 2,30839 740 803 239 � 1; 543 3 9m18s 10,455Tabela 6.6: Desempenho do ISI.aqueles ques n~ao cont�em nenhum mintermo positivo) s~ao eliminados. Como conseq�uênciadeste processamento, o resultado �nal consiste de um conjunto m��nimo de intervalos ma-ximais necess�arios para cobrir todos os mintermos positivos.Uma observa�c~ao decorrente deste fato �e a possibilidade de uma pequena altera�c~ao naprimeira parte do algoritmo ISI. Para isto, observe o seguinte fato : se um intervalon~ao cont�em nenhum mintermo positivo, ent~ao todos os seus sub-intervalos tamb�em n~aocontêm. Logo, intervalos com esta propriedade podem ser eliminados ap�os cada passo naprimeira parte do algoritmo.Esta observa�c~ao levou-nos a sugerir três variantes do algoritmo ISI. Para evitar con-fus~oes entre eles, denominaremos de ISI-0 a vers~ao original do algoritmo e de ISI-1, ISI-2e ISI-3, respectivamente, as três variantes.6.3.1 Algoritmo ISI-1Nesta variante do ISI, ao �nal de cada passo da primeira parte do algoritmo, elimina-mos todos os intervalos que n~ao cont�em nenhum mintermo positivo. Isto corresponde aantecipar a �ltragem que na vers~ao original �e realizada na segunda parte do algoritmo.Com este procedimento, o tempo de processamento m�edio em rela�c~ao ao ISI-0 diminui,pois o algoritmo manipula menos intervalos durante o processo. Outro fato bastanteinteresante �e que o ISI-1, embora n~ao produza os mesmos implicantes primos que o ISI-0 na primeira parte do algoritmo, produz os mesmos intervalos essenciais ao �nal doprocesso.A seguir apresentamos o algoritmo ISI-1, em pseudo-c�odigo. Observe que apenas uma



6.3. As Variantes do Algoritmo ISI 87linha (marcada por *) foi alterada em rela�c~ao �a vers~ao original do algoritmo.
Entrada: - Conjunto de mintermos positivos e negativos- Intervalos de inicializa�c~aoSa��da : - Conjunto de implicantes primos essenciaisf T = intervalos de inicializa�c~ao;Para cada mintermo negativo P fa�caN = ;;T0 = intervalos de T que cont�em P ;T1 = intervalos de T que n~ao cont�em P ;Para cada intervalo I de T0 fa�caElimine P de I e gere os sub-intervalos I 0i;Para cada I 0i,se I 0i =2 T1 e I 0i cont�em algum mintermo positivo (*)ent~ao N = N [ fI 0ig;T = T1 [N ;Devolva T ;g Algoritmo ISI-1.



88 Cap��tulo 6. Algoritmos para o Aprendizado de Fun�c~oes Booleanas6.3.2 Algoritmo ISI-2A segunda variante do ISI consiste em gerar, a cada passo, alguns subintervalos at�e quetodos os mintermos positivos estejam cobertos, ou seja, quando se extrai um ponto de umintervalo de dimens~ao k, nem todos os k subintervalos de dimens~ao k�1 s~ao gerados. Istotorna esta vers~ao do algoritmo mais est�avel quanto a sua complexidade de espa�co (queser�a limitado pelo n�umero de exemplos positivos). Por outro lado, alguns dos intervalosque deixaram de ser gerados poderiam ser os intervalos essenciais. Em conseq�uência,o resultado �nal poder�a conter mais intervalos em rela�c~ao ao resultado fornecido pelasvariantes anteriores. Esta �e uma vers~ao que fornece um resultado sub-�otimo.A seguir apresentamos o algoritmo ISI-2, em pseudo-c�odigo. Observe que as linhasmarcadas por * representam as altera�c~oes em rela�c~ao �a vers~ao original do algoritmo.Entrada: - Conjunto de mintermos positivos e negativos- Intervalos de inicializa�c~aoSa��da : - Conjunto de implicantes primos essenciaisf T = intervalos de inicializa�c~ao;Para cada mintermo negativo P fa�caN = ;;T0 = intervalos de T que cont�em P ;T1 = intervalos de T que n~ao cont�em P ;cobertura-ok = falso; (*)Para cada intervalo I de T0 enquanto cobertura-ok = falso fa�ca (*)Enquanto cobertura-ok = falso en~ao foi gerado todos os subintervalos de I (*)Gere o pr�oximo subintervalo I 0i ; (*)Se I 0i cobre mintermo positivo n~ao coberto por N [ T1 ent~ao (*)N = N [ fI 0ig;se todos os mintermos positivos est~aocobertos pelos intervalos de N [ T1ent~ao cobertura-ok = verdadeiro; (*)T = T1 [ N ;Devolva T ;g Algoritmo ISI-2.



6.3. As Variantes do Algoritmo ISI 896.3.3 Algoritmo ISI-3Na terceira variante do ISI, escolhe-se um subconjunto �otimo de intervalos necess�arios paracobrir todos os mintermos positivos ao �nal de cada passo (isto �e, aplica-se o procedimentocorrespondente �a segunda parte do algoritmo QM). Pela mesma raz~ao do ISI-2, o resultado�nal do ISI-3 pode conter mais intervalos do que o ISI-1. A pr�atica mostra que este n�umero�e menor do que na segunda variante (isto deve-se provavelmente ao fato de que a cadapasso escolhemos um subconjunto �otimo naquele momento). Esta vers~ao do algoritmotamb�em fornece um resultado sub-�otimo.Entrada: - Conjunto de mintermos positivos e negativos- Intervalos de inicializa�c~aoSa��da : - Conjunto de implicantes primos essenciaisf T = intervalos de inicializa�c~aoPara cada mintermo negativo P fa�caN = ;;T0 = intervalos de T que cont�em P ;T1 = intervalos de T que n~ao cont�em P ;Para cada intervalo I de T0 fa�caElimine P de I e gere os sub-intervalos I 0i;Para cada I 0i,se I 0i =2 T1 e I 0i cont�em mintermo positivo (*)ent~ao N = N [ fI 0ig;T = subconjunto �otimo de T1 [Nque cobre todos os mintermos positivos; (*)Devolva T ;g Algoritmo ISI-3.



90 Cap��tulo 6. Algoritmos para o Aprendizado de Fun�c~oes Booleanas6.3.4 An�alise ComparativaAs complexidades dos algoritmos ISI s~ao dif��ceis de serem calculadas uma vez que odesempenho de cada um deles depende fortemente da distribui�c~ao dos mintermos positivos,mintermos negativos e \don't cares".Na seq�uência apresentamos v�arias tabelas que comparam o desempenho dos algoritmosISI-0, ISI-1, ISI-2 e ISI-3. As observa�c~oes feitas para as tabelas da se�c~ao anterior continuamvalendo para estas tabelas. O sinal \?" presente em algumas tabelas indica um valor quen~ao foi anotado. Optamos por apresentar estas tabelas, mesmo que incompletas, poisrepresentam dados obtidos a partir de problemas reais (ver experimentos descritos nocap��tulo 10).12 vari�aveisUma das primeiras caracter��sticas das variantes do ISI que podemos observar �e que noscasos em que n~ao h�a \don't cares" o ISI-2 e ISI-3 s~ao ine�cientes quando comparadoscom o ISI-0 e ISI-1 (veja as tabelas (c), (d) e (e) a seguir). O ISI-3 �e, em particular,mais ine�ciente pois, a cada passo, ele calcula um subconjunto �otimo que cobre todos osmintermos positivos.a) negativos = 1; 128 (27:54%)positivos = 25 (0:61%)don't care = 2; 943 (71:85% Alg. tempo mem. baseISI-0 29s 2,154 8ISI-1 1s 115 8ISI-2 1s 14 9ISI-3 1s 21 8b) negativos = 24 (0:59%)positivos = 1; 129 (27:56%)don't care = 2; 943 (71:85% Alg. tempo mem. baseISI-0 1s 32 16ISI-1 1s 32 16ISI-2 1s 23 21ISI-3 1s 24 18c) negativos = 2; 048 (50%)positivos = 2; 048 (50%)don't care = 0 Alg. tempo mem. baseISI-0 1m39s0 1,942 418ISI-1 1m45s 1,942 418ISI-2 12m45s 706 703ISI-3 19m40s 496 491



6.3. As Variantes do Algoritmo ISI 91d) negativos = 1; 035 (25:3%)positivos = 3; 061 (74:7%)don't care = 0 Alg. tempo mem. baseISI-0 7m 4,580 430ISI-1 7m12s 4,580 430ISI-2 14m2s 862 855ISI-3 26m20s 588 576e) negativos = 3; 061 (74:7%)positivos = 1; 035 (25:3%)don't care = 0 Alg. tempo mem. baseISI-0 26s 993 411ISI-1 29s 991 411ISI-2 6m40s 557 551ISI-3 13m14s 487 48015 vari�aveisNa tabela (b) a seguir, o ISI-3 n~ao conseguiu terminar o processamento por falta de espa�coemmem�oria. Na coluna mem. de todas as tabelas desta se�c~ao estamos indicando o n�umerom�aximo de \folhas" na �arvore gerado pelo algoritmo durante o processamento. Em geral,podemos observar que \mem." referente ao ISI-3 �e menor que o referente a ISI-1, porexemplo. Entretanto, antes de gerar as folhas da �arvore, o algoritmo ISI-3 constr�oi atabela dos implicantes primos que consiste de uma matriz cujas colunas est~ao associadasaos mintermos positivos e as linhas s~ao associadas aos intervalos. Esta �e uma matriz quepode ocupar muito mais espa�co em mem�oria do que o espa�co necess�ario para armazenaro n�umero de intervalos indicado em mem., e isto justi�ca por que o ISI-3 deparou com oproblema de falta de espa�co em mem�oria.a) negativos = 42 (0:13%)positivos = 18 (0:05%)don't care = 32; 708 (99:82%) Alg. tempo mem. baseISI-0 29s 4,146 6ISI-1 12s 1,820 6ISI-2 2s 17 14ISI-3 2s 29 9b) negativos = 16; 384 (50%)positivos = 16; 384 (50%)don't care = 0 Alg. tempo mem. baseISI-0 6h46m14s 12,728 1768ISI-1 6h56m6s 12,728 1768ISI-2 97h30m16s 4,608 4601ISI-3 - 1 -c) negativos = 12; 880 (39:31%)positivos = 18 (0:05%)don't care = 19; 870 (60:64%) Alg. tempo mem. baseISI-0 26m35s 12,094 17ISI-1 8s 166 17ISI-2 3s 19 18ISI-3 3s 36 17



92 Cap��tulo 6. Algoritmos para o Aprendizado de Fun�c~oes Booleanasd) negativos = 565 (1:7%)positivos = 16; 384 (50%)don't care = 15; 819 (48:3%) Alg. tempo mem. baseISI-0 35m3s 13,900 220ISI-1 37m1s 13,900 220ISI-2 44m10s 1.004 992ISI-3 34m53s 394 34716 vari�aveisEm todas as tabelas observa-se que a base obtida pelos algoritmos ISI-0 e ISI-1 possui omesmo tamanho. Observa-se tamb�em que o ISI-3 tem um resultado melhor do que o ISI-2em todos os casos. A base obtida pelo ISI-3 tem tamanho pr�oximo da base �otima (obtidapelo ISI-0 e ISI-1) em v�arios casos, enquanto a base obtida pelo ISI-2 tem tamanho muitoaqu�em do �otimo em v�arios casos.a) negativos = 2; 069 (3:16%)positivos = 1; 155 (1:76%)don't care = 62; 312 (95:08%) Alg. tempo mem. baseISI-0 1h9m38s 39,440 91ISI-1 49m34s 29,108 91ISI-2 16s 180 174ISI-3 39s 174 99b) negativos = 177 (0:27%)positivos = 193 (0:29%)don't care = 65; 166 (99:44%) Alg. tempo mem. baseISI-0 2s 529 3ISI-1 2s 528 3ISI-2 1s 11 10ISI-3 1s 18 3c) negativos = 163 (0:25%)positivos = 204 (0:31%)don't care = 65; 169 (99:44%) Alg. tempo mem. baseISI-0 2s 12,094 17ISI-1 1s 166 17ISI-2 1s 19 18ISI-3 1s 36 1720 vari�aveisCom 20 vari�aveis o ISI-0 torna-se ine�ciente para v�arios casos. Observe as tabelas (c) e(d) abaixo.a) negativos = 21 (0:002%)positivos = 1; 052 (0:100%)don't care = 1; 047; 503 (99:898%) Alg. tempo mem. baseISI-0 8.4s 744 25ISI-1 7.9s 743 25ISI-2 1s 61 55ISI-3 2.1s 170 27



6.3. As Variantes do Algoritmo ISI 93b) negativos = 1; 020 (0:097%)positivos = 53 (0:005%)don't care = 1; 047; 503 (99:898%) Alg. tempo mem. baseISI-0 - - -ISI-1 - - -ISI-2 0.6s 44 43ISI-3 0.9s 44 27c) negativos = 1; 235 (0:1178)positivos = 10 (0:0009)don't care = 1; 047; 331 (99:8813) Alg. tempo mem. baseISI-0 - 1 -ISI-1 3m7s 2,247 10ISI-2 1.5s 11 10ISI-3 0.7s 23 10d) negativos = 1; 803 (0:1719%)positivos = 6 (0:0006%)don't care = 1; 046; 767 (99:8275%) Alg. tempo mem. baseISI-0 128h29m3s 258,251 6ISI-1 49.5s 1,056 6ISI-2 0.7s 8 6ISI-3 0.6s 21 6e) negativos = 285positivos = 306don't care = 1; 047; 985 Alg. tempo mem. baseISI-0 7.9s 1,095 3ISI-1 4.7s 1,080 3ISI-2 0.9s 11 10ISI-3 0.5s 22 325 vari�aveisPara 25 vari�aveis o ISI-1 tamb�em torna-se ine�ciente em v�arios casos.a) negativos = 2; 493 (0:0074%)positivos = 36 (0:0001%)don't care = 33; 551; 903 (99:9925%) Alg. tempo mem. baseISI-0 - - -ISI-1 - - -ISI-2 0.9s 36 34ISI-3 1.4s 73 27b) negativos = 1; 451 (0:0043%)positivos = 57 (0:0002%)don't care = 33; 552; 924 (99:9955%) Alg. tempo mem. baseISI-0 - - -ISI-1 - - -ISI-2 0.6s 45 41ISI-3 1.0s 53 29



94 Cap��tulo 6. Algoritmos para o Aprendizado de Fun�c~oes Booleanasc) negativos = 472 (0:0014)positivos = 446 (0:0013)don't care = 33; 553; 514 (99:9973) Alg. tempo mem. baseISI-0 32.5s 2,308 3ISI-1 19.8s 2,250 3ISI-2 1.2s 11 10ISI-3 0.8s 27 3d) negativos = 36 (0:0001%)positivos = 2; 493 (0:0074%)don't care = 33; 551; 903 (99:9925%) Alg. tempo mem. baseISI-0 1h42m1s 32,880 32ISI-1 1h41m41s 32,872 32ISI-2 4.5s 113 111ISI-3 12s 150 56e) negativos = 21; 336positivos = 2; 337 Alg. tempo mem. baseISI-3 20m53s ? 41639 vari�aveisAqui queremos mostrar que alguns casos ainda podem ser resolvidos pelos algoritmosISI-0 e ISI-1, mesmo que o n�umero de vari�aveis seja grande.a) negativos = 2; 341positivos = 55 Alg. tempo mem. baseISI-0 - - -ISI-1 - - -ISI-2 1,3s 45 32ISI-3 1,3s 86 20b) negativos = 2; 228positivos = 196 Alg. tempo mem. baseISI-0 - - -ISI-1 - - -ISI-2 1.4s 66 58ISI-3 2.5s 130 17c) negativos = 740positivos = 803 Alg. tempo mem. baseISI-0 9m18s 10,455 3ISI-1 5m42s 2,250 3ISI-2 0.7s 9 8ISI-3 0.7s 41 349 vari�aveisPara esta quantidade de vari�aveis, o tempo gasto por ISI-0 e ISI-1 �e extremamente alto.Por isso n~ao realizamos testes com essas duas vers~oes do ISI. Na tabela (b) abaixo pode-se



6.3. As Variantes do Algoritmo ISI 95veri�car a diferen�ca dos resultados fornecidos por ISI-2 e ISI-3. O tamanho da base geradopor ISI-2 tende a ser mais distante do �otimo quanto maior forem os mintermos negativos.a) negativos = 2; 338positivos = 150 Alg. tempo mem. baseISI-2 2s 66 55ISI-3 2.5s 118 21b) negativos = 56; 191positivos = 4; 239 Alg. tempo mem. baseISI-2 1h46m15s ? 1,348ISI-3 24m31s ? 28481 vari�aveisAqui observamos que alguns casos com 81 vari�aveis podem ser resolvidos em \poucas"horas ou at�e alguns segundos de processamento. Isto indica que outros casos com maiorn�umero de vari�aveis provavelmente poder~ao tamb�em ser resolvidos.a) negativos = 2; 545positivos = 303 Alg. tempo mem. baseISI-2 3.3s 69 61ISI-3 5.9s 163 15b) negativos = 67; 119positivos = 7; 823 Alg. tempo mem. baseISI-2 14h42m39s ? 2,798ISI-3 3h44m43s ? 551Nas tabelas que comparam o algoritmo ISI-0 com o algoritmo QM podemos veri�carque quando a quantidade de \don't care" �e grande, em geral o algoritmo ISI-0 �e muitomais r�apido que o algoritmo QM. O algoritmo QM mostra-se melhor quando o n�umero demintermos negativos �e grande. Nos casos em que 50% dos mintermos s~ao negativos e outros50% s~ao positivos, aparentemente o desempenho do QM �e melhor. No entanto, para o casode 15 vari�aveis n~ao se pode a�rmar a mesma coisa. Independentemente destes fatos, emgeral o n�umero m�aximo de intervalos gerados pelo QM durante o processamento �e superiorao gerado pelo ISI-0. Isto leva-nos a concluir que se considerarmos um n�umero crescentede vari�aveis, o algoritmo QM esbarrar�a primeiro no limite de mem�oria dispon��vel.O algoritmo ISI-0 pode ser utilizado para casos nos quais o n�umero de vari�aveis �egrande, desde que o n�umero de mintermos negativos e positivos seja relativamente pequeno.Se observarmos que na pr�atica di�cilmente encontraremos situa�c~oes nos quais o valor dafun�c~ao Booleana est�a de�nido para todos os poss��veis 2n mintermos e sim, em geral parapoucos deles, o algoritmo ISI-0 representa uma alternativa vi�avel e e�ciente.Apesar destas caracter��sticas do ISI-0, os testes realizados mostram que os casos que



96 Cap��tulo 6. Algoritmos para o Aprendizado de Fun�c~oes Booleanasenvolvem alguns milhares de exemplos, com n�umero de vari�aveis em torno de 20, levaalgumas horas de processamento.Em v�arios destes casos as variantes do ISI mostram-se bastante interessantes. Noscasos em que h�a poucos mintermos positivos, a variante ISI-1 mostra-se muito mais e�-ciente que ISI-0. J�a no caso inverso a este, pode-se dizer que os dois s~ao praticamenteequivalentes.Se estamos interessados em obter os implicantes primos essenciais e n~ao todos osimplicantes primos, o ISI-1 �e equivalente ao ISI-0. Estas duas vers~oes fornecem um re-sultado �otimo. No entanto, para v�arios casos envolvendo 20 ou mais vari�aveis, elas s~aopraticamente invi�aveis, exigindo dias de processamento.Para estes casos, embora n~ao forne�ca um resultado �otimo mas apenas sub-�otimo, asvariantes ISI-2 e ISI-3 s~ao alternativas bastante e�cientes.Em particular, o ISI-3 fornece um resultado melhor que o ISI-2. O resultado de ambostende a ser pior, relativamente ao �otimo, quanto maior forem o n�umero de exemplos nega-tivos (pois a cada exemplo negativo extra��do do cubo, v�arios \don't cares" s~ao eliminadostamb�em). Este comportamento �e mais acentuado no caso do ISI-2. Por outro lado, v�arioscasos que n~ao podem ou levam horas para serem resolvidos pelas variantes ISI-0 e ISI-1podem ser resolvidos em quest~ao de segundos pelo ISI-3 e ISI-2.A vantagem do ISI-2 em rela�c~ao aos demais �e que o espa�co de mem�oria necess�ario �econstante, no sentido de que �e equivalente ao n�umero de mintermos positivos (uma vezque no pior caso �e necess�ario no m�aximo um intervalo para cobrir cada um dos mintermospositivos).Veri�camos que em geral o resultado do ISI-3 �e melhor que o do ISI-2. Em algumassitua�c~oes �e tamb�emmais r�apido. No entanto, uma vez que ele repete o processo de escolhado subconjunto �otimo, torna-se ine�ciente quando existem muitos mintermos positivos enegativos (pois um grande n�umero de mintermos negativos faz com que o n�umero deintervalos gerados �que maior, e um grande n�umero de mintermos positivos faz com queo n�umero de intervalos necess�arios para cobr��-los seja relativamente maior tamb�em, e oprocesso de escolha de um subconjunto �otimo �e um processo demorado quando existemmuitos mintermos positivos e muitos intervalos).A conclus~ao a que chegamos �e que os algoritmos ISI representam uma alternativavi�avel para resolver muitos problemas de minimiza�c~ao de fun�c~oes Booleanas que n~ao s~aoresolvidos pelos algoritmos cl�assicos. Al�em disso, observamos que todas as variantes doISI s~ao algoritmos consistentes com os mintermos positivos e negativos.



Cap��tulo 7Gera�c~ao Autom�atica de OperadoresMorfol�ogicosNeste cap��tulo estaremos interessados em modelar um sistema para programa�c~ao au-tom�atica de MMach's bin�arias, tendo como base os resultados te�oricos apresentados noscap��tulos anteriores (veja tamb�em [BTdST95]).7.1 Considera�c~oes PreliminaresConforme mencionamos nos cap��tulos anteriores, para programar uma MMach (para queesta resolva problemas de processamento de imagens), precisamos encontrar uma frase daLM que corresponde �a solu�c~ao do problema considerado.Entretanto, escrever uma frase adequada da LM n~ao �e uma tarefa simples e requerconhecimentos espec���cos e profundos em MM. Em geral esta tarefa �e realizada empirica-mente, atrav�es de tentativas, o que nem sempre produz uma solu�c~ao adequada.O Teorema da Decomposi�c~ao Canônica (Teorema 3.2.1) estabelece uma metodologiabem de�nida para a programa�c~ao autom�atica de MMach's, que pode ser de�nida pelaseguinte seq�uência de opera�c~oes :� Determinar o n�ucleo do operador desejado;� Calcular os intervalos maximais do n�ucleo, isto �e, a base do operador ;� Escrever o operador como uma uni~ao de operadores sup-geradores, cujos elementosestruturantes (A;B) que os caracterizam correspondem aos extremos esquerdo edireito de cada intervalo da base.Embora esta metodologia seja bem de�nida, a sua aplica�c~ao na pr�atica n~ao �e emgeral poss��vel, pois se consideramos uma janela W com n pontos, existem 2n poss��veis97



98 Cap��tulo 7. Gera�c~ao Autom�atica de Operadores Morfol�ogicoselementos que pertencem ou n~ao ao n�ucleo. Para uma janela relativamente pequena, porexemplo n = 25, o n�umero de elementos que precisar��amos analisar relativamente ao fatode pertencerem ou n~ao ao n�ucleo �e 225 = 33; 554; 432.Por outro lado, a programa�c~ao autom�atica de MMach's parece estar diretamente rela-cionada com a automatiza�c~ao destas tarefas, uma vez que elas est~ao bem de�nidas e s~aosu�cientes para caracterizar a classe de operadores i.t. e localmente de�nidos por umajanela.Consideremos inicialmente o seguinte problema. Seja (X;Y ) um par de conjuntosaleat�orios que modelam as imagens antes e depois da transforma�c~ao desejada. Queremosencontrar um operador  tal que, dada uma realiza�c~ao (X;Y ) de (X;Y ),  (X) seja \umaboa aproxima�c~ao" de Y .Se X e Y forem estritamente estacion�arios, ent~ao eles podem ser caracterizados poruma janela W (veja teorema 4.1.1). Neste caso, podemos reformular a quest~ao : estamosinteressados em encontrar um operador i.t. e localmente de�nido pela janela W tal que (X) seja uma boa aproxima�c~ao de Y .Vamos analisar primeiramente o caso em que existe um operador i.t. localmente de�-nido por uma janela W tal que Y =  (X) (isto �e, dadas realiza�c~oes (X1; Y1) e (X2; Y2)de (X;Y ), X1 = X2 =) Y1 = Y2). Nestas condi�c~oes, se considerarmos todas as poss��veisrealiza�c~oes de (XW ;Y W ), pode-se calcular o n�ucleo de  e, conseq�uentemente, a sua baseatrav�es de um processo de minimiza�c~ao l�ogica.Embora em teoria este seja um m�etodo ideal, na pr�atica existem obst�aculos que otornam pouco vi�avel. Um destes obst�aculos refere-se �a quest~ao de como seriam geradostodas as poss��veis realiza�c~oes de (XW ;Y W ) e o outro refere-se a quantidade de recursoscomputacionais necess�arios para manipular todos estes dados.Os casos em que existem realiza�c~oes (X1; Y1) e (X2; Y2) de (X;Y ) tal que X1 = X2mas Y1 6= Y2 s~ao aqueles para os quais n~ao existe um operador i.t. e localmente de�nidoporW tal que Y =  (X). Como estamos interessados em um operador  i.t. e localmentede�nido, estes casos apresentam uma quest~ao adicional que envolve uma tomada de decis~ao: se (X;Y1) e (X;Y2) s~ao duas poss��veis realiza�c~oes de (X;Y ), a qual delas  deve se\ajustar" ? Isto �e, deve-se escolher  tal que  (X) = Y1 ou  (X) = Y2 ?A abordagem natural para contornar estes obst�aculos �e a inser�c~ao do problema nocontexto estat��stico. A id�eia b�asica �e estimar uma distribui�c~ao de probabilidade de (X;Y )a partir de algumas realiza�c~oes e usar algum crit�erio estat��stico para tomar a decis~aomencionada acima.O trabalho de Dougherty (veja cap��tulo 4) corresponde exatamente a esta abordagem.O crit�erio de decis~ao utilizado por Dougherty �e aquele que minimiza o MAE (erro absolutom�edio) segundo a distribui�c~ao de probabilidade estimada.



7.1. Considera�c~oes Preliminares 99Um ponto delicado nesta abordagem �e que n~ao sabemos determinar a \qualidade"do operador estimado, pelo fato deste ter sido obtido a partir de uma distribui�c~ao deprobabilidade estimada. O modelo de aprendizado PAC, apresentado no cap��tulo 5, oferecebases te�oricas s�olidas para formalizar e tratar esta quest~ao.Motivado por esse fato, apresentaremos nesta se�c~ao um m�etodo baseado no modelode aprendizado PAC, objetivando a constru�c~ao de um sistema computacional para pro-grama�c~ao autom�atica de m�aquinas morfol�ogicas bin�arias.Do ponto de vista de um sistema computacional para programa�c~ao autom�atica deMMach's, as realiza�c~oes de (X;Y ) podem ser entendidas como exemplos que o usu�ariofornece ao sistema para indicar a opera�c~ao que deseja realizar. Estes exemplos, represen-tando respectivamente as imagens anterior e posterior �a transforma�c~ao desejada, podemser gerados manualmente pelo usu�ario, por exemplo atrav�es de um editor de imagens,e ser~ao denominados imagens de treinamento. As �guras 7.1 e 7.2 mostram algunsexemplos de imagens de treinamento. Na �gura 7.3 esquematizamos a estrutura geral do=)Figura 7.1: Extra�c~ao de bordas.=)Figura 7.2: Filtragem de ru��dos.sistema que estamos propondo. Os elementosX e Y representam imagens que expressamo operador desejado (isto �e, s~ao realiza�c~oes do conjunto aleat�orio (X;Y ) que modela odom��nio das imagens); \treinamento" refere-se a um processo no qual as informa�c~oes con-tidas nas imagensX e Y ser~ao convertidas para uma frase da LM, conforme descreveremosa seguir.



100 Cap��tulo 7. Gera�c~ao Autom�atica de Operadores Morfol�ogicos............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ......................................  YX TreinamentoFigura 7.3: Modelo para programa�c~ao autom�atica de MMach's.7.2 Especi�ca�c~ao do SistemaVamos considerar as seguintes hip�oteses :1. as imagens a serem transformadas s~ao realiza�c~oes de um conjunto aleat�orio bin�ario,denotado por X ;2. as imagens correspondentes �a transforma�c~ao ideal de X s~ao tamb�em realiza�c~oes deum outro conjunto aleat�orio bin�ario, denotado por Y ;3. os conjuntos aleat�orios que modelam as imagens s~ao, cada um deles, estritamente es-tacion�arios e s~ao tamb�em conjuntamente estacion�arios (isto �e, (X;Y ) �e estritamenteestacion�ario).Sob a hip�otese de estacionaridade estrita, podemos caracterizar um conjunto aleat�orioatrav�es de uma janela W . Logo, um par de conjuntos aleat�orios (X;Y ) estritamenteestacion�arios, ou equivalentemente (XW ;Y W ), pode ser caracterizado por um operadori.t. e localmente de�nido pela janela W .O sistema ser�a \treinado" para \aprender" um operador  i.t e localmente de�nidopela janela W a partir de imagens de treinamento (X;Y ) fornecidos pelo usu�ario, segundoum crit�erio de decis~ao que minimiza a perda especi�cada por uma fun�c~ao de perda l,tamb�em especi�cado pelo usu�ario (isto �e, o sistema gera um operador de menor riscorelativamente a l, conforme de�ni�c~ao apresentada na p�agina 72, segundo a distribui�c~ao deprobabilidade conjunta estimada a partir de (X;Y )).O processo do sistema envolve uma primeira etapa que consiste da estima�c~ao da distri-bui�c~ao de probabilidade conjunta sobre (XW ;Y W ). Esta etapa ser�a denominada \coletade exemplos". A segunda etapa do processo refere-se a decis~ao j�a mencionada anterior-mente. A terceira �e a etapa na qual o sistema gera uma fun�c~ao Booleana (ou equivalente-mente, a base de um operador i.t. e localmente de�nido) que �e consistente com a decis~aotomada na segunda etapa.



7.2. Especi�ca�c~ao do Sistema 101..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ......................................  X1 - Coleta de exemplos1 2 32 - Decis~ao 3 - Minimiza�c~aoY Figura 7.4: As três partes do sistema.A �gura 7.4 ilustra a estrutura do sistema com as três etapas :A seguir, descrevemos cada uma das etapas detalhadamente.7.2.1 Coleta de ExemplosSeja (X;Y ) um par de imagens de treinamento e seja C(XW ) = fX \W + z : z 2 Eg.Os elementos de C(XW ) s~ao denominados con�gura�c~oes e s~ao obtidos transladando-se ajanela W de modo que o seu centro �que sobre cada ponto de E, conforme mostra a�gura 7.5.
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Figura 7.5: a) janela; b) e c) imagens de treinamento; d) uma con�gura�c~ao.Cada elemento de C(XW ) pode ser descrito atrav�es de seq�uências de bits. Por exemplo,



102 Cap��tulo 7. Gera�c~ao Autom�atica de Operadores Morfol�ogicosa con�gura�c~ao observada pela janelaW na �gura 7.5 pode ser representada pela seq�uência11100. Para cada uma das con�gura�c~oes de C(XW ) encontra-se associado um valor Yzigual a 0 ou 1 na segunda imagem. Ao se percorrer toda a imagem X, para todo z,obt�em-se uma tabela consistindo de três colunas : a con�gura�c~ao, a freq�uência com queela ocorre com valor associado igual a 0 (f0) e a freq�uência com que ela ocorre com valorassociado igual a 1 (f1). Esta tabela de�ne uma distribui�c~ao de probabilidade conjuntaP sobre XW � f0; 1g. As con�gura�c~oes tais que f0 6= 0 e f1 6= 0 ser~ao denominadascon�gura�c~oes ou exemplos contradit�orios.A coleta de exemplos sobre as imagens da �gura 7.5 resulta na tabela de exemplosespeci�cada pela tabela 7.1. Con�gura�c~ao f0 f111100 0 100000 3 011000 2 010010 2 011111 6 010100 0 110110 0 101100 0 100110 0 101001 2 001101 0 100111 0 100011 2 000101 0 1Tabela 7.1: Tabela de exemplos.7.2.2 Decis~ao �otimaBaseado na distribui�c~ao P determinada pela tabela de exemplos, estamos interessadosem encontrar um operador  , i.t. e localmente de�nido por W , que melhor represente atransforma�c~ao caracterizada pelo par (XW ;Y W ). Observe que, se  �e i.t., ent~ao paraqualquer z 2 E, z 2  (X \W + z) () o 2  (X \W + z)� z() o 2  ((X \W + z)� z)



7.2. Especi�ca�c~ao do Sistema 103() o 2  (X \W )() o 2  (XW ):Portanto, XW 2 KW ( )() z 2  (X \W + z), e z 2  (X \W + z) se Yz �e igual a 1.Portanto, o n�ucleo de  pode ser estimado a partir das con�gura�c~oes obtidas no pro-cesso de coleta de exemplos.Vamos inserir o problema no contexto de aprendizado. Isto �e, estamos interessados emencontrar uma decis~ao (fun�c~ao Booleana) h de risco m��nimo relativamente a uma fun�c~aode perda l. Para cada con�gura�c~ao x da tabela de exemplos devemos decidir se h(x) = 1ou h(x) = 0. Esta decis~ao �e realizada segundo um crit�erio de decis~ao que minimiza aperda caracterizada por l.Se associarmos uma vari�avel Booleana a cada um dos pontos da janela W , podemosencarar cada uma das con�gura�c~oes como mintermos de uma fun�c~ao Booleana. O pro-cesso de decis~ao resulta em uma segunda tabela, denominada tabela de mintermos,consistindo de duas colunas : uma coluna com os mintermos e outra com o valor de h paracada um dos mintermos.Por exemplo, no caso da tabela de exemplos acima, se a fun�c~ao de perda �e dada porl(h(x); b) = jh(x) � bj, onde (x; b) �e um elemento de XW � f0; 1g, ent~ao deve-se fazerh(x) = 1 se b = 1 e h(x) = 0 se b = 0. Este processo origina a tabela de mintermosdescrita pela tabela 7.2. Con�gura�c~ao h11100 100000 011000 010010 011111 010100 110110 101100 100110 101001 001101 100111 100011 000101 1Tabela 7.2: Tabela de mintermos obtida de uma tabela de exemplos.



104 Cap��tulo 7. Gera�c~ao Autom�atica de Operadores Morfol�ogicosOs mintermos da fun�c~ao Booleana h correspondem exatamente �as con�gura�c~oes quefazem parte do n�ucleo estimado de  .7.2.3 Minimiza�c~aoUma vez realizada a decis~ao �otima para a amostra considerada, precisamos gerar a fun�c~aocorrespondente a esta decis~ao. Vamos considerar que os mintermos correspondentes �ascon�gura�c~oes n~ao observadas s~ao \don't cares" e aplicaremos o algoritmo ISI , que �e umalgoritmo de aprendizado consistente, sobre estes mintermos. O algoritmo ISI gera umafun�c~ao Booleana f na FND que �e consistente com a tabela de mintermos. Os termosda fun�c~ao Booleana f correspondem aos intervalos da base do operador  aprendido. Aconvers~ao para a nota�c~ao de intervalos �e trivial, conforme regra apresentada no cap��tulo 3.Observe que o operador aprendido �e um operador �otimo em rela�c~ao �a distribui�c~ao deprobabilidade P , segundo a fun�c~ao de perda l.7.2.4 Aplica�c~aoSeja B( ) = f[Ai; Bi] : i 2 Ig a base do operador  aprendido e seja X uma realiza�c~ao deX. Ent~ao, conforme o teorema 3.2.2 a transforma�c~ao  (X) pode ser obtida calculando-se:  (X) = [f�W(A;B)(X) : [A;B] 2 B( )gDenominaremos a estrutura de�nida neste cap��tulo como estrutura b�asica do sis-tema (�gura 7.6). Observe que para realizar o treinamento, o usu�ario deve fornecer asimagens de treinamento, uma janela de observa�c~ao W e um crit�erio de decis~ao que mi-nimiza a perda. Ap�os o treinamento, o sistema devolve a base de um operador i.t. elocalmente de�nido pela janela W . A base obtida poder�a ser aplicada sobre qualquerrealiza�c~ao X do conjunto aleat�orio X.7.3 Considera�c~oes de Aspecto Pr�aticoDo ponto de vista pr�atico, um usu�ario deste sistema poder�a deparar com as seguintesquest~oes :� qual deve ser a janela a ser utilizada ?� quantas imagens de treinamento s~ao necess�arias ?
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 W decis~aocrit�erio de decis~ao
Aplica�c~aoFigura 7.6: Estrutura b�asica do sistema.� qual crit�erio de decis~ao deve ser utilizado ?Todas estas quest~oes ainda n~ao possuem resposta. Quanto ao tamanho da janela a serutilizada, sugerimos dois crit�erios :� lembrando que a janela delimita uma vizinhan�ca ao redor de um ponto qualquer daimagem, cujas caracter��sticas ser~ao importantes para de�nir o valor da transforma�c~aoneste ponto, deve-se tentar delimitar esta vizinha�ca levando em considera�c~ao asformas e o tamanho dos objetos presentes na imagem que se deseja transformar. Ajanela escolhida deve ser maior ou igual a esta vizinhan�ca.� Outra sugest~ao �e a an�alise do conjunto C(XW ) para diferentes tamanhos de janela.Se os elementos de C(XW ) n~ao forem contradit�orios, ent~ao o aumento da janela n~aointroduzir�a contradi�c~oes (ver janela m��nima no cap��tulo 3). Por outro lado, o au-mento do tamanho da janela tende a diminuir o n�umero de elementos contradit�oriosem C(XW ).Para realizar esta an�alise, deve-se repetir a coleta de exemplos sobre as imagens detreinamento (X;Y ) para janelas sucessivamente maiores, tomando-se o cuidado paraque cada janela contenha a janela anterior. Os dados devem ser representados em umgr�a�co, cuja abscissa corresponde ao tamanho das janelas e a ordenada corresponde�a porcentagem de elementos contradit�orios em C(XW ) para a janela considerada.



106 Cap��tulo 7. Gera�c~ao Autom�atica de Operadores Morfol�ogicosQuando a curva gerada por este processo atingir uma certa estabilidade (isto �e,quando a diferen�ca relativa do valor da curva entre dois pontos consecutivos da abs-cissa tornar-se muito pequena) ou se a ordenada atingir um valor muito pequeno,o aumento da janela n~ao ir�a acrescentar maiores informa�c~oes ao conjunto de exem-plos. Portanto, o tamanho da janela no ponto em que a curva se estabiliza pode serconsiderado um bom parâmetro para a escolha do tamanho da janela a ser utilizadapara o treinamento.Apesar de ser �util para estimar o tamanho da janela, n~ao existe nenhuma garantiade que este m�etodo funciona. Al�em disso, janelas muito grandes comprometem otreinamento (ver cap��tulo 10).A quantidade de imagens necess�arias para o treinamento est�a relacionada com a pre-cis~ao da distribui�c~ao de probabilidade conjunta a ser estimada a partir deles. Intuitiva-mente, quanto maior o n�umero de imagens, melhor ser�a esta estima�c~ao e vice-versa.No caso em que C(XW ) n~ao apresenta elementos contradit�orios, reca��mos no modeloPAC b�asico. E neste caso, um limitante superior para o n�umero de exemplos necess�ariospara se obter uma precis~ao (�; �) (no sentido PAC apresentado no cap��tulo 5) �e dado por :m0 = 1� ln jHj�onde H = 22jW j .Quanto ao caso mais gen�erico, no qual existem elementos contradit�orios em C(XW ),este limitante n~ao est�a bem de�nido1.Quanto a decis~ao associada aos exemplos contradit�orios na fase de decis~ao �otima, aprincipal pergunta est�a associado ao crit�erio que deve ser utilizado para decidir se umdado exemplo contradit�orio �e positivo ou negativo. O usu�ario deve escolher uma fun�c~aode perda e fornecer um crit�erio de decis~ao que minimiza o risco. Mas como s~ao estasfun�c~oes de perda ?O caso mais trivial �e aquele no qual o dom��nio de exemplos n~ao apresenta contradi�c~oes.Neste caso, uma fun�c~ao de perda pode ser dada por :lh(x; b) = � 1 se h(x) 6= b0 se h(x) = b1Pode-se encontrar um estudo relativo a este valor em [Hau92]. No entanto, preferimos omit��-lo destetexto pois o estudo envolve v�arios conceitos complexos, al�em de tratar casos mais gen�ericos do que otratado neste texto.



7.3. Considera�c~oes de Aspecto Pr�atico 107e o crit�erio de decis~ao que minimiza a perda para (x; b) �e dado por :h(x) = � 1 se b = 10 se b = 0No caso de problemas de restaura�c~ao existem exemplos contradit�orios no dom��nio.Portanto n~ao existe um operador i.t. (isto �e, uma fun�c~ao Booleana) que realiza umarestaura�c~ao 100% correta. Admitindo que o operador n~ao seja perfeito neste sentido,queremos encontrar dentre todos eles, aquele que \erra menos". A fun�c~ao de perda nestecaso �e dada por : lh(x; b) = jh(x)� bj:O crit�erio que minimiza a perda �e a decis~ao �otima de Bayes, dada por :h(x) = � 1 se p(b = 1=x) � 0:50 se p(b = 1=x) < 0:5Destacamos quatro pontos b�asicos que diferenciam o m�etodo de�nido neste cap��tulocom o m�etodo utilizado por Dougherty.� inserimos a estima�c~ao do operador dentro do contexto de aprendizado PAC� as aplica�c~oes n~ao s~ao restritas a problemas de restaura�c~ao. Consideramos todos osoperadores i.t. e localmente de�nidos� utilizamos o conceito de fun�c~ao de perda, para caracterizar o erro de um operador(Dougherty utiliza somente o MAE)� utilizamos o algoritmo ISI para calcular a base, que �e muito melhor que o algoritmoQM para diversos casos reais.No pr�oximo cap��tulo descreveremos a implementa�c~ao deste sistema. Todas as partesdeste sistema est~ao baseadas em resultados te�oricos formais e sua formula�c~ao �e in�edita.
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Cap��tulo 8Implementa�c~oesO sistema descrito no cap��tulo 7 foi implementado sobre um sistema denominado KHO-ROS, no ambiente UNIX. O objetivo deste cap��tulo �e descrever as implementa�c~oes realiza-das e as especi�ca�c~oes de uso deste sistema, al�em de sugerir melhorias de implementa�c~aopara um desempenho mais e�ciente do sistema.Inicialmente apresentaremos uma descri�c~ao suscinta do sistema KHOROS e da \tool-box mmach". Em seguida descreveremos a implementa�c~ao que corresponde �a estruturab�asica do sistema, conforme descrito no cap��tulo anterior, e descreveremos tamb�em estru-turas que exploram o re�namento dos resultados atrav�es da composi�c~ao de operadores.8.1 Plataforma de Trabalho KHOROSO sistema KHOROS ([RASW90]) �e um software desenvolvido por uma equipe do \De-partment of Electrical and Computer Engineering" da \University of New Mexico", e queproporciona um ambiente para o desenvolvimento de programas e aplica�c~oes relacionadoscom o processamento de imagens.Este sistema possui uma interface para o desenvolvimento de novos programas, o qualgerencia a cria�c~ao dos programas fontes, sua documenta�c~ao e gera�c~ao dos programasexecut�aveis. Al�em disso, possui tamb�em uma interface gr�a�ca de alto n��vel, chamadoCANTATA, que oferece um ambiente para programa�c~ao visual.Um conjunto de programas desenvolvidos neste ambiente pode ser agrupado e orga-nizado como uma \toolbox" (caixa de ferramentas) e pode ser facilmente integrado aosistema, de acordo com a necessidade do usu�ario. Os programas da toolbox podem seracessados no CANTATA por meio de menus de sele�c~ao e ligados entre si de forma quea sa��da de um deles seja a entrada de outro. Estes programas s~ao representados gra�ca-109



110 Cap��tulo 8. Implementa�c~oesmente por um��cone (uma pequena �gura quadriculada) e o uxo de dados �e representadopor arestas orientadas ligando estes ��cones (veja �gura 8.1). Estes ��cones ligados con-venientemente representam um programa t��pico no cantata, os quais s~ao denominadosworkspaces.

Figura 8.1: Um workspace no Cantata.8.1.1 A Toolbox MMachExiste um conjunto de programas, denominado MMach, que inclui operadores elementarese mais uma s�erie de outros operadores �uteis da MM (ver apêndice A em [BB94]). AMMach est�a implementada como uma toolbox (denominada, tamb�em, toolbox MMach)no ambiente KHOROS ([BBL94]).Utilizaremos elementos da toolbox MMach para implementar os operadores aprendidospelo sistema descrito no cap��tulo 7.



8.2. Softwares Implementados 1118.2 Softwares ImplementadosPara implementar o sistema descrito no cap��tulo anterior, criamos um conjunto de progra-mas escritos em linguagem de programa�c~ao C, no ambiente KHOROS. Estes programasforam instalados como uma \toolbox" do CANTATA, denominada \PAC" e s~ao divididosem três grupos : m�odulo de treinamento, m�odulo de aplica�c~ao e m�odulo de ferramentasauxiliares.8.2.1 M�odulo de TreinamentoO m�odulo de treinamento engloba rotinas necess�arias para implementar as três partes dosistema.1. vwin : especi�ca o tamanho e formato da janela W .� Entrada :{ imagem bin�aria especi�cando formato da janela, ou dimens~ao da janela no casode janela retangular� Sa��da :{ especi�ca�c~ao da janela2. vpat : realiza a coleta de exemplos de treinamento.� Entrada :{ especi�ca�c~ao de uma janela ou uma tabela de exemplos{ imagens de treinamento (X;Y ){ m�ascara para coleta de exemplos M (opcional)� Sa��da :{ tabela de exemplos{ relat�orio sobre exemplos coletados (opcional)As imagens de treinamento devem ser de mesmo tamanho para que, ao setransladar a janela W sobre X, seja poss��vel associar um valor Yz para cadacon�gura�c~ao X \W + z. Caso seja especi�cado uma tabela de exemplos naentrada, ent~ao os novos exemplos coletados ser~ao acrescentados a ela.



112 Cap��tulo 8. Implementa�c~oesA m�ascara, que deve ser tamb�em uma imagem com as mesmas dimens~oes deX e Y , indica para quais z 2 E a correspondente con�gura�c~ao deve ser obtida(isto �e, X \ W + z 2 C(XW ) () Mz = 1). A especi�ca�c~ao �e �util, porexemplo, quando sabemos que o operador  a ser aprendido �e um operadoranti-extensivo, isto �e,  (X) � X. Neste caso, z =2 X =) z =2  (X), eportanto somente as con�gura�c~oes que cont�em a origem (isto �e, aqueles tais queXz = 1) precisam ser analisadas. �E poss��vel coletar somente as con�gura�c~oesque satisfazem esta propriedade utilizando uma m�ascara M = X.T = ; ou tabela de entrada ; (Tabela de exemplos)Para cada z 2 E (onde E �e o dom��nio da imagens)se Mz = 1 ent~aocalcule x = X \W + z e Yz ;se x est�a em T ent~aose Yz = 1 ent~ao f1(x) = f1(x) + 1;sen~ao f0(x) = f0(x) + 1 ;sen~aoinsira x em T ;se Yz = 1 ent~ao f1(x) = 1 ;sen~ao f0(x) = 1 ;Devolva T ;A tabela de exemplos foi implementada utilizando-se a estrutura de �arvorebalanceada ([Knu73, Amm92]) para tornar as buscas e�cientes, uma vez quepara cada con�gura�c~ao coletada, deve-se veri�car se ela j�a est�a contida natabela.3. vnpat : realiza a coleta de exemplos de treinamento a partir de m�ultiplos pares deimagens.� Entrada :{ especi�ca�c~ao de uma janela{ conjunto de imagens de treinamento f(Xi; Yi)g{ conjunto de m�ascaras para coleta de exemplos fMig (opcional)� Sa��da :{ tabela de exemplos{ relat�orio sobre exemplos coletados (opcional){ histograma subtrativo (opcional)



8.2. Softwares Implementados 113Valem as mesmas observa�c~oes feitas em rela�c~ao a vpat. Aqui a diferen�ca emrela�c~ao ao vpat �e a possibilidade de coletar exemplos a partir de v�arios paresde imagens de treinamento.A an�alise da distribui�c~ao de con�gura�c~oes nas imagens de treinamento pode ser�util para de�nir a quantidade de imagens a serem utilizadas no treinamento. O\histograma subtrativo" �e uma sa��da opcional que gera um conjunto de dadoscujo gr�a�co correspondente pode ser interpretado da seguinte forma : a abs-cissa indica o n�umero de imagens das quais foram coletadas as con�gura�c~oes.A ordenada correspondente a i �e a quantidade de novas con�gura�c~oes distintasobservadas em (Xi; Yi) em rela�c~ao �as con�gura�c~oes distintas observadas emf(X1; Y1); :::; (Xi�1; Yi�1)g.4. vinterv : de�ne o(s) intervalo(s) de inicializa�c~ao do algoritmo de aprendizado ISI.� Entrada :{ tipo de intervalo desejado : [;;W ] ou [fog;W ]{ especi�ca�c~ao de janela� Sa��da :{ especi�ca�c~ao de intervaloO intervalo [;;W ] corresponde aos operadores i.t. localmente de�nidos porW gerais, e o intervalo [fog;W ] corresponde aos operadores i.t. localmentede�nidos por W e anti-extensivos (pois todos os intervalo que caracterizamum operador i.t. anti-extensivo est~ao contidos em [fog;W ]).5. vxpl : gera uma tabela de mintermos a partir de uma tabela de exemplos.� Entrada :{ tabela de exemplos{ crit�erio de sele�c~ao (0 � �1 � 1){ crit�erio de decis~ao (0 � �2 � 1, a�c~ao)� Sa��da :{ tabela com mintermos



114 Cap��tulo 8. Implementa�c~oesO crit�erio de sele�c~ao pode ser usado para rejeitar con�gura�c~oes pouco freq�uentes.Se f0(x) + f1(x) � �1 ent~ao a con�gura�c~ao x n~ao ser�a inserida na tabela demintermos.O crit�erio de decis~ao �e utilizado para decidir se uma dada con�gura�c~ao �epositiva ou negativa.- se f0 > f1 e f0(x)f0(x)+f1(x) > �2 ent~ao h(x) = 0 ;- se f1 > f0 e f1(x)f0(x)+f1(x) � �2 ent~ao h(x) = 1 ;- caso contr�ario 8><>: h(x) = 1 se a�c~ao = positivoh(x) = 0 se a�c~ao = negativorejeita x caso contr�ario6. vlearn : realiza a minimiza�c~ao a partir dos mintermos, utilizando o algoritmo ISI.� Entrada :{ tabela de mintermos{ tipo do algoritmo (ISI-0, ISI-1, ISI-2, ISI-3)� Sa��da :{ base �otima reduxida (ou sub-�otima) - implicantes primos essenciais{ base completa (opcional para ISI-0 e ISI-1) - implicantes primos{ relat�orio (opcional)8.2.2 M�odulo de Aplica�c~aoO m�odulo de aplica�c~ao corresponde �a implementa�c~ao do operador gerado pelo sistema,utilizando elementos da toolbox Mmach.1. vunisup : realiza a aplica�c~ao do resultado do aprendizado (uni~ao de sup-geradoras).Este programa utiliza algumas rotinas da \toolbox" MMach.� Entrada :{ base de um operador (B){ imagem bin�aria (X)� Sa��da :{ resultado da aplica�c~ao do operador sobre a imagem ( (X))Calcula  (X) = Sf�W(A;B)(X) : [A;B] 2 Bg.



8.2. Softwares Implementados 1158.2.3 M�odulo de Ferramentas AuxiliaresM�odulo de ferramentas auxiliares s~ao programas que facilitam a an�alise de dados obtidasdurante o processo de treinamento.1. vdspbas : mostra os elementos de uma base.� Entrada :{ base de um operador{ quantidade de elementos para serem mostrados� Sa��da :{ formato geom�etrico dos elementos da baseUm elementoA 2 W �e codi�cado e gravado em nota�c~ao hexadecimal. A seguirmostramos a codi�ca�c~ao dos elemento de uma base, onde W �e um quadrado3� 3, e sua respectiva forma geom�etrica exibida por vdspbas.BASE 9 4WINSPEC 5 5 9739c010 10010 4010 410 1VISUALIZATION OF BASISTotal of base elements = 40 0 0 1 1 11) 0 1 0 1 1 10 0 0 1 1 00 0 0 1 1 12) 0 1 0 1 1 10 0 0 0 1 10 0 0 1 1 03) 0 1 0 1 1 10 0 0 1 1 1



116 Cap��tulo 8. Implementa�c~oes0 0 0 0 1 14) 0 1 0 1 1 10 0 0 1 1 12. vdspcfg : mostra os exemplos de treinamento coletados por vpat1 ou vnpat.� Entrada :{ tabela de exemplos{ quantidade de elementos para serem mostrados� Sa��da :{ formato geom�etrico dos elementos da tabela de exemplos3. vdspxpl : mostra a con�gura�c~ao associada aos mintermos gerados por vxpl.� Entrada :{ tabela de mintermos{ quantidade de mintermos para serem mostrados� Sa��da :{ formato geom�etrico dos mintermos4. vmerge : realiza a uni~ao de duas tabelas de exemplos.� Entrada :{ duas tabelas de exemplos� Sa��da :{ uni~ao das duas tabelas de exemplos5. vhist : cria histograma associado a uma tabela de exemplos.� Entrada :{ tabela de exemplos� Sa��da :{ histograma correspondente �a tabela de exemplos.Este programa ordena os exemplos da tabela de exemplos por freq�uência, e geraum conjunto de dados que representam o gr�a�co da distribui�c~ao de exemplos.Estes dados podem ser visualizados atrav�es de uma das op�c~oes do CANTATA(ver �gura 8.2).



8.3. Estrutura B�asica 117
Figura 8.2: Histograma da distribui�c~ao de exemplos.8.3 Estrutura B�asicaPara implementar a estrutura b�asica do sistema, os programas listados acima devem serconvenientemente \ligados", conforme ilustra a �gura 8.3. As imagens de treinamento(X;Y ) e a especi�ca�c~ao de uma janela devem alimentar o programa vpat1 (ou vnpat), querealiza a coleta de exemplos. O programa vxpl decide qual das con�gura�c~oes coletadasser~ao positivos e quais ser~ao negativos de acordo com um crit�erio de decis~ao especi�cadopelo usu�ario. O resultado do aprendizado, gerado pelo programa vlearn, �e a base dooperador estimado. Para aplicar este operador, este deve alimentar o programa vunisupjuntamente com uma imagem Z que se deseja processar.8.4 Estrutura Seq�uencialA implementa�c~ao seq�uencial da estrutura b�asica ser�a denominada estrutura seq�uencial.Do ponto de vista te�orico, a estrutura seq�uencial corresponde �a composi�c~ao de operadores edo ponto de vista pr�atico corresponde a um processo sucessivo de re�namento do resultadoobtido.Sejam I1; I2; :::; In conjuntos de ��ndices disjuntos 2 a 2 e sejam fXi : i 2 Ijg, j 2f1; :::; ng e fYi : i 2 Ijg cole�c~oes de realiza�c~oes dos conjuntos aleat�orios X e Y res-pectivamente, isto �e, (Xi; Yi) s~ao imagens de treinamento. Suponha que as imagens dascole�c~oes correspondentes a I1 s~ao utilizados para aprender um operador  1. Os pares dotipo ( 1(Xi); Yi), i 2 I2, podem ser utilizados para treinar um segundo operador  2, queage como um �ltro sobre  1(�). Os pares ( 2( 1(Xi)); Yi), i 2 I3, podem ser utilizados
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minimiza�c~ao  (Y )Aplica�c~aovxpl vlearn vunisupvpat (X)vwinColeta de Exemplos vitrvdecis~ao Y
Figura 8.3: Estrutura b�asica.para treinar  3 e assim sucessivamente. Esta dinâmica determina a estrutura seq�uencialdo sistema e o n�umero de operadores treinados determina o n�umero de est�agios da estru-tura. O operador �nal  ap�os n est�agios �e o operador obtido a partir da composi�c~ao dosn operadores aprendidos, isto �e,  =  n � � � 2 1.Para implementar a estrutura seq�uencial, n~ao necessitamos de nenhum programa adi-cional, pois basta utilizarmos repetidas vezes a estrutura b�asica descrita na se�c~ao anterior.Ilustramos na �gura 8.4 a implementa�c~ao de uma estrutura seq�uencial. O n�umero deest�agios de um treinamento nesta estrutura n~ao pode ser pr�e-estabelecido; ele depende deuma s�erie de fatores como por exemplo a caracter��stica das imagens, o tamanho da janelado primeiro est�agio, entre outros, conforme veri�camos experimentalmente (cap��tulo 10).Os operadores gerados pela estrutura b�asica do sistema possuem uma representa�c~ao es-tritamente paralela (uni~ao de sup-geradoras), enquanto os gerados pela estrutura seq�uencialpossuem uma estrutura paralelo-seq�uencial (composi�c~ao de operadores, cada qual repre-sentados por uma uni~ao de sup-geradoras).A utiliza�c~ao deste sistema envolve v�arias quest~oes como a escolha da janela e crit�erio dedecis~ao, entre outras quest~oes j�a mencionadas nos cap��tulos anteriores. Nos pr�oximos doiscap��tulos apresentaremos v�arios exemplos de aplica�c~ao deste sistema, tentando inclusiveabordar estas quest~oes.
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Cap��tulo 9Alguns Exemplos de Aplica�c~ao doSistemaNeste cap��tulo apresentaremos uma s�erie de exemplos de aplica�c~oes do sistema descrito nocap��tulo 7, cuja implementa�c~ao foi realizada conforme descri�c~ao apresentada no cap��tulo 8.Esta s�erie de exemplos ilustra a qualidade de \abrangência", citada como uma dascaracter��sticas desej�aveis em um sistema para programa�c~ao autom�atica de MMach's, isto�e, o sistema pode ser utilizado para resolver v�arios tipos de problemas no dom��nio dasimagens bin�arias.Em cada um dos exemplos, apresentaremos os experimentos realizados atrav�es de umatabela que descreve o tamanho da janela, o n�umero de exemplos coletados (m), o n�umerode exemplos distintos na amostra coletada (exemplos distintos), o n�umero de exemplos con-tradit�orios distintos observados na amostra coletada (exemplos contradit�orios), o n�umerode exemplos negativos distintos (exemplos negativos), o n�umero de exemplos positivosdistintos (exemplos positivos), o algoritmo de aprendizado utilizado (algoritmo), o tempogasto pelo algoritmo de aprendizado (tempo), o n�umero m�aximo de intervalos simultâneosna mem�oria durante a execu�c~ao do algoritmo de aprendizado (mem�oria) e o tamanhoda base obtida (base). O tempo de processamento �e descrito em termos de horas(h),minutos(m) e segundos(s).9.1 Reconhecimento de Pontos ExtremosNeste exemplo, o objetivo consiste em identi�car os pontos extremos de segmentos de reta,cuja expessura �e de 1 pixel, sem levar em considera�c~ao a inclina�c~ao dos mesmos. Estetipo de opera�c~ao pode ser �util, por exemplo, para identi�car pontos de conex~ao em placas121



122 Cap��tulo 9. Alguns Exemplos de Aplica�c~ao do Sistemade circuitos el�etricos, medir o comprimento de um objeto a partir do seu esqueleto, etc.9.1.1 Pontos Extremos de Segmentos de RetasAs imagens de treinamento devem expressar a id�eia da opera�c~ao desejada. Neste sentido,elas podem ser bastante simples desde que contenham informa�c~oes (exemplos) relevantescomo ilustram as imagens da �gura 9.1.Figura 9.1: Imagens de treinamento relativos ao reconhecimento de pontos extremos desegmentos de reta - dimens~ao da imagem 64� 64 pixels.Utilizamos as imagens da �gura 9.1 para realizar o treinamento, conforme descri�c~aoda tabela 9.1. Os elementos da base obtida, listados a seguir, foram aplicados sobre aParâmetro valor ou medidajanela 3 � 3m 3; 844exemplos distintos 94exemplos contradit�orios 0exemplos negativos 88exemplos positivos 6algoritmo ISI-3tempo 0:6smem�oria 16base 4Tabela 9.1: Experimento relativo �a extra�c~ao de bordas.imagem da �gura 9.2a e o resultado obtido �e ilustrado na �gura 9.2b.A B



9.2. Extra�c~ao de Bordas 1230 0 0 0 0 00 1 0 1 1 00 0 0 0 1 00 0 0 0 1 00 1 0 0 1 10 0 0 0 0 00 0 0 0 0 00 1 0 0 1 00 0 0 1 0 10 0 0 1 0 10 1 0 0 1 00 0 0 0 0 0 a bFigura 9.2: Resultado relativo �a extra�c~ao de pontos extremos - dimens~ao da imagem64 � 64 pixels.Observe que todos os pontos extremos, e somente os pontos extremos, foram extra��dos.Este �e um exemplo nos quais as amostras de treinamento s~ao consistentes, e portanto elarecai no modelo PAC b�asico. A fun�c~ao de perda utilizada �e o MAE.9.2 Extra�c~ao de BordasEm uma imagem bin�aria, um ponto �e considerado ponto de borda se possui pelo menosum ponto vizinho com valor distinto dele. O conjunto de pontos de borda que pertencem(est~ao contidos) nos objetos da imagem formam as bordas internas e as outras formam asbordas externas. A opera�c~ao de extra�c~ao de bordas pode ser �util para estabelecer o limitede cada objeto na imagem, classi�car os objetos quanto �a sua forma, etc.



124 Cap��tulo 9. Alguns Exemplos de Aplica�c~ao do SistemaRealizamos dois experimentos no que diz respeito a extra�c~ao de bordas internas, como intuito de ilustrar a importância de riqueza de informa�c~oes nas imagens de treinamento.9.2.1 Primeiro ExperimentoConsideramos inicialmente o experimento realizado com as imagens de treinamento ilus-tradas na �gura 9.3 :Figura 9.3: Imagens de treinamento para o primeiro experimento relativo �a extra�c~ao debordas - dimens~ao da imagem 64 � 64 pixels.A tabela 9.2 descreve o experimento realizado com as imagens de treinamento da�gura 9.3. Parâmetro valor ou medidajanela 3 � 3m 3; 844exemplos distintos 26exemplos contradit�orios 0exemplos negativos 18exemplos positivos 8algoritmo ISI-3tempo 0:5smem�oria 10base 2Tabela 9.2: Primeiro experimento relativo �a extra�c~ao de bordas.Foi obtida uma base (base 1) de 2 elementos, listados a seguir :0 0 0 1 1 11) 0 1 0 1 1 1



9.2. Extra�c~ao de Bordas 1250 0 0 1 1 00 0 0 0 1 12) 0 1 0 1 1 10 0 0 1 1 19.2.2 Segundo ExperimentoEm um segundo experimento de extra�c~ao de bordas, utilizamos um outro par de imagensde treinamento, ilustrados na �gura 9.4. Note que h�a um maior n�umero (varia�c~ao) deexemplos em rela�c~ao ao primeiro experimento.Figura 9.4: Imagens de treinamento para o segundo experimeto relativo �a extra�c~ao debordas - dimens~ao da imagem 64 � 64 pixels.A tabela 9.3 descreve o segundo experimento realizado.Parâmetro valor ou medidajanela 3 � 3m 3; 844exemplos distintos 46exemplos contradit�orios 0exemplos negativos 22exemplos positivos 243algoritmo ISI-3tempo 0:5smem�oria 10base 4Tabela 9.3: Segundo experimento relativo �a extra�c~ao de bordas.Foi obtida uma base (base 2) com 4 elementos, listados a seguir :



126 Cap��tulo 9. Alguns Exemplos de Aplica�c~ao do Sistema0 0 0 1 1 11) 0 1 0 1 1 10 0 0 1 1 00 0 0 1 1 12) 0 1 0 1 1 10 0 0 0 1 10 0 0 1 1 03) 0 1 0 1 1 10 0 0 1 1 10 0 0 0 1 14) 0 1 0 1 1 10 0 0 1 1 1Aplicamos as bases 1 e 2 sobre a imagem da �gura 9.5a e obtivemos, respectivamente,as imagens ilustradas nas �guras 9.5b e 9.5c.Observe que a base do segundo experimento fornece um resultado perfeito (�gura 9.5c),enquanto que a base do primeiro experimento apresenta pequenas falhas (n~ao reconhe-ceu todos os pontos de borda - �gura 9.5b). Esta diferen�ca nos resultados �e devido �aexpressividade dos exemplos contidos nas imagens de treinamento, ou seja, quanto maisexpressivos (no sentido de representar bem a opera�c~ao desejada) forem as imagens detreinamento, melhor �e o resultado �nal.
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a

b cFigura 9.5: Resultado relativo �a extra�c~ao de bordas - dimens~ao da imagem 256 � 256pixels.



128 Cap��tulo 9. Alguns Exemplos de Aplica�c~ao do Sistema9.3 Restaura�c~aoA restaura�c~ao de imagens corrompidas por ru��dos �e um problema amplamente pesquisado([GW92, Hal79]). Dougherty, por exemplo, dedicou especial aten�c~ao ao projeto de �ltros�otimos (veja cap��tulo 4). Realizamos alguns experimentos para restaura�c~ao de imagenscom ru��dos puntuais de distribui�c~ao uniforme. Para podermos aplicar o m�etodo de apren-dizado proposto sobre problemas de restaura�c~ao, �e necess�ario que a imagem a ser �ltradapossua uma distribui�c~ao homogênea. A condi�c~ao de estacionaridade �e fundamental paraconseguirmos bons resultados utilizando operadores invariantes por transla�c~ao.A fun�c~ao de perda que deve ser utilizada nos problemas de restaura�c~ao �e o MAE.9.3.1 Filtragem de Ru��dos sobre ListrasO primeiro experimento �e semelhante ao apresentado por Dougherty em [Dou92a]. Cria-mos uma imagem listrada (�gura 9.6b) e adicionamos ru��dos aditivos e subtrativos pun-tuais de distribui�c~ao uniforme, de densidade 5%, conforme ilustra a �gura 9.6.
a bFigura 9.6: Imagens de treinamento relativo �a �ltragem de ru��do sobre listras - dimens~aoda imagem 64 � 64 pixels.O treinamento realizado sobre estas imagens �e descrito na tabela 9.4.A base obtida, com 5 elementos, foi aplicada sobre a imagem da �gura 9.7a, queconsiste da mesma imagem usada no treinamento, a menos dos ru��dos (de mesma distri-bui�c~ao) que foram gerados novamente. O resultado obtido est�a ilustrado na �gura 9.7b.Desconsiderando os pontos da primeira linha e coluna e �ultima linha e coluna (que sofremefeitos de borda) o operador errou em apenas dois pixels.



9.3. Restaura�c~ao 129Parâmetro valor ou medidajanela 3� 3m 3; 844exemplos distintos 119exemplos conitantes 1exemplos negativos 56exemplos positivos 63algoritmo ISI-3tempo 0:7smem�oria 12base 5Tabela 9.4: Experimento relativo �a �ltragem de ru��do - dimens~ao da imagem 64 � 64pixels.
a bFigura 9.7: Resultado da �ltragem de ru��do sobre listras.



130 Cap��tulo 9. Alguns Exemplos de Aplica�c~ao do Sistema9.3.2 Filtragem de Ru��dos sobre CaracteresNeste experimento, consideramos um trecho de texto capturado diretamente do monitor dev��deo. Sobre a imagem assim obtida, adicionamos ru��dos aditivos e subtrativos puntuais,de distribui�c~ao uniforme e densidade 5%, conforme ilustra a �gura 9.8.
Figura 9.8: Imagens de treinamento relativo �a �ltragem de ru��do sobre letras - dimens~aoda imagem 140 � 179 pixels.Realizamos dois experimentos sobre dois pares de imagens de treinamento, variandoapenas o tamanho da janela, conforme descrevemos nas tabelas 9.5 e 9.6.Parâmetro valor ou medidajanela 3 � 3m 48; 852exemplos distintos 482exemplos contradit�orios 174exemplos negativos 247exemplos positivos 222algoritmo ISI-3tempo 0:95smem�oria 48base 28Tabela 9.5: Primeiro experimento relativo �a �ltragem de ru��do sobre letras.O primeiro treinamento resultou em uma base de 28 elementos e o segundo em umade 245 elementos. Os resultados da aplica�c~ao destas bases sobre a imagem da �gura 9.9as~ao ilustrados respectivamente nas �guras 9.9b e 9.9c. O resultado referente �a janela



9.3. Restaura�c~ao 131Parâmetro valor ou medidajanela 5 � 5m 47; 600exemplos distintos 12; 847exemplos contradit�orios 26exemplos negativos 9; 490exemplos positivos 3; 341algoritmo ISI-3tempo 10m49smem�oria 1; 080base 245Tabela 9.6: Segundo experimento relativo �a �ltragem de ru��do sobre letras.3 � 3 parece, aparentemente, melhor do que o referente �a janela 5 � 5, o que contradiz oresultado esperado. Por�em, se analisarmos a quantidade de exemplos distintos nos doiscasos, podemos constatar que : no caso da janela 3�3 observamos 482 exemplos distintosem 29 = 512 poss��veis, ou seja, mais de 94%; no caso da janela 5� 5, observamos 12; 847em 225 = 33; 554; 432 poss��veis, ou seja, menos de 1%. Portanto, a probabilidade de umacon�gura�c~ao n~ao observada no treinamento ser observada na aplica�c~ao �e muito maior nocaso da janela 5� 5.Aplicamos estas duas bases sobre a imagem usada no treinamento e os resultadosobtidos s~ao mostrados na �gura 9.10. Em situa�c~oes nos quais os exemplos n~ao s~ao con-tradit�orios o resultado assim obtido deve ser perfeito, uma vez que o operador aprendidodeve ser consistente com os exemplos de treinamento. Entretanto, quando h�a contradi�c~oesnos exemplos, o operador �e consistente com a decis~ao tomada. Os resultados relativos �asjanela 3 � 3 e 5 � 5 s~ao apresentados, respectivamente, nas �guras 9.10a e 9.10b. O re-sultado referente �a janela 5 � 5 �e melhor que o referente �a janela 3 � 3, uma vez que aamostra referente �a primeira cont�em menos exemplos contradit�orios.
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a

b cFigura 9.9: Resultado da �ltragem de ru��do sobre letras - dimens~ao da imagem 140� 179pixels.
a bFigura 9.10: Aplica�c~ao sobre imagem de treinamento - dimens~ao da imagem 140 � 179pixels.



9.4. Restaura�c~ao e Extra�c~ao 1339.4 Restaura�c~ao e Extra�c~aoNesta se�c~ao apresentaremos exemplos de aplica�c~ao combinada, isto �e, a aplica�c~ao dosistema para resolver problemas que consistem da combina�c~ao de dois problemas b�asicos.9.4.1 Extra�c~ao de Bordas de Imagens com Ru��doSuponha que desejamos extrair a borda (contorno) das �guras de uma determinada ima-gem (este problema foi ilustrado na se�c~ao 9.2). Vamos supor tamb�em que estas imagensforam corrompidas por algum tipo de ru��do. Nesta situa�c~ao, o problema combina doiscasos b�asicos : extra�c~ao de bordas e restaura�c~ao.Considere os dois pares de imagens de treinamento, ilustrados na �gura 9.11. Osru��dos, aditivos e subtrativos, s~ao de distribui�c~ao uniforme e de densidade 5%.

Figura 9.11: Imagens de treinamento relativo �a restaura�c~ao e extra�c~ao de bordas - di-mens~ao da imagem 128 � 128 e 256 � 256 pixels, respectivamente.



134 Cap��tulo 9. Alguns Exemplos de Aplica�c~ao do SistemaA tabela 9.7 descreve o experimento realizado a partir das imagens de treinamentoilustrados na �gura 9.11.Parâmetro valor ou medidajanela 3 � 3m 80; 392exemplos distintos 378exemplos contradit�orios 91exemplos negativos 293exemplos positivos 85algoritmo ISI-3tempo 1:5smem�oria 289base 29Tabela 9.7: Experimento relativo �a �ltragem e extra�c~ao de bordas.Na �gura 9.12 mostramos o teste realizado com a base obtida, sobre uma outra imagemcom as mesmas caracter��sticas da imagem utilizada no treinamento.
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a bFigura 9.12: Resultado da �ltragem e extra�c~ao de bordas - dimens~ao da imagem 256�256pixels.



136 Cap��tulo 9. Alguns Exemplos de Aplica�c~ao do Sistema9.5 Reconhecimento de TexturaUma textura �e caracterizada pela repeti�c~ao de um determinado padr~ao. Por exemplo,uma �area preenchida com linhas horizontais paralelas e equidistantes entre si, ou uma�area preenchida com linhas horizontais e verticais, ou �areas preenchidas com bolinhas,listras, pontilhados ou pequenos padr~oes geom�etricos, caracterizam v�arias texturas. Estastexturas s~ao importantes, por exemplo, para demarcar diferentes regi~oes (baseadas emdivis~ao pol��tica, tipo de solo, condi�c~oes s�ocio-econômicas, entre outros) em uma �gura deum mapa, para distinguir diferentes elementos em um gr�a�co, etc.Em processamento de imagens, a an�alise de texturas permite reconhecer regi~oes deinteresse tais como �areas de cultivo de determinado produto agr��cola em imagens obtidaspor sat�elites.Neste exemplo ilustramos a aplica�c~ao do sistema para reconhecimento de texturas.Utilizamos uma parte de uma imagem (�gura 9.13) para realizar o treinamento do operadore em seguida aplicamos o operador aprendido sobre a imagem inteira (�gura 9.14). Atabela 9.8 descreve o treinamento realizado a partir das imagens ilustradas na �gura 9.13.O resultado obtido est�a ilustrado na �gura 9.15.Parâmetro valor ou medidajanela 5 � 5m 90; 216exemplos distintos 5; 098exemplos contradit�orios 19exemplos negativos 5; 024exemplos positivos 74algoritmo ISI-3tempo 0:79smem�oria 64base 12Tabela 9.8: Experimento relativo ao reconheciemnto de texturas.
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Figura 9.13: Imagens de treinamento para reconhecimento de textura - dimens~ao da ima-gem 256 � 362 pixels.
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Figura 9.14: Imagem para testar operador de reconhecimento de textura - dimens~ao daimagem 512 � 512 pixels.
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Figura 9.15: Resultado relativo ao reconhecimento de textura - dimens~ao da imagem512 � 512 pixels.



140 Cap��tulo 9. Alguns Exemplos de Aplica�c~ao do Sistema9.6 Localiza�c~ao de C�odigo de BarrasEm algumas aplica�c~oes de processamento de imagens, o primeiro processamento consisteem isolar a �area de interesse numa imagem. Por exemplo, se a aplica�c~ao �e o reconhecimentoautom�atico de CEP nos envelopes, �e desej�avel que o reconhecedor seja capaz de localizara regi~ao no envelope que cont�em o CEP, para, a partir dele, passar para o processo dereconhecimento do CEP propriamente dito. O mesmo vale para problemas de autentica�c~aode assinaturas de um documento, leitura de c�odigo de barras, etc.Estamos interessados em localizar uma subregi~ao da imagem que corresponde �a �areaque cont�em um c�odigo de barras. Dependendo do tipo de documento, para que as carac-ter��sticas que distinguem o c�odigo de barras de outros elementos no documento n~ao sejaperdido, muitas vezes �e necess�ario adquirir a imagem em alta resolu�c~ao (o que aumenta otamanho da imagem).A �gura 9.16 ilustra uma imagem correspondente a um documento contendo um c�odigode barras. A dimens~ao original, 1; 772�799, pixels foi reduzida para 768�370 para poderser ilustrada neste texto.Para aplicar o processo de aprendizado neste caso, o tamanho da janela deve ser grande,o que pode n~ao ser vi�avel na pr�atica. Por outro lado, reduzir a escala da imagem n~aorepresenta uma boa alternativa pois este procedimento deforma as �guras presentes naimagem.A abordagem encontrada para este caso consiste em realizarmos um pr�e-processamentona escala original da imagem (resolu�c~ao alta). Com a aplica�c~ao de uma seq�uência deoperadores denominados fechamentos (isto �e, dilata�c~ao seguida de eros~ao) sobre a imagemoriginal, foi poss��vel gerar imagens como a ilustrada do lado esquerdo na �gura 9.17.Observe que nessa imagem, muitos elementos sofreram deforma�c~oes, inclusive o c�odigo debarras. Por�em a informa�c~ao principal, a �area que cont�em o c�odigo de barras, �e preservada.A tabela 9.9 descreve o experimento realizado com as imagens de treinamento ilustra-dos na �gura 9.17 e a �gura 9.18 mostra, respectivamente, a imagem no qual a base foiaplicada, e o resultado obtido.
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Parâmetro valor ou medidajanela 11 � 11m 20; 764exemplos distintos 13; 067exemplos contradit�orios 0exemplos negativos 11; 659exemplos positivos 1; 408algoritmo ISI-3tempo 1m28sbase 23Tabela 9.9: Experimento relativo �a localiza�c~ao de c�odigo de barras.
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Figura 9.16: Imagem utilizada para localiza�c~ao de c�odigo de barras - dimens~ao 768� 370pixels.
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Figura 9.17: Imagens de treinamento relativos �a localiza�c~ao de c�odigo de barras - dimens~aoda imagem 202 � 98 pixels.

a bFigura 9.18: Resultado da localiza�c~ao de c�odigo de barras.



144 Cap��tulo 9. Alguns Exemplos de Aplica�c~ao do Sistema9.7 Identi�ca�c~ao de Fissuras em MetaisO problema de identi�ca�c~ao de �ssuras em imagens microsc�opicas de metais �e um problemacl�assico ([Sch89]). As �ssuras s~ao caracterizadas por regi~oes desconexas entre os �lamentosobserv�aveis nas imagens, como a ilustrada na �gura 9.19. Tal estudo permite, por exemplo,avaliar a resistência de um metal.
Figura 9.19: Imagem de metal - dimens~ao da imagem 250 � 250 pixels.Se considerarmos este problema no contexto de aprendizado proposto, realizar o trei-namento na escala original da imagem requer uma janela relativamente grande, dadas ascaracter��sticas dos objetos na imagem. Realizamos alguns testes, por�em nenhum resultadosatisfat�orio foi obtido, uma vez que a �unica imagem dispon��vel era esta, e o n�umero deexemplos �e muito pequeno relativamente ao tamanho da janela utilizada.Uma abordagem encontrada foi a realiza�c~ao de um pr�e-processamento na escala originalda imagem, seguida de redu�c~ao de escala, sobre o qual foi realizado o treinamento. O pr�e-processamento consistiu de algumas transforma�c~oes na imagem original, para alargar osespa�cos existentes entre as pontas dos �lamentos, de forma a evitar que dois �lamentosseparados se unissem ao se reduzir a escala da imagem. A �gura 9.20 mostra as imagensde treinamento, com escala reduzida.A tabela 9.10 descreve o experimento realizado com as imagens de treinamento ilus-trados na �gura 9.20.
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Figura 9.20: Imagens de treinamento relativos �a identi�ca�c~ao de �ssuras em metais.Parâmetro valor ou medidajanela 5 � 5m 7; 260exemplos distintos 3; 812exemplos contradit�orios 65exemplos negativos 3; 519exemplos positivos 293algoritmo ISI-3tempo 30sbase 127Tabela 9.10: Experimento relativo �a identi�ca�c~ao de �ssuras em metais.Na �gura 9.21 mostramos a imagem no qual foi aplicado a base obtida, o resultadoobtido, e a sobreposi�c~ao das duas.
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a b
cFigura 9.21: Resultado relativo �a identi�ca�c~ao de �ssuras em metais.



9.8. Reconhecimento de Padr~oes 1479.8 Reconhecimento de Padr~oesOs problemas de reconhecimento de padr~oes s~ao problemas cl�assicos. Existem v�ariast�ecnicas utilizadas para resolver estes problemas ([GW92, TG74]). Encontramos algunstrabalhos como [DH73] e [TG74] que apresentam alguns m�etodos de reconhecimento au-tom�atico de padr~oes baseado, por exemplo, em fun�c~oes de decis~ao.9.8.1 Introdu�c~aoUm padr~ao pode ser uma estrutura, uma propriedade, um comportamento, uma formaou aspecto que caracterizam elementos dentro de um determinado contexto. Uma vezque existam padr~oes su�cientes para caracterizar os diversos elementos do contexto, odesa�o que se segue �e o reconhecimento de elementos de interesse pela observa�c~ao depadr~oes que os caracterizam. Em an�alise de imagens, os padr~oes mais comuns s~ao formasou texturas. Existem v�arias aplica�c~oes, tais como, o reconhecimento de c�elulas doentesem fun�c~ao de seu tamanho anormal, ou o reconhecimento de �areas que representam aplanta�c~ao de determinado produto agr��cola baseado na textura observada em imagens desat�elites, o reconhecimento de letras `a' em um texto baseado estritamente no seu formato,o reconhecimento de defeitos em produtos numa linha de produ�c~ao, etc.Nesta se�c~ao, formalizaremos os problemas de reconhecimento de padr~oes que s~ao ba-seados em an�alise de formas dentro do contexto da MM.Um padr~ao T em E �e uma cole�c~ao de subconjuntos de E. Um elemento X 2 T �edenominado um elemento de padr~ao T .O problema de reconhecimento de padr~oes pode ser formulado da seguinte forma.Seja I um conjunto de ��ndices e seja fTi : i 2 Ig uma cole�c~ao de padr~oes tal queTi \ Tj = ; para i 6= j, i; j 2 I. O problema de reconhecimento de padr~oes pode serformulado atrav�es da seguinte pergunta : dado um elemento X 2 SfTi : i 2 Ig, a qualdos padr~oes pertence X ?Uma cole�c~ao de operadores i.t. localmente de�nidos f i 2 	Wi : i 2 I;Wi � Eg talque para qualquer i, i 2 I,  i satisfaz i(X) 6= ;; 8 X 2 Tie  i(X) = ;; 8 X 2 fTj : j 2 I; j 6= igpode ser utilizada para resolver este problema.O operador  i �e denominado marcador do padr~ao Ti e �e localmente de�nido pelajanela Wi. A menor janela Wi que satisfaz as condi�c~oes acima determina a dimens~ao doproblema de reconhecimento do padr~ao Ti.



148 Cap��tulo 9. Alguns Exemplos de Aplica�c~ao do SistemaObserve que todos os marcadores s~ao operadores anti-extensivos. Portanto, quandoconsideramos o problema no contexto de aprendizado, pode-se utilizar o intervalo [fog;W ]para inicializar o algoritmo de aprendizado ISI. A fun�c~ao de perda para os problemas dereconhecimento de padr~oes �e dado porlh(x; b) = 8<: 0 se h(x) = b = 0 ,0 se h(x) = b = 1 e p(b = 1=x) = 11 caso contr�arioO crit�erio de decis~ao que minimiza a perda de (x; b) �e dado porh(x) = � 1 se b = 1 e p(b = 1=x) = 10 caso contr�ario9.8.2 Reconhecimento de D��gitosNeste experimento, geramos d��gitos de 0 a 9, em 10 fontes distintas, conforme ilustra a�gura 9.22. Selecionamos manualmente todos os d��gitos 8 desta imagem (�gura 9.23) eefetuamos o treinamento sobre este par de imagens. O objetivo �e obter um marcador paraos d��gitos 8, ou seja, reconhecer os padr~oes que caracterizam os d��gitos 8.
Figura 9.22: Imagem com d��gitos de \0" a \9".A tabela 9.11 descreve o experimento realizado utilizando-se uma janela 3 � 3.
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Figura 9.23: Imagem apenas com os d��gitos \8".A base obtida, com 7 elementos, foi aplicada sobre a mesma imagem de treinamento eresultou nos marcadores (pontos pretos, sobrepostos sobre a imagem na qual foi aplicada)expressos na imagem da �gura 9.24.



150 Cap��tulo 9. Alguns Exemplos de Aplica�c~ao do SistemaParâmetro valor ou medidajanela 3 � 3m 168; 345exemplos distintos 268exemplos contradit�orios 80exemplos negativos 257exemplos positivos 11algoritmo ISI-3tempo 0:8smem�oria 16base 7Tabela 9.11: Reconhecimento de d��gitos - janela 3 � 3.

Figura 9.24: Marcadores obtidos com uma janela 3 � 3.



9.8. Reconhecimento de Padr~oes 151Observe que este operador n~ao foi capaz de reconhecer todos os d��gitos 8 (Deixoude marcar os d��gitos \8" das linhas 1, 6 e 9). Isto indica-nos que o tamanho da janelaconsiderada n~ao foi su�ciente para o problema considerado. Portanto, realizamos umoutro experimento com uma janela maior, conforme descrevemos na tabela 9.12.Parâmetro valor ou medidajanela 4 � 3m 167; 910exemplos distintos 756exemplos contradit�orios 124exemplos negativos 719exemplos positivos 37algoritmo ISI-3tempo 0:81smem�oria 35base 24Tabela 9.12: Reconhecimento de d��gitos - janela 4 � 3.Para o experimento com a janela 4 � 3 foi obtida uma base maior, com 24 elementose, conforme ilustra a �gura 9.25, a janela foi su�ciente para gerar marcadores para todosos d��gitos 8.A reconstru�c~ao (veja, por exemplo, [BB94], p�agina 139) da imagem atrav�es dos marca-dores obtidos extrai todos os d��gitos marcados, desde que os d��gitos n~ao estejam conexosuns aos outros. A �gura 9.26 mostra a sobreposi�c~ao da imagem reconstru��da sobre aimagem original.Obviamente, ao se aplicar o operador aprendido sobre a pr�opria imagemde treinamentoo resultado obtido deve ser perfeito no caso em que n~ao h�a exemplos contradit�orios naamostra. Entretanto, quando a janela n~ao �e su�cientemente grande para caracterizardeterminados padr~oes de interesse, existem exemplos contradit�orios, e portanto o resultadon~ao �e perfeito. A medida que se aumenta o tamanho da janela, o n�umero de exemploscontradit�orios tende a diminuir e, conseq�uentemente, o resultado aproxima-se do ideal.
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Figura 9.25: Marcadores obtidos com uma janela 4 � 3.

Figura 9.26: Reconstru�c~ao a partir dos marcadores obtidos com uma janela 4 � 3.



9.8. Reconhecimento de Padr~oes 1539.8.3 Reconhecimento de LetrasNeste exemplo consideramos trechos de texto capturados do monitor de v��deo. O treina-mento foi realizado sobre as imagens da �gura 9.27. Este exemplo ilustra uma aplica�c~aodo sistema para o reconhecimento de letras \a" min�usculas.
Figura 9.27: Imagens de treinamento para o reconhecimento de letra \a".A tabela 9.13 descreve o treinamento realizado.Parâmetro valor ou medidajanela 3 � 3m 24; 426exemplos distintos 273exemplos contradit�orios 25exemplos negativos 271exemplos positivos 2algoritmo ISI-3tempo 0:8smem�oria 14base 2Tabela 9.13: Reconhecimento de letras \a".A base obtida, com 2 elementos, conforme rela�c~ao a seguir, foi aplicada sobre a ima-gem da �gura 9.28a e os marcadores obtidos foram sobrepostos �a imagem original (�-gura 9.28b). A reconstru�c~ao a partir dos marcadores foi sobreposta sobre a imagemoriginal para melhor visualizarmos o resultado �nal, na �gura 9.28c.1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 11) 0 1 0 0 1 1 2) 1 1 0 1 1 01 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0 1
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a
b
cFigura 9.28: Resultado relativo ao reconhecimento de letras \a".



Cap��tulo 10Reconhecimento de CaracteresImpressosO reconhecimento de caracteres impressos �e uma atividade importante pois permite quetextos impressos (livros, documentos, enciclop�edias) possam ser codi�cados de modo aserem armazenados em um meio mais compacto (tais como �tas e discos magn�eticosou discos �oticos) e possam ser manipulados e�cientemente atrav�es de v�arios recursos decomputa�c~ao dispon��veis.O problema de reconhecimento de caracteres impressos �e mais complexo do que muitosexemplos tratados no cap��tulo anterior, pois o processo de aquisi�c~ao de imagens est�a sujeitoa alguns tipos de ru��do.10.1 Reconhecimento de Caracteres ImpressosRealizamos v�arios experimentos de reconhecimento de caracteres impressos de dois livrosvelhos, escritos em português (veja tamb�em [BTdST96]). Para entendermos os tiposde ru��dos envolvidos no problema, descrevemos inicialmente o processo de aquisi�c~ao deimagens.10.1.1 Coleta de imagensForam geradas as imagens correspondentes a 15 p�aginas escolhidas aleatoriamente de cadaum dos livros, a partir de um digitalizador �optico (\scanner"). Utilizamos a resolu�c~ao de200 dpi (pontos por polegada). As imagens obtidas em n��veis de cinza foram segmentadaspor operadores morfol�ogicos para transform�a-las em imagens bin�arias (na qual os pixels155



156 Cap��tulo 10. Reconhecimento de Caracteres Impressosde valor 1 correspondem aos caracteres e os de valor 0 correspondem ao fundo da imagem).Estas imagens foram ainda reduzidas em sua escala para 50% da sua dimens~ao original.Portanto est~ao envolvidos três tipos de ru��do neste processo : 1) durante a digitaliza�c~ao,2) na segmenta�c~ao e 3) na redu�c~ao de escala.As �guras 10.1, 10.2 e 10.3 ilustram as imagens envolvidas neste processo. A �gura 10.1corresponde �a imagem obtida pelo digitalizador �optico, a �gura 10.2 corresponde �a seg-menta�c~ao da primeira e a �gura 10.3 corresponde �a imagem segmentada reduzida.

Figura 10.1: Imagem capturado por um digitalizador �optico.De cada imagem segmentada foram extra��das manualmente (atrav�es de um editor deimagens) todas as ocorrências de letras \a" e letras \s" min�usculas. As 15 p�aginas foramseparadas em dois grupos : imagens de treinamento e imagens de valida�c~ao. As imagensde treinamento foram utilizadas para realizar o treinamento e as imagens de valida�c~aoforam utilizadas para avaliar a precis~ao do operador aprendido. Todos os treinamentosforam realizados sobre as imagens reduzidas.



10.1. Reconhecimento de Caracteres Impressos 157

Figura 10.2: Imagem segmentada.10.1.2 Descri�c~ao dos Resultados ObtidosA seguir apresentamos duas tabelas, tabelas 10.1 e 10.2, que descrevem, respectivamente,v�arios experimentos realizados para o reconhecimento das letras \s" e \a" do livro 1.Cada uma das linhas das tabelas 10.1 e 10.2 correspondem a um experimento. Em cadauma destas tabelas janela indica as dimens~oes da janela utilizada; N�umero de exemplosindica o tamanho da amostra de treinamento (independente de exemplos repetidos); tipo doalgoritmo indica a variante do algoritmo ISI utilizado; Tamanho da base indica o tamanhoda base do operador aprendido; tempo de treinamento indica o tempo de processamentodo algoritmo ISI, dado em termos de horas (h), minutos (m) e segundos (s); erro relativoindica a porcentagem de erros cometido pelo operador aprendido.Os exemplos contradit�orios foram todos considerados negativos. O erro relativo foicalculado sobre as imagens de valida�c~ao, levando-se em conta dois tipos de erro : erropor falta e erro por excesso. Os erros por falta s~ao caracterizados quando o operadoraprendido n~ao marca uma letra que deveria ser reconhecida e os erros por excesso s~aocaracterizados quando o operador marca uma letra que n~ao corresponde �a letra que deveriaser reconhecida. O erro relativo �e a propor�c~ao da soma destes dois tipos de erro em rela�c~ao



158 Cap��tulo 10. Reconhecimento de Caracteres Impressos
Figura 10.3: Imagem reduzida em escala.ao total de caracteres sobre as quais foram aplicadas a valida�c~ao.janela n�umero de tipo do tamanho tempo de erroexemplos algoritmo da base treinamento relativo (%)5� 5 270,267 ISI-2 1,560 5h20m 6.25� 5 79,049 ISI-3 416 20m53s 7.667� 7 79,040 ISI-2 1,348 1h46m 14.857� 7 79,040 ISI-3 284 25m 5.12Tabela 10.1: Experimentos para o reconhecimento da letra \s" no livro 1.Em rela�c~ao a estes experimentos, observamos claramente que o n�umero de exemplosconsiderado no treinamento afeta diretamente a qualidade do resultado �nal (veja linhas1, 2 e 4 na tabela 10.2). Entretanto, quanto maior o n�umero de exemplos de treinamento,maior �e o tempo gasto pelo algoritmo de aprendizado (linhas 1, 2 e 4 da tabela 10.2).Portanto, aumentar indiscriminadamente o n�umero de exemplos n~ao parece ser uma boasolu�c~ao para melhorar o resultado. Al�em disso, pode-se observar nas linhas 1 e 2 databela 10.1 que o ganho relativo em se aumentar o n�umero de exemplos n~ao �e muitosigni�cativo.Podemos observar tamb�em, nas linhas 2 e 4 da tabela 10.1, ou linhas 2 e 6 ou 3 e 5 databela 10.2, que n~ao h�a uma rela�c~ao evidente entre o tamanho da janela e o erro relativo.Al�em disso, conforme vimos no cap��tulo 6, as variantes do algoritmo ISI produzembases de tamanho diferente para umamesma amostra de treinamento (basicamente diferemquanto �a atribui�c~ao de valor aos don't cares). Conseq�uentemente, o resultado �nal relativoaos operadores gerados por diferentes algoritmos podem diferir, como podemos veri�car



10.1. Reconhecimento de Caracteres Impressos 159janela n�umero de tipo de tamanho tempo de erroexemplos algoritmo da base treinamento relativo (%)7� 7 270,192 ISI-2 5,059 267h12m 15.57� 7 79,040 ISI-2 2,311 19h20m 25.567� 7 79,040 ISI-3 644 2h47m28s 10.47� 7 37,201 ISI-2 1,447 5h18m 35.319� 9 79,019 ISI-3 551 3h45m 12.759� 9 79,019 ISI-2 2,798 14h42m 31.45Tabela 10.2: Experimentos para o reconhecimento da letra \a" no livro 1.nas linhas 3 e 4 da tabela 10.1 ou nas linhas 2 e 3 ou linhas 5 e 6 da tabela 10.2.10.1.3 Experimentos com M�ultiplos Est�agios de TreinamentoNos experimentos da se�c~ao anterior, notamos que quase todos os erros veri�cados s~aoerros por excesso. Ou seja, muitos caracteres que n~ao deveriam ser reconhecidos forammarcados. Esta observa�c~ao, sugeriu-nos a aplica�c~ao da estrutura seq�uencial do sistema,descrita no cap��tulo 8. Neste caso, um segundo operador seria aprendido a partir dasimagens transformadas pelo primeiro operador. Este segundo operador age como umaesp�ecie de �ltro, cuja �nalidade �e re�nar o resultado anterior. Esta mesma id�eia podeser aplicada sucessivamente at�e que alguma estabilidade seja atingida. O n�umero detreinamentos realizados determina o n�umero de est�agios do experimento.As tabelas 10.3 e 10.4 descrevem resultados referentes a v�arios experimentos realizadoscom treinamento de m�ultiplos est�agios. A coluna janela no est�agio 1 indica o tamanho dajanela utilizada no primeiro est�agio; n�umero total de exemplos indica a soma do n�umerototal de exemplos utilizados (sem levar as repeti�c~oes em considera�c~ao); n�umero de est�agiosindica o n�umero de est�agios do treinamento; tamanho total da base indica a soma do tama-nho das bases; tempo total de treinamento indica a soma do tempo total de treinamento;erro relativo indica o erro relativo do resultado �nal.O conjunto de imagens de treinamento foi subdividido em grupos, de modo que asimagens utilizadas em um est�agio de treinamento n~ao fossem mais utilizadas nos demaisest�agios. O tamanho da janela foi reduzido por 2 pontos, tanto na largura como na altura,de um est�agio para o est�agio subsequente. Em todos os treinamentos dos experimentoscom m�ultiplos est�agios foi utilizado o algoritmo ISI-3.Os experimentos com treinamentos de m�ultiplo est�agio permitiram-nos observar algunsresultados interessantes.



160 Cap��tulo 10. Reconhecimento de Caracteres Impressosjanela no n�umero total n�umero de tamanho total tempo total erroest�agio 1 de exemplos est�agios da base de treinamento relativo (%)5 � 5 79,049 1 416 20m53s 7.665 � 5 86,111 2 429 20m54s 1.317 � 7 79,040 1 284 24m31s 5.127 � 7 83,237 2 354 24m49s 0.497 � 7 87,288 3 388 24m50s 0.35Tabela 10.3: Reconhecimento da letra \s" no livro 1 - treinamento de m�ultiplos est�agios.janela no n�umero total n�umero de tamanho total tempo total erroest�agio 1 de exemplos est�agios da base treinamento relativo (%)7 � 7 79,040 1 644 2h47m28s 10.47 � 7 88,333 2 726 2h47m55s 1.387 � 7 96,532 3 762 2h47m56s 0.509 � 9 79,019 1 551 3h45m 12.759 � 9 88,275 2 700 3h47m52s 0.809 � 9 96,121 3 760 3h48m13s 0.479 � 9 103,530 4 781 3h48m14s 0.38Tabela 10.4: Reconhecimento da letra \a" no livro 1 - treinamento com m�ultiplos est�agios.Observamos inicialmente que h�a uma consider�avel redu�c~ao do erro relativo do trei-namento de 1 est�agio para o de 2 est�agios (compare �guras 10.4 e 10.51), enquanto oacr�escimo no tempo de treinamento e no tamanho da base n~ao �e signi�cativo relativa-mente a esta redu�c~ao. Uma explica�c~ao informal para este fato pode ser expressa atrav�esdo pr�oximo par�agrafo.Ap�os a aplica�c~ao do primeiro operador (aprendido no primeiro est�agio de treinamento),observa-se que a imagem resultante possui uma concentra�c~ao de marcas sobre a letra-alvo(aqueles que devem ser reconhecidos) e alguns marcadores esparsos (erros por excesso)sobre as demais letras (veja �gura 10.4). Nota-se que, embora a forma da letra-alvo nemsempre se preserve ap�os a aplica�c~ao do operador, esta concentra�c~ao de pontos �e su�cientepara distinguir as letras-alvo das demais. O segundo operador (obtido do treinamentorealizado no segundo est�agio) age como um �ltro sobre esta imagem, eliminando a maior1Nestas �guras, a parte preta representa os marcadores (isto �e, o resultado do operador aprendido. Osmarcadores foram sobrepostos sobre a imagem anterior �a transforma�c~ao.
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Figura 10.4: Resultado do primeiro est�agio.

Figura 10.5: Resultado do segundo est�agio.



162 Cap��tulo 10. Reconhecimento de Caracteres Impressosparte dos marcadores esparsos. A partir do terceiro est�agio, esta caracter��stica j�a n~ao�e mais t~ao acentuada, provavelmente porque o n�umero de pontos esparsos foi reduzidosigni�cativamente pelo segundo operador.Experimentos com o segundo livro mostraram que a partir de um determinado est�agio,os erros por falta come�cam a ser superiores aos erros por excesso. Este fato imp~oe umlimite na aplica�c~ao sequencial deste m�etodo.Estas observa�c~oes sugerem que as aplica�c~oes sucessivas de est�agios de treinamentofazem o erro por excesso decrescer at�e um ponto de equil��brio no qual o erro relativoatinge o m��nimo, e a partir deste ponto os est�agios subsequentes come�cam a adicionarerros por falta, acarretando o crecimento do erro relativo.Uma outra observa�c~ao, diz respeito ao tamanho da janela utilizada no primeiro est�agiode treinamento. Pelas linhas 2 e 4 da tabela 10.3 ou linhas 2 e 5 da tabela 10.4 veri�ca-se que o tamanho da janela utilizada no primeiro est�agio est�a diretamente associado �aqualidade do resultado �nal.



10.1. Reconhecimento de Caracteres Impressos 163As �gura 10.6 mostra o resultado dos três est�agios de treinamento, referentes ao livro1, iniciados com uma janela 7 � 7 para o reconhecimento da letra \a" . Observe que on�umero de marcadores diminui de um est�agio para outro. 1
2
3Figura 10.6: Os três est�agios de reconhecimento de letras \a" do livro 1.



164 Cap��tulo 10. Reconhecimento de Caracteres ImpressosA �gura 10.7 mostra o resultado dos quatro est�agios (iniciados com uma janela 9�9),referente ao livro 1, para reconhecimento da letra \a".
1 2
3 4Figura 10.7: Os quatro est�agios de reconhecimento de letras \a" do livro 1.



10.1. Reconhecimento de Caracteres Impressos 165A �gura 10.8 mostra o resultado dos três est�agios, iniciados com uma janela 7 � 7,referente ao livro 2, para reconhecimento da letra \a". 1
2
3Figura 10.8: Os três est�agios de reconhecimento de letras \a" do livro 2.



166 Cap��tulo 10. Reconhecimento de Caracteres ImpressosA �gura 10.9 mostra o resultado dos quatro est�agios 9iniciados com uma janela 9�9),referente ao livro 2, para reconhecimento da letra \a".
1 2
3 4Figura 10.9: Os quatro est�agios de reconhecimento de letras \a" do livro 2.



10.1. Reconhecimento de Caracteres Impressos 167A �gura 10.10 mostra o resultado do primeiro e terceiro est�agios de treinamento,iniciados com uma janela 7 � 7, referentes ao livro 2, para reconhecimento da letra \s".1
3Figura 10.10: Resultado dos est�agios 1 e 3 para reconhecimento de letras \s" do livro 2.



168 Cap��tulo 10. Reconhecimento de Caracteres Impressos10.2 An�alise dos ResultadosApesar da existência de certas limita�c~oes (como o tempo de treinamento necess�ario),os resultados obtidos s~ao bastante encorajadores. Al�em disso, a aplica�c~ao da estruturaseq�uencial mostrou-se um alternativa vi�avel para contornar esta limita�c~ao, oferecendoum resultado melhor, sem no entanto aumentar demasiadamente o n�umero de exemplos detreinamento. Sem o uso da estrutura seq�uencial, o mesmo resultado s�o poderia ser atingidocom um conjunto de exemplos de treinamento muito maior. Veri�camos, no entanto que,para se obter algum ganho signi�cativo no resultado, a quantidade de exemplos adicionaisnecess�arios pode ser extremamente alta.Outra vantagem da aplica�c~ao sequencial �e que ela gera os operadores numa formasequencial, ou seja, uma frase mais curta do que a gerada pelo treinamento de um �unicooperador (com maior n�umero de exemplos).Uma outra quest~ao que merece ser analisada est�a relacionada ao n�umero de exemplosutilizados nos treinamentos. Podemos dizer que os resultados obtidos (mais de 99:5%de acerto) s~ao excepcionais. No entanto, observamos uma distância signi�cativa entre olimite te�orico (m0) e o n�umero real utilizado. Para termos uma id�eia desta distância,analisemos o caso de uma janela 7� 7, para � = � = 0:25, utilizando o limite te�orico parao modelo PAC b�asico. O limite te�orico neste caso �e dado porm(�; �) = 10:25 ln( 22490:25) � 1015enquanto que para um experimento utilizando m = 270; 000 obtivemos a mesma precis~ao.Acreditamos que esta distância pode estar relacionada com o fato de estarmos consi-derando, para o c�alculo do limite te�orico, todas as 22jW j poss��veis con�gura�c~oes, quandona pr�atica as con�gura�c~oes observadas por uma janela est~ao restritos a um suconjuntoA � P(W ). Neste caso, o tamanho do espa�co de hip�oteses seria dado por 2jAj.No entanto, modelar o contexto no qual se encontram as con�gura�c~oes n~ao �e sim-ples.Neste ponto, parece-nos que os \random sets" s~ao recursos importantes.A conclus~ao que podemos extrair dos experimentos realizados �e que a abordagem con-siderada representa uma forma s�olida e abrangente para a resolu�c~ao de v�arios problemasde processamento de imagens bin�arias.Paralelamente, veri�camos que existem muitas quest~oes que ainda n~ao podem serrespondidas pois necessitam de investiga�c~oes mais profundas. Abordaremos estas quest~oesna conclus~ao deste texto.



Cap��tulo 11Conclus~ao11.1 Um Apanhado GeralCom base no fato de que, quando restritos ao dom��nio das imagens bin�arias, v�arios pro-blemas de an�alise de imagens podem ser resolvidos usando a MM para subconjuntos e,em particular, por uma classe formada por aqueles que s~ao invariantes por transla�c~ao elocalmente de�nidos por uma janela W , estudamos a sua decomposi�c~ao canônica e in-vestigamos sua rela�c~ao com o conjunto das fun�c~oes Booleanas de n vari�aveis onde n �e acardinalidade da janela W (cap��tulo 3).Face �a di�culdade de gera�c~ao ou cria�c~ao de um operador morfol�ogico adequado para re-solver um determinado problema, sugerimos um modelo para programa�c~ao autom�atica deMMach's, isto �e, um modelo para gera�c~ao autom�atica de operadores morfol�ogicos bin�arios(cap��tulo 7), com base no Teorema da Decomposi�c~ao Canônica da MM e em modelos deaprendizado computacional (cap��tulo 5).Nesta modelagem, tivemos a preocupa�c~ao de criar uma estrutura \formalmente com-pleta" e �util do ponto de vista de um usu�ario pouco familiarizado com os resultadoste�oricos. A parte formal da estrutura est�a solidamente baseada nos resultados da MM, nomodelo de aprendizado \PAC" e suas extens~oes, no fato da existência de isomor�smo entreo reticulado dos operadores morfol�ogicos bin�arios e o reticulado das fun�c~oes Booleanas ena modelagem do dom��nio das imagens por \random sets". Os elementos formais garan-tem as qualidades \abrangência", \precis~ao" e \formalismo" ao modelo. Por outro lado,a forma pela qual o problema que se deseja resolver �e especi�cada no modelo, garante-lhea \facilidade de uso".Dois pontos foram importantes para o sucesso deste trabalho. O primeiro foi a abor-dagem na qual inserimos o problema de programa�c~ao autom�atica dentro do contexto de169



170 Cap��tulo 11. Conclus~aoaprendizado1. O segundo, foi o desenvolvimento de um algoritmo de aprendizado \e�-ciente". Esse algoritmo (ISI), que tamb�em pode ser utilizado para minimiza�c~ao de fun�c~oesBooleanas a partir de sua forma canônica, n~ao foi encontrado na literatura consultada emostra-se muito melhor que outros algoritmos cl�assicos, quando a fun�c~ao Booleana possuimuitos \don't cares".Podemos dizer que este �e um trabalho bastante completo, que envolveu estudos te�oricos(Morfologia Matem�atica, Random Sets, Estima�c~ao Estat��stica, Algoritmos, PAC Lear-ning), modelagem de um sistema, implementa�c~ao (deste modelo como um sistema com-putacional - toolbox PAC), aplica�c~oes (utiliza�c~ao deste sistema para resolver problemasreais) e an�alise dos resultados. Os v�arios experimentos realizados permitiram veri�carresultados altamente positivos e animadores (cap��tulo 9 e 10).No cap��tulo 4 apresentamos os trabalhos realizados por Dougherty para estima�c~ao de�ltros morfol�ogicos �otimos. Embora nosso trabalho apresente alguns pontos em comumcom o trabalho de Dougherty, destacamos que �e mais geral pois :� inserimos a estima�c~ao do operador dentro do contexto de aprendizado PAC;� as aplica�c~oes n~ao s~ao restritas a problemas de restaura�c~ao. Consideramos todos osoperadores i.t. localmente de�nidos e variadas aplica�c~oes (cap��tulos 9 e 10);� utilizamos o conceito de fun�c~ao de perda, para caracterizar o erro de um operador(Dougherty utiliza somente o MAE);� utilizamos o algoritmo ISI para calcular a base, que �e muito melhor que o algoritmoQM para diversos casos reais.Um ponto delicado quando a escolha do operador �otimo �e realizado a partir de amostras�e que n~ao sabemos determinar a sua \qualidade", pelo fato deste ter sido obtido a partirde uma distribui�c~ao de probabilidade estimada. O m�erito da inser�c~ao do problema deestima�c~ao no contexto de aprendizado PAC �e que ele possui bases te�oricas s�olidas paraformalizar e tratar esta quest~ao, ainda que os valores te�oricos nele estabelecidos sejamdiferentes daqueles que observamos na pr�atica.11.2 Futuras Considera�c~oesAcreditamos que este trabalho vem refor�car ainda mais as evidências de que a MM �euma poderosa ferramenta para tratamento de imagens e que pode ser aplicada inclusive aproblemas classicamente abordados por redes neurais, como reconhecimento de caracteres.1Esta abordagem �e in�edita.



11.2. Futuras Considera�c~oes 171De fato, o nosso trabalho aponta a MM como uma alternativa para as redes neuraissupervisionadas ([Has95]).Certamente existem v�arios pontos citados neste trabalho que ainda merecemum estudomais profundo. A seguir procuraremos analisar v�arios destes pontos e indicar algumasinvestiga�c~oes que podem ser realizadas em rela�c~ao a cada um deles.N~ao existe ainda nenhum crit�erio conhecido para escolha do tamanho ideal de janela.Tamb�em n~ao existe nenhum estudo sobre a inuência do tamanho da janela (consideradano treinamento) sobre a qualidade do resultado �nal.Intuitivamente, parece-nos que este estudo relaciona-se diretamente com o estudo dodom��nio das imagens, ou seja, das caracter��sticas das imagens. Um recurso que possibilitaa modelagem do dom��nio das imagens s~ao os \random sets", que inserem as imagens e osoperadores morfol�ogicos no contexto estat��stico.Os experimentos indicam que a modelagem do dom��nio das imagens poder�a tamb�emser investigada para reduzir o espa�co de busca dos operadores. Como o conhecimentosobre o dom��nio das imagens pode ser inserido analiticamente no contexto formal dosoperadores ?Nesta mesma linha de questionamento, certas propriedades dos operadores implicama simpli�ca�c~ao da sua decomposi�c~ao (como o caso dos operadores crescentes). Quaisoutras propriedades acarretam simpli�ca�c~oes na f�ormula de decomposi�c~ao dos operadores? Ser�a poss��vel combinar duas propriedades e simpli�car ainda mais a decomposi�c~ao? Se existirem respostas a�rmativas a estas quest~oes, provavelmente isto implicar�a umaredu�c~ao no espa�co de busca. Ainda no caso a�rmativo, de que modo as eventuais formassimpli�cadas poder~ao ser inseridas no contexto de aprendizado ?Em rela�c~ao ao algoritmo ISI, utilizado para o aprendizado de fun�c~oes Booleanas, umgrande desa�o consiste em investigar a sua complexidade de tempo e espa�co. Uma outraquest~ao que tamb�em merece ser investigada no tocante a este algoritmo e a de suasvariantes �e o comportamento dos mesmos em rela�c~ao ao tratamento de \don't cares".Ou seja, de que maneira eles diferem em se tratando de atribui�c~ao de valores aos \don'tcares" ? Este estudo pode ser importante para determinar quais das variantes devem serutilizadas em um determinado processo de aprendizado. �E melhor aquele que atribui valor1 ao menor n�umero poss��vel de \don't cares" ? Ou �e melhor aquele que atribui valor 1aos \don't cares" que s~ao \parecidos" com os exemplos positivos ?Quanto ao processo de aprendizado, uma inc�ognita �e o valor de m0, isto �e, o n�umero deexemplos de treinamento necess�arios para garantir um \bom resultado". Veri�camos nosexperimentos que, os limites te�oricos conhecidos para m0 parecem ser muito superioresem rela�c~ao aos valores experimentados na pr�atica. Isto sugere a necessidade de uma maiorinvestiga�c~ao para determinar um limite mais justo.Outra quest~ao intrigante s~ao os treinamentos de m�ultiplos est�agios, que parece ser um



172 Cap��tulo 11. Conclus~aocampo f�ertil de pesquisa, com interessantes aplica�c~oes em problemas de classi�ca�c~ao.Finalizamos este texto com esta s�erie de perguntas. Para responder estas quest~oes,parece-nos que v�arias teorias tais como MM, teoria das probabilidades, \Random Sets",complexidade de algoritmos, teoria de aprendizado computacional, entre outros devem serestudados com maior profundidade e conjugados entre si.
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