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ResumoA morfologia matem�atia vem sendo largamente utilizada para proessamento e an�alisede imagens digitais. O projeto de operadores morfol�ogios �e em geral realizado de for-ma heur��stia. Devido a di�uldade inerente a este proedimento, t�enias de projetoautom�atio s~ao de grande importânia e interesse. V�arias abordagens neste sentido vemsendo propostas, dentre elas t�enias que projetam operadores a partir de exemplos detreinamento (obtidos de amostras de imagens observadas-ideais) que representam de for-ma simples a transforma�~ao desejada pelo usu�ario. Tomando uma t�enia de projeto deoperadores baseada no modelo de aprendizado PAC (do inglês, \Probably ApproximatelyCorret") omo ponto de partida, investigamos de forma geral algumas das limita�~oesdessas abordagens. Com base nessa investiga�~ao, estudamos o projeto de W-operadores,oloando ênfase sobre quest~oes relaionadas om a preis~ao de operadores projetados apartir de uma quantidade limitada de exemplos de treinamento. Os frutos deste estudo,apresentados neste trabalho, s~ao t�enias que exploram onheimentos sobre o problemaque desejamos resolver para projetar operadores mais preisos e algoritmos e�ientes pa-ra implementar as mesmas. Solu�~oes para problemas reais de proessamento de imagensilustram a aplia�~ao das t�enias propostas.AbstratMathematial morphology is being widely used in image proessing and analysis. De-signing morphologial operators is usually done by heuristi methods. However, due tothe inherent diÆulty of suh proedures, automati design tehniques are of inreasinginterest. In reent years, several approahes for the automati design of morphologialoperators have been proposed. Some of them are based on learning from training examples(sampled from observed-ideal pairs of images representing the desired image proessingmapping). Starting from a tehnique based on PAC (Probably Approximately Corret)learning model, we investigate some limitations of those approahes. From this investi-gation, we study the design of W-operators emphasizing questions related with preisionof operators designed from a limited number of training examples. The results of thisstudy, presented in this work, are tehniques whih exploit knowledge (about the imageproessing problem being solved) in order to design more aurate operators and eÆientalgorithms for implementing them. Solutions for some real image proessing problemsare given to illustrate the appliation of the proposed tehniques.
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Cap��tulo 1Introdu�~aoCom o avan�o da tenologia, que vem failitando a aquisi�~ao de imagens digitais e tornando poss��vela manipula�~ao de grande quantidade de dados, proedimentos omputaionais que visam auxiliar oproessamento e an�alise de imagens digitais [64, 134, 20, 117℄ vem sendo ada vez mais utilizados.Estes s~ao importantes para auxiliar diagn�ostios m�edios, na automa�~ao industrial, na an�alise desafras agr��olas, na previs~ao de tempo, no proessamento de doumentos e outras aplia�~oes.Uma t�enia abrangente e bastante utilizada para proessamento e an�alise de imagens �e a mor-fologia matem�atia [118, 147℄. Sob o ponto de vista formal [148, 10℄, ela estuda mapeamentos (ouoperadores) entre retiulados ompletos [23℄. Em partiular, ela pode ser utilizada para modelar ma-peamentos entre imagens [147, 75℄ pois estas podem ser entendidas omo elementos de um retiuladoompleto. No ontexto de proessamento de imagens, esses mapeamentos s~ao geralmente denomina-dos operadores morfol�ogios (de imagens). Algumas disuss~oes sobre a adequa�~ao destes operadorespara proessamento e an�alise de imagens podem ser enontradas, por exemplo, em [147, 138℄.A morfologia matem�atia, originada na \�Eole Nationale Sup�erieure des Mines de Paris" emmeados da d�eada de sessenta, �ou onheida a partir da publia�~ao dos livros de Matheron [118℄e de Serra [147℄. Desde ent~ao, v�arios trabalhos foram publiados sobre este assunto, entre eles oslivros de Serra [148℄, de Heijmans [75℄ e outros tais omo [41, 11, 45, 151℄. Estas e outras publi-a�~oes omprovam o potenial da morfologia matem�atia omo ferramenta para resolver problemasde proessamento de imagens, tais omo segmenta�~ao [121, 21, 22, 163, 35, 85℄, proessamento deimagens m�edias [66, 162℄, proessamento de imagens de doumentos [17, 19, 140, 112℄, �ltragemde ru��do [141℄, proessamento de imagens oloridas [29, 89℄, entre outros. Existem tamb�em v�ariostrabalhos sobre implementa�~oes e�ientes dos operadores morfol�ogios em \hardware" ou \software",tais omo [12, 25, 2, 94℄.A tarefa de projetar (desrever) proedimentos omputaionais que realizam transforma�~oes ade-quadas das imagens para que as informa�~oes de interesse possam ser extra��das n~ao �e trivial. Elarequer do projetista onheimentos espe���os sobre as t�enias de proessamento de imagens, al�emde muita experiênia e riatividade. Esta di�uldade tem motivado esfor�os que busam automatizaro projeto (ou parte do projeto) de operadores de imagens. No ontexto de morfologia matem�atia,estes esfor�os ome�aram a ser observados no �nal da d�eada de oitenta, �a medida que sua utiliza�~aoome�ou a ser difundida. 1



2 Introdu�~ao1.1 Projeto Autom�atio de Operadores Morfol�ogiosPor projeto autom�atio de operadores de imagens entendemos qualquer proedimento omputaionalque, a partir da desri�~ao de uma transforma�~ao de imagens, gera uma espei�a�~ao de um operadorque realiza a transforma�~ao desrita (veja esquema na �gura 1.1). Geralmente, tais proedimentostrabalham om um espa�o �xo de operadores e s~ao baseados em algoritmos que busam, no espa�ode operadores onsiderado, aquele que melhor se adequa �a desri�~ao dada.PSfrag replaements Desri�~aode umatransforma�~aode imagens Espei�a�~aode umoperadorsistemaFigura 1.1: Sistema para gera�~ao autom�atia de operadores de imagens.As v�arias tentativas para automatizar o projeto de operadores morfol�ogios podem ser divididasem três grupos de abordagens: as baseadas em t�enias de inteligênia arti�ial, as baseadas emmodelagem de imagens e as baseadas em t�enias de indu�~ao a partir de exemplos.A aplia�~ao de t�enias de inteligênia arti�ial, tais omo sistemas espeialistas e prova au-tom�atia de teoremas, para automatizar a gera�~ao de proedimentos e�ientes para an�alise de ima-gens �e abordada, por exemplo, em [145, 164, 93, 92℄.Alguns tipos de imagens (por exemplo, ertos tipos de ru��do, ou de textura) podem ser modeladase simuladas. Abordagens baseadas em modelagem de imagens estudam a arateriza�~ao formal dasimagens e a sua manipula�~ao anal��tia. O problema de projetar operadores �e reduzido ent~ao aoproblema de estimar os parâmetros orretos do modelo [149, 56, 44, 146℄.Nas abordagens baseadas em indu�~ao, uma transforma�~ao de imagens �e expressa atrav�es de paresde imagens, onde ada par �e formado por uma imagem anterior e outra posterior ao proessamentodesejado. Dois pares de imagens que desrevem proessamentos diferentes s~ao mostrados na �gu-ra 1.2. O primeiro par (�g. 1.2a) ilustra um proessamento que onsiste em extrair regi~oes da imagemque orrespondem a um padr~ao ou textura espe���a. O segundo par (�g. 1.2b) expressa um pro-essamento ujo efeito �e a �ltragem de ru��do. A imagem a ser proessada �e denominada imagemobservada, enquanto a imagem desejada omo o resultado do proessamento �e denominada imagemideal. O operador �e projetado a partir de exemplos obtidos dos pares de imagens observadas-ideais.V�arias t�enias para projeto de operadores a partir de amostras de imagens observadas-ideais vemsendo propostas. T�enias no ontexto de estima�~ao estat��stia onsideram as imagens omo reali-za�~oes de proessos aleat�orios [43℄ e os operadores a serem projetados omo estimadores estat��stios.Mais espei�amente, se denotamos por S o proesso assoiado �as imagens observadas e por I oproesso assoiado �as imagens ideais, projetar um operador onsiste em esolhermos um operador 	tal que 	(S) seja pr�oximo de I segundo alguma medida estat��stia de proximidade. Um operador�e onsiderado estatistiamente �otimo em um espa�o de operadores, om rela�~ao a uma medida deerro, se possui o menor erro entre todos os demais operadores no mesmo espa�o. Em geral, a medidaestat��stia utilizada �e o erro absoluto m�edio (MAE) ou o erro quadr�atio m�edio (MSE).



1.2 Limita�~oes das T�enias Existentes 3(a) =)
(b) =)Figura 1.2: Exemplos de desri�~ao de proessamento de imagens por meio de pares deimagens observadas-ideais : (a) Reonheimento de textura. (b) Filtragem de ru��do.Os primeiros trabalhos sobre projeto de operadores morfol�ogios estatistiamente �otimos s~aoreditados a E. R. Dougherty [39, 40℄. A formula�~ao iniial �e restrita �a lasse de operadores resentes,por�em �e generalizada para a lasse de operadores n~ao neessariamente resentes logo em seguida [52,13℄. V�arios trabalhos ontinuaram a ser publiados na mesma linha de pesquisa, abordando temasomo projeto de operadores resentes [119, 55, 69℄, preis~ao dos operadores projetados [53℄, projetode operadores n~ao neessariamente resentes [52℄, modelagem do problema omo um problema deaprendizado omputaional [15℄, projeto multi-est�agio de operadores [55, 144℄, t�enias de multi-resolu�~ao [49, 87, 95℄, o uso de onheimentos a priori e o estudo de outros aspetos relaionados aoprojeto de operadores [47, 14, 42, 14, 47℄.Outras t�enias de projeto de operadores a partir de imagens observadas-ideais utilizam t�eniasadaptativas tais omo algoritmos gen�etios [70, 169, 125℄ ou redes neurais [143, 144, 166, 152, 153℄.Ainda dentro desta abordagem, observam-se trabalhos sobre projeto de �ltros de mediana [60℄,�ltros de ordem (\rank-order �lters") e \stak �lters" [165, 115, 33, 34, 107, 155℄, que s~ao asosespeiais de operadores morfol�ogios. Estes �ltros foram introduzidos iniialmente independentedo ontexto de morfologia matem�atia e s~ao itados na literatura omo �ltros n~ao-lineares [1℄ emontraposi�~ao aos �ltros l�assios lineares. Eles foram inseridos no ontexto de morfologia matem�atiapor Maragos e Shafer [114, 115℄.1.2 Limita�~oes das T�enias ExistentesAo analisarmos os trabalhos menionados, podemos observar que algumas t�enias utilizadas s~aodependentes de ontexto enquanto outras s~ao independentes de ontexto. As t�enias dependentes deontexto exploram, ou levam em onsidera�~ao na sua formula�~ao, arater��stias espe���as do pro-blema que desejamos resolver, enquanto as independentes n~ao. Al�em disso, essas t�enias apresentamdiferentes graus de restri�~ao em fun�~ao do grau de dependênia de ontexto e do tipo de restri�~ao



4 Introdu�~aoimposta sobre o espa�o de operadores.As t�enias dependentes de ontexto s~ao naturalmente restritivas pois tem aplia�~ao restrita poronstru�~ao, al�em de serem dif��eis de modelar. Para entender as limita�~oes das t�enias independentesde ontexto, que s~ao mais gen�erias, onsideramos uma t�enia baseada no modelo de aprendizadoPAC (Probably Approximately Corret), proposta originalmente em [157℄. Devemos salientar queessa t�enia onstitui o ponto de partida de nosso estudo.O modelo PAC, introduzido por Valiant [160℄ e aprofundado e extendido por outros [97, 73, 98℄, �eum assunto bastante estudado na �area de aprendizado omputaional [122, 105℄. Este modelo estudav�arios aspetos relaionados ao aprendizado de oneitos (modelados por fun�~oes Booleanas) a partirde exemplos. A t�enia baseada neste modelo e menionada aima onsidera o problema de projetode operadores invariantes por transla�~ao e loalmente de�nidos por uma janela W, denominadosW-operadores. A onsidera�~ao desta lasse de operadores �e bastante natural uma vez que os W-operadores s~ao equivalentes �as fun�~oes Booleanas de jWj vari�aveis (onde jWj �e o tamanho da janelaW).De aordo om o modelo PAC, se os operadores forem gerados de forma a serem onsistentesom os exemplos de treinamento, ent~ao operadores om qualquer preis~ao espei�ada podem serobtidos, desde que uma quantidade su�iente de dados sejam utilizados. No entanto, na pr�atia, aquantidade de exemplos de treinamento �e limitada. Quais s~ao as onseq�uênias desse fato ?Na �gura 1.3 omparamos o desempenho de operadores projetados pela t�enia baseada no modelo
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6 Introdu�~aoprojetarmos operadores em espa�os grandes a partir de uma quantidade �xa de dados.Uma forma natural para melhorar a preis~ao dos operadores projetados onsiste em inorporarmosonheimentos sobre o problema que desejamos resolver no proesso de projeto de operadores. Osonheimentos sobre um problema podem reetir em onheimentos sobre o operador desejado bemomo sobre as imagens envolvidas. Por exemplo, problemas que onsistem em obter maradorespara os objetos de interesse (i.e., asos nos quais o resultado ideal �e um subonjunto da imagemobservada) podem ser resolvidos por operadores anti-extensivos. Da mesma forma, onheimentossobre as imagens podem permitir sua modelagem e, onseq�uentemente, a manipula�~ao anal��tia [150℄ou estima�~oes mais preisas [47℄.Esta tese �e organizada da seguinte forma: os três primeiros ap��tulos (inluindo esta introdu�~ao)forneem uma vis~ao geral do problema omo um todo, juntamente om um embasamento te�orio ereferênias bibliogr�a�as; ada um dos ap��tulos, do quarto ao oitavo, aborda um tema espe���o,que s~ao ontribui�~oes no sentido de ontornar o problema da preis~ao e da omplexidade de tempo.� No ap��tulo 2 (Operadores Morfol�ogios de Imagens Bin�arias) apresentamos nota�~oes,no�~oes e oneitos b�asios a serem utilizados no restante do texto. De�nimos e revemos as no�~oesde imagens, operadores morfol�ogios de imagens, representa�~ao anônia dos operadores, algu-mas propriedades alg�ebrias, omposi�~ao de W-operadores, diversas formas de representa�~ao deW-operadores e a equivalênia entre W-operadores e fun�~oes Booleanas. A representa�~ao deW-operadores �e um t�opio importante para o desenvolvimento dos ap��tulos subseq�uentes. In-troduzimos duas novas fam��lias de operadores, os anti-extensivo omplementares e os extensivoomplementares.� No ap��tulo 3 (Projeto de W-Operadores) apresentamos uma vis~ao geral sobre projeto deoperadores morfol�ogios no ontexto de aprendizado a partir de exemplos. Revemos o projetobaseado em PAC-learning e analisamos suas limita�~oes formalmente. Por �ultimo, apresentamosonsidera�~oes sobre quais devem ser as preoupa�~oes das t�enias que objetivam ontornar aslimita�~oes existentes. Estas s~ao disutidas sob uma perspetiva bastante ampla.As t�enias de projeto de operadores devem estar baseadas em algoritmos e�ientes. Uma dasontribui�~oes desta tese �e uma s�erie de melhorias propostas para o algoritmo ISI (do inglês \In-remental Splitting of Intervals"), proposto reentemente [157℄ para o aprendizado de fun�~oes quearaterizam W-operadores.� No ap��tulo 4 (O Algoritmo ISI) apresentamos uma generaliza�~ao do algoritmo (extra�~ao deintervalos em vez de pontos isolados), uma prova formal da orretude do algoritmo e heur��stiaspara torn�a-lo omputaionalmente e�iente, om possibilidade para paraleliza�~ao. Os algoritmosmodi�ados onforme as heur��stias propostas s~ao avaliados e omparados quanto ao tempo deproessamento, tamanho de representa�~ao, e preis~ao da fun�~ao gerada (este �ultimo no ontextode proessamento de imagens).O problema de projetar um operador pode ser substitu��do pelo problema de projetar v�ariosoperadores mais simples e que, ompostos de forma adequada, efetuam o mesmo proessamento.Este tipo de projeto �e o que denominamos projeto multi-est�agio.� No ap��tulo 5 (Projeto Multi-est�agio de W-operadores) estudamos um partiular aso destaabordagem: o projeto de operadores sobre janelas grandes atrav�es da omposi�~ao de operadores



1.3 Propostas e Organiza�~ao da Tese 7projetados sobre janelas menores. A id�eia b�asia onsiste em projetar um operador a partir doresultado de outro, previamente projetado, repetindo-se este proesso at�e que o der�esimo deerro entre um est�agio e outro torne-se desprez��vel. Neste ap��tulo investigamos v�arios aspetospr�atios do m�etodo, inlusive a melhor forma de utiliza�~ao das imagens de treinamento. Esteestudo �e uma extens~ao e apronfudamento do trabalho em [55℄.� No ap��tulo 6 (Uso de Operadores Projetados a Priori) investigamos a possibilidade deaproveitar um operador projetado previamente, seja heur��stia ou automatiamente, para projetarum outro de melhor preis~ao. Propomos uma t�enia baseada em haveamentos (i.e., altera�~aodo valor do operador para algumas entradas), e que leva em onsidera�~ao um fator de on�an�ade�nido pelo usu�ario. A t�enia proposta pode ser vista omo uma generaliza�~ao do trabalhoem [54℄.O espa�o de operadores pode ser adequadamente restrito a um subespa�o a partir do onheimentosobre arater��stias ou propriedades do operador desejado, sem reduzir a janela W. Neste aso, paraque operadores possam ser projetados em um subespa�o espe���o, tornam-se neess�arios algoritmosespe���os. Por exemplo, em [119℄ um m�etodo baseado em haveamentos �e proposto para projetaroperadores �otimos no subespa�o dos operadores resentes. A id�eia b�asia deste m�etodo onsisteem fazer modi�a�~oes sobre o operador �otimo no espa�o original (supondo que este �e onheido)de forma que o operador resultante satisfa�a as restri�~oes impostas, ao mesmo tempo que o errodevido �as modi�a�~oes seja o menor poss��vel. Na pr�atia o operador �otimo no espa�o original n~ao�e onheido, mas este m�etodo pode ser apliado onsiderando-se apenas os exemplos observados notreinamento. Embora a id�eia esteja presente no artigo original, nenhum algoritmo e�iente paraalular os haveamentos �e dado. Os ustos de haveamento, i.e., o aumento de erro devido aohaveamento, dependem de probabilidades que, na pr�atia, s~ao estimadas a partir de exemplos detreinamento. Portanto, o resultado do algoritmo de haveamento pode n~ao ser satisfat�orio.� No ap��tulo 7 (Projeto de Operadores Cresentes �otimos) revemos, iniialmente, os prin-ipais algoritmos onheidos para projeto de operadores resentes bin�arios. Uma das prinipaisontribui�~oes desta tese �e um novo algoritmo e�iente, baseado no m�etodo de haveamentos, paraprojetar operadores resentes �otimos. O algoritmo proposto �e baseado em uma formula�~ao total-mente nova e explora fortemente a estrutura de representa�~ao deorrente da propriedade resente.Denominamos este algoritmo de OVP (\Optimal Valid Partition") pois o problema �e formuladoomo um problema de parti�~ao.Consideramos tamb�em o uso de distribui�~oes a priori para as probabilidades que de�nem o ustode haveamentos, omo forma para melhorar a preis~ao de operadores projetados pelo m�etodo dehaveamentos. Um estudo sobre distribui�~oes a priori para essas probabilidades s~ao introduzidasem [47℄.Existe uma lasse de �ltros sobre imagens em n��veis de inza que podem ser implementadosatrav�es de operadores sobre imagens bin�arias e ujo erro MAE pode ser relaionado ao erro MAE dooperador bin�ario que o implementa. Estes s~ao onheidos omo \stak �lters".� No ap��tulo 8 (Filtros Stak) revemos os \stak �lters" [165℄ no ontexto de morfologia ma-tem�atia, restrito ao dom��nio das imagens em n��veis de inza om n�umero �nito de n��veis, e rela-ionamos a de�ni�~ao utilizada no ontexto de morfologia matem�atia om a utilizada em outros



8 Introdu�~aoontextos. Propriedades e representa�~ao destes operadores s~ao revistos, sempre om a preou-pa�~ao de inser��-los no ontexto de projeto de operadores. Relembramos e analisamos o oneitode �ltros stak estatistiamente �otimos. Mostramos omo o algoritmo OVP pode ser utilizado pa-ra o projetar �ltros stak �otimos em rela�~ao ao erro MAE. Mostramos tamb�em aplia�~oes destes�ltros para �ltragem de ru��dos \spekle" e do tipo impulso em imagens n��veis de inza.No ap��tulo 9 apresentamos exemplos de aplia�~ao das t�enias propostas para resolver problemasreais de proessamento de imagens. No ap��tulo 10 apresentamos um resumo das prinipais ontri-bui�~oes e as onlus~oes deste trabalho. O apêndie apresenta uma se�~ao om imagens que ilustram osresultados obtidos para os exemplos apresentados no ap��tulo 9 e uma lista de artigos que deorreramdo estudo relaionado om a elabora�~ao desta tese.



Cap��tulo 2Operadores Morfol�ogios de ImagensBin�ariasEste ap��tulo fornee um embasamento oneitual neess�ario para o desenvolvimento dos ap��tulossubseq�uentes. Come�ando por algumas de�ni�~oes e nota�~oes b�asias, revemos iniialmente o on-eito de W-operadores, que onstituem a lasse de operadores estudada nesta tese. Mostramostamb�em alguns exemplos destes operadores, bem omo algumas de suas propriedades. Em seguida,onentramo-nos no t�opio de maior relevânia para os ap��tulos subseq�uentes: as representa�~oesdos W-operadores, uma vez que para projet�a-los neessitamos esolher uma representa�~ao para osmesmos.A maior parte deste ap��tulo onsiste de revis~oes de resultados e propriedades onheidas [10,11, 157, 16, 48℄, organizadas de forma adequada para as neessidades deste texto. Esta organiza�~aofornee uma vis~ao global e bem estruturada sobre os W-operadores, prinipalmente sob a perspetivade projeto de operadores.2.1 Nota�~oes e De�ni�~oes B�asiasSeja E = Z2. Os elementos de E s~ao denotados por letras min�usulas tais omo x; y e z. A origemde E �e denotada por o e a opera�~ao usual de adi�~ao em E por +. Subonjuntos1 de E s~ao denotadospor letras mai�usulas tais omo X e S. A ardinalidade de um onjunto X � E �e denotada por jXj.O translado de um onjunto S � E por z 2 E �e denotado Sz e de�nido por Sz = fx+ z : x 2 Sg. Oomplemento de S �e denotado S e de�nido por S = fx 2 E : x 62 Sg. O transposto de S �e denotado�S e de�nido por �S = fx 2 E : �x 2 Sg. A uni~ao e a interse�~ao de dois subonjuntos A;B � E s~aodenotados, respetivamente, A [ B e A \ B, e de�nidos por A [ B = fx 2 E : x 2 A ou x 2 Bg eA \B = fx 2 E : x 2 A e x 2 Bg.Seja W � E, um subonjunto espeial a ser denominado de janela. A ole�~ao de todos ossubonjuntos de W �e denotada por P(W). Assim, P(E) denota a ole�~ao de todos os subonjuntosde E. Seja K = f0; 1; : : : ; kg, k inteiro e k > 0. Uma imagem digital de�nida sobre W �e uma fun�~aof : W ! K. Se k = 1, ent~ao a imagem �e bin�aria; aso ontr�ario, ela �e uma imagem em n��veis de1Conheimentos sobre no�~oes b�asias da teoria de onjuntos [59℄ e matem�atia disreta [139℄ podem ser �uteis paraa leitura deste trabalho. 9



10 Operadores Morfol�ogios de Imagens Bin�ariasinza. A ole�~ao de todas as imagens de�nidas sobre W, om valores em K, �e denotada por KW.Da mesma forma, KE denota todas as imagens de�nidas sobre E om valores em K. Nesta tese aaten�~ao ser�a voltada a imagens bin�arias, om algumas exess~oes.2.1.1 Imagens Bin�arias e ConjuntosReordamos aqui a equivalênia entre imagens bin�arias e onjuntos.De�ni�~ao 2.1 (Limiariza�~ao e orte) O mapeamento Tt : KW ! P(W) de�nido porx 2 Tt[f ℄() f(x) � t (2.1)para todo f 2 KW, t 2 K e x 2 W, �e a limiariza�~ao de f no n��vel t. O onjunto Tt[f ℄ �e o orte def no n��vel t.Seja f uma imagem bin�aria e seja T1[f ℄ o seu orrespondente onjunto; seja S um subonjuntode W e 1S, a fun�~ao indiadora de S, de�nida por, 8x 2W,1S(x) = 1() x 2 S ; (2.2)a sua orrespondente fun�~ao bin�aria. Qualquer imagem bin�aria f 2 f0; 1gW de�ne um �unio onjuntoem P(W) e vie-versa, pois para todo S 2 P(W) e f 2 f0; 1gW, T1[1S℄ = S e 1T1[f ℄ = f . O onjuntode todas as imagens bin�arias de�nidas sobre W pode ser, portanto, equivalentemente denotado porP(W).O onjunto S de�ne os objetos (\foreground") da imagem1S, enquanto S de�ne o fundo (\bakground") de 1S. Nas�guras ao longo deste texto, os objetos apareem omo oselementos esuros enquanto o fundo aparee omo regi~oesbranas (ver �gura ao lado). Os pontos de E s~ao muitas ve-zes referidos omo \pixel"; os pontos que orrespondem aosobjetos s~ao os \pixels aesos" e aqueles que orrespondemao fundo s~ao os \pixels apagados". Por onveniênia, aolongo deste texto, um onjunto S ser�a denominado imagem,mas deve �ar laro que a imagem em quest~ao �e 1S.PSfrag replaements fundoobjetosA ole�~ao P(W), om a rela�~ao usual de inlus~ao de onjuntos, forma um retiulado Booleanoompleto [23℄. As opera�~oes de uni~ao e interse�~ao s~ao, respetivamente, os operadores [ e \ de�nidosaima. O menor e o maior elementos deste retiulado s~ao, respetivamente, ; e W.2.1.2 Operadores de ImagensUm operador de imagens �e uma fun�~ao 	 : KE ! KE. Um operador de imagens bin�arias podeser entendido tamb�em omo um operador de onjuntos, i.e., 	 : P(E) ! P(E). Na maior partedeste texto trataremos apenas de operadores bin�arios, os quais ser~ao tratados omo operadores deonjuntos, salvo men�~ao em ontr�ario.



2.1 Nota�~oes e De�ni�~oes B�asias 11Alguns operadores b�asiosDe�ni�~ao 2.2 (Constante I e O) Os operadores I : P(E)! P(E) e O : P(E)! P(E), de�nidospor I(S) = E e O(S) = ; para todo S 2 P(E), s~ao respetivamente os operadores onstante E eonstante ;.De�ni�~ao 2.3 (Identidade) O operador � : P(E)! P(E) de�nido por �(S) = S para todo S 2 P(E)�e denominado o operador identidade.De�ni�~ao 2.4 (Complemento) O operador � : P(E) ! P(E) de�nido por �(S) = S para todoS 2 P(E) �e denominado o operador omplemento.De�ni�~ao 2.5 (Transla�~ao) Dado z 2 E, o operador �z : P(E) ! P(E) de�nido por �z(S) = Szpara todo S 2 P(E) �e denominado o operador transla�~ao por z.De�ni�~ao 2.6 (Eros~ao e dilata�~ao) Seja B 2 P(E). Os operadores EB : P(E) ! P(E) e DB :P(E)! P(E) de�nidos, respetivamente, porEB(S) = fz 2 E : Bz � Sge DB(S) = fz 2 E : Bz \ S 6= ;gpara todo S 2 P(E), s~ao denominados a eros~ao e a dilata�~aopor B. O onjunto B �e denominadoelemento estruturante.2De�ni�~ao 2.7 (Operador sup-gerador) Sejam A;B tais que A � B � E. O operador de�nidopor �(A;B)(S) = fz 2 E : Az � S � Bzg (2.3)8S 2 P(E), �e o operador sup-gerador om parâmetros A e B.Os operadores sup-geradores s~ao equivalentes aos operadores \hit-or-miss" [147℄. Estes s~ao denotadosH(U;V), U;V 2 P(E), e de�nidos por H(U;V)(S) = fx 2 E : Ux � S e Vx � Sg, para qualquerS 2 P(E). Note que �(U;V) = H(U;V).De�ni�~ao 2.8 (Composi�~ao de operadores) Sejam 	1 e 	2 dois operadores de P(E) em P(E).A omposi�~ao de 	1 om 	2 �e denotado 	2	1 e de�nido por 	2	1(S) = 	2(	1(S)), 8S 2 P(E).Dois operadores formados por omposi�~ao e que s~ao bastante utilizados s~ao a abertura B = DB EBe o fehamento 'B = EB DB.2Na literatura, duas de�ni�~oes para a dilata�~ao s~ao utilizadas. A apresentada neste texto onsiste da de�ni�~aoutilizada por Serra [147℄. A outra de�ni�~ao, utilizada por Heijmans [75℄ por exemplo, usa a de�ni�~ao DB(S) = fz 2 E :�Bz \ S 6= ;g, onde �B orresponde ao onjunto transposto de B (neste aso, o elemento estruturante �e o onjunto �B).



12 Operadores Morfol�ogios de Imagens Bin�ariasProposi�~ao 2.9 Um operador sup-gerador �(A;B) pode ser expresso em termos de uma eros~ao e umadilata�~ao, da seguinte forma: �(A;B) = EA ^ �DBDem.: Veja demonstra�~ao em [9℄.De�ni�~ao 2.10 (Operador Invariante por Transla�~ao) Um operador 	 : P(E)! P(E) �e ditoser invariante por transla�~ao (i.t.) se e somente se (sse) 	(Sz) = [	(S)℄z, para todo S 2 P(E) ez 2 E.A invariânia por transla�~ao implia que o resultado de um operador transladado por z �e exatamenteo resultado obtido transladando-se primeiro o objeto por z e depois apliando o operador sobre esteobjeto transladado. Sob outra perspetiva, signi�a que a loaliza�~ao dos objetos n~ao �e relevante:objetos iguais a menos de transla�~ao s~ao mapeados para objetos iguais, a menos de transla�~ao. Todosos operadores apresentados aima s~ao invariantes por transla�~ao.De�ni�~ao 2.11 (Operadores loalmente de�nidos) Um operador 	 : P(E) ! P(E) �e loal-mente de�nido (l.d.) em W sse x 2 	(S)() x 2 	(S \Wx), para todo x 2 E e S 2 P(E).2.2 W-operadores e Sua Representa�~aoDe�ni�~ao 2.12 (W-operador) Um operador 	 : P(E)! P(E) �e um W-operador sse ele �e i.t.e l.d. em W.Qualquer operador i.t. 	 : P(E)! P(E) �e loalmente de�nido em E, pois Ex = E para todo x 2 E e,portanto, x 2 	(S)() x 2 	(S \ E)() x 2 	(S \ Ex) para todo S 2 P(E) . Logo, os operadoresi.t. podem ser vistos dentro do ontexto de W-operadores (usando W = E). Mais geralmente, se 	�e um W-operador, ent~ao ele �e tamb�em um W0-operador para quaisquer W0 satisfazendo W �W0.A ole�~ao de todos os W-operadores, denotado 		W , forma tamb�em um retiulado Booleano om-pleto. A rela�~ao de ordem (�), as opera�~oes de ��n�mo (^) e supremo (_), e o operador omplementos~ao herdados do retiulado dos onjuntos. Isto �e, para quaisquer 	1;	2 2 		W ,	1 � 	2 () 	1(S) � 	2(S);8S 2 P(E)(	1 ^	2)(S) = 	1(S) \	2(S);8S 2 P(E)(	1 _	2)(S) = 	1(S) [	2(S);8S 2 P(E)(�	1)(S) = [	1(S)℄;8S 2 P(E) :O menor e o maior elementos deste retiulado s~ao os operadores O e I, respetivamente.Proposi�~ao 2.13 (Carateriza�~ao de W-operadores por fun�~oes) Um operador 	 : P(E) !P(E) �e um W-operador sse existe uma fun�~ao  : P(W)! f0; 1g tal que	(S) = fx 2 E :  (S�x \W ) = 1g (2.4)para todo S � P(E).



2.2 W-operadores e Sua Representa�~ao 13Dem.:(=)) Seja 	 : P(E)! P(E) um W-operador. De�na  : P(W)! f0; 1g da seguinte forma: (X) = 1() o 2 	(X)para todo X 2 P(W). Ent~ao, x 2 	(S) (1)() x 2 	(S \Wx)(2)() o 2 [	(S \Wx)℄�x(3)() o 2 	(S�x \W)(4)()  (S�x \W) = 1para todo S 2 P(E). A equivalênia (1) vale pois 	 �e l.d., (3) pois 	 �e i.t., e (4) pois S�x\W �W.((=) Para todo x; z 2 E e S 2 P(E),x 2 	(Sz) (1)()  (Sz�x \W) = 1(2)() �z + x 2 	(S)(3)() x 2 [	(S)℄zAs equivalênias (1) e (2) deorrem da de�ni�~ao, e (3) pela propriedade de transla�~ao. Portanto	 �e i.t. Al�em disso, x 2 	(S) (1)()  (S�x \W) = 1(2)()  ((S \Wx)�x) = 1(3)()  ((S \Wx)�x \W) = 1(4)() x 2 	(S \Wx)As equivalênias (1) e (4) deorrem da de�ni�~ao, (2) pois S�x\W = (S\Wx)�x e (3) (S\Wx)�x �W. Portanto 	 �e l.d.Heijmans [75℄ (se�~ao 4.5) mostra que qualquer fun�~ao  : P(W)! f0; 1g arateriza um W-operador.Juntando isso om a proposi�~ao anterior, temos que todo W-operador 	 �e araterizado por ummapeamento  : P(W)! f0; 1g e vie-versa. O mapeamento  �e denominado a fun�~ao arater��stiade 	.Exemplo 2.14 A eros~ao EA e a dilata�~ao DA s~ao W-operadores om W = A, enquanto �(A;B) �eum W-operador om W = B. O operador que extrai as bordas internas de uma imagem bin�aria,de�nido por 	 = i ^ � EB, onde B �e o elemento estruturante 3� 3, �e um W3�3-operador. A fun�~aoarater��stia da eros~ao EA �e a fun�~ao "A, de�nida por "A(X) = 1 () A � X, 8X 2 P(W).A fun�~ao arater��stia da dilata�~ao DA �e a fun�~ao ÆA, de�nida por ÆA(X) = 1 () A \ X 6= ;,8X 2 P(W).



14 Operadores Morfol�ogios de Imagens Bin�arias2.2.1 Algumas Fam��lias de W-operadoresOs W-operadores que satisfazem ertas propriedades de�nem sublasses de operadores. Apresen-tamos nesta se�~ao algumas dessas propriedades que ser~ao retomadas mais adiante. Seja 	 umW-operador. Ent~ao, 	 �e� anti-extensivo sse 	(S) � S, 8S 2 P(E).� anti-extensivo omplementar sse 	(S) � S, 8S 2 P(E).� extensivo sse S � 	(S), 8S 2 P(E).� extensivo omplementar sse S � 	(S), 8S 2 P(E).� resente sse S1 � S2 =) 	(S1) � 	(S2), para quaisquer S1;S2 2 P(E).� deresente sse S1 � S2 =) 	(S2) � 	(S1), para quaisquer S1;S2 2 P(E).� auto-dual sse 	�(S) = 	(S), para todo S 2 P(E), onde o dual de 	, 	�, �e de�nido por 	�(S) =[	(S)℄.A no�~ao de operadores extensivo-omplementares e anti-extensivo omplementares, embora sim-ples, n~ao s~ao onheidas na literatura onsultada.2.2.2 N�uleo e Base de W-operadoresO n�uleo de um W-operador 	 : P(E)! P(E) �e de�nido por:KW(	) = fX 2 P(W) : o 2 	(X)g (2.5)Note que se W = E, ent~ao temos KW(	) = K(	) = fX 2 P(E) : o 2 	(X)g (a de�ni�~ao l�assia den�uleo para operadores i.t.).Uma vez que o 2 	(X)()  (X) = 1, para todo X 2 P(W), podemos reesreverKW(	) = fX 2 P(W) :  (X) = 1g :As seguintes rela�~oes entre KW(	) e K(	) s~ao veri�adas:1. KW(	) � K(	). De fato, 8X 2 P(W),X 2 KW( ) ()  (X) = 1 (de�ni�~ao de KW(	))=) o 2 	(Xo \W )() o 2 	(X)() X 2 K(	)2. S 2 K(	)() S \W 2 KW(	). De fato,S 2 K(	), o 2 	(S),  (S�o \W) = 1,  (S \W) = 1, S \W 2 KW(	).



2.2 W-operadores e Sua Representa�~ao 15De�ni�~ao 2.15 (Intervalo) O onjunto [A;B℄ = fX 2 P(W) : A � X � Bg �e denominado inter-valo om extremidades A e B. Se A = B ent~ao [A;B℄ �e um intervalo trivial (i.e., ont�em um �unioelemento) e se A 6� B ent~ao [A;B℄ �e um intervalo degenerado (i.e., [A;B℄ = ;).De�ni�~ao 2.16 (Base) A base de um operador i.t. 	, denotado BW(	), �e o onjunto de todosos intervalos maximais de KW(	). Isto �e, [A;B℄ 2 BW(	) implia que 8[A0;B0℄ � KW(	), se[A;B℄ � [A0;B0℄ ent~ao [A;B℄ = [A0;B0℄.2.2.3 Representa�~oes em Termos de N�uleo e de BaseQualquer W-operador pode ser expresso uniamente em termos de seu n�uleo, isto �e, omo a uni~aode operadores sup-geradores araterizados pelos intervalos do n�uleo (Barrera e Salas [16℄):	 =_n�(A;B) : [A;B℄ � KW(	)o : (2.6)Esta representa�~ao �e uma generaliza�~ao do resultado pr�evio para o aso de operadores i.t devido aBanon e Barrera [9℄, 	 =_n�(A;B) : [A;B℄ � K(	)o ; (2.7)que, por sua vez, generaliza um resultado pr�evio devido a Matheron [118℄, para o aso de operadoresi.t. resentes: 	 =_nEB : B 2 K(	)o : (2.8)Em termos de sua base, 	 pode ser expresso por :	 =_n�(A;B) : [A;B℄ 2 B(	)o (2.9)e no aso de operadores resentes, por :	 =_nEA : [A;E℄ 2 B(	)o : (2.10)Esta �ultima representa�~ao �e failmente derivada a partir da proposi�~ao 2.9 e da equa�~ao 2.9, poisse 	 �e resente, ent~ao todos os intervalos maximais ontidos em KW(	) s~ao da forma [A;E℄, eDE(S) = D;(S) = ; = E, 8S 2 P(E). Isto implia que EA ^ �DE = EA.N�uleo de Algumas Fam��lias de W-OperadoresOs operadores que satisfazem ertas propriedades alg�ebrias possuem n�uleos om arater��stiasespeiais. A seguir listamos algumas lasses de operadores e a arater��stia dos respetivos n�uleos.Proposi�~ao 2.17 Seja W � P(E) tal que o 2 W. Um W-operador 	 : P(E) ! P(E) �e anti-extensivo sse todos os elementos KW(	) ont�em a origem.Dem.:(=)) Seja X 2 KW(	). Ent~ao o 2 	(X) por de�ni�~ao. Como 	 �e anti-extensivo, ent~ao 	(X) � X,e portanto o 2 X.((=) Se todos os elementos de KW(	) ont�em a origem, ent~ao x 2 	(S) =) x 2 fx 2 E : (S�x \W) = 1g =) o 2 S�x \W =) o 2 S�x =) x 2 S.



16 Operadores Morfol�ogios de Imagens Bin�ariasProposi�~ao 2.18 Um W-operador 	 : P(E) ! P(E) �e anti-extensivo omplementar sse todos oselementos de KW(	) n~ao ont�em a origem.Dem.: An�alogo ao aso anti-extensivo.Proposi�~ao 2.19 Um W-operador 	 : P(E) ! P(E) �e extensivo sse todos os elementos de P(W)que ont�em a origem pertenem a KW(	).Dem.:(=)) Se 	 �e extensivo, ent~ao 8S 2 P(E), S � 	(S). Seja X � W tal que o 2 X. Comoo 2 X � 	(X) ent~ao o 2 	(X), isto �e, X 2 KW(	).((=) Seja S 2 P(E). Para todo x 2 S, o 2 S�x e portanto, S�x\W 2 KW(	), isto �e,  (S�x\W) =1. Logo S � 	(S) (ou seja, 	 �e extensivo).Proposi�~ao 2.20 Um W-operador 	 : P(E) ! P(E) �e extensivo omplementar sse todos os ele-mentos de P(W) que n~ao ont�em a origem pertenem a KW(	).Dem.: An�alogo ao aso extensivo.Proposi�~ao 2.21 Um W-operador 	 : P(E)! P(E) �e resente sse X 2 KW(	) =) Y 2 KW(	),para todo X;Y 2 P(W) satisfazendo X � Y.Dem.:(=)) Sejam X;Y 2 P(W) tal que X � Y. Se X 2 KW(	) ent~ao o 2 	(X). Como 	 �e resente,ent~ao 	(X) � 	(Y) e portanto o 2 	(Y). Logo Y 2 KW(	).((=) Sejam S;S0 2 P(E) tal que S � S. Ent~ao,x 2 	(S) () o 2 	(S�x)() S�x \W 2 KW(	)=) S0�x \W 2 KW(	) (pois S�x \W � S0�x \W)() o 2 	(S0�x)() x 2 	(S0)Proposi�~ao 2.22 Um W-operador 	 : P(E) ! P(E) �e deresente sse X 62 KW(	) =) Y 62KW(	), para todo X;Y 2 P(W) satisfazendo X � Y.Dem.: An�aloga ao aso resente.Proposi�~ao 2.23 Um W-operador 	 : P(E) ! P(E) �e auto-dual sse X 2 KW(	) () X \W 62KW(	), 8X 2 P(W).Dem.:(=)) Para qualquer X 2 P(W), X 2 KW(	) () o 2 	(X) = [	(X)℄ () o 62 	(X) () X 62KW(	).((=) Para qualquer x 2 E, x 2 	(S) () o 2 	(S�x) () S�x \W 2 KW(	) () S \W 62KW(	)() o 2 	(S�x)() x 62 	(S)() x 2 [	(S)℄.



2.3 Fun�~oes Booleanas e sua Representa�~ao 172.3 Fun�~oes Booleanas e sua Representa�~aoNesta se�~ao apresentamos uma revis~ao sobre fun�~oes Booleanas [77, 37℄. Uma fun�~ao f : f0; 1gn !f0; 1g, onde n �e um inteiro positivo, �e denominado fun�~ao Booleana. Como existe uma orres-pondênia 1 para 1 entre elementos de P(W) e f0; 1gjWj, os mapeamentos  de P(W) em f0; 1gpodem tamb�em ser vistos omo fun�~oes Booleanas. Supondo W = fw1; w2; : : : ; wng, ada elemen-to X 2 P(W) pode ser visto omo um elemento do espa�o f0; 1gjWj e vie-versa: X equivale aX = (x1; x2; : : : ; xjWj) 2 f0; 1gjWj onde xi = 1() wi 2 X, 8i = 1; 2; : : : ; jWj. Isto �e, se x1; x2; : : : ; xns~ao as vari�aveis da fun�~ao Booleana  , ent~ao o valor de  �e alulado para um elemento X 2 P(W)fazendo-se xi = 1 , wi 2 X. Conseq�uentemente, para representar W-operadores podemos estudarrepresenta�~oes de fun�~oes Booleanas.Daqui em diante, n~ao faremos distin�~ao entre mapeamentos de f0; 1gn para f0; 1g e mapeamentosde P(W) para f0; 1g. Um mapeamento  : P(W) ! f0; 1g ser�a onsiderada uma fun�~ao Booleanade jWj vari�aveis.2.3.1 Representa�~ao TabularUma fun�~ao Booleana pode ser de�nida espei�ando-se o seu valor para ada elemento de f0; 1gn.Uma forma simples para representar uma fun�~ao assim espei�ada �e atrav�es de uma tabela de 2olunas, onde ada linha da primeira oluna ont�em um elemento de f0; 1gn, e a segunda olunaont�em o valor da fun�~ao Booleana para o elemento orrespondente na primeira oluna. Se algumaordena�~ao padronizada �e utilizada, ent~ao pode-se omitir a primeira oluna. Tabelas deste tipo s~aoonheidas omo tabelas-verdade.Exemplo 2.24 A seguinte tabela-verdade de�ne uma fun�~ao Booleana de 3 vari�aveis  : f0; 1g3 !f0; 1g. A ordem adotada para os elementos de f0; 1g3 �e a ordem lexiogr�a�a.x1 x2 x3  (x1; x2; x3)000 1001 1010 0011 1100 0101 0110 0111 1Uma fun�~ao Booleana  pode tamb�em ser araterizada em termos do seu onjunto-1, denotado h1i e de�nido por  h1i = fX 2 f0; 1gn :  (X) = 1g. Alternativamente, pode tamb�em ser ara-terizada pelo seu onjunto-0, denotado  h0i e de�nido por  h0i = fX 2 f0; 1gn :  (X) = 0g. Se afun�~ao �e ompletamente espei�ada, i.e, se seu valor �e de�nido para todos os elementos de f0; 1gn,ent~ao  h1i [  h0i = f0; 1gn. A fun�~ao que mapeia todos os elementos de f0; 1gn para 0 �e denota-do por um zero em negrito, 0; aquele que mapeia todos para 1 �e denotado 1. No exemplo aima, h1i = f000; 001; 011; 111g e  h0i = f010; 100; 101; 110g. Vale notar que  h1i equivale a KW(	).O onjunto f0; 1gn (ou equivalentemente, P(W)) �e um retiulado Booleano ompleto om respeito�a rela�~ao � (respe, �). A �gura 2.1 mostra os elementos de f0; 1gn atrav�es de um diagrama de Hasse.



18 Operadores Morfol�ogios de Imagens Bin�ariasUma fun�~ao Booleana  ser�a freq�uentemente ilustrada atrav�es desse diagrama, onde elementos de h1i apareem omo n�os esuros (��rulos hahurados) e os elementos de  h0i apareem omo n�osbranos (��rulos n~ao hahurados). A �gura 2.1 ilustra a fun�~ao  (x1; x2; x3) = x1 x2+x1 x3+x2 x3,onheida omo a fun�~ao da mediana.
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100001Figura 2.1: Representa�~ao gr�a�a da fun�~ao  (x1; x2; x3) = x1x2 + x1x3 + x2x3,onde  h1i = f011; 101; 110; 111g e  h0i = f000; 001; 010; 100g.Um s�erio problema om a representa�~ao tabular �e que ela requer muito espa�o para armaze-namento. Uma tabela-verdade de uma fun�~ao om n vari�aveis ont�em exatamente 2n linhas. Istoimplia que tanto a tabela-verdade quanto quaisquer outras representa�~oes que onsistem em enu-merar expliitamente os elementos (ou parte dos elementos) de f0; 1gn podem tornar-se invi�aveis doponto de vista pr�atio. No ontexto de operadores morfol�ogios, signi�a que representar o n�uleode um W-operador expliitamente n~ao �e uma solu�~ao pr�atia.2.3.2 Express~oes BooleanasFun�~oes Booleanas podem ser de�nidas a partir de express~oes ontendo literais (vari�aveis ou vari�aveisomplementadas), os operadores bin�arios + e �, e parênteses. Mais preisamente, de�nimos express~oesBooleanas em n-vari�aveis x1; x2; : : : ; xn reursivamente da seguinte forma :� Os s��mbolos 0, 1 e x1; x2; : : : ; xn s~ao express~oes Booleanas ;� Se E1 e E2 s~ao express~oes Booleanas em x1; x2; : : : ; xn, ent~ao tamb�em o s~ao (E1) + (E2),(E1) � (E2) e E1 (o operador � ser�a omitido e, em geral, os parênteses s~ao omitidos).A partir de uma express~ao, podemos onstruir sua tabela-verdade avaliando seu valor para adaelemento de f0; 1gn. Por exemplo, a tabela-verdade para a express~ao f(x1; x2; x3) = x1(x2x3 +x2x3)+x3(x1x2+x1x2) �e exatamente a mesma mostrada no exemplo 2.24. Duas express~oes s~ao ditasequivalentes se elas de�nem uma mesma fun�~ao Booleana.Existem duas express~oes anônias, SSOP (soma anônia de produtos, do inglês \standard sumof produts") e SPOS (produto anônio de somas, do inglês \standard produt of sums"), quepodem ser diretamente obtidas a partir da tabela verdade. A forma SSOP de  �e a soma dosprodutos orrespondentes a elementos mapeados para 1, enquanto a forma SPOS �e o produto desomas orrespondentes aos elementos mapeados para 0. No aso do exemplo 2.24, a forma SSOP eSPOS s~ao, respetivamente,  (x1; x2; x3) = x1 x2 x3 + x1 x2 x3 + x1 x2 x3 + x1 x2 x3 e  (x1; x2; x3) =(x1+ x2+ x3)(x1+ x2+ x3)(x1+ x2+ x3)(x1+ x2 + x3). O termo anônio vem do fato de que uma



2.3 Fun�~oes Booleanas e sua Representa�~ao 19fun�~ao pode ser uniamente representada nesta forma [77℄. No diagrama de Hasse,  �e representadaomo na �gura 2.2.
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100001Figura 2.2: Representa�~ao de  atrav�es do diagrama de Hasse.Conforme vimos nos exemplos itados, uma mesma fun�~ao Booleana pode ser representada pordiferentes express~oes. A minimiza�~ao de fun�~oes Booleanas, i.e, a sua representa�~ao por express~oesequivalentes minimais, �e um assunto bastante estudado [77, 32, 120℄. Uma das formas minimais maisestudadas �e a forma minimal de soma de produtos.De�ni�~ao 2.25 (Express~ao minimal) Uma express~ao esrita omo soma de produtos �e uma ex-press~ao minimal (ou MSOP) se (1) n~ao existe outra express~ao equivalente envolvendo um menorn�umero de produtos, e (2) n~ao existe nenhuma outra express~ao equivalente envolvendo o mesmon�umero de produtos mas um n�umero menor de literais.Apresentamos alguns oneitos adiionais que ser~ao �uteis para o entendimento de express~oes queonsistem de soma de produtos. Um produto om n � k literais assoia valor 1 a exatamente 2kelementos de P(W). Estes 2k elementos formam um intervalo e s~ao geralmente denominados de k-ubos. Por exemplo, um elemento fXg 2 P(W) �e um 0-ubo enquanto P(W) �e um n-ubo. A formaSSOP de uma fun�~ao Booleana pode ser entendida omo uma ole�~ao de 0-ubos. Similarmente,qualquer express~ao omo soma de produtos orresponde a uma ole�~ao de ubos (ou intervalos).Gra�amente, um 0-ubo orresponde a um v�ertie no diagrama de Hasse, enquanto um 1-uboorresponde a uma aresta, um 2-ubo a uma fae, e assim por diante.Um intervalo [A;B℄ pode ser denotado susintamente por uma adeia de arateres de ompri-mento jWj, ontendo os arateres 0, 1 ou X : para ada vari�avel xi, o i-�esimo aratere da adeia�e 1 se wi 2 A0 se wi 62 BX se wi 62 A e wi 2 BPor exemplo, o intervalo [100; 110℄ pode ser representado por 1X0.Fun�~oes Booleanas herdam a rela�~ao de ordem do retiulado (P(W);�), i.e., para quaisquerfun�~oes Booleanas  1 e  2,  1 �  2 ()  1(X) �  2(X) para todo X 2 P(W).De�ni�~ao 2.26 (Impliante primo) Um impliante primo de uma fun�~ao Booleana  �e um pro-duto p tal que p(x1; x2; : : : ; xn) = 1 =)  (x1; x2; : : : ; xn) = 1 e n~ao existe nenhum outro produto p0,p � p0 tal que p0(x1; x2; : : : ; xn) = 1 =)  (x1; x2; : : : ; xn) = 1.



20 Operadores Morfol�ogios de Imagens Bin�ariasOs impliantes primos de uma fun�~ao Booleana orrespondem aos ubos maximais formados porelementos de  h1i.Exemplo 2.27 Os impliantes primos da fun�~ao Booleana  (x1; x2; x3) = x1 x2 x3 + x1 x2 x3 +x1 x2 x3 + x1 x2 x3 s~ao os produtos x1 x2, x1 x3 e x2 x3, que orrespondem respetivamente aos u-bos maximais 00X, 0X1 e X11 de  h1i. A representa�~ao minimal de  �e dada pela express~ao (x1; x2; x3) = x1 x2 + x2 x3, que orresponde aos dois impliantes primos neess�arios para obrirtodos os elementos de  h1i. Veja a representa�~ao atrav�es do diagrama de Hasse na �gura 2.3.
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00X 00XFigura 2.3: Os intervalos maximais de On( ) (esquerda) e os intervalos da ex-press~ao minimal (direita).A forma MSOP da fun�~ao Booleana do exemplo 2.24 �e a express~ao  (x1; x2; x3) = x1 x2 + x2 x3.Existe um onjunto de regras alg�ebrias que, quando onvenientemente apliadas sobre quaisquerexpress~oes Booleanas, proporionam um meio para se obter sua forma SSOP [77, 96℄. Uma vezque as fun�~oes Booleanas estejam na forma SSOP, algoritmos l�assios omo o mapa de Karnaugh(para minimiza�~ao de fun�~oes de at�e 6 vari�aveis) ou o algoritmo de Quine-MCluskey (QM) podemser utilizados para a sua minimiza�~ao. A minimiza�ao de fun�~oes Booleanas ser�a disutida em umap��tulo �a parte, ap��tulo 4.Expans~ao de ShannonA fun�~ao que resulta quando algum argumento xi de  �e substitu��do por uma onstante b (b 2 f0; 1g)�e denominada restri�~ao de  ou o-fator, e �e denotada por  jxi=b . Isto �e, para qualquer argumentoxi,  jxi=b (x1; : : : ; xn) =  (x1; : : : ; xi�1; b; xi+1; : : : ; xn). Note que as fun�~oes  jxi=1 e  jxi=0 s~aofun�~oes que dependem de n� 1 vari�aveis.Usando esta nota�~ao, a expans~ao de Shannon de  em torno de xi �e dada por = xi  jxi=1 + xi  jxi=0 (2.11)Por exemplo, a fun�~ao do exemplo 2.24 expandida em torno de x2 �e expressa omo : (x1; x2; x3) = x1 x2 x3 + x1 x2 x3 + x1 x2 x3 + x1 x2 x3= x2 (x1 x3 + x1 x3) + x2 (x1 x3 + x1 x3)Ou seja, neste aso, os o-fatores s~ao :  jxi=1 = x1 x3 + x1 x3 e  jxi=0 = x1 x3 + x1 x3. Cada umdos o-fatores pode ser suessivamente expandido em torno de uma outra vari�avel. A expans~ao damesma fun�~ao por x2, seguida pela expans~ao por x1 e depois por x3 pode ser visualizado no esquemada �gura 2.4. Esta expans~ao ser�a explorada mais adiante, quando falaremos sobre representa�~oesassoiadas �as parti�~oes de P(W).



2.4 Equivalênia entre Representa�~oes Morfol�ogias e Booleanas 21PSfrag replaements  x2 = 0 x2 = 1
x3 = 0 x3 = 0x3 = 1 x3 = 1x1 = 0 x1 = 0 x1 = 1x1 = 1x1 x3 + x1 x3 = x1 x1 x3 + x1 x3 x3x3 000 1 11Figura 2.4: Esquema da expans~ao de Shannon de uma fun�~ao Booleana.2.4 Equivalênia entre Representa�~oes Morfol�ogias e BooleanasNesta se�~ao veremos primeiramente omo mapear um operador morfol�ogio para uma fun�~ao Boolea-na e vie-versa. Faremos tamb�em algumas observa�~oes om respeito �a equivalênia de representa�~oes.2.4.1 Convers~ao Intervalo-Express~aoSeja [A;B℄ um intervalo de P(W). De�nimos uma fun�~ao p[A;B℄ : f0; 1gn ! f0; 1g pela seguinteexpress~ao : p[A;B℄(x1; x2; : : : ; xn) = nYi=1 �i(A;B) (2.12)onde �i(A;B) = 8><>: xi se wi 2 A,xi se wi 62 B,0 0 se wi 62 A e wi 2 B.e 0 0 india o aratere vazio. Por exemplo, o intervalo [A;B℄ = [010; 110℄ � P(W) orrespondeao produto p[A;B℄ = x2x3. Note que p[A;B℄(X) = 1 () A � X � B. Portanto, p[A;B℄ �e a fun�~aoarater��stia do operador sup-gerador araterizado pelo intervalo [A;B℄. Os asos partiulares s~ao:� o intervalo trivial [A;A℄ que orresponde ao produto anônio dado por :�i(A;A) = ( xi; se wi 2 A,xi; se wi 62 A.� o intervalo [A;E℄ que orresponde �a eros~ao (neste aso nenhuma vari�avel presente no produto�e omplementada) �i(A;W) = ( xi; se wi 2 A0 0; se wi 62 A



22 Operadores Morfol�ogios de Imagens Bin�arias� e o intervalo [;;B℄ que orresponde �a anti-dilata�~ao (neste aso todos as vari�aveis presentes noproduto s~ao omplementadas) �i(;;B) = ( xi; se wi 62 B0 0; se wi 2 B.Com estas regras, �e poss��vel, por exemplo, esrever a express~ao Booleana  orrespondente a umoperador 	 a partir de sua forma anônia. De fato, a express~ao 2.6 pode ser simpli�ada para	 =_f�(B;B) : [B;B℄ � KW(	)g (2.13)que orresponde a forma SSOP da fun�~ao arater��stia. A representa�~ao anônia em termos dabase (Eq. 2.9) orresponde a soma de todos os impliantes primos.2.4.2 Convers~ao Express~ao-IntervaloPara mapear um produto de uma express~ao para o orrespondente intervalo, o seguinte proedimentodeve ser apliado. Seja p = Qni=1 �i, �i 2 fxi; xi; 0 0g, um produto. Ent~ao, o intervalo [A;B℄ assoiadoa p �e dado por A = fwi : �i = xig e B = fwi : �i = xi ou �i =0 0g.Com esta regra, qualquer express~ao Booleana expressa omo soma de produtos pode ser failmenteonvertida para uma express~ao morfol�ogia expressa omo supremo de sup-geradores.2.4.3 Representa�~oes Assoiadas �as Parti�~oes de P(W)Devido a equivalênia entre representa�~oes Booleanas e representa�~oes morfol�ogias de W-operadores,para ada representa�~ao Booleana existe uma representa�~ao equivalente na representa�~ao morfol�ogiae vie-versa. Aqui estudamos as representa�~oes que podem ser assoiadas �as parti�~oes de P(W).Seja fPi : i = 1; 2; : : : ; kg uma parti�~ao de P(W) (i.e., Ski=1 Pi = P(W) e Pi \ Pj = ; se i 6= j) eseja  : P(W)! f0; 1g uma fun�~ao Booleana. Para ada i em f1; 2; : : : ; kg seja i(X) = (  (X); se X 2 Pi,0; se X 62 Pi. (2.14)Ent~ao,  = kXi=1  i :Para obter a equivalente representa�~ao morfol�ogia, seja 	i o operador araterizado pela fun�~ao i , i 2 f1; 2; : : : ; kg. Ent~ao, 	 = k_i=1 	i (2.15)e ada um dos operadores 	i �e um W-operador.A representa�~ao aima �e v�alida para o aso partiular em que as partes da parti�~ao s~ao intervalosde P(W). No aso da expans~ao de Shannon, as partes da parti�~ao s~ao onstru��das suessivamentebipartindo-se ada uma das partes, a partir de P(W). Portanto, ela equivale a um aso partiular



2.4 Equivalênia entre Representa�~oes Morfol�ogias e Booleanas 23desta representa�~ao, onde as vari�aveis de expans~ao de�nem as parti�~oes e os o-fatores de�nem asomponentes  i da deomposi�~ao. A seguir apresentamos uma nova deomposi�~ao de W-operadores,que �e um aso partiular da representa�~ao aima.Proposi�~ao 2.28 Seja 	 : P(E) ! P(E) e seja z 2 E. Se denotamos �z	 por 	z, ent~ao 	 =��z(�z ^	z) _ ��z(�z ^	z).Dem.: A demonstra�~ao segue do fato de que 	 = ��z	z, I = � _ �, e a distributividade de _. Ouseja, 	 = ��z	z = ��z(I ^	)z = ��zh(�z ^	z) _ (�z ^	z)i :Corol�ario 2.29 Qualquer operador 	 : P(E)! P(E) pode ser expresso omo 	 = (�^	)_ (�^	).Dem.: Este �e um aso partiular da proposi�~ao 2.28, quando z = o.Proposi�~ao 2.30 Qualquer W-operador pode ser expresso uniamente omo o supremo entre umoperador anti-extensivo e um operador anti-extensivo omplementar.Dem.: Seja 	 : P(E)! P(E). Como �^	 � � e �^	 � �, temos que �^	 �e anti-extensivo e �^	�e anti-extensivo omplementar. Portanto, do orol�ario 2.29 segue que existe uma deomposi�~ao de	 omo supremo entre um operador anti-extensivo e um operador anti-extensivo omplementar. Auniidade desta representa�~ao deorre do fato de que (� ^	) ^ (� ^	) = (� ^ �) ^	 = O.Em partiular, se a parti�~ao onsiderada na equa�~ao 2.15 for dada por P1 = fS 2 P(E) : o 62 Sge P2 = fS 2 P(E) : o 2 Sg, ent~ao 	 = 	1 _	2 e, al�em disso, 	1 �e anti-extensivo omplementar e 	2�e anti-extensivo. Observe que 	1 e 	2 podem ser expressos de diversas formas.Dualmente, qualquer operador 	 : P(E) ! P(E) pode ser expresso omo o ��n�mo entre umoperador extensivo e um operador extensivo omplementar. Al�em disso, qualquer operador exten-sivo omplementar pode ser esrito omo o supremo entre um operador anti-extensivo e o operadoromplemento. A �gura 2.5 ilustra estes oneitos.PSfrag replaements	1(S) 	1(S)	2(S) 	2(S)	3(S)	3(S) 	4(S)	4(S) 	5(S)	5(S)S
	(S)
	(S)	(S) [[ \\Figura 2.5: Deomposi�~ao do operador 	 : 	 = 	1 [	2 = 	3 \	4 (	2 = 	5 \	3e 	4 = 	5 [	1), onde 	1 �e anti-extensivo, 	2 �e anti-extensivo omplementar, 	3�e extensivo, 	4 �e extensivo omplementar, e 	5 �e o omplemento.



24 Operadores Morfol�ogios de Imagens Bin�arias2.4.4 ResumoNo quadro a seguir, resumimos a orrespondênia entre elementos da representa�~ao Booleana e osda representa�~ao morfol�ogia.Representa�~ao morfol�ogia Representa�~ao Booleanaintervalo ubooperador sup-gerador produtoeros~ao produto sem literais omplementadasanti-dilata�~ao produto somente om literais omplementadasuni~ao de sup-geradores soma de produtosintervalos maximais do n�uleo impliantes primosequa�~ao 2.13 SSOPequa�~ao 2.9 soma de impliantes primosUma estrutura adequada para representar uma fun�~ao Booleana expressa atrav�es de soma deprodutos seria, portanto, uma ole�~ao de intervalos onde ada intervalo orresponde a um produtoda express~ao.2.5 Coment�ariosPara entender, dentro de um ontexto mais abstrato, os resultados apresentados neste ap��tulo,onv�em lembrarmos que a morfologia matem�atia estuda mapeamentos entre retiulados omple-tos. Como j�a menionamos, a ole�~ao P(E) munida om a rela�~ao usual de inlus~ao de onjuntos,�, forma um retiulado Booleano ompleto. Portanto, o onjunto de mapeamentos entre imagensbin�arias (onjuntos) pode ser entendido omo um aso partiular da morfologia matem�atia. Osresultados referentes �a representa�~ao de operadores morfol�ogios num ontexto mais abstrato podemser enontrados em [10, 75, 148℄.Em rela�~ao ao dom��nio das imagens, nesta tese nos restringimos ao plano digital Z2, por�em a maiorparte dos resultados a serem apresentados valem tamb�em para outras grades omo as hexagonais.Informa�~oes sobre grades digitais podem ser enontradas por exemplo em [103℄.Uma forma relativamente ompata para representar um operador �e atrav�es dos intervalos ma-ximais ontidos no n�uleo (ou, equivalentemente, os impliantes primos da fun�~ao Booleana a-rater��stia). Dado um operador nesta forma (que possui uma estrutura totalmente paralela),um problema bastante interessante e dif��il �e enontrar uma representa�~ao equivalente mais om-pata (express~oes urtas). Em geral, operadores podem ser representados mais ompatamen-te quando expressos em estruturas seq�ueniais (omposi�~ao de operadores mais simples). Paraeste �ultimo, alguns trabalhos relaionados podem ser enontrados, por exemplo, nas referênias[71, 173, 136, 168, 172, 128, 63℄. Existem tamb�em estudos sobre deomposi�~ao de fun�~oes Booleanas,isto �e, sua express~ao omo uma omposi�~ao de duas ou mais fun�~oes Booleanas de�nidas sobre umn�umero menor de vari�aveis. Os trabalhos onheidos nesta �area tratam apenas om deomposi�~oesde ertas formas bem espe���as. Uma das deomposi�~oes bastante estudadas �e a deomposi�~aode Curtis/Ashenhurst e suas variantes [36, 131℄. A representa�~ao de fun�~oes Booleanas atrav�es deestruturas omo o BDD (Diagramas de Deis~ao Bin�aria) [27℄ �e utilizada para avaliar e�ientementeo valor da fun�~ao.



Cap��tulo 3Projeto de W-OperadoresNeste ap��tulo apresentamos uma vis~ao geral sobre o projeto de W-operadores a partir de exem-plos obtidos de amostras de imagens observadas-ideais. Analisamos iniialmente os diversos aspetosdo problema no ontexto de aprendizado omputaional. Em seguida analisamos as limita�~oes dast�enias existentes para projeto de W-operadores. Por �ultimo disorremos sobre uma poss��vel inter-preta�~ao que permite entendermos quais devem ser as preoupa�~oes das t�enias que visam ontornaras limita�~oes.3.1 Desri�~ao do ProblemaSeja 		W o espa�o de todos os W-operadores e seja SS � P(E) � P(E) uma ole�~ao de pares deimagens bin�arias tal que, para todo (S; I) 2 SS, S �e uma imagem observada (i.e., uma imagem quedesejamos proessar) e I �e a respetiva imagem ideal (o resultado que gostar��amos de obter ap�os oproessamento de S).As imagens em SS s~ao onsideradas realiza�~oes de dois onjuntos aleat�orios, S e I, estaion�ariosom respeito �a janela de observa�~ao W [43, 65℄. Informalmente, isto signi�a que a probabilidade deum dado padr~ao (subonjunto) ser observado atrav�es de W em qualquer parte da imagem �e a mesma.Mais ainda, onsideramos que os onjuntos aleat�orios S e I s~ao onjuntamente estaion�arios, isto �e,se denotamos por X os padr~oes observados nas imagens S e por y o valor observado na orrespondenteposi�~ao na respetiva imagem ideal I, a probabilidade de um par (X; y) ser observado �e a mesma emqualquer ponto nas imagens (S; I).Conseq�uentemente, podemos entender que a ole�~ao de imagens SS �e assoiada a dois proessosaleat�orios X e y araterizados por uma distribui�~ao de probabilidade onjunta P (X;y). As reali-za�~oes de X s~ao subonjuntos X 2 P(W) que obedeem a uma distribui�~ao P (X), e as realiza�~oesde y s~ao valores y 2 f0; 1g. A probabilidade de se observar y em I, dado que um erto padr~ao X foiobservado em S �e dada pela probabilidade ondiional P (yjX).Estamos interessados em enontrar W-operadores que transformam as imagens observadas S nodom��nio SS para as respetivas imagens ideais I. Mais preisamente, desejamos projetar (esolher)um W-operador 	 tal que 	(S) seja o mais pr�oximo poss��vel de I em termos estat��stios. A no�~aode \proximidade estat��stia" ser�a expliada mais adiante.25



26 Projeto de W-OperadoresA seguir apresentamos o problema no ontexto de aprendizado omputaional, om o intuito deidenti�ar os diversos aspetos que fazem parte do problema, a partir de no�~oes bem estabeleidasnaquela �area de pesquisa.3.2 O Problema Visto no Contexto de Aprendizado ComputaionalO problema de aprendizado a partir de exemplos �e um assunto vastamente estudado, om apli-a�~oes em diversas �areas. Este e outros assuntos orrelatos s~ao temas de pesquisa de uma �areaonheida omo aprendizado omputaional (ou \Mahine Learning", em inglês). Alguns onei-tos desta �area de pesquisa s~ao informalmente apresentados a seguir. Referênias para este assuntopodem ser enontrados, por exemplo, em [122, 105, 97, 3, 73, 161, 167℄. Reonheimento de pa-dr~oes (por poderem, muitas vezes, ser vistos omo problema de aprendizado) s~ao tamb�em leiturasreomend�aveis [57, 61, 156, 102, 91℄. O objetivo entral aqui �e inserir o problema de projeto deW-operadores neste ontexto.O aprendizado de interesse �e o do tipo supervisionado , i.e., aquele no qual, para ada exemploobservado, �e forneida tamb�em a lassi�a�~ao do mesmo. Os sistemas de aprendizado analisamesses exemplos, hamados exemplos de treinamento, e prouram produzir uma fun�~ao (lassi�ador)apaz de lassi�ar tanto os exemplos de treinamento quanto outros exemplos obtidos de um mesmoontexto da forma mais orreta poss��vel. A parte entral de um sistema destes �e onstru��do, emgeral, por um algoritmo de aprendizado, isto �e, um algoritmo que analisa os exemplos de treinamentoe seleiona uma fun�~ao (lassi�ador) dentre um grupo de andidatos.Um problema de aprendizado �e geralmente assoiado a um espa�o de oneitos. Os oneitospodem possuir uma onota�~ao abstrata e dependem do problema em quest~ao. Por exemplo, no asode proessamento de imagens, um espa�o de oneitos seria o espa�o formado por todas as poss��veistransforma�~oes de imagens. Para que estes oneitos possam ser manipulados formal e omputai-onalmente, eles preisam ser modelados. Os oneitos que podem ser expressos num determinadomodelo onstituem o espa�o de hip�oteses. Em nosso ontexto, o espa�o de hip�oteses adotado �e oespa�o de W-operadores. Diferentes janelas W de�nem espa�os de diferentes tamanhos.Os elementos no espa�o de hip�oteses, ou simplesmente hip�oteses, possuem uma representa�~aoque se onforma ao modelo formal adotado. No aso de W-operadores, omo vimos no ap��tulo 2,existem diversas representa�~oes poss��veis. Se as hip�oteses admitem uma representa�~ao anônia, ent~aoa esolha de uma hip�otese pode ser entendida omo a esolha dos parâmetros desta representa�~aoanônia. Por exemplo, no aso de W-operadores, a espei�a�~ao do n�uleo ou da base �e su�ientepara espei�ar um W-operador.Na pr�atia, �e omum o espa�o de hip�oteses ser de�nido em fun�~ao da representa�~ao adotada,quando o ideal seria a esolha de uma representa�~ao apaz de expressar todos ou o maior n�umeroposs��vel de oneitos. Um ponto importante que deve ser lembrado �e que um oneito que n~aopode ser representado n~ao pode ser aprendido [122℄.Os algoritmos de aprendizado s~ao aqueles que reebem omo entrada um onjunto de exemplosde treinamento e esolhem uma hip�otese no espa�o de hip�oteses que melhor representa o oneitoassoiado aos dados de treinamento. Esse proessamento �e denominado treinamento ou aprendizado.A diversidade de representa�~ao das hip�oteses pode abrir possibilidades para a utiliza�~ao de diferentesalgoritmos de aprendizado, que podem tirar proveito da partiular representa�~ao adotada. Uma



3.3 Avalia�~ao de W-operadores 27importante arater��stia desej�avel nos algoritmos de aprendizado �e a apaidade de generaliza�~ao,i.e., a apaidade de gerar hip�oteses que lassi�am orretamente outros exemplos al�em daquelesobservados durante o treinamento. Algumas das t�enias mais omumente utilizadas por algoritmosde aprendizado s~ao, por exemplo, �arvores de deis~ao [26℄, redes neurais [24, 74, 72℄ e algoritmosgen�etios [126℄.A esolha de uma hip�otese que melhor representa o oneito assoiado aos dados de treinamentoenvolve a minimiza�~ao de alguma medida de erro. Em geral, proura-se uma hip�otese que seja omais onsistente poss��vel om os dados de treinamento, isto �e, hip�oteses que lassi�am os dados detreinamento orretamente. Uma vez que uma hip�otese �e esolhida, sua avalia�~ao �e, em geral, realizadasobre um onjunto de exemplos de valida�~ao, que onsistem de exemplos similares aos exemplos detreinamento, i.e., obtidos de um mesmo ontexto. O erro da hip�otese sobre os dados de valida�~aofornee uma medida do seu desempenho.Em geral, o proesso de treinamento �e um proesso omputaionalmente aro tanto em termosde tempo omo em termos de espa�o. A omplexidade de espa�o est�a ligado �a representa�~ao daship�oteses onsideradas e �a quantidade de exemplos de treinamento. Portanto, podemos dizer queo espa�o de hip�oteses �e limitado pelo espa�o de mem�oria dispon��vel na m�aquina. Mais r��tio,por�em, �e o tempo de proessamento dos algoritmos de aprendizado. Em problemas de aprendizadoonsideram-se dois tipos de tempo: o tempo de aprendizado e o tempo de aplia�~ao. O primeiro �e otempo neess�ario para proessar os exemplos de treinamento e esolher uma hip�otese no espa�o dehip�oteses; o segundo �e o tempo neess�ario para apliar a hip�otese esolhida sobre uma instânia doproblema. Por exemplo, no aso de proessamento de imagens, o tempo para projetar um operadorn~ao preisa neessariamente ser pequeno. No entanto, �e desej�avel que o tempo para proessar umaimagem (apliar o operador projetado) seja pequeno, prinipalmente quando este est�a inserido numsistema de tempo real.Existem v�arios outros t�opios importantes e interessantes tais omo a quest~ao da robustez doalgoritmo de aprendizado, formas de se ombinar hip�oteses obtidas de diferentes algoritmos de apren-dizado, omplexidade de amostras, \PAC learning", entre outros, que s~ao estudados nesta �area, masque n~ao ser~ao abordados em nosso estudo.Para onluir esta se�~ao, notamos que o problema de projeto de W-operadores no ontexto deaprendizado omputaional pode ser araterizado em termos de três elementos prinipais : umespa�o de hip�oteses, um rit�erio de avalia�~ao e uma t�enia de busa. Conforme menionamosna introdu�~ao, existem abordagens que s~ao mais espe���as (pois utilizam espa�o de hip�oteses muitorestritivos ou t�enias de busa que dependem de arater��stias espe���as das imagens) e outrasque s~ao mais gen�erias.3.3 Avalia�~ao de W-operadoresA esolha de um operador pode estar assoiada a v�arios rit�erios. Um dos prinipais rit�erios �ea qualidade do operador, isto �e, o qu~ao bem ele proessa as imagens. Nesta se�~ao apresentamosv�arios oneitos �uteis para omparar operadores e para estabeleer um rit�erio de esolha de umoperador. Apresentamos a no�~ao de operadores estatistiamente �otimos e teemos alguns oment�ariossobre rit�erios que norteiam a esolha de um operador na pr�atia. As no�~oes e oneitos a seremapresentados aqui s~ao um resumo de diversos trabalhos, tais omo [39, 53, 46℄.



28 Projeto de W-Operadores3.3.1 Compara�~oes SimplesPrimeiramente onsideramos a situa�~ao em que dois W-operadores, 	1 e 	2, araterizados respe-tivamente pelas fun�~oes Booleanas  1 e  2, preisam ser omparados. Listamos algumas formas deompara�~ao.TamanhoO tamanho de um operador �e a quantidade de dados ou de espa�o neess�arios para o armazenamentoou representa�~ao do mesmo. O usto m�aximo para implementa�~ao de operadores em hardware �e emgeral bem de�nido. Este usto pode limitar, por exemplo, o n�umero de portas l�ogias ou o espa�oque podem ser utilizados na plaa de iruito.Diferen�a L�ogiaA diferen�a l�ogia entre dois W-operadores fornee uma medida que india a diferen�a entre ambosquando os mesmos s~ao omparados omo fun�~oes l�ogias. Ela �e de�nida por:"log[	1;	2 ℄ = jS[	1;	2℄j2n (3.1)onde S[	1;	2℄ �e a diferen�a sim�etria entre  1 e  2 dado porS[	1;	2℄ = fX 2 P(W) :  1(X) 6=  2(X)g : (3.2)Diferen�a Probabil��stiaA diferen�a probabil��stia entre 	1 e 	2 india a probabilidade da diferen�a sim�etria, i.e.,"prob[	1;	2℄ = P (S[	1;	2℄) : (3.3)Com rela�~ao a esta medida, se  1(X) 6=  2(X), mas se a probabilidade de observar X �e desprez��vel,ent~ao o fato de que  1(X) 6=  2(X) �e estatistiamente inonseq�uente. A diferen�a probabil��stia indiase os elementos na diferen�a sim�etria s~ao probabilistiamente relevantes ou n~ao. Ou seja, mesmoque dois operadores pare�am muito diferentes em sua onstru�~ao alg�ebria, eles podem ser muitosimilares omo operadores sobre uma lasse de imagens de interesse.3.3.2 W-operadores Estatistiamente �OtimosO desempenho de um operador pode ser avaliado atrav�es de algumas medidas estat��stias que om-param os resultados por ele gerados om os resultados esperados.Fun�~ao de PerdaSeja l : K � K ! R uma fun�~ao, denominada aqui de fun�~ao de perda. O erro m�edio, ou o riso,de um W-operador 	 segundo l e om rela�~ao ao dom��nio SS, denotado por Rlh	i, �e de�nido omo



3.3 Avalia�~ao de W-operadores 29sendo a esperan�a da fun�~ao de perda l alulada sobre SS. Isto �e,Rlh	i = E[ l(y ;  (X)) ℄ ;onde (X;y) �e o proesso aleat�orio onjunto, om distribui�~ao onjunta P (X;y), que arateriza asimagens em SS.Por exemplo, se a fun�~ao de perda onsiderada �e a diferen�a absoluta, l(a; b) = ja� bj, o riso �e oerro absoluto m�edio (MAE, do inglês \mean absolute error"), dado porMAEh	i = E[ jy� (X)j ℄,8	 2 		W .A no�~ao de otimalidadeDe�ni�~ao 3.1 (Operador �Otimo) Dizemos que 	� 2 		W �e �otimo em 		W , segundo a fun�~ao deperda l e om rela�~ao a SS, sse Rlh	�i � Rlh	i, para todo 	 2 		W .Um operador �otimo em 		W ser�a denotado 	opt;W enquanto um operador �otimo em um subespa�o 		C �		W ser�a denotado por 	opt;C . As referênias �a fun�~ao de perda l e ao espa�o SS (ou equivalentemente,ao proesso onjunto (X;y)) ser~ao omitidas propositadamente daqui em diante, exeto nas situa�~oesem que a espei�a�~ao expl��ita dos mesmos seja neess�aria.Exemplo 3.2 O erro MAE de um W-operador 	 �e dado por :MAEh	i = E[ jy �  (X)j ℄= X(X;y) jy �  (X)jP (X; y)= X(X;y) jy �  (X)jP (X)P (yjX)= XX P (X)Xy jy �  (X)jP (yjX)= XX P (X)h (X)P (0jX) + (1�  (X))P (1jX)iPodemos deduzir um W-operador MAE-�otimo em termos das probabilidades ondiionais, minimi-zando ada um dos termos do somat�orio, i.e., minimizando a express~aoe(X) =  (X)P (0jX) + (1�  (X))P (1jX)para ada X 2 P(W). Como  (X) 2 f0; 1g, se tomarmos  (X) = 0, ent~ao teremos e(X) = P (1jX);se tomarmos  (X) = 1, ent~ao teremos e(X) = P (0jX). Portanto, a fun�~ao arater��stia do operadorque minimiza o MAE �e :  opt;W(X) = ( 1; se P (1jX) > P (0jX),0; se P (1jX) � P (0jX). (3.4)Mais ainda, omo P (1jX) + P (0jX) = 1:0, ent~ao P (1jX) > P (0jX) sse P (1jX) > 0:5 (ou equivalen-temente, P (1jX) � P (0jX) sse P (1jX) � 0:5). Logo,  opt;W pode ser reesrito omo : opt;W(X) = ( 1; se P (1jX) > 0:5,0; se P (1jX) � 0:5. (3.5)



30 Projeto de W-OperadoresO erro MAE de 	opt;W �e dado, portanto, porMAEh	opt;Wi = XfX2P(W) : opt;W(X)=0gP (X)P (1jX)+ XfX2P(W) : opt;W (X)=1gP (X)P (0jX)Preis~ao de um W-operadorDe�ni�~ao 3.3 (Aumento de Erro ou Preis~ao) O aumento de erro de um W-operador 	 emrela�~ao ao operador �otimo 	opt;W, �e dado por:�(	;	opt;W) = Rh	i �Rh	opt;Wi (3.6)O inverso desta diferen�a, 1=�(	;	opt;W), �e denominado a preis~ao de 	.Note que �(	;	opt;W) � 0, pois 	opt;W possui o menor riso entre todos os W-operadores. O desempe-nho de um operador �e melhor quanto menor �e o seu aumento de erro (ou equivalentemente, quantomaior �e a sua preis~ao).No aso partiular do erro MAE, podemos reesrever o aumento de erro de 	 omo :�(	;	opt;W) = MAEh	i �MAEh	opt;Wi= XX P (X)h (X)P (0jX) + (1�  (X))P (1jX)i�XX P (X)h opt;W(X)P (0jX)+ (1�  opt;W(X))P (1jX)i= XX P (X)h( (X)�  opt;W(X))P (0jX) + ( opt;W(X)�  (X))P (1jX)iSeja (X) o aumento de erro devido a X, para ada X 2 P(W). Ent~ao,(X) = P (X)h( (X)�  opt;W(X))P (0jX) + ( opt;W(X)�  (X))P (1jX)i= 8>><>>: P (X) hP (0jX)� P (1jX)i; se  opt;W(X) = 0 e  (X) = 1,P (X) hP (1jX)� P (0jX)i; se  opt;W(X) = 1 e  (X) = 0,0; se  opt;W(X) =  (X).Usando o fato de que P (0jX) = 1 � P (1jX), temos que P (0jX)� P (1jX) = 1 � P (1jX)� P (1jX) =1� 2P (1jX). Logo, se  opt;W(X) = 0, ent~ao omo P (0jX) � P (1jX), temos que P (0jX)� P (1jX) � 0e portanto P (0jX)�P (1jX) = j2P (1jX)�1j. Similarmente, se  opt;W(X) = 1, ent~ao P (1jX) > P (0jX)e P (1jX) � P (0jX) > 0, e portanto, P (1jX) � P (0jX) = P (1jX) � 1 + P (1jX) = 2P (1jX) � 1 =j2P (1jX)� 1j. Portanto, a equa�~ao aima pode ser simpli�ada para�(	;	opt;W) = XfX : opt;W (X)6= (X)g j2P (1jX)� 1jP (X) (3.7)Analisando esta equa�~ao, podemos onluir que se o valor de P (1jX) �e muito pr�oximo de 0:5 ou se ovalor de P (X) �e muito pr�oximo de 0, ent~ao X n~ao ontribui muito para �(	;	opt;W).



3.3 Avalia�~ao de W-operadores 31X P (1jX) P (X)  opt;W  1  2000 0.3 0.13 0 0 0001 0 0.12 0 0 0010 0.8 0.08 1 1 0011 0.65 0.10 1 0 1100 0.12 0.16 0 0 0101 a 0.10 0 1 0110 1 0.11 1 1 1111 b 0.20 1 1 0Tabela 3.1: Probabilidades e três operadores.Exemplo 3.4 Para ilustrar alguns dos oneitos apresentados aima, apresentamos um exemplo parauma janela de 3 pontos. Supomos que as probabilidades P (X) e P (1jX) s~ao onheidas, e portantotamb�em o operador MAE-�otimo,  opt;W (tabela 3.1). Dados dois operadores,  1 e  2 (tamb�em natabela 3.1), vamos fazer algumas ompara�~oes.A diferen�a l�ogia entre 	1 e 	2 apenas india o qu~ao pareidos/diferentes eles s~ao omo fun�~oesl�ogias, portanto n~ao representa um rit�erio de esolha. A t��tulo de uriosidade, alulamos a dife-ren�a l�ogia de 	1 e 	2, om rela�~ao a 	opt;W ."log[	1;	opt;W ℄ = #f101g8 = 0:125"log[	2;	opt;W ℄ = #f111g8 = 0:125Estas medidas podem indiar qual dos dois operadores mais se assemelha logiamente om o operador�otimo.Se estivermos interessados em medidas estat��stias, podemos alular a diferen�a probabil��stia.A diferen�a probabil��stia entre 	1 e 	2 fornee uma india�~ao de omo eles diferem em termosestat��stios, mas n~ao india qual deles �e o melhor. Para isso, preisamos alular a diferen�a emrela�~ao a 	opt;W . "prob[	1;	opt;W ℄ = P (f101g) = 0:1"prob[	2;	opt;W ℄ = P (f111g) = 0:2Se levarmos em onsidera�~ao a diferen�a probabil��stia, 	1 �e melhor que 	2. Agora alulemoso aumento de erro de 	1 e 	2 em fun�~ao das probabilidades P (y = 1j101) = a e P (y = 1j111) = b.Note que devemos ter a � 0:5 e b > 0:5, pois  opt;W �e o W-operador MAE-�otimo.�(	1;	opt;W) = P (101)j2a� 1j = 0:1� 0:2a�(	2;	opt;W) = P (111)j2b� 1j = 0:4b� 0:2O aumento de erro �(	1;	opt;W) envolve a vari�avel a, enquanto �(	2;	opt;W) envolve a vari�avel b.Portanto, se 0:1� 0:2a < 0:4b� 0:2 ent~ao podemos onluir que 	1 �e um operador mais preiso que	2 e se 0:1� 0:2a > 0:4b� 0:2 ent~ao 	2 �e mais preiso que 	1. Se 0:1� 0:2a = 0:4b� 0:2 ent~ao eless~ao igualmente preisos.



32 Projeto de W-OperadoresNeste exemplo, mostramos que dois operadores om mesma diferen�a l�ogia podem apresentardiferen�as probabil��stias distintas om rela�~ao ao operador �otimo. Mais ainda, aquele om diferen�aprobabil��stia maior n~ao �e neessariamente mais preiso; ele pode ser menos preiso ou, ent~ao, ambospodem ser igualmente preisos.3.3.3 SubotimalidadeConforme vimos, a esolha de um operador pode levar em onta diferentes medidas de desempenho.Mais do que isso, ela pode tamb�em onsiderar outros rit�erios onde algumas restri�~oes tais omo otamanho m�aximo do operador, as propriedades que devem ser satisfeitas pelo operador ou tempoe espa�o (mem�oria) neess�arios para o projeto s~ao impostos. Um onjunto de restri�~oes de�ne umnovo espa�o de hip�oteses que pode ser um subonjunto do espa�o de hip�oteses original. Analisamosqual a rela�~ao entre o operador �otimo no espa�o original e no subespa�o.Seja 		C � 		W . Um operador 	opt;C 2 		C �e sub-�otimo em 		W om rela�~ao ao subespa�o 		C sse	opt;C �e um operador �otimo em 		C . Da mesma forma que a no�~ao de �otimo �e assoiada a um espa�o,a no�~ao de subotimalidade �e assoiada a um subespa�o.Para qualquer 	 2 		C , o riso de 	, Rh	i, pode ser expresso em termos do riso do operador�otimo, da seguinte forma : Rh	i = Rh	opt;Wi+�(	;	opt;W) : (3.8)Se denotamos o operador �otimo em 		C por 	opt;C , ent~ao Rh	opt;C i � Rh	i, para todo 	 2 		C . Logo,8	 2 		C , Rh	opt;Wi+�(	opt;C ;	opt;W) � Rh	opt;Wi+�(	;	opt;W) (3.9)isto �e, �(	opt;C ;	opt;W) � �(	;	opt;W) : (3.10)Das equa�~oes 3.8 e 3.10 segue que :Um operador 	opt;C 2 		C �e sub-�otimo em 		W (		C � 		W) se, e somente se, �e �otimo em 		C ou,equivalentemente, se possui o menor aumento de erro em rela�~ao a 	opt;W .Por exemplo, se W1 � W2, ent~ao um operador �otimo no espa�o dos W1-operadores �e sub�otimono espa�o dos W2-operadores.3.4 Projeto baseado no modelo de aprendizado PACDesrevemos aqui uma t�enia independente de ontexto originalmente proposta em [158℄. Ela �ebaseada no modelo de aprendizado PAC (Probably Approximately Corret) generalizado onformemenionamos na introdu�~ao desta tese. O que desrevemos aqui �e o proedimento omputaionaldesta t�enia e n~ao seus fundamentos te�orios (estes podem ser enontrados no trabalho original [158℄ou em referênias espe���as [160, 73, 97, 98℄). O proedimento onsiste de três etapas prinipaisonforme ilustradas na �gura 3.1 e expliadas em seguida.1. Estat��stia { estima�~ao das probabilidades ondiionais



3.4 Projeto baseado no modelo de aprendizado PAC 33
1 2 3

PSfrag replaementsSI W
Tabela 1 Tabela 2

Base  ̂Figura 3.1: Proedimento omputaional baseado no modelo PAC para o apren-dizado de W-operadores.Nesta etapa, oletam-se exemplos a partir das imagens de treinamento, perorrendo-se uma janelaW sobre as imagens. Para ada pixel da imagem observada, reorta-se o padr~ao X sob a janela We anota-se o orrespondente valor y na imagem ideal. Este proedimento d�a origem a uma tabela,ujas entradas s~ao padr~oes X e a quantidade de vezes que os mesmos foram observados assoiadosao valor 1, ou ao valor 0, na respetiva imagem ideal. A partir destes dados, pode-se estimar P (X)e P (1jX) para ada um dos padr~oes observados. Para o exemplo da �gura 3.1 obtemos a seguintetabela (Tabela 1): X freq. de 0 freq. de 1615628020
0026087752. Deis~ao - lassi�a�~ao que minimiza o erroPara ada padr~ao X observado na etapa 1 atribu��mos uma lassi�a�~ao 0 ou 1, dependendo dafun�~ao de perda em quest~ao. Se onsideramos o erro MAE, de aordo om a equa�~ao 3.5 devemosfazer  ̂(X) = 1 se P (1jX) > 0:5 e  ̂(X) = 0 aso ontr�ario, signi�ando que o operador a serprojetado dever�a atribuir lassi�a�~ao  ̂(X) para o padr~ao X. Para o exemplo da �gura 3.1obtemos as seguintes lassi�a�~oes:



34 Projeto de W-OperadoresX  ̂(X)000101113. Espei�a�~ao do operador { generaliza�~ao da lassi�a�~ao e minimiza�~ao de representa�~ao.Se denotarmos o operador a ser projetado por  ̂, podemos dizer que ap�os a etapa de deis~ao osdados est~ao organizados omo duas listas: uma lista de elementos que pertenem a  ̂h1i e outralista de elementos de  ̂h0i. Os padr~oes n~ao observados durante a etapa de estat��stia n~ao apareemem nenhuma dessas duas listas.Dois objetivos preisam ser umpridos nesta etapa : (1) generaliza�~ao da lassi�a�~ao (ver se�~ao 3.2)e (2) espei�a�~ao de um operador. Os algoritmos utilizados nesta etapa s~ao geralmente denomina-dos algoritmos de aprendizado. Em nossas implementa�~oes utilizamos um algoritmo denominadoISI, o qual ser�a desrito em detalhes no ap��tulo 4; este algoritmo devolve uma fun�~ao Booleanarepresentada por uma ole�~ao de intervalos e que �e onsistente om as lassi�a�~oes da segundaetapa (e por isto �e um algoritmo PAC, no sentido generalizado). A vantagem de representar osoperadores omo fun�~oes Booleanas �e a failidade de mape�a-los para a representa�~ao morfol�ogiae vie-versa, onforme vimos no ap��tulo 2.No exemplo da �gura 3.1, todos os padr~oes s~ao observados e portanto n~ao oorre generaliza�~ao.Uma ole�~ao de intervalos que arateriza  ̂h1i �e a ole�~ao f0XX;X0X;XX0g.O proedimento desrito aima �e independente de ontexto pois n~ao est�a restrito a um partiulartipo de problema (�ltragem, segmenta�~ao, reonheimento de padr~oes geom�etrios, et) ou imagens.Al�em disso, ele �e bastante gen�erio pois pode ser utilizado para projetar W-operadores para janelasarbitrariamente grandes. Este �e o proedimento utilizado ao longo deste texto para projetar W-operadores a partir de exemplos quando nenhum outro onheimento �e onsiderado. Ser�a refereniadoomo treinamento padr~ao.3.5 Limita�~oesVimos na introdu�~ao que as t�enias dependentes de ontexto s~ao naturalmente restritivas pois s�ose apliam a uma determinada sublasse de problemas, enquanto uma t�enia gen�eria (quandoonsidera um espa�o grande de operadores) pode esbarrar em problemas de impreis~ao dos opera-dores projetados e de omplexidade de tempo dos algoritmos de aprendizado. A seguir analisamosformalmente a quest~ao da preis~ao dos operadores projetados.



3.5 Limita�~oes 35Quando projetamos um operador �otimo em 		W a partir de probabilidades estimadas, projetamosna verdade um estimador do operador �otimo, o qual denotamos aqui por 	̂opt;W . Isto signi�a queexiste um aumento de erro �(	̂opt;W ;	opt;W) assoiado a 	̂opt;W , ou seja, queRh	̂opt;Wi = Rh	opt;Wi+�(	̂opt;W ;	opt;W) : (3.11)Se �(	̂opt;W ;	opt;W) �e pequeno, ent~ao podemos dizer que o operador projetado �e quase �otimo. O queaontee em geral, quando onsideramos janelas grandes, �e que o aumento de erro �(	̂opt;W ;	opt;W) �esigni�ativo.Consideremos agora um subespa�o 		C � 		W e o problema de projetar um operador �otimo 	̂opt;Cem 		C . Como anteriormente, podemos esreverRh	̂opt;Ci = Rh	opt;Ci+�(	̂opt;C ;	opt;C ) : (3.12)Tanto �(	̂opt;W ;	opt;W), omo �(	̂opt;C ;	opt;C ), s~ao vari�aveis aleat�orias pois dependem de uma amos-tra de treinamento. Conseq�uentemente, podemos falar em aumento de erro m�edio, E[�(	̂opt;W;	opt;W)℄e E[�(	̂opt;C ;	opt;C)℄. Combinando as equa�~oes 3.11 e 3.12, podemos ver que projetar um operador�otimo em um subespa�o 		C pode ser mais vantajoso do que projetar um �otimo em 		W se�(	opt;C ;	opt;W) +E[�(	̂opt;C ;	opt;C)℄ � E[�(	̂opt;W ;	opt;W)℄ ; (3.13)apesar de 	opt;C ser sub�otimo em 		W .A equa�~ao 3.13 signi�a que o erro de estima�~ao de 	opt;W �e muito grande, t~ao grande que �e maiordo que a soma do aumento de erro de 	opt;C em rela�~ao a 	opt;W , �(	opt;C ;	opt;W), e o erro de estima�~aode 	opt;C .As equa�~oes apresentadas aima n~ao podem ser utilizadas na pr�atia pois elas dependem doonheimento da verdadeira distribui�~ao de probabilidade P (X;y). No entanto, elas s~ao �uteis paramostrar que a preis~ao das estima�~oes pode afetar a preis~ao do operador projetado.Analisamos aqui um dos gr�a�os apresentados no ap��tulo de introdu�~ao desta tese, destaando osoneitos disutidos nesta se�~ao. Sejam W1;W2 duas janelas tais que W1 �W2. Neste aso, 		W1 �		W2 . O gr�a�o da �gura 3.2 ompara o desempenho de operadores projetados nestes dois espa�os,para diferentes n�umeros de exemplos de treinamento. Sejam 	̂opt;W1 e 	̂opt;W2 os operadores projetadosem 		W1 e 		W2 , respetivamente. Para uma quantidade pequena de exemplos de treinamento temosMAEh	̂opt;W1 i < MAEh	̂opt;W2 i. A medida que a quantidade de exemplos aumenta, a diferen�a entreambos diminui, at�e que a situa�~ao se inverte. Em termos da equa�~ao 3.13 podemos inferir que,para quantidades pequenas de exemplos de treinamento, E[�(	̂opt;W1 ;	opt;W1 )℄ �e pequeno em rela�~aoa E[�(	̂opt;W2 ;	opt;W2)℄, de forma que E[�(	̂opt;W2 ;	opt;W2 )℄ > �(	opt;W1 ;	opt;W2 )+E[�(	̂opt;W1 ;	opt;W1 )℄.A medida que o n�umero de exemplos de treinamento aumenta, E[�(	̂opt;W2 ;	opt;W2 )℄ tende a diminuire a partir de um dada quantidade de exemplos temos E[�(	̂opt;W2 ;	opt;W2)℄ < �(	opt;W1 ;	opt;W2 ) +E[�(	̂opt;W1 ;	opt;W1)℄.Todas as abordagens que utilizam exemplos de treinamento, mesmo que n~ao usem diretamente asprobabilidades estimadas, dependem da expressividade estat��stia dos exemplos de treinamento. Emoutras palavras, quando a quantidade de dados de treinamento �e pequena em rela�~ao ao tamanho doespa�o de hip�oteses, em geral n~ao se obt�em bons resultados. Existem v�arios trabalhos que investigameste assunto tanto emp��ria [62, 135, 38, 68℄ quanto teoretiamente [3, 73, 97, 160, 161℄.
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N�umero de exemplos de treinamento	opt;W1	opt;W2 	̂opt;W1	̂opt;W2�(	opt;W1 ;	opt;W2 )�(	̂opt;W1 ;	opt;W1 )�(	̂opt;W2 ;	opt;W2 )
Figura 3.2: Erro de operadores projetados em espa�o de tamanhos diferentes,para diferentes n�umeros de exemplos de treinamento.3.6 Como Contornar as Limita�~oesDe forma simpli�ada, podemos dizer que o problema de projeto de W-operadores onsiste basia-mente em esolhermos um operador �otimo no espa�o de hip�oteses onsiderado. Logo, se esolhemosum operador qualquer ao aaso, a probabilidade do operador �otimo ser esolhido �e inversamente pro-porional ao tamanho do espa�o de hip�oteses. Neste aso, quanto maior o espa�o de hip�oteses, menor�e esta probabilidade. Para aumentar a probabilidade de esolhermos um operador �otimo devemosreduzir o espa�o de poss��veis esolhas. �E importante notarmos que esta redu�~ao deve ser feita deforma adequada, isto �e, de forma que o espa�o resultante ontenha o operador �otimo, ou pelo menosoperadores bastante preisos (i.e., estatistiamente pr�oximos do operador �otimo).Equivalentemente, o problema de projetar W-operadores pode tamb�em ser entendido omo umproblema que onsiste em de�nir orretamente a tabela-verdade (isto �e, de�nir qual valor deve serassoiado a ada uma da linhas da tabela). A seguir analisamos omo onheimentos sobre o problemaque desejamos resolver podem ser utilizados para reduzir o espa�o de poss��veis andidatos.Seja um espa�o de hip�oteses omo o esquematizado na �gura 3.3. Na ausênia de qualqueronheimento sobre o problema a ser resolvido, qualquer operador nesse espa�o pode ser visto omoum andidato. Em termos da fun�~ao arater��stia, podemos dizer que a tabela-verdade pode serpreenhida de qualquer forma.

Figura 3.3: Os andidatos s~ao todos os operadores.



3.6 Como Contornar as Limita�~oes 37A restri�~ao do espa�o de hip�oteses a um subespa�o naturalmente reduz o espa�o de andidatos.Para que esta redu�~ao seja adequada, ela deve estar baseada em onheimentos sobre o operadordesejado. Por exemplo, o subespa�o de operadores que satisfazem alguma propriedade alg�ebria podeser onsiderado mediante o onheimento de que o operador desejado satisfaz a mesma propriedade.Esquematiamente, podemos ilustrar esta id�eia onforme a �gura 3.4. Em termos da tabela-verdadeda fun�~ao arater��stia, o fato do operador desejado possuir uma erta propriedade implia quepodem existir ertas regras para o preenhimento da tabela. Na p�agina 15, podemos ver que aarater��stia do n�uleo de�ne as regras para algumas lasses de operadores.PSfrag replaements subespa�oFigura 3.4: Os andidatos s~ao os operadores no subespa�o.Mesmo que a redu�~ao do espa�o de hip�oteses n~ao seja totalmente adequada, o operador projetadono subespa�o pode ser mais preiso do que o operador projetado no espa�o original devido a preis~aoda estima�~ao estat��stia (no sentido da equa�~ao 3.13). Al�em disso, sob o ponto de vista de omplexi-dade de tempo, as busas podem ser mais r�apidas no subespa�o. As t�enias podem tamb�em exploraras partiulares estruturas do espa�o deorrentes das restri�~oes impostas. Mais ainda, os algoritmosde aprendizado podem aproveitar informa�~oes sobre o problema que desejamos resolver para gerargeneraliza�~oes mais preisas.Um outro tipo de onheimentos que podem ser explorados s~ao aqueles referentes �as imagens.Conheimentos sobre a distribui�~ao onjunta P (X;y) ou sobre arater��stias espe���as das imagenspodem ser levadas em onsidera�~ao. Os exemplos de treinamento podem ser vistos omo onhei-mentos deste tipo. Para os algoritmos de aprendizado que seleionam um operador onsistente omos exemplos de treinamento, a ausênia de exemplos de treinamento implia que o espa�o de andi-datos �e o pr�oprio espa�o de hip�oteses; se apenas uma pequena quantidade de exemplos �e observada,ent~ao o espa�o de andidatos tende a ser bem grande enquanto um grande n�umero de exemplosde treinamento implia pouos andidatos poss��veis. Em termos de fun�~ao arater��stia, podemospensar em tabelas-verdades ujo valor da fun�~ao �e onheido para uma parela da linhas, parelasestas que podem ser pequenas ou grandes. Esta id�eia pode ser esquematizada onforme ilustra�~aoda �gura 3.5.
(a) Pouos exemplos de treinamento (b) Muitos exemplos de treinamentoFigura 3.5: Os andidatos s~ao os operadores onsistentes om os exemplos detreinamento.



38 Projeto de W-OperadoresDe uma forma geral, quando estas duas formas para reduzir o espa�o de andidatos s~ao onjuga-das, tem-se um espa�o menor de andidatos. Esta id�eia pode ser esquematizada onforme ilustra�~oesda �gura 3.6.
(a) Pouos exemplos de treinamento (b) Muitos exemplos de treinamentoFigura 3.6: Os andidatos s~ao os operadores no subespa�o que s~ao onsistentesom os exemplos de treinamento.A partir das onsidera�~oes aima, entendemos que as solu�~oes para ontornar o problema depreis~ao dos operadores devem, portanto, onsiderar fundamentalmente abordagens para reduzir otamanho do espa�o de andidatos de forma adequada (ou, equivalentemente, preenher a maior parteposs��vel da tabela de forma orreta). O onheimento do problema que desejamos resolver, seja omrespeito ao operador ou �as imagens, pareem ser fundamentais para isto.3.7 Coment�ariosEm resumo, podemos dizer que projetar operadores preisos em espa�os grandes (aqueles que depen-dem de uma janela W relativamente grande) a partir de uma quantidade limitada de exemplos detreinamento �e uma das quest~oes mais importantes sendo investigadas atualmente.Neste ap��tulo apresentamos uma vis~ao geral sobre o projeto de operadores morfol�ogios, enfa-tizando a quest~ao sobre a preis~ao dos operadores projetados. Na �ultima se�~ao mostramos omo osonheimentos sobre o problema a ser resolvido, modelados no espa�o dos operadores ou das imagens,podem ser vistos omo uma potenial forma para aumentar a preis~ao do operador projetado.Ao analisarmos os trabalhos existentes, veri�amos que diferentes algoritmos (algoritmosgen�etios [70, 159, 169℄; redes neurais [166, 76, 5, 6℄; �arvores de deis~ao bin�aria [86, 99℄; t�enia dek-vizinhos mais pr�oximos [99℄; t�enias de programa�~ao linear [33, 155℄; algoritmos de minimiza�~aol�ogia [157, 15℄), t�enias \fuzzy", t�enias baseadas em multi-resolu�~ao [49, 67, 7, 30, 95, 90, 124, 129℄,projeto multi-est�agio [144, 133, 171℄, entre outros, vem sendo apliados. A vis~ao geral apresentadaneste ap��tulo, juntamente om a interpreta�~ao da se�~ao anterior, podem ser �uteis para entendermosas limita�~oes dessas t�enias e, onseq�uentemente, orientar a esolha por uma t�enia adequada paraum determinado problema.Uma quest~ao tamb�em importante om rela�~ao aos operadores projetados �e a implementa�~aoe�iente dos mesmos. A implementa�~ao depende da arquitetura do omputador onsiderado. Esteassunto est�a al�em do esopo deste trabalho. Algumas onsidera�~oes podem ser enontradas em [137,113, 71℄.



Cap��tulo 4O Algoritmo ISIA no�~ao de fun�~oes Booleanas e diversas formas de representa�~ao foram reordadas na se�~ao 2.3.Neste ap��tulo revemos minimiza�~ao de fun�~oes Booleanas e apresentamos novos resultados sobreo algoritmo ISI. Propomos e analisamos heur��stias para diminuir o tempo de proessamento doISI e analisamos a utiliza�~ao do ISI omo algoritmo de aprendizado para resolver problemas deproessamento de imagens bin�arias. Alguns resultados omparativos de tempo de proessamento,n�umero de intervalos e apaidade de generaliza�~ao s~ao ilustrados atrav�es de gr�a�os.4.1 Minimiza�~ao de Fun�~oes BooleanasConforme menionamos no ap��tulo 2, a minimiza�~ao de fun�~oes Booleanas, i.e., a sua representa�~aopor express~oes equivalentes minimais, �e um assunto bastante estudado [77, 32, 120℄. Uma das formasminimais mais estudadas �e a forma minimal de soma de produtos.De�ni�~ao 4.1 (Express~ao minimal) Uma express~ao esrita omo soma de produtos �e uma ex-press~ao minimal (ou MSOP) se (1) n~ao existe outra express~ao equivalente envolvendo um menorn�umero de produtos, e (2) n~ao existe nenhuma outra express~ao equivalente envolvendo o mesmon�umero de produtos mas um n�umero menor de literais.Sabemos que todos os produtos de uma fun�~ao Booleana na forma MSOP s~ao neessariamenteimpliantes primos. Portanto, para determinar a forma MSOP de uma fun�~ao Booleana podemosprimeiramente alular todos os seus impliantes primos e em seguida seleionar, dentre todas assubole�~oes de impliantes primos, uma que satisfaz a ondi�~ao (2) da de�ni�~ao 4.1.Seja [A;B℄ � P(W) um intervalo e seja X 2 P(W). Dizemos que [A;B℄ obre X ou que X �e obertopor [A;B℄ se X 2 [A;B℄. A ole�~ao de todos os elementos obertos por uma ole�~ao de intervalos II�e denotado por S II, i.e., S II = fX 2 P(W) : X 2 [A;B℄; [A;B℄ 2 IIg. Dizemos que uma ole�~ao deintervalos II de P(W) �e uma obertura de X , X � P(W), se existe, para todo X 2 X , um intervalo[A;B℄ 2 II que obre X.Uma obertura II de X �e uma obertura m��nima se (1) n~ao existe uma obertura II0 de X , II 6= II0tal que jII0j < jIIj e (2) n~ao existe nenhuma outra obertura de X possuindo a mesma ardinalidadede II om intervalos de dimens~ao maior. A obertura m��nima n~ao �e neessariamente �unia. Uma39



40 O Algoritmo ISIobertura II de X �e minimal se n~ao existe uma subole�~ao II0 pr�opria de II que tamb�em seja umaobertura de X . Uma obertura m��nima �e neessariamente minimal.De�ni�~ao 4.2 (Cole�~ao de intervalos maximais) Seja II uma ole�~ao de intervalos de P(W).Um intervalo [A;B℄ 2 II �e maximal em II se n~ao existe outro intervalo [A0;B0℄ 2 II tal que [A;B℄ �[A0;B0℄.SejaMax uma opera�~ao que determina todos os intervalos maximais de uma ole�~ao de intervalos.O onjunto de todos os intervalos maximais ontidos em X (X � P(W)) denotado por M(X ), �ede�nido por : M(X ) =Maxf[A;B℄ : [A;B℄ � Xg :Por exemplo, M(P(W)) = f[;;W℄g. No exemplo da �gura 4.1, M(f000; 001; 011; 111g) =f00X; 0X1;X11g �e o onjunto de impliantes primos. Note que o intervalo 0X1 n~ao �e neess�ariopara obrir  h1i pois este �e oberto por f00X;X11g.
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00X(b) Cobertura m��nimaFigura 4.1: Impliantes primos e obertura m��nima.De�nimos uma rela�~ao � entre ole�~oes de intervalos maximais da seguinte forma: sejam XX e YYduas ole�~oes de intervalos maximais, ent~aoXX � YY() 8[A;B℄ 2 XX;9[A0;B0℄ 2 YY : [A;B℄ � [A0;B0℄ :A rela�~ao � �e uma rela�~ao de ordem parial (i.e., reexiva, anti-sim�etria e transitiva).Propriedade 4.3 As seguintes propriedades s~ao v�alidas:P1 : Max(Max(II)) =Max(II) para qualquer ole�~ao de intervalos II.P2 : S M(X ) = X , 8X � P(W).P3 : Para todo [A;B℄ � X , existe [A0;B0℄ 2M(X ) tal que [A;B℄ � [A0;B0℄.P4 : II �M([II), para qualquer ole�~ao de intervalos maximais IIP5 : [A;B℄ 2M(X ) =) [A;B℄ � X , 8X ; [A;B℄.P6 : X1 � X2 =)M(X1) �M(X2), 8X1;X2.Conforme as nota�~oes utilizadas aqui, temos que BW(	) =M(KW(	)), ou equivalentemente, queos impliantes primos de  s~ao os intervalos em M( h1i). Portanto, a forma MSOP de  pode serobtida alulando-se M( h1i) e em seguida uma obertura m��nima de  h1i ontida em M( h1i).



4.1 Minimiza�~ao de Fun�~oes Booleanas 414.1.1 Algoritmos Cl�assiosDois intervalos s~ao adjaente se eles diferem em apenas uma oordenada. Por exemplo, o 0-ubo 100�e adjaente aos 0-ubos 000, 110 e 101; o 1-ubo 1X0 �e adjaente aos 1-ubos 0X0 e 1X1; e assimpor diante. Dois ubos adjaentes podem ser ombinados para formar um ubo maior : por exemplo,os 0-ubos 100 e 000 formam o 1-ubo X00, enquanto os 1-ubos 1X0 e 1X1 formam o 2-ubo 1XX.Um algoritmo l�assio para minimiza�~ao de fun�~oes Booleanas �e um algoritmo tabular onheidopor Quine-MCluskey (QM), onsistindo de duas etapas, desritas a seguir.1. �alulo de todos os impliantes primosOs impliantes primos ou, equivalentemente, os intervalos maximais ontidos em  h1i, s~ao al-ulados inrementalmente a partir dos 0-ubos orrespondentes aos elementos de  h1i. Quais-quer dois 0-ubos adjaentes s~ao ombinados para gerar um 1-ubo. Em seguida, quaisquerdois 1-ubos adjaentes s~ao ombinados para gerar 2-ubos, e assim por diante at�e que n~aoexistam mais ubos adjaentes. Os ubos que n~ao puderam ser ombinados om nenhum outrodurante este proesso s~ao maximais e, portanto, impliantes primos.2. �alulo de uma obertura m��nimaUma vez que os impliantes primos s~ao onheidos, a segunda etapa deste algoritmo alula umaobertura m��nima, isto �e, seleiona um subonjunto dos impliantes primos que s~ao su�ientespara obrir todos os 0-ubos em  h1i e que satisfazem as ondi�~oes de minimalidade.A �gura 4.2 ilustra o �alulo de impliantes primos da fun�~ao  (x1; x2; x3) = x1x2x3 + x1x2x3 +x1x2x3 + x1x2x3 + x1x2x3 pelo algoritmo QM. Maiores detalhes sobre o algoritmo QM podem serenontrados, por exemplo, em [77℄. Algumas referênias para outros algoritmos de minimiza�~aos~ao [32, 120℄.4.1.2 O Algoritmo ISIUm outro algoritmo, denominado ISI (do inglês \Inremental Splitting of Intervals"), para minimi-za�~ao de fun�~oes Booleanas foi proposto reentemente em [157, 15℄. Introduzimos aqui uma gene-raliza�~ao desse algoritmo, uja formula�~ao engloba omo um aso partiular o algoritmo propostoanteriormente.ISI �e um algoritmo que segue um proesso inverso ao QM. Isto �e, em vez de agrupar pequenosubos para gerar ubos maiores, ISI iniia o proesso a partir do n-ubo, de onde extrai suessiva-mente todos os elementos de  h0i. A id�eia b�asia do algoritmo onsiste em representar o onjuntode elementos que resultam ap�os uma opera�~ao de extra�~ao atrav�es de uma ole�~ao de intervalosmaximais. Assim, ap�os a extra�~ao de todos os elementos de  h0i, os elementos resultantes (i.e., ele-mentos de  h1i) est~ao representados atrav�es de intervalos maximais. Antes de desrever o algoritmo,apresentamos alguns resultados adiionais sobre representa�~ao de elementos de P(P(W)) em termosde intervalos maximais.Seja IIW o onjunto fM(X ) : X � P(W)g. Os retiulados (P(P(W));�) e (IIW ;�) s~ao isomor-fos [16℄ pois X = [(M(X )) para todo X � P(W) e M([II) = II para todo II 2 IIW . Note que,denotando as opera�~oes de uni~ao, interse�~ao e omplementa�~ao, respetivamente, por t, u e �, valem
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100Figura 4.2: Minimiza�~ao pelo algoritmo de Quine-MCluskey. (a) Os 0-ubos000; 001; 100; 101; 110. (b) Os 1-ubos obtidos a partir dos 0-ubos em (a). ()O 2-ubo obtido a partir dos 1-ubos em (b). (d) Os impliantes primos X0X e1X0.as rela�~oes : XX t YY =M(X [ Y)XX u YY =M(X \ Y)XX =M(X )onde X = [XX e Y = [YY.O omplemento de um intervalo [A;B℄ � P(W) om rela�~ao a P(W) �e de�nido por [A;B℄ =fX 2 P(W) : X 62 [A;B℄g.Proposi�~ao 4.4 Seja [A;B℄ � P(W). Ent~ao,M([A;B℄) = f[;; fag℄ : a 2 Ag [ f[fbg;W℄ : b 2 Bg : (4.1)Dem.: Veja demonstra�~ao em [16℄.Proposi�~ao 4.5 Sejam XX;YY 2 IIW . Ent~ao,XX uYY =Max(f[A [ C;B \D℄ : [A;B℄ 2 XX; [C;D℄ 2 YYg) :



4.1 Minimiza�~ao de Fun�~oes Booleanas 43Dem.: Veja demonstra�~ao em [16℄.A diferen�a entre dois intervalos [A;B℄ e [C;D℄, aqui denominado extra�~ao de [C;D℄ de [A;B℄, �ede�nido omo sendo o onjunto [A;B℄ n [C;D℄ = fX 2 P(W) : X 2 [A;B℄ e X 62 [C;D℄g, que tamb�empode ser esrito omo [A;B℄n [C;D℄ = [A;B℄\ [C;D℄. A seguinte proposi�~ao mostra omo a diferen�aentre dois intervalos pode ser expressa em termos de intervalos maximais.Proposi�~ao 4.6 Sejam [A;B℄ e [C;D℄ dois intervalos de P(W). Ent~ao,M([A;B℄ n [C;D℄) = f[A;B \ fg℄ :  2 C \Ag [ f[A [ fdg;B℄ : d 2 D \Bg : (4.2)Dem.: M([A;B℄ n [C;D℄) (1)= M([C;D℄ \ [A;B℄)(2)= M([C;D℄) uM([A;B℄)(3)= �f[;; fg℄ :  2 Cg [ f[fdg;W℄ : d 2 Dg� u f[A;B℄g(4)= Max(f[A; fg \B℄ :  2 Cg [ f[fdg [A;B℄ : d 2 Dg)(5)= Max(f[A;B \ fg℄ :  2 C \ Ag [ f[A [ fdg;B℄ : d 2 D \ Bg)(6)= f[A;B \ fg℄ :  2 C \ Ag [ f[A [ fdg;B℄ : d 2 D \ BgA igualdade (1) segue da de�ni�~ao, (2) do isomor�smo entre os retiulados P(P(W)) e IIW , (3) daproposi�~ao 4.4, (4) da proposi�~ao 4.5, (5) pois [A;B\ fg℄ 6= ;;  2 C() A � B\ fg() A �fg ()  62 A ()  2 A, e [A [ fdg;B℄ 6= ;; d 2 D () A [ fdg � B() fdg � B() d 2 Be (6) pois n~ao existem dois intervalos em f[A; fg \ B℄ :  2 Cg [ f[A [ fdg;B℄ : d 2 Dg tais queum esteja propriamente ontido em outro.A dimens~ao de um intervalo [A;B℄, A � B, �e de�nido por dim([A;B℄) = jBj�jAj. Pode-se mostrarque um intervalo [A;B℄ ont�em exatamente 2dim([A;B℄) elementos. Uma propriedade interessanteda extra�~ao �e a quantidade de intervalos gerados e a dimens~ao dos mesmos. Para mostrar estapropriedade, utilizamos o fato de que se U e V s~ao dois onjuntos quaisquer, ent~ao jU \ Vj =jUj�jU\Vj e jU\Vj = jUj+jVj�jU[Vj. Utilizamos tamb�em a igualdade [A;B℄\[C;D℄ = [A[C;B\D℄(ver demonstra�~ao em [16℄).Proposi�~ao 4.7 Sejam [A;B℄ e [C;D℄ dois intervalos tais que [A;B℄ \ [C;D℄ 6= ;. Ent~aoa) 8[A0;B0℄ 2M([A;B℄ n [C;D℄), dim([A0;B0℄) = dim([A;B℄)� 1,b) jM([A;B℄ n [C;D℄)j = dim([A;B℄)� dim([A;B℄ \ [C;D℄).Dem.:a) Se [A0;B0℄ 2M([A;B℄ n [C;D℄) ent~ao [A0;B0℄ 2 f[A;B \ fg℄ :  2 C \Ag [ f[A [ fdg;B℄ : d 2D \ Bg.Se [A0;B0℄ = [A;B \ fg℄,  2 C \ A, ent~ao dim([A0;B0℄) = jB0j � jA0j = jB \ fgj � jAj =jBj � jB\ fgj � jAj = jBj � jfgj � jAj = jBj � 1� jAj = dim([A;B℄)� 1 (pois C � B e, portanto, 2 B).Da mesma forma, se [A0;B0℄ = [A [ fdg;B℄, d 2 D \ B, temos dim([A0;B0℄) = dim([A;B℄)� 1.



44 O Algoritmo ISIb) Como C \ A e D \ B s~ao disjuntos, a quantidade de intervalos em M([A;B℄ n [C;D℄) �e jC \Aj+ jB \Dj. Isto �e,jM([A;B℄ n [C;D℄)j = jC \ Aj+ jB \Dj= jCj � jC \ Aj+ jBj � jB \Dj= jCj � jAj � jCj+ jA [ Cj+ jBj � jB \Dj= jBj � jAj+ jA [ Cj � jB \Dj= dim([A;B℄)� (jB \Dj � jA [ Cj)= dim([A;B℄)� dim([A [ C;B \D℄)= dim([A;B℄)� dim([A;B℄ \ [C;D℄)Um aso partiular da proposi�~ao 4.6 �e a extra�~ao de um elemento singular X do intervalo [A;B℄(originalmente proposto em [157℄). De fato, uma vez que fXg = [X;X℄, temosM([A;B℄ n fXg) = f[A;B \ fag℄ : a 2 X \ Ag [ f[A [ fbg;B℄ : b 2 B \Xg : (4.3)Todos os intervalos emM([A;B℄nfXg) possuem dimens~ao dim([A;B℄)�1 e a quantidade de intervalosem M([A;B℄ n fXg) �e exatamente dim([A;B℄). A �gura 4.3 mostra os 2-ubos gerados a partir daextra�~ao do elemento 011 do 3-ubo.
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100PSfrag replaements XXX XXX n f011gFigura 4.3: Extra�~ao do elemento 011 do 3-ubo resulta nos 2-ubos X00, 1XX,X0X.O algoritmo (generalizado para extrair intervalos em vez de elementos) �e desrito em Algorit-mo 4.1. Todos os intervalos de II h0i, uma ole�~ao de intervalos n~ao neessariamente maximais talque [II h0i =  h0i, s~ao extra��dos suessivamente a partir do n-ubo (se os elementos de  h0i n~aoestiverem representados atrav�es de intervalos, podem ser failmente onvertidos para intervalos tri-viais). Dos intervalos novos gerados, aqueles que est~ao ontidos em um intervalo maior existente



4.1 Minimiza�~ao de Fun�~oes Booleanas 45s~ao eliminados, garantindo-se que todos os intervalos que s~ao mantidos s~ao maximais. A rotinamin over( h1i; II) alula uma obertura m��nima de  h1i a partir dos intervalos em II1.Entrada: W,  h1i e II h0i tal que [II h0i =  h0i e  h1i [  h0i = P(W)Sa��da: Cobertura m��nima de  h1i ontida em M( h1i)1. II  � f[;;W℄g ;2. Para ada [C;D℄ 2 II h0i fa�a fPP � f[A;B℄ 2 II : [A;B℄\ [C;D℄ = ;g ;tmp  � f[A;B℄ 2 II : [A;B℄ \ [C;D℄ 6= ;g ;New  � ; ;Para ada [A;B℄ 2 tmp fa�a fsplit �M([A;B℄ n [C;D℄) ;Para ada [A0;B0℄ 2 split fse n~ao existe [E;F℄ 2 PP tal que [A0;B0℄ � [E;F℄ent~ao New  � New [ f[A0;B0℄g ;ggII � PP [New ;g3. II = min over( h1i; II).Algoritmo 4.1 Algoritmo ISI.Exemplo 4.8 Seja n = 3 e  h0i = f111; 011; 010g. Os intervalos gerados pela extra�~ao dos elemen-tos de  h0i s~ao mostrados atrav�es de diagramas de Hasse na �gura 4.4(a). Os mesmos intervaloss~ao mostrados atrav�es de uma estrutura de �arvore na �gura 4.4(b). Na raiz da �arvore enontra-seo 3-ubo. Na profundidade i da �arvore est~ao todos os intervalos que foram gerados na itera�~ao i dopasso (2) do algoritmo. Desses, aqueles que est~ao risados foram eliminados por estarem ontidosem intervalos maiores.Para provar a orretude do algoritmo, apresentamos alguns resultados adiionais.Proposi�~ao 4.9 Se II �e uma ole�~ao de intervalos maximais ent~ao qualquer subole�~ao II0 � II tamb�em�e uma ole�~ao de intervalos maximais.Dem.: Suponha por absurdo que II0 n~ao �e uma ole�~ao de intervalos maximais. Ent~ao existemao menos dois intervalos [A;B℄; [A0;B0℄ 2 II0 tal que [A;B℄ � [A0;B0℄. Como II0 � II, ent~ao[A;B℄; [A0;B0℄ 2 II e, portanto, II n~ao �e uma ole�~ao de intervalos maximais. Isto �e um absur-do.Proposi�~ao 4.10 Seja [C;D℄ � P(W) e II = f[Ai;Bi℄ � P(W) : [Ai;Bi℄ \ [C;D℄ 6= ;; i 2 Ig umaole�~ao de intervalos maximais, onde I �e uma ole�~ao de ��ndies. Ent~ao Si2I M([Ai;Bi℄ n [C;D℄) �euma ole�~ao de intervalos maximais.1O �alulo da obertura m��nima n~ao ser�a disutido neste texto. uma implementa�~ao do mesmo pode ser enontradoem [77℄
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X000X0 1X000X (b) Estrutura de �ArvoreFigura 4.4: C�alulo de impliantes primos pelo algoritmo ISI.  h0i =f010; 011; 111g e  h1i = f000; 001; 100; 101; 110g.Dem.: Reesrevendo Si2I M([Ai;Bi℄ n [C;D℄) em termos da proposi�~ao 4.6, temos[i2I M([Ai;Bi℄ n [C;D℄) = [i2I f[Ai;Bi \ fg℄ :  2 C \ Aig [ f[Ai [ fdg;Bi℄ : d 2 D \ Big :Pela mesma proposi�~ao sabemos que os intervalos de M([Ai;Bi℄n[C;D℄) s~ao maximais. Preisamosmostrar que nenhum intervalo de M([Ai;Bi℄n [C;D℄) est�a ontido em um intervalo de M([Aj ;Bj℄n[C;D℄), para i 6= j, isto �e, preisamos mostrar que :a) n~ao existe 1 2 C \ Ai e 2 2 C \Aj tal que [Ai;Bi \ f1g℄ � [Aj ;Bj \ f2g℄,b) n~ao existe  2 C \Ai e d 2 D \Bj tal que [Ai;Bi \ fg℄ � [Aj [ fdg;Bj ℄,) n~ao existe d 2 D \ Bi e  2 C \Aj tal que [Ai [ fdg;Bi℄ � [Aj ;Bj \ fg℄ ed) n~ao existe d1 2 D \ Bi e d2 2 D \Bj tal que [Ai [ fd1g;Bi℄ � [Aj [ fd2g;Bj ℄.Em primeiro lugar, mostramos que Ai � D e C � Bi, 8i 2 I. De fato, 8i 2 I,[Ai;Bi℄ \ [C;D℄ 6= ; =) [Ai [ C;Bi \D℄ 6= ; =) Ai [C � Bi \D =) Ai � D e C � Bi :No aso (a), suponha por absurdo que existe 1 2 C \ Ai e 2 2 C \ Aj tal que [Ai;Bi \ f1g℄ �[Aj ;Bj \ f2g℄. Ent~ao, devemos ter que Aj � Ai e Bi \ f1g � Bj \ f2g. Logo, todos oselementos de Bi que s~ao diferentes de 1 est~ao em Bj . Al�em disso, omo 1 2 C � Bj, temos queBi � Bj, o que implia que [Ai;Bi℄ � [Aj ;Bj℄ e, portanto, que [Ai;Bi℄ n~ao �e um intervalo maximalem II, um absurdo.No aso (b), suponha por absurdo que existe  2 C \ Ai e d 2 D \ Bj tal que [Ai;Bi \ fg℄ �[Aj [fdg;Bj ℄. Ent~ao devemos ter Aj [fdg � Ai. Isto implia que d 2 Ai, o que �e um absurdo poisAi � D e d 2 D.



4.1 Minimiza�~ao de Fun�~oes Booleanas 47No aso (), suponha por absurdo que existe d 2 D \ Bi e  2 C \ Aj tal que [Ai [ fdg;Bi℄ �[Aj ;Bj \ fg℄. Ent~ao devemos ter Bi � Bj \ fg. Isto implia que  62 Bi, o que �e um absurdopois  2 C � Bi.No aso (d), suponha por absurdo que existe d1 2 D \ Bi e d2 2 D \ Bj tal que [Ai [ fd1g;Bi℄ �[Aj [ fd2g;Bj℄. Ent~ao devemos ter Aj [ fd1g � Ai [ fd2g. Isto implia que d1 2 Ai, o que �e umabsurdo pois Ai � D e d1 62 D.Teorema 4.11 Sejam  h1i e  h0i dois subonjuntos de P(W) tais que  h1i [  h0i = P(W). Sejatamb�em II h0i tal que [II h0i =  h0i. Se II �e a ole�~ao de intervalos resultante ap�os a aplia�~ao dopasso (2) do algoritmo ISI (algoritmo 4.1), ent~ao II =M( h1i).Dem.: Sejam t = jII h0ij e II h0i = f[C1;D1℄; [C2;D2℄; : : : [Ct;Dt℄g. Para todo i = 1; : : : ; t, sejamXXi = f[C1;D1℄; [C2;D2℄; : : : [Ci;Di℄g, IIi a ole�~ao de intervalos ap�os a itera�~ao i do passo (2) eXi =  h0i n ([XXi).Passo 0 : Em partiular, XX0 = ;, X0 =  h0i n ([XX0) =  h0i e II0 = f[;;W℄g = M(P(W)) =M( h1i [  h0i) =M( h1i [ X0).Passo da indu�~ao: Suponha que IIi�1 =M( h1i[Xi�1) e que [Ci;Di℄ �e o intervalo a ser extra��dona itera�~ao i. Vamos mostrar que IIi =M( h1i [ Xi)).Para isso basta mostrarmos i), ii) e iii) .i) IIi �e uma ole�~ao de intervalos maximais.Ao �nal da itera�~ao i, IIi  � PP [ New. A ole�~ao PP ont�em todos os intervalos de IIi�1 que n~aointereptam o intervalo [Ci;Di℄. Logo, PP �e uma ole�~ao de intervalos maximais (proposi�~ao 4.9).A ole�~ao New �e uma ole�~ao de intervalos maximais (proposi�~ao 4.10) e, mais ainda, nenhumintervalo de New est�a oberto por algum intervalo de PP, pois tais intervalos foram desartadosdurante a onstru�~ao de New. Al�em disso, nenhum intervalo de New obre intervalos de PP, poisisto impliaria que os intervalos em IIi�1 n~ao eram maximais. Logo, IIi �e uma ole�~ao de intervalosmaximais.ii) IIi �M( h1i [ Xi).Sabemos que IIi �M([IIi). Vamos mostrar que M([IIi) �M( h1i [ Xi). Para isto basta mostrar-mos que [IIi �  h1i [ Xi.Seja X 2 [IIi. Ent~ao existe [A;B℄ 2 IIi tal que X 2 [A;B℄. Por onstru�~ao de IIi, para todo[A;B℄ 2 IIi (a) [A;B℄ 2M( h1i[Xi�1) ou (b) [A;B℄ 2M([A0;B0℄n[C;D℄), [A0;B0℄ 2M( h1i[Xi�1).ii.a) Se [A;B℄ 2 M( h1i [ Xi�1) ent~ao [A;B℄ �  h1i [ Xi�1 e mais ainda, [A;B℄ \ [Ci;Di℄ = ;.Logo, [A;B℄ �  h1i [ Xi.ii.b) Se [A;B℄ 2M([A0;B0℄ n [Ci;Di℄), ent~ao [A;B℄ � [A0;B0℄ n [Ci;Di℄ � [A0;B0℄. Como [A0;B0℄ 2M( h1i [ Xi�1), ent~ao [A;B℄ �  h1i [ Xi�1. Logo [A;B℄ �  h1i [ Xi pois [A;B℄ \ [C;D℄ = ;.De ii.a) e ii.b) segue que [A;B℄ 2 IIi =) [A;B℄ �  h1i [ Xi. Logo, [IIi �  h1i [ Xi.iii) M( h1i [ Xi) � IIi.Seja [A;B℄ 2M( h1i[Xi). Como  h1i[Xi �  h1i[Xi�1, ent~ao M( h1i[Xi) �M( h1i[Xi�1).Logo, existe [A0;B0℄ 2 M( h1i [ Xi�1) tal que [A;B℄ � [A0;B0℄. Se [A0;B0℄ \ [C;D℄ = ;, ent~ao[A0;B0℄ 2 IIi por onstru�~ao; sen~ao se [A0;B0℄ \ [C;D℄ 6= ;, ent~ao [A;B℄ � [A0;B0℄ n [Ci;Di℄ pois[A;B℄\[Ci;Di℄ = ;. Logo, M([A;B℄) �M([A0;B0℄n[C;D℄) e, portanto, existe [A00;B00℄ 2M([A0;B0℄n



48 O Algoritmo ISI[Ci;Di℄) tal que [A;B℄ � [A00;B00℄. Por onstru�~ao, ou [A00;B00℄ 2 IIi ou existe [E;F℄ 2 IIi tal que[A00;B00℄ � [E;F℄.Portanto, para todo [A;B℄ 2 M( h1i [ Xi) existe [A0;B0℄ 2 IIi tal que [A;B℄ � [A0;B0℄. Isto �e,M( h1i [ Xi) � IIi.Como XX0 = ;, X0 =  h0i n ([XX0) =  h0i e II0 = f[;;W℄g = M(P(W)) = M( h1i [  h0i) =M( h1i [ X0), por indu�~ao em i temos que II = IIt =M( h1i).No tereiro passo do algoritmo uma obertura m��nima de  h1i �e alulada a partir dos intervalosobtidos no passo (2) do algoritmo, i.e., a partir de II =M( h1i). Logo, o resultado do algoritmo ISI�e uma obertura m��nima de  h1i, ujos intervalos est~ao ontidos em  h1i.4.2 Minimiza�~ao na Existênia de \Don't Cares"Em muitos asos, fun�~oes Booleanas n~ao s~ao ompletamente espei�adas, i.e., existem elementospara os quais o valor da fun�~ao n~ao �e onheido ou n~ao importa. Estes elementos s~ao denominadosdon't ares e s~ao denotados por  h�i. Logo, P(W) =  h1i [  h0i [  h�i.A observa�~ao aima �e espeialmente verdadeira para problemas de aprendizado de fun�~oes Bo-oleanas. Para n relativamente grande, em geral, a maior parte dos elementos de P(W) onstituemdon't ares, isto �e, n~ao s~ao observados nas imagens de treinamento. Logo, o n�umero de elementosem  h1i [  h0i �e, muitas vezes, relativamente pequeno se omparado ao total, 2n. Isto signi�a queos 0-ubos podem estar esparsamente distribu��dos no n-ubo e, portanto, o algoritmo QM pode n~aoser apaz de agrupar os sub-ubos, o que implia que uma redu�~ao signi�ativa da representa�~ao n~aoser�a alan�ada. Para obter uma boa redu�~ao na representa�~ao atrav�es do algoritmo QM, podemosonsiderar na primeira etapa do algoritmo todos os 0-ubos em  h1i [  h�i em vez dos 0-ubos em h1i somente, pois isto aumenta as possibilidades de agrupar os ubos. No entanto, o tempo ne-ess�ario para o �alulo de impliantes primos pode aumentar signi�ativamente, devido �a quantidadede dados adiionais a serem onsiderados. A tabela 4.1 (extra��da de [157℄) mostra algumas ompa-ra�~oes entre os algoritmos QM e ISI. Na existênia de don't ares, o desempenho do algoritmo ISI �elaramente superior ao QM.n j h0ij j h1ij j h�ij Intervalos ISI QMTempo Mem. Tempo Mem.11 655 1393 0 275 00:00:59 1991 00:00:51 1207111 425 688 935 135 00:00:50 2082 00:01:12 2166612 1035 3061 0 430 00:07:00 4580 00:07:07 3852412 712 724 2660 90 00:00:24 2202 00:20:10 8982415 16384 16384 0 1768 06:46:15 12728 07:19:54 21310115 1706 1031 30031 110 00:26:18 21389 > 4,5 dias -Tabela 4.1: Compara�~ao entre os algoritmos QM e ISI.Nesta se�~ao investigamos omo os \don't ares" s~ao tratados pelo algoritmo ISI. Se II h0i =f[C1;D1℄; [C2;D2℄; : : : ; [Ct;Dt℄g, ent~ao os intervalos gerados pelo algoritmo ISI durante a etapa de



4.2 Minimiza�~ao na Existênia de \Don't Cares" 49extra�~ao orrespondem a uma seq�uênia de fun�~oes Booleanas  0;  1; : : : ;  t, que s~ao araterizadaspor : 0h1i = P(W)  0h0i = ; 1h1i = P(W) n [C1;D1℄  1h0i = [C1;D1℄ 2h1i = P(W) n ([f[C1;D1℄; [C2;D2℄g)  2h0i = [f[C1;D1℄; [C2;D2℄g... ... th1i = P(W) n ([f[C1;D1℄; [C2;D2℄ : : : ; [Ct;Dt℄g)  th0i = [f[C1;D1℄; [C2;D2℄ : : : ; [Ct;Dt℄gAo �nal da etapa de extra�~ao, i.e., ap�os todos os intervalos de II h0i terem sido extra��dos, os intervalosresultantes obrem todos os elementos de  h1i [  h�i, isto �e, II = M( h1i [  h�i). Al�em disso, 0 >  1 >  2 > : : : >  t. A fun�~ao resultante  t �e onsistente om  h1i e  h0i, i.e.,  t(X) =  (X),8X 2  h1i[ h0i. Qualquer haveamento de  t sobre elementos em  h�i tamb�em resulta em fun�~oesonsistentes om  h1i e  h0i. Portanto, explorar estes haveamentos possibilita algumas variantesdo algoritmo ISI.4.2.1 Variantes do Algoritmo ISIO passo (3) do algoritmo ISI seleiona uma obertura m��nima de  h1i a partir dos impliantes primosalulados na etapa de extra�~ao. Se um intervalo gerado na etapa de extra�~ao n~ao ont�em nenhumelemento de  h1i, ent~ao nenhum de seus subintervalos os ont�em. Conseq�uentemente, nenhum dosintervalos gerados a partir deste intervalo ser�a neess�ario para obrir algum elemento de  h1i. Istosigni�a que, se existirem tais intervalos, eles ertamente ser~ao desartados na etapa de �aluloda obertura m��nima. Portanto, o algoritmo pode ser otimizado simplesmente eliminando-se, ap�osada itera�~ao do passo (2), todos os intervalos que n~ao obrem nenhum elemento de  h1i. Esteproedimento n~ao afeta o resultado �nal.O mesmo raio��nio n~ao vale para o algoritmo QM, uma vez que ao eliminarmos um intervalo nomeio do proesso de agrupamento podemos impedir que um intervalo de dimens~ao maior (que fariaparte do MSOP) seja formado.Variante 1: Calular uma obertura m��nima de  h1i periodiamenteQuanto maior o n�umero de intervalos em II h0i, maior tende a ser o n�umero de intervalos geradosdurante o passo (2) do algoritmo. Para n grande, o n�umero de intervalos gerados pode tornar-seomputaionalmente proibitivo. Uma heur��stia para manter o n�umero de intervalos relativamentepequeno em qualquer itera�~ao do passo (2) onsiste em alularmos uma obertura m��nima ap�osada n�umero �xo de itera�~oes. Se este n�umero, que denominamos per��odo, �e 1, ent~ao o n�umero deintervalos ao �nal de qualquer itera�~ao do passo (2) �e relativamente pequeno (n~ao pode passar dej h1ij). Uma poss��vel onseq�uênia �e que os intervalos resultantes podem n~ao ser uma oberturam��nima. Se o per��odo onsiderado for k = t = jII h0ij, ent~ao rea��mos no algoritmo original (i.e., aobertura m��nima s�o �e alulada ap�os a etapa de extra�~ao).



50 O Algoritmo ISIVariante 2: Interromper o proesso de extra�~ao quando todos os elementos de  h1iestiverem obertosEm vez de gerar todos os subintervalos quando um exemplo est�a sendo extra��do, pode-se gerar ossubintervalos at�e que todos os elementos de  h1i estejam obertos. Demais intervalos, mesmo aquelesque est~ao na �la para serem divididos, podem ser desartados. Este proedimento garante que todosos elementos de  h1i ontinuam obertos pelo onjunto de intervalos mantidos. Novamente, deve-senotar que os intervalos resultantes podem n~ao orresponder �a express~ao MSOP. Na pr�atia observou-se que esta variante tende a gerar muito mais intervalos do que a variante anterior e, portanto, tendea ser relativamente lento.4.2.2 ISI modi�ado para manipular \don't ares"Apresentamos a seguir uma modi�a�~ao do algoritmo ISI para manipular os don't ares adequada-mente (algoritmo 4.2). Levando em onta que a primeira variante engloba o algoritmo original omoum aso partiular, e que a segunda variante n~ao �e e�iente, a modi�a�~ao implementa a primeiravariante e introduz o parâmetro de per��odo, k. De agora em diante, qualquer men�~ao ao algoritmoISI refere-se ao algoritmo modi�ado.Entrada: W,  h1i, II h0i tal que [II h0i =  h0i, k (per��odo para �alulo de ober-tura m��nima)Sa��da: Cobertura minimal de  h1i1. II  � f[;;W℄g ;2. Para ada [C;D℄ 2 II h0i fa�a fPP � f[A;B℄ 2 II : [A;B℄\ [C;D℄ = ;g ;tmp  � f[A;B℄ 2 II : [A;B℄ \ [C;D℄ 6= ;g ;New  � ;;Para ada [A;B℄ 2 tmp fa�a fsplit �M([A;B℄ n [C;D℄) ;Para ada [A0;B0℄ 2 split fse n~ao existe [E;F ℄ 2 PP tal que [A0;B0℄ � [E;F ℄e se [A0;B0℄ obre algum elemento de  h1ient~ao New  � New [ f[A0;B0℄g ;ggII � PP [New ;Se o n�umero de exemplos proessados �e m�ultiplo de kou se esta �e a �ultima itera�~aoent~ao II � min over( h1i; II) ;g3. Retorne II. Algoritmo 4.2 Algoritmo ISI (modi�ado).Neste algoritmo modi�ado,  h1i [  h0i n~ao preisa ser o onjunto P(W). A ole�~ao de intervalosretornada �e uma ole�~ao de intervalos maximais que obre  h1i, mas n~ao obre nenhum elemento de h0i. Se k < jII h0ij ent~ao o resultado �e uma obertura minimal mas n~ao neessariamente m��nima;



4.2 Minimiza�~ao na Existênia de \Don't Cares" 51aso ontr�ario, o resultado �e uma obertura m��nima.O desempenho do algoritmo foi avaliado para v�arias entradas (variando-se o n�umero de vari�aveisn e o tamanho do onjunto  h1i [  h0i). Os elementos de  h0i n~ao foram agrupados em intervalos,mas poderiam ser agrupados usando um proesso an�alogo ao do algoritmo QM. As �guras 4.5 a 4.8mostram o desempenho do algoritmo ISI, para 4 entradas distintas. Para ada uma das entradas,diferentes per��odos foram utilizados. Cada �gura mostra gr�a�os que orrespondem, respetivamente,ao tempo de proessamento e ao tamanho da base. O per��odo est�a indiado no eixo das absissas deada gr�a�o.
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4.3 Algoritmo ISI omo um Algoritmo de Aprendizado 53Podemos observar que diferentes per��odos afetam o tempo de proessamento drastiamente, masn~ao afetam muito a quantidade de intervalos resultantes. O tempo de proessamento �e de�nidobasiamente em fun�~ao do tempo de extra�~ao de intervalos e o tempo de �alulo da obertura m��nima.Desta forma, para o per��odo k = 1, o tempo de proessamento pode ser grande pois a oberturam��nima �e alulada a ada itera�~ao do passo (2). Em geral, o tempo para �alulo de oberturam��nima depende de j h1ij e de jIIj. Por outro lado, para per��odos grandes, a quantidade de intervalosgerados pelas extra�~oes entre duas etapas de �alulo de obertura m��nima pode ser muito grande, oque implia em maior tempo de proessamento de extra�~ao. Per��odos intermedi�arios possuem tempode proessamento relativamente menor pois alulam a obertura m��nima pouas vezes e ao mesmotempo n~ao deixam a quantidade de intervalos gerados reser demasiadamente.O leitor atento deve ter notado que, nos gr�a�os, o n�umero de intervalos para per��odos k � jII h0ij�e maior que para alguns per��odos menores, ontrariando a observa�~ao feita no tereiro par�agrafoanterior a esta. Cabe registrarmos que isto deve-se ao fato de que a implementa�~ao do algoritmoutilizada para �alulo de obertura m��nima usa algumas heur��stias e portanto o resultado pode sersub�otimo.Nas situa�~oes em que os elementos de  h0i se enontram agrupados, espera-se que o tempo deproessamento seja menor em rela�~ao ao proessamento sem agrupamento pois o n�umero de itera�~oes�e menor no primeiro aso. Na tabela 4.2 mostramos o tempo de proessamento omparando os doisasos para algumas situa�~oes. Os intervalos foram agrupados usando um proesso similar ao doalgoritmo QM. Pode-se observar que quando jII h0ij �e signi�ativamente menor que j h0ij o tempode proessamento para o primeiro aso �e tamb�em signi�ativamente menor. No entanto, se levarmosem onta o tempo neess�ario para agrupamento, em geral, n~ao h�a vantagem.n j h1ij j h0ij Sem agrupamento Com agrupamentoTempo (seg.) jII h0ij agrup. (seg.) ISI (seg.) Total (agrup.+ISI)17 6218 10279 2257 7459 562 1481 204317 1609 11410 637 11022 508 826 133421 21371 40589 31150 28611 21698 16469 3816725 4202 37504 9469 33357 880 9290 10170Tabela 4.2: ISI om e sem agrupamento de elementos.4.3 Algoritmo ISI omo um Algoritmo de AprendizadoPara que um algoritmo seja interessante omo algoritmo de aprendizado, uma das prinipais a-rater��stias de interesse �e a sua apaidade de generaliza�~ao, isto �e, a apaidade de lassi�arorretamente os padr~oes n~ao observados durante o treinamento.Na etapa de �alulo da obertura m��nima s~ao seleionados os intervalos su�ientes para obrirtodos os elementos de  h1i. Portanto, os don't ares que s~ao obertos por estes intervalos seleionadoss~ao tamb�em mapeados para 1; aqueles que n~ao s~ao obertos s~ao mapeados para 0. Tanto a varianteoriginal do ISI omo o QM (quando todos os don't ares s~ao onsiderados omo 1) fazem a mesmageneraliza�~ao, uma vez que os intervalos alulados na primeira etapa s~ao os mesmos. Al�em disso,pela observa�~ao j�a feita, o ISI om per��odo k � jII h0ij tamb�em faz a mesma generaliza�~ao. Per��odosmenores que este podem produzir generaliza�~oes diferentes, uma vez que os intervalos alulados na



54 O Algoritmo ISIprimeira etapa n~ao s~ao neessariamente a ole�~ao de todos os impliantes primos.As �guras 4.9 a 4.12 mostram gr�a�os om o erro MAE (estimado sobre um onjunto de imagensde valida�~ao) para os 4 asos aima.
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PSfrag replaements Per��odo kMAEFigura 4.10: Erro MAE para ISI om diferentes per��odos (n = 17, j h1ij = 1609e j h0ij = 11410).Podemos observar que h�a poua diferen�a entre os erros MAE assoiados a diferentes per��odos.A ompara�~ao do ISI om outros algoritmos de aprendizado n~ao faz parte do esopo desta tese. Napr�atia, observou-se que o ISI apresenta uma boa apaidade de generaliza�~ao para diversos problemasde proessamento de imagens. Alguns resultados podem ser vistos no ap��tulo de aplia�~oes ao �naldesta tese.4.4 Paraleliza�~ao do ISIOs algoritmos de minimiza�~ao s~ao omputaionalmente omplexos, exigindo, em geral, muito tempode proessamento e espa�o de mem�oria. Uma possibilidade para reduzir esta omplexidade seria asua paraleliza�~ao. Um k-ubo, k > 0, pode ser deomposto omo a uni~ao de dois (k � 1)-ubosdisjuntos, os quais podem ser deompostos respetivamente omo a uni~ao de dois (k � 2)-ubosdisjuntos e assim por diante. Portanto, pode-se onsiderar um k-ubo omo uma uni~ao de ubosde dimens~ao menor. Isto sugere de imediato uma poss��vel paraleliza�~ao do algoritmo ISI. O n-uboiniial pode ser partiionado em t sub-ubos disjuntos, digamos C1; C2; : : : ; Ct. Da mesma forma, oonjunto  h1i[ h0i pode ser subdividido em t sub-grupos, G1; G2; : : : ; Gt. O onjunto Gi onsiste de
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56 O Algoritmo ISITodas as partes produzidas pelo primeiro proedimento tendem a onter aproximadamente jX j=nmaxelementos. Esta reguralidade n~ao aontee no segundo proedimento. Um m algoritmo reursivo queimplementa o primeiro proedimento �e apresentado a seguir (Algoritmo 4.3).Entrada: W,  h1i [  h0i, nmax (n�umero m�aximo de elementos em ada parte daparti�~ao)Sa��da: Parti�~ao fPi; i 2 Ig, subole�~oes fXi : i 2 Ig.1. next � 1 ; P1  � [;;W℄ ; X1  �  h1i [  h0i ;2. Partiione([;;W℄;X1; 1) ;3. Retorne parti�~ao fPi : 1 � i � nextg e subonjuntos fXi : 1 � i � nextg.Partiione([A;B℄;X ; i) fPara todo wj 2 W sejata  � jfX 2 X : X 2 [A;B \ fwjg℄gj ;tb  � jfX 2 X : X 2 [A [ fwjg;B℄gj ;d[j℄ � jta � tbj ;m � argjminfd[j℄ : 1 � j � jWjg ;Xa  � fX 2 X : X 2 [A;B \ fwmg℄g ;Xb  � fX 2 X : X 2 [A [ fwmg;B℄g;Se jXaj � nmax fXi  � Xa ; Pi  � [A;B \ fwmg℄ ;gsen~ao Partiione([A;B \ fwmg℄;Xa; i) ;Se jXbj � nmax fnext � next+ 1 ;Xnext  � Xb ; Pnext  � [A [ fwmg;B℄ ;gsen~ao Partiione([A [ fwmg;B℄;Xb; next) ;g Algoritmo 4.3 Algoritmo de Partiionamento.A parti�~ao gerada pelo algoritmo pode ser interpretada omo sendo a parti�~ao assoiada a umaexpans~ao de Shannon, onforme visto na se�~ao 2.3. O algoritmo ISI pode ser adaptado para que ointervalo iniial seja um intervalo qualquer. Logo, o ISI pode ser apliado sobre ada uma das partes[Ai;Bi℄ e seus respetivos elementos Xi para gerar as fun�~oes  i, assoiadas as partes da parti�~ao. Afun�~ao sobre o intervalo [;;W℄ �e dada por  = _ti=1 i.Os gr�a�os da �gura 4.13 e 4.14 omparam o tempo de proessamento, o tamanho da base e oerro MAE das fun�~oes geradas pelo algoritmo ISI e pelo algoritmo ISI que explora as parti�~oes deP(W). Os resultados referentes ao ISI est~ao mais a esquerda, enquanto os referentes ao ISI paraleloest~ao mais a direita. No eixo das absissas est�a indiado o per��odo k para o ISI e n�umero m�aximode elementos na parti�~ao para o ISI paralelo.
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4.5 Coment�arios 59Mesmo om a utiliza�~ao de um �unio proessador, o tempo total gasto por este algoritmo paralelo�e inferior ao tempo gasto pelo ISI. Para expliar esta a�rma�~ao, analisamos as urvas no gr�a�o da�gura 4.15. Seja T o n�umero m�aximo de elementos em ada parte da parti�~ao. Se j h1i [ h0ij � T
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j h1i [  h0ijFigura 4.15: ISI � ISI paralelo : tempo de proessamento variando j h1i[ h0ij.ent~ao o ISI paralelo n~ao ria parti�~ao e seu tempo de proessamento �e igual ao do ISI. Suponha queo tempo gasto pelo ISI para T elementos �e totT . Se j h1i [ h0ij = m � T , ent~ao o tempo gasto peloISI paralelo �e de aproximadamente m � totT . No entanto, o tempo gasto pelo ISI n~ao �e linear notamanho j h1i [ h0ij, onforme mostra a urva da �gura 4.15. Em ontrapartida, tanto o tamanhoda base omo o MAE do operador produzido pelo algoritmo paralelo tendem a ser maiores do que odo ISI. Vale notar tamb�em que a disjun�~ao das partes Ci pode ser explorada para uma implementa�~aoe�iente do operador projetado.4.5 Coment�ariosNeste ap��tulo apresentamos detalhadamente o algoritmo ISI, om demonstra�~ao de sua orretude.A sua generaliza�~ao (na qual os elementos extra��dos s~ao intervalos e n~ao pontos isolados) bem omo aprova da orretude s~ao ontribui�~oes originais deste trabalho. Analisamos tamb�em algumas varia�~oesdeste algoritmo e sua implia�~ao no ontexto de minimiza�~ao de fun�~oes Booleanas (tamanho derepresenta�~ao da fun�~ao) e no ontexto de aprendizado omputaional (apaidade de generaliza�~aoexpressa atrav�es da preis~ao MAE estimada sobre algumas imagens-teste).O algoritmo apresentado originalmente em [157℄ onsidera quatro variantes do algoritmo : ISI-0(que �e a vers~ao que n~ao �ltra os intervalos que n~ao ont�em elementos de  h1i), ISI-1 (que orrespondeao algoritmo modi�ado om k = j h0ij), ISI-2 (que orresponde a segunda variante disutida aima)e ISI-3 (que orresponde ao algoritmo modi�ado om k = 1). A variante ISI-3 foi menionada omouma das mais e�ientes em geral. Com o uso de um per��odo k adequado, onseguimos uma redu�~aode tempo de proessamento da ordem de 10 ou mais em rela�~ao ao ISI-3 (per��odo k = 1).O algoritmo ISI pode, por um lado, ser essenialmente visto omo um algoritmo alternativo paraminimiza�~ao de fun�~oes Booleanas. Ele �e espeialmente adaptado para os asos nos quais o n�umero de\don't ares" �e muito grande relativamente ao total observado. A heur��stia (per��odo para �alulo deobertura) e a paraleliza�~ao proposta permitem a minimiza�~ao de fun�~oes Booleanas om um n�umero



60 O Algoritmo ISIrelativamente grande de vari�aveis. Observamos experimentalmente que os resultados obtidos om autiliza�~ao da heur��stia proposta s~ao em geral muito pareidos om o resultado �otimo, em termos den�umero de intervalos. Por outro lado, no ontexto de aprendizado omputaional, o algoritmo ISIapresenta boa apaidade de generaliza�~ao para problemas de proessamento de imagens bin�arias.Para uma an�alise mais ompleta do algoritmo neste ontexto, ompara�~oes om outros algoritmosseriam neess�arias. Por�em, por n~ao fazer parte dos objetivos da tese, ela n~ao �e onsiderada nestetrabalho.Lembramos tamb�em que o rit�erio utilizado pelos algoritmos para minimiza�~ao de fun�~oes Bo-oleanas �e essenialmente alg�ebrio. Na segunda parte dos algoritmos itados, a obertura m��nima�e esolhida tomando-se omo prinipais rit�erios o n�umero de intervalos (que �e minimizado) e otamanho de ada intervalo (que �e maximizado). Este rit�erio tem omo objetivo minimizar a repre-senta�~ao da fun�~ao Booleana resultante e enontra motiva�~ao na �area de iruitos l�ogios digitais,onde a utiliza�~ao de um menor n�umero de portas l�ogias e pinos de entrada �e uma preoupa�~aoonstante. Por�em, quando analisamos o problema no ontexto de aprendizado, outros rit�erios po-deriam ser mais interessantes. Por exemplo, os intervalos andidatos �a obertura poderiam ter omoatributo um peso que depende das probabilidades de seus elementos. Assim, uma obertura �otiman~ao onteria neessariamente um menor n�umero de intervalos, mas poderia ser alulada dando-semaior importânia aos intervalos que agrupam objetos semelhantes (geometriamente) ou possuemelementos om arater��stias probabil��stias mais interessantes.



Cap��tulo 5Projeto Multi-est�agio de W-operadoresUm operador pode ser obtido ompondo-se operadores mais simples. Por exemplo, um problema deontagem de objetos em uma imagem ruidosa poderia ser deomposto em quatro subproblemas : �l-tragem de ru��do, reale de arestas, segmenta�~ao dos objetos, e ontagem propriamente dita. Cada umdestes subproblemas est�a assoiado a um objetivo espe���o. O operador �nal, que resolve o problemaoriginal, �e obtido ompondo-se seq�uenialmente os operadores que resolvem os subproblemas.Para projetar um operador podemos projetar ada um de seus omponentes e ompô-los de formaadequada. Esta forma de projeto �e denominado projeto multi-est�agio. O projeto de ada um dosomponentes orresponde a um est�agio do projeto. Em [144℄, os autores analisam v�arias formas deprojeto dois-est�agios. O projeto multi-est�agio �e tamb�em abordado no ontexto de stak-�lters [133℄.No projeto multi-est�agio, o projeto de um operador pode depender do resultado de um outro ope-rador, omo no exemplo itado aima. A tarefa de estabeleer os objetivos intermedi�arios adequadosrequer onheimentos espe���os. Para evitar esta di�uldade, podemos onsiderar uma partiularformula�~ao na qual todos os objetivos intermedi�arios oinidem om o objetivo �nal. Neste aso, oprojeto multi-est�agio pode ser visto omo uma t�enia de re�namento de solu�~oes na qual o operadorprojetado aproxima-se ada vez mais do objetivo. Esta abordagem, restrita ao aso de operadoresresentes, aparee em [55℄ om o nome de projeto iterativo.Conforme veremos na pr�oxima se�~ao, a omposi�~ao de t operadores que dependem de janelasW1;W2; : : : ;Wt, respetivamente, resulta em um operador que depende da janela W1�W2�: : :�Wt.Portanto, projetar operadores sobre janelas pequenas iterativamente e depois ompô-los �e uma t�eniaque permite projetar operadores sobre janelas grandes. Esta t�enia aproveita o fato de que o projetode operadores sobre janelas pequenas �e omputaional e estatistiamente mais simples do que sobreuma janela grande.Neste ap��tulo, v�arios aspetos da estrat�egia de projeto multi-est�agio (no sentido iterado desritoaima), para operadores n~ao neessariamente resentes, s~ao analisados sob um ponto de vista pr�atio.
61



62 Projeto Multi-est�agio de W-operadores5.1 Considera�~oes IniiaisSeja 	1 : P(E)! P(E) um W-operador e seja 	2 : P(E)! P(E) um W0-operador, om as respetivasfun�~oes arater��stias  1 e  2, onde W = fw1; w2; : : : ; wng e W0 = fw01; w02; : : : ; w0mg. Ent~ao,z 2 	2	1(S)() (5.1)()  2(	1(S)�z \W0) = 1()  2�1	1(S)(z + w01); 1	1(S)(z +w02); : : : ; 1	1 (S)(z +w0m)� = 1()  2� 1(1S(z +w01 +w1); : : : ; 1S(z+w01+wn)); : : : ;  1(1S(z+w0m+w1); : : : ; 1S(z+w0m+wn))� = 1O lado direito da express~ao de�ne uma fun�~ao de W �W0 ! f0; 1g que arateriza o operadoromposi�~ao de 	1 om 	2. Ele depende de valores de S na soma de Minkowski W�W0. A �gura 5.1mostra os pontos da imagem dos quais depende o resultado da omposi�~ao de dois operadores sobrea janela W1�3, ujo entro oinide om a origem.PSfrag replaements S	1(S)	2	1(S) zz + w01 z + w02 z + w03
z+w0 1+w 1 z+w0 1+w 2 z+w0 1+w 3

Figura 5.1: Composi�~ao de operadores.A omposi�~ao de t operadores, 	1;	2; : : : ;	t , loalmente de�nidos, respetivamente, sobre asjanelas Wi, i = 1; 2; : : : ; t �e denotada 	t = 	t 	t�1 : : : 	2 	1 (ou tamb�em 	t = 	t	t�1). O operador	t �e um Wt-operador, onde Wt = W1 �W2 � : : :�Wt. Se Wi = W para todo i = 1; 2; : : : ; t, ent~ao	t �e um tW-operador, onde tW �e a soma de Minkowski de W por ele mesmo t� 1 vezes.Nem todos os tW-operadores podem ser expressos omo uma omposi�~ao de t operadores. Istosigni�a que a lasse de operadores ompostos 	t �e menor que a lasse de tW-operadores. Con-seq�uentemente, se 	opt;tW denota o tW-operador �otimo e 	iopt denota o operador �otimo onsistindoda omposi�~ao de i W-operadores, vale a rela�~aoMAEh	opt;tWi �MAEh	topti �MAEh	t�1opt i � : : : �MAEh	1opti: (5.2)Vamos supor que 	topt �e o operador omposto �otimo, para t itera�~oes sobre uma janela W0. Noteque 	topt �e omposto por t operadores, ada qual de�nidos por 2jW0j parâmetros. Logo, para projetar	̂topt (o estimador de 	topt), o n�umero total de parâmetros que preisam ser estimados �e t � 2jW0j. Por



5.1 Considera�~oes Iniiais 63outro lado, seja 	opt;W , W = tW0, o operador (n~ao-iterado) �otimo sobre W. Neste aso, o n�umerode parâmetros que preisam ser estimados para estimar 	̂opt;W �e 2jWj. Por exemplo, se W0 = W3�3e W = W5�5, isto �e, t = 2 e W = 2W0, ent~ao para projetar um operador de 2 itera�~oes sobre W0preisamos estimar 2 � 29 parâmetros, enquanto que para projetar um operador sobre W preisamosestimar 225 parâmetros.Conseq�uentemente, um operador omposto �otimo 	topt possui menos parâmetros a serem es-timados e portanto a sua preis~ao, E[�(	̂topt ;	topt) ℄, pode ser muito melhor que a preis~aoE[�(	̂opt;W ;	opt;W) ℄ de 	̂opt;W . A itera�~ao �e estatistiamente vantajosa seE[�(	̂topt;	topt) ℄ + �(	topt ;	opt;W) < E[�(	̂opt;W ;	opt;W) ℄ (5.3)Se a desigualdade aima �e satisfeita, isto signi�a que projetar operadores sobre uma janela grandeatrav�es da omposi�~ao de operadores projetados sobre janelas pequenas resulta em melhores opera-dores do que projetar um operador diretamente sobre a janela grande.5.1.1 Detalhes do ProjetoComentamos anteriormente que, do ponto de vista do usu�ario, uma das di�uldades do projeto multi-est�agio seria a espei�a�~ao dos objetivos intermedi�arios e, portanto, uma alternativa seria �xar todosos objetivos intermedi�arios iguais ao objetivo �nal. Analisamos aqui estas duas possibilidades sob oponto de vista de projeto.A primeira possibilidade, om objetivos intermedi�arios distintos, �e ilustrada na �gura 5.2(a).Aqui, o objetivo �nal �e a minimiza�~ao global da diferen�a entre 	t(S) = 	t(	t�1(: : : (	1(S)) : : :)) eIt. Este n~ao �e neessariamente obtido minimizando-se os erros entre 	1(S) e I1, 	2(I1) e I2, e assimpor diante. Na pr�atia, ele depende da minimiza�~ao entre 	1(S) e I1, 	2(	1(S)) e I2, e assim pordiante. Isto signi�a que a minimiza�~ao envolve um proesso de otimiza�~ao global om rela�~ao aoespa�o de todos os parâmetros que de�nem 	t. Em outras palavras, os t omponentes devem seranalisados onjuntamente, resultando em um problema ombinat�orio altamente omplexo. Em [144℄,algoritmos para t = 2, om restri�~oes sobre o tipo de operadores em um dos est�agios, foram propostos;por�em eles n~ao s~ao apli�aveis para t > 2.A segunda possibilidade, na qual todos os objetivos intermedi�arios oinidem om o objetivo �nal,�e ilustrada na �gura 5.2(b). Neste aso, a otimiza�~ao �e loal, isto �e, minimizam-se as diferen�as entre	1(S) e I, 	2(S) e I, 	3(S) e I, e assim por diante. Isto signi�a que ada um dos omponentespode ser projetado individualmente: S �e utilizada para projetar 	1, 	1(S) para projetar 	2, 	2(S)para projetar 	3, e assim por diante.No projeto multi-est�agio autom�atio, ada um dos omponentes do operador deve ser projetadoautomatiamente. Sob o ponto de vista de projeto, a segunda possibilidade pode ser failmenteimplementada pois ada um dos omponentes pode ser individualmente projetado. No aso daprimeira possibilidade, al�em da di�uldade do ponto de vista de usu�ario, existe tamb�em a di�uldadedo ponto de vista de projeto.5.1.2 Detalhes dos ExperimentosO restante deste ap��tulo analisa v�arios aspetos relaionados ao projeto multi-est�agio de operadores(no sentido iterativo). Estas an�alises s~ao efetuadas a partir de observa�~oes experimentais.



64 Projeto Multi-est�agio de W-operadoresPSfrag replaements
S II1 I2 It�1	Wt	1(S)	2(S)	t�1(S) 	1 	2 	3 	t�1 	t: : :(a) Objetivos intermedi�arios distintosPSfrag replaements
S II1I2It�1 	Wt	1(S) 	2(S) 	t�1(S)	1 	2 	3	t�1 	t: : :(b) Objetivos intermedi�arios iguaisFigura 5.2: Duas possibilidades para projeto multi-est�agio.O n�umero de itera�~oes t foi de�nido arbitrariamente para ada experimento assim omo as res-petivas janelas Wi, i = 1; 2; 3; : : : ; t. Dadas algumas imagens de treinamento (S; I), realiza�~oes deum proesso (S; I), um primeiro operador 	1 �e projetado utilizando-se a janela W1 de forma que	1(S) seja um estimador de I. Em seguida, um segundo operador 	2 �e projetado sobre a janela W2de modo que 	2(	1(S)) seja um estimador de I. Da mesma forma, um tereiro operador �e projetadode forma que 	3(	2(	1(S))) seja um estimador de I, e assim por diante. Portanto, para t itera�~oeso proesso todo �e omposto de t est�agios de treinamento. Diversas janelas1 foram utilizadas nosexperimentos.Existem algumas possibilidades quanto a quest~ao de omo os dados de treinamento s~ao utilizadosneste proesso. Uma estrat�egia simples �e a utiliza�~ao de todo o onjunto de dados de treinamentoem ada um dos est�agios de treinamento. Uma outra possibilidade onsiste em subdividir o onjuntode dados de treinamento em t subonjuntos (disjuntos ou n~ao) e utilizar um para ada est�agio detreinamento. Iniialmente onsideramos o uso de todo o onjunto de imagens em ada est�agio detreinamento, e na �ultima se�~ao analisamos o aso em que os onjunto de imagens de treinamento s~aosubdivididos em subonjuntos.Para os testes experimentais realizados, utilizamos tanto imagens sint�etias quanto imagens reais.Cada grupo de imagens foi separado em dois subgrupos: as imagens de treinamento, utilizadaspara projetar os operadores, e as imagens de valida�~ao, utilizadas para avaliar o desempenho dos1Ver in��io do texto para as nota�~oes utilizadas.



5.1 Considera�~oes Iniiais 65operadores projetados. A seguir desrevemos e mostramos partes de algumas destas imagens.Imagens om ru��do sal-e-pimenta : este grupo ont�em imagens orrompidas por ru��do do tiposal-e-pimenta (ru��dos aditivos e subtrativos pontuais), ambos om 15% de densidade (�gura 5.3), isto�e, a probabilidade de que um ponto da imagem tenha sido orrompido �e 0:15. Diferentes realiza�~oesdo mesmo tipo de ru��do foram simuladas sobre uma mesma imagem, de tamanho 256�256, formandov�arios pares de imagens observadas-ideais (neste aso as imagens ideais s~ao sempre as mesmas).
(a) Observada (b) IdealFigura 5.3: Imagens om ru��do do tipo sal-e-pimenta.Modelo Booleano [123℄ e ru��do Booleano: este grupo onsiste de imagens geradas seguindo-se o proesso desrito a seguir. Primeiramente, alguns pontos na imagem s~ao sorteados de aordoom o modelo binomial, om intensidade D = 0:002 sendo a probabilidade de um erto ponto seresolhido. A seguir, onsideramos um proesso de gr~aos prim�arios que geram onjuntos aleat�orios,os quais s~ao oloados sobre os pontos esolhidos. O gr~ao prim�ario onsiderado aqui �e um quadradoZ�Z, onde Z �e uma aproxima�~ao disreta de uma vari�avel aleat�oria Gaussiana om m�edia � = 11 evariânia �2 = 4. Os proessos de ru��do aditivo e subtrativo s~ao tamb�em proessos aleat�orios disretosindependentes do proesso das imagens. O gr~ao prim�ario do proesso de ru��do �e um subonjunto doquadrado 3 � 3, om o tamanho de ada gr~ao uniformemente distribu��do sobre o intervalo [1; 5℄. Aintensidade dos ru��dos aditivo e subtrativo s~ao dados, respetivamente, por Da e Ds. A �gura 5.1.2mostra parte de uma realiza�~ao do proesso de imagem e parte de três realiza�~oes de imagens ruidosasom diferente intensidade de ru��do. O tamanho da imagem �e 512� 512.Reonheimento de Carateres: algumas p�aginas esolhidas ao aaso de dois livros foram digi-talizadas a 200dpi (\dots per inh" ou seja, pontos por polegada), e em seguida binarizadas atrav�esde uma simples limiariza�~ao. Para ada imagem do primeiro livro, foi gerada uma imagem ontendosomente as letras s min�usulas. Similarmente, para ada imagem do segundo livro foi gerada umaimagem ontendo somente as letras 'a' min�usulas. Em seguida, todas as imagens foram reduzidaspor um fator de 2, eliminado-se uma a ada duas olunas e uma a ada duas linhas das imagens.Uma pequena parte de duas destas imagens s~ao mostradas nas �guras 5.5 e 5.6. Os tamanhos daimagens reduzidas s~ao aproximadamente 375�310 para o primeiro livro, e 410�335 para o segundo.
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(a) Ideal (b) Da = 0:02; Ds = 0:01

() Da = Ds = 0:02 (d) Da = Ds = 0:06Figura 5.4: Modelo Booleano.5.2 N�umero Cresente de Itera�~oesApesar de sabermos que, do ponto de vista te�orio, o MAE derese a medida que o n�umero deitera�~oes aumenta (Eq. 5.2), na pr�atia os operadores s~ao projetados a partir de um n�umero �nitode dados e portanto n~ao se pode a�rmar o mesmo em rela�~ao aos operadores estimados. Nesta se�~aoanalisamos experimentalmente omo os operadores estimados se omportam em termos de erro, paraum n�umero �xo de dados de treinamento e para uma janela �xa, a medida que o n�umero de itera�~oesaumenta.A �gura 5.7 mostra 4 gr�a�os de erro MAE. Cada gr�a�o mostra a varia�~ao do erro MAE amedida que o n�umero de itera�~oes aumenta. O erro das imagens originais n~ao �e ilustrado nos gr�a�ose, portanto, n~ao podemos ver a diminui�~ao de erro devido ao primeiro operador. Em geral, a redu�~aode erro devido ao primeiro operador �e signi�ativo, muito mais do que a redu�~ao devida aos operadoressubseq�uentes.Podemos observar, na maioria do gr�a�os, que existe uma redu�~ao vis��vel do erro nas primeirastrês ou quatro itera�~oes e que, a partir desse ponto, a redu�~ao de erro torna-se desprez��vel (as urvastornam-se quase horizontais). Em geral, o ponto no qual a urva ome�a a tornar-se horizontal podeestar indiando que itera�~oes adiionais n~ao ser~ao �uteis para reduzir o erro. Este ponto pode serinterpretado omo o n�umero de itera�~oes a ser onsiderado para o problema espe���o em quest~ao.No segundo gr�a�o podemos observar um ligeiro aumento de erro da segunda para a tereira
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(a) Observada (b) IdealFigura 5.5: Reonheimento de letra s (livro 1).
(a) Observada (b) IdealFigura 5.6: Reonheimento de letra a (livro 2).itera�~ao. Observamos tamb�em asos nos quais as urvas apresentam pequenas osila�~oes. Estesomportamentos oorrem pois os operadores s~ao estimados a partir de dados. Al�em disso, quandoas itera�~oes s~ao sobre janelas grandes, as urvas s~ao quase horizontais mesmo nas primeiras ite-ra�~oes. Isto signi�a que pratiamente n~ao h�a redu�~ao de erro da primeira itera�~ao para as itera�~oessubseq�uentes. Este aso ser�a retomado mais adiante.5.3 N�umero Cresente de Dados de TreinamentoFixada uma janela, sabemos que os operadores projetados a partir de uma quantidade maior de dadosde treinamento s~ao mais preisos que os operadores projetados a partir de uma pequena quantidadede dados de treinamento.Nesta se�~ao analisamos o que aontee om a urva de erro ao longo das itera�~oes se variamos aquantidade de dados de treinamento. Cada um dos gr�a�os das �guras. 5.8 e 5.9 mostra as urvas deerro para diferentes quantidades de exemplos de treinamento. Os r�otulos que aompanham as urvasindiam o n�umero de pares de imagens utilizados no treinamento.Em geral, o aumento de exemplos de treinamento implia em aumento da preis~ao do operadorprojetado, de forma onsistente para todas as itera�~oes. Esta rela�~ao �e bastante �obvia enquanto a
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(b) Reonheimento de aratere, janela W7�7
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(d) Reonheimento de aratere, janela W13�13Figura 5.9: Evolu�~ao das urvas de erro ao longo das itera�~oes, para diferentesquantidades de exemplos de treinamento (reonheimento de letra s).Caso aConsideramos aqui as imagens om ru��do do tipo sal-e-pimenta. A �gura 5.10 ilustra o desempenho deoperadores iterados sobre W5 ontra aqueles iterados sobre a janela W13, para diferentes quantidadesde exemplos de treinamento. Note que a medida que o n�umero de exemplos de treinamento aumenta,as itera�~oes sobre ambas as janelas onvergem para um mesmo erro. Esta onvergênia pode ser umindiador de que a quantidade de dados de treinamento j�a �e estatistiamente su�iente para ambas asjanelas e que dados de treinamento adiionais ir~ao melhorar a preis~ao do operador apenas por umafra�~ao que pode ser desprez��vel. Neste aso, notamos que o operador iterado sobre a janela menorpossui uma preis~ao similar, apenas um pouo inferior, ao operador iterado sobre a janela maior,independente da quantidade de exemplos utilizada.A �gura 5.11 mostra os resultados de quatro itera�~oes sobre a janela ruz, enquanto a Fig. 5.12mostra os resultados de duas itera�~oes sobre a janela W13, ambos a partir de três pares de imagens
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(a) Itera�~ao 1 (b) Itera�~ao 2 () Itera�~ao 3 (d) Itera�~ao 4Figura 5.11: Resultados de 1 a 4-itera�~oes (janela W5).

(a) Itera�~ao 1 (b) Itera�~ao 2Figura 5.12: Resultados de 1 e 2-itera�~oes (janela W13).Com isso, para uma quantidade grande de exemplos de treinamento, os operadores iterados sobre ajanela maior apresentam desempenho superior aos iterados sobre a janela menor.Caso Neste aso, onsideramos o problema de reonheimento de arateres. A �gura 5.14 mostra odesempenho de operadores iterados sobre a janela W3�3 ontra o desempenho dos operadores iteradossobre a janela W5�5, para diferente quantidade de exemplos de treinamento. Itera�~oes sobre a janelapequena produzem operadores om desempenho muito frao em rela�~ao aos operadores iterados sobrea janela maior, mesmo para quantidades pequenas de exemplos de treinamento. Conjeturamos queeste desempenho pobre do operador sobre a janela menor �e onseq�uênia da inabilidade do operador,em qualquer est�agio de itera�~ao, de apturar as arater��stias das formas (importantes nas letras),devido ao tamanho reduzido da janela.
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5.4 Itera�~oes sobre Diferentes Janelas 755.4.1 ExemplosSuponha que o tamanho m�aximo da janela est�a estabeleido e, portanto, qualquer operador projetadon~ao deve depender de janela maior que a �xada. Esta �e uma hip�otese razo�avel pois, na pr�atia, a im-plementa�~ao de operadores pode estar sujeito a v�arias limita�~oes, tais omo a veloidade de aplia�~aodos mesmos e, prinipalmente, a quantidade de portas l�ogias (ou iruitos) para a implementa�~aode hardware dediado, omo o aso de impressoras. Desta forma, itera�~ao sobre janelas pequenas en�umeros menores de itera�~oes tornam-se arater��stias desej�aveis. Portanto, gostar��amos de saberqual �e o melhor operador multi-est�agio que pode ser projetado a partir de um onjunto de exemplosdispon��veis e que uja janela n~ao ultrapassa o tamanho m�aximo estabeleido.Aqui investigamos, experimentalmente, o omportamento de v�arios operadores iterados, sobrediferentes janelas e diferentes quantidades de exemplos de treinamento. A janela m�axima �e �xadaomo sendo um m�ultiplo da janela W3�3, e onsideramos a tabela de equivalênia 5.1 para efeitos deompara�~ao. 2W3�3 1W5�53W3�3 1W7�74W3�3 2W5�5 1W9�95W3�36W3�3 3W5�5 2W7�7 1W13�137W3�38W3�3 4W5�5 2W9�99W3�3 3W7�710W3�3 5W5�511W3�312W3�3 6W5�5 4W7�7 3W9�9 2W13�13Tabela 5.1: Itera�~oes equivalentesPor exemplo, a quinta linha da tabela india que 6 itera�~oes sobre a janela W3�3 s~ao equivalentesa 3 itera�~oes sobre a janela W5�5; o qual, por sua vez, �e equivalente a 2 itera�~oes sobre a janelaW7�7, que �e equivalente a 1 itera�~ao sobre a janela W13�13. Se a janela m�axima �e W13�13, qual daspossibilidades resulta no melhor operador ?A �gura 5.15 mostra o desempenho de operadores iterados sobre diferentes janelas (seguindo atabela 5.1), para diferentes quantidades de exemplos de treinamento, para o problema de reonhei-mento de letra \s". Omitimos a urva para a janela W3�3 pois o erro �e muito maior omparado aodas demais janelas, prejudiando a visualiza�~ao da urvas.A �gura 5.16 mostra uma pequena parte de uma imagem de teste e os resultados obtidosapliando-se os operadores de 1 e 2 itera�~oes sobre a janela W7�7.A �gura 5.17 mostra os desempenho dos operadores iterados sobre diferentes janelas, para dife-rentes quantidades de imagens de treinamento, para o modelo de ru��do Booleano.A �gura 5.18 mostra uma pequena parte de uma imagem de teste e os resultados obtidosapliando-se os operadores de 1 a 6 itera�~oes, treinados a partir de 6 pares de imagens sobre umajanela W5�5, para o modelo Da = 0:06;Ds = 0:06.
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(a) Teste (b) Resultado da itera�~ao 1 () Resultado da itera�~ao 2Figura 5.16: Resultados para reonheimento de aratere \s". Duas itera�~oessobre a janela W7�7, usando 6 pares de imagens de treinamento.
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(b)Figura 5.17: Diferentes janelas de itera�~ao { modelo Booleano (Da = Ds = 0:02).
(a) Teste (b) Itera�~ao 1 () Itera�~ao 2 (d) Itera�~ao 3

(e) Itera�~ao 4 (f) Itera�~ao 5 (g) Itera�~ao 6Figura 5.18: Modelo Booleano (Da = 0:06;Ds = 0:06). Imagem de teste eresultados de 1 a 6 itera�~oes.



78 Projeto Multi-est�agio de W-operadores5.5 Diferentes Formas de TreinamentoO erro dos operadores projetados sobre janelas grandes em rela�~ao as imagens de treinamento �e, emgeral, muito pr�oximo de zero (veja a Fig. 5.19). Em outras palavras, para uma dada imagem detreinamento S, 	(S) �e muito pr�oxima da respetiva imagem ideal I. Portanto, o segundo operador	2 projetado a partir dos pares (	1(S); I) e os operadores das itera�~oes subseq�uentes pouo ou nadapreisam fazer para melhorar 	(S). Entretanto, quando estes operadores s~ao apliados sobre asimagens que n~ao foram utilizadas para o treinamento, eles podem apresentar um desempenho bemdiferente. O operador 	1 provavelmente n~ao produzir�a erro t~ao pr�oximo de zero e os operadoressubseq�uentes n~ao ser~ao, por sua vez, apazes de orrigir os erros deixados por 	1, uma vez que elesn~ao foram treinados para isso. Esta �e uma das raz~oes que expliam porquê os operadores projetadossobre janelas grandes possuem urvas de erro quase horizontais, ou �as vezes at�e resentes.
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5.5 Diferentes Formas de Treinamento 79N = 11, N = 15 e N = 20, respetivamente, sobre as imagens de teste, omM variando de (N+1)=2a N . O eixo das absissas india o valor de M e os r�otulos das urvas indiam o est�agio de itera�~ao.Nas primeiras itera�~oes, quanto maior o valor de M , menor o erro MAE. No entanto, nas �ultimasitera�~oes, o MAE �e m��nimo para M menor que N (isto �e, para asos em que um subonjunto dasimagens de treinamento foi utilizado em ada est�agio de treinamento em vez do onjunto todo). Logo,o uso de todas as imagens de treinamento em todas os est�agios de treinamento pode n~ao resultar,neessariamente, no melhor operador multi-est�agio (em termos estat��stios).
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PSfrag replaements MFigura 5.24: Desempenho sobre as imagens de teste (N = 20).Por que subdividir os dados de treinamento pode ser vantajoso ?Alguns dos resultados experimentais indiam que, para janelas grandes, operadores obtidosutilizando-se parte dos dados de treinamento em ada est�agio de treinamento resulta em opera-dores om melhor desempenho do que aqueles obtidos utilizando-se todos os dados de treinamento.A seguir analisamos este fenômeno para entender porquê ele aontee. Para evitar nota�~oes ompli-adas, restringimo-nos ao aso de dois est�agios de itera�~ao, uja an�alise pode ser estendida para umn�umero de itera�~oes quaisquer.Seja T uma ole�~ao de dados de treinamento, isto �e, T = f(S1; I1); (S2; I2); : : : ; (SN ; IN )g, N > 0.No aso em que todos os exemplos de treinamento s~ao utilizados em ambos os est�agios de treinamento,o operador da primeira itera�~ao 	̂1;T �e estimado a partir de T e o operador da segunda itera�~ao 	̂2;T �eestimado a partir de f(	̂1;T (S1); I1); (	̂1;T (S2); I2); : : : ; (	̂1;T (SN ); IN )g. Podemos esrever o erro MAEde 	̂1;T da seguinte forma :MAEh	̂1;T i =MAEh	̂2;T 	̂1;T i+�(	̂1;T ; 	̂2;T 	̂1;T ) : (5.4)No aso em que apenas parte dos exemplos de treinamento �e utilizado em ada est�agio de treina-mento, seja T1 � T o onjunto de exemplos utilizados para projetar o operador de primeira itera�~ao	̂1;T1 e seja T2 � T o onjunto de exemplos utilizados para projetar o operador de segunda itera�~ao	̂2;T2 . Neste aso, 	̂1;T1 �e estimado a partir de (Si; Ii) 2 T1 e 	̂2;T2 �e estimado a partir de (	̂1;T1(Si); Ii)onde (Si; Ii) 2 T2. Em geral, temos queMAEh	̂1;T1i �MAEh	̂1;T i (5.5)pois T1 � T . Podemos esrever,MAEh	̂1;T1i =MAEh	̂1;T i+�(	̂1;T1 ; 	̂1;T ) (5.6)Al�em disso, MAEh	̂1;T1i =MAEh	̂2;T2	̂1;T1i+�(	̂1;T1 ; 	̂2;T2	̂1;T1) (5.7)



82 Projeto Multi-est�agio de W-operadoresDas equa�~oes 5.6 e 5.7 obtemosMAEh	̂1;T i+�(	̂1;T1 ; 	̂1;T ) =MAEh	̂2;T2	̂1;T1i+�(	̂1;T1 ; 	̂2;T2	̂1;T1) (5.8)Substituindo MAEh	̂1;T i pela equa�~ao 5.4, obtemosMAEh	̂2;T 	̂1;T i+�(	̂1;T ; 	̂2;T 	̂1;T ) +�(	̂1;T1 ; 	̂1;T ) =MAEh	̂2;T2	̂1;T1i+�(	̂1;T1 ; 	̂2;T2	̂1;T1) (5.9)MAEh	̂2;T 	̂1;T i�MAEh	̂2;T2	̂1;T1i = �(	̂1;T1 ; 	̂2;T2 	̂1;T1)��(	̂1;T ; 	̂2;T 	̂1;T )��(	̂1;T1 ; 	̂1;T ) (5.10)Logo, MAEh	̂2;T 	̂1;T i �MAEh	̂2;T2	̂1;T1i � 0m�(	̂1;T1 ; 	̂2;T2	̂1;T1) � �(	̂1;T ; 	̂2;T 	̂1;T ) + �(	̂1;T1 ; 	̂1;T ) .Em outras palavras, a subdivis~ao de dados pode ser vantajosa (MAEh	̂2;T2	̂1;T1i < MAEh	̂2;T 	̂1;T i)se, e somente se, a melhora obtida pelo operador de segunda itera�~ao (�(	̂1;T1 ; 	̂2;T2	̂1;T1)) for maiorque a soma da melhora devida ao segundo operador (no aso em que se usa todos os exemplos de trei-namento, �(	̂1;T ; 	̂2;T 	̂1;T )) mais o aumento de erro de 	̂1;T1 em rela�~ao ao erro de 	̂1;T (�(	̂1;T1 ; 	̂1;T ))devido ao fato de utilizar menos exemplos na primeira itera�~ao.Analisamos agora em quais situa�~oes a ondi�~ao aima pode oorrer. Seja m0 =M(n; Æ) o maiorn�umero de exemplos de treinamento para o qual o erro de treinamento de 	̂1;T �e menor que Æ. Paraum valor de Æ �xo, M(n; Æ) �e uma fun�~ao de n, resente em n. Logo, para n grande, �e poss��veltermos um valor relativamente grande para m0 e ainda assim termos erro de treinamento menor queÆ. Se Æ �e bem pequeno, ent~ao 	̂1;T (Si) �e bem pr�oximo de Ii e portanto 	̂2;T � � (� �e o operadoridentidade). Neste aso, MAEh	̂2;T 	̂1;T i �MAEh	̂1;T i (5.11)e portanto �(	̂1;T ; 	̂2;T 	̂1;T ) � 0. Relativo ao segundo aso, o erro de treinamento de 	̂1;T1 sobreT1 �e menor que Æ, mas sobre T pode ser signi�ativamente maior que Æ. Logo, 	̂2;T2 pode ser bemdiferente do operador identidade e em onseq�uênia �(	̂1;T1 ; 	̂2;T2 	̂1;T1) pode ser signi�ativo. Setivermos �(	̂1;T1 ; 	̂1;T ) tamb�em pequeno, ent~ao podemos ter �(	̂1;T1 ; 	̂2;T2	̂1;T1) > �(	̂1;T ; 	̂2;T 	̂1;T )+�(	̂1;T1 ; 	̂1;T ), que �e a situa�~ao na qual subdividir os exemplos de treinamento �e vantajoso.5.5.2 Variando as Janelas de um Est�agio para OutroAt�e agora onsideramos e analisamos asos nos quais os operadores em todos os est�agios foram pro-jetados sobre uma mesma janela. Por�em, os operadores multi-est�agio n~ao preisam neessariamenteter todos os omponentes projetados sobre uma mesma janela.De fato, observamos experimentalmente asos nos quais a utiliza�~ao de janelas diferentes de umaitera�~ao para outra produz melhores resultados em ompara�~ao ao uso de uma �unia janela. A�gura 5.25(a) mostra a urva de erro para 3 itera�~oes sobre uma janela W7�7, ontra a urva de errodo operador iterado sobre a seq�uênia de janelas W7�7, W5�5 e W3�3. Note que W7�7 �W7�7 =



5.5 Diferentes Formas de Treinamento 83W7�7 �W5�5 �W3�3. Portanto, tanto o operador de dois est�agios sobre a janela W7�7, quantoo operador de três est�agios sobre as janelas W7�7, W5�5 e W3�3, respetivamente, s~ao operadoresde�nidos sobre a janela W7�7 �W7�7.
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(b) Ru��do BooleanoFigura 5.25: Diferentes janelas de uma itera�~ao para outra.A �gura 5.25(b) mostra a urva de erro do operador de 2 itera�~oes sobre a janela W5�5, ontra aurva de erro do operador de dois est�agios, sobre as janelas W5�5 e W21 pontos (a janela W5�5 semos quatro pontos dos antos), respetivamente. Mesmo que W5�5�W5�5 �W5�5�W21, o segundooperador apresenta desempenho superior ao primeiro.Para onluir esta se�~ao, vamos relembrar a quest~ao da esolha da janela no aso de projetosimples (de um est�agio). Vamos supor três janelas W1, W2 e W3 tais que W1 � W2 � W3. Sejam	opt;W1 , 	opt;W2 e 	opt;W3 os operadores �otimos nos espa�os 		W1 , 		W2 e 		W3 , respetivamente. Suponhaque existe um onjunto de dados de treinamento e três operadores estatistiamente �otimos, 	̂opt;W1 ,	̂opt;W2 e 	̂opt;W3 , s~ao projetados a partir destes exemplos.�E poss��vel esolher as janelas de tal forma que tenhamos MAEh	̂opt;W2 i < MAEh	̂opt;W1ie MAEh	̂opt;W2 i < MAEh	̂opt;W3 i. No primeiro aso, MAEh	opt;W1 i � MAEh	opt;W2 i >�(	̂opt;W2 ;	opt;W2) � �(	̂opt;W1 ;	opt;W1 ), isto �e, o erro do operador �otimo em W1 �e muito maior doque o erro do operador �otimo em W2; o que aaba sendo deisivo para que o primeiro tenhadesempenho inferior, mesmo que o erro de estima�~ao no segundo seja maior. No segundo aso,�(	̂opt;W3 ;	opt;W3) � �(	̂opt;W2 ;	opt;W2 ) > MAEh	opt;W2 i �MAEh	opt;W3 i, isto �e, o erro de estima�~aodo tereiro operador �e t~ao grande que a diferen�a de erro entre os �otimos 	opt;W2 e 	opt;W3 tem pouaimportânia na pr�atia. Este raio��nio mostra que, para um dado n�umero �xo de exemplos detreinamento, existe uma janela que produz o melhor operador estimado.No aso de operadores multi-est�agio iterados, existe uma janela �otima para o operador 	1 daprimeira itera�~ao em rela�~ao �as imagens de treinamento (S; I). Uma vez que as imagens iniiais s~aoproessadas, as imagens (	1(S); I), que ser~ao utilizadas para projetar o segundo operador, formamum outro par de proessos aleat�orios e, portanto, �e natural que a janela �otima para este proesso n~aoseja neessariamente a mesma da primeira itera�~ao. Portanto, saber seleionar uma janela �otima paraa quantidade de dados de treinamento dispon��vel �e uma quest~ao-have para o problema de projeto



84 Projeto Multi-est�agio de W-operadoresde operadores em geral.5.6 An�alise e Coment�ariosConforme resultados j�a onheidos e refor�ados pelos experimentos realizados, a esolha de umajanela sobre a qual um operador ser�a projetado n~ao �e trivial. No aso de projeto iterativo deoperadores, n~ao se pode dizer que a itera�~ao sobre uma janela menor �e sempre melhor, ou pior, doque a itera�~ao sobre uma janela maior, pois os resultados dependem da quantidade de exemplosde treinamento dispon��veis e tamb�em das imagens onsideradas. Os experimentos apontam que osmelhores resultados s~ao obtidos esolhendo-se uma janela adequada para ada est�agio de itera�~ao.Um outro aspeto que devemos onsiderar quando projetamos operadores multi-est�agio �e o ustoassoiado �a implementa�~ao do operador projetado. Como j�a vimos, o operador multi-est�agio �e umoperador que onsiste da omposi�~ao de v�arios operadores. Na pr�atia, um bom desempenho �e oprinipal rit�erio na esolha de um operador. Por�em o usto de implementa�~ao pode ser um fatordeisivo. Por exemplo, o aso (a) analisado na se�~ao 5.4 mostra que duas itera�~oes sobre uma janelamenor resultam em um operador ujo desempenho �e similar ao do operador projetado diretamentesobre a janela maior. Sabe-se que em implementa�~oes onvenionais, o tempo gasto por dois W-operadores �e menor que o tempo gasto pelo W�W-operador orrespondendo �a omposi�~ao dos doisoperadores.No mesmo ontexto, podemos onsiderar tamb�em o n�umero de itera�~oes a serem efetivamenteonsideradas. Em geral, MAEh	̂ii > MAEh	̂i+1i. No entanto, se �(	̂i; 	̂i+1) �e pequeno, pode servantajoso esolhermos 	̂i a 	̂i+1 para a implementa�~ao, pois o primeiro �e um operador sobre umajanela menor e, portanto, seu usto de implementa�~ao �e menor.O estudo realizado neste ap��tulo �e essenialmente sobre projeto multi-est�agio de operadores omarater��stias seq�ueniais, isto �e, projeto multi-est�agio nos quais o projeto de ada um dos operadoresprojetados depende dos resultados do operador projetado no est�agio anterior. No entanto, projetomulti-est�agio de operadores om arater��stias paralelas, bem omo ombina�~oes de ambos, tamb�ems~ao poss��veis. Por exemplo, a deomposi�~ao de um operador omo a uni~ao entre um operador anti-extensivo e um anti-extensivo omplementar permite que o operador possa ser obtido projetando-seseu omponente anti-extensivo e seu omponente anti-extensivo omplementar.



Cap��tulo 6O Uso de Operadores Projetados aPrioriNeste ap��tulo estamos interessados em saber se um operador projetado heuristiamente ou automa-tiamente pode ser utilizado para projetar operadores mais preisos.No ap��tulo anterior vimos uma t�enia iterativa de projeto. Cada itera�~ao produz operadoresque, ompostos om os operadores das itera�~oes anteriores, resultam em um operador mais preiso.Logo, um operador que tenha sido projetado, heur��stia ou automatiamente, pode ser utilizado omoo operador da primeira itera�~ao e operadores mais preisos podem ser obtidos a partir dele.Neste ap��tulo estudamos uma outra t�enia para melhorar a preis~ao de um dado operador apartir de exemplos adiionais de treinamento. A t�enia proposta �e baseada em haveamentos, isto�e, o valor do operador dado �e alterado em alguns pontos de forma que o operador resultante sejamais preiso. Uma das motiva�~oes para este estudo �e a possibilidade de termos uma representa�~aomais ompata do operador projetado.6.1 Desri�~ao da T�enia PropostaSeja 	o um W-operador projetado (heur��stia ou automatiamente) para resolver um dado problema.Podemos expressar a diferen�a entre 	o e o W-operador �otimo 	opt;W atrav�es da diferen�a sim�etriaS[	o;	opt;W ℄ (veja de�ni�~ao 3.2). Este pode ser expresso por S[	o;	opt;W ℄ = S� [ S+, ondeS� = fX 2 P(W) :  o(X) = 1 e  opt;W(X) = 0ge S+ = fX 2 P(W) :  o(X) = 0 e  opt;W(X) = 1g:e onde  o e  opt;W s~ao, respetivamente, as fun�~oes arater��stias de 	o e 	opt;W . O onjunto S�orresponde aos elementos que preisam ser retirados do n�uleo de 	o, enquanto S+ s~ao os quepreisam ser aresidos, para se obter  opt;W a partir de 	o.O operador que resulta ao havearmos o valor de  o nos elementos em S[	o;	opt;W ℄ �e o pr�opriooperador  opt;W . Mais preisamente, sejam 	� e 	+ dois W-operadores de�nidos respetivamente85



86 O Uso de Operadores Projetados a Prioripelas fun�~oes arater��stias  �(X) = ( 1; se X 2 S�0; se X 62 S�e  +(X) = ( 1; se X 2 S+0; se X 62 S+Ent~ao, 	opt;W = (	o �	�) _	+ (6.1)onde 	o �	� = 	o ^ � 	�.Conseq�uentemente, um operador �otimo pode ser projetado a partir de 	o projetando-se os doisomponentes, 	� e 	+. O operador 	o ser�a denominado um operador a priori. Um aso partiulardeste, onde 	o = �, foi proposto em [54℄, sob o nome de \di�erening �lters". A generaliza�~ao propostaaqui aparee tamb�em em [50, 14, 51℄.Na pr�atia, por�em, a fun�~ao  opt;W n~ao �e onheida e, portanto tamb�em n~ao s~ao onheidos osonjuntos S� e S+. Para utilizar a equa�~ao 6.1 podemos estimar os onjuntos S� e S+ a partir deexemplos de treinamento, da seguinte forma :Ŝ+ = fX 2 P(W) :  o(X) = 0 e P̂ (1jX) > 0:5ge Ŝ� = fX 2 P(W) :  o(X) = 1 e P̂ (1jX) � 0:5g :Estes onjuntos estimados podem ser utilizados para gerar os estimadores  ̂� e  ̂+ de  � e  +,respetivamente. Podemos, ent~ao, esrever o estimador  ̂opt;W de  opt;W : ̂opt;W = ( o �  ̂�) [  ̂+ : (6.2)Neste aso, para os pontos X n~ao observados na amostra de treinamento,  ̂opt;W(X) =  o(X).6.2 Con�an�a sobre um Operador a PrioriNa onstru�~ao apresentada aima, diferentes operadores podem ser utilizados omo o operador apriori. Se um operador a priori est�a pr�oximo do operador ideal, ent~ao n~ao �e desej�avel que pequenoserros sejam permitidos om freq�uênia na onstru�~ao dos onjuntos S+ e S�. Para possibilitaralgum tipo de ontrole sobre o operador a priori, introduzimos um fator de on�an�a 0 � � � 0:5 erede�nimos Ŝ� e Ŝ+ da seguinte forma :Ŝ+ = fX 2 P(W) :  o(X) = 0 e P̂ (1jX) > 0:5 +�ge Ŝ� = fX 2 P(W) :  o(X) = 1 e P̂ (1jX) � 0:5��gQuanto maior o valor de �, maior a resistênia de  o no sentido de que uma forte evidênia aoontr�ario ser�a neess�aria para que o valor de  o seja alterado. Por outro lado, se � = 0, temos ent~aoa formula�~ao apresentada anteriormente, e o valor de  o �e modi�ado perante qualquer evidêniam��nima.



6.3 Proedimento Pr�atio 87Para que o modelo permita alguma exibilidade (i.e., permita independentes valores de � paradiferentes X), de�nimos �X = �X=NX, onde �X � 0 �e um valor que de�ne o fator de on�an�aassoiado a X e NX �e o n�umero de vezes que o padr~ao X foi observado na amostra de treinamento.Para que �X n~ao seja maior que 0:5 onvenionamos :�X = ( 0:5; se �XNX > 0:5,�XNX ; aso ontr�ario.A seguinte tabela ilustra o valor de �X para diferentes valores de �X e NX. A primeira linha ont�emos diferentes valores �X e a primeira oluna diferentes valores NX.
Num.Observ.(NX)

Valor de �X0.1 1 10 50 10011025501005001000
0.10.010.0040.0020.0010.00020.0001

0.50.10.040.020.010.0020.001
0.50.50.40.20.10.020.01

0.50.50.50.50.50.10.05
0.50.50.50.50.50.20.1Usando estas nota�~oes, temos :Ŝ+ = fX 2 P(W) :  o(X) = 0 e P̂ (1jX) > 0:5 +�Xg (6.3)e Ŝ� = fX 2 P(W) :  o(X) = 1 e P̂ (1jX) � 0:5��Xg (6.4)Diferentes valores de �X possibilitam diferentes graus de on�an�a : quanto maior for �X, maiorser�a a on�an�a, isto �e maior ser�a a evidênia neess�aria para que o valor de  o seja alterado. Aformula�~ao aima leva em onsidera�~ao o n�umero de vezes que ada elemento �e observado, isto �e, seX �e observado 1000 vezes, �e muito prov�avel que a estimativa P̂ (1jX) seja mais pr�oximo da verdadeirado que a de um outro elemento Y observado apenas 10 vezes.6.3 Proedimento Pr�atio6.3.1 Esolha de uma JanelaAt�e agora onsideramos apenas as situa�~oes nas quais, tanto o operador que queremos projetar omoo operador  o, s~ao operadores que dependem de uma mesma janela. O que aontee quando ajanela assoiada a eles �e diferente, i.e., quando a janela W utilizada no proesso difere da janela Wo(possivelmente desonheida) assoiada ao operador 	o?



88 O Uso de Operadores Projetados a Prioria) Wo �WNeste aso 	o �e tamb�em um W-operador e KW(	o) = fX 2 P(W) :  o(X \Wo) = 1g. Logo, osonjuntos S� e S+ est~ao bem de�nidos.b) W �WoNeste aso o operador 	o, que depende de uma janela Wo, ser�a aproximado a um operador 	opt;Wque depende de uma janela W menor que Wo. O operador 	o pode ser melhorado desta forma se, es�o se, o desempenho de 	o �e pior que o de 	opt;W (i.e., se MAEh	oi > MAEh	opt;Wi). Isto signi�aque esta t�enia s�o deve ser apliada sobre operadores a priori que dependem de janela muito grandese o seu desempenho n~ao �e bom. Al�em disso, janelas W muito menores que aquelas assoiadas aooperador 	o n~ao devem ser utilizadas para tent�a-lo melhorar, pois nesses asos di�ilmente teremosuma situa�~ao na qual MAEh	oi > MAEh	opt;Wi.6.3.2 AlgoritmoDesrevemos a seguir um proedimento pr�atio para implementar o operador onforme a onstru�~aoapresentada. Seja T1 = f(Si; Ii) : i 2 Ig um onjunto de pares de imagens de treinamento e seja X aole�~ao de todos os exemplos distintos de P(W) oletados a partir das imagens Si. Para todo X 2 X :lass(X) = 8><>: 0; se P̂ (1jX) � 0:5��X1; se P̂ (1jX) > 0:5 +�X2; aso ontr�arioonde P̂ (1jX) �e estimado a partir de T1.Os elementos X tais que lass(X) = 0 ou lass(X) = 1 s~ao os que satisfazem o fator de on�an�a�X. Portanto, Ŝ+ = fX 2 X1 :  o(X) = 0 e lass(X) = 1ge Ŝ� = fX 2 X1 :  o(X) = 1 e lass(X) = 0gNem sempre a fun�~ao arater��stia  o de 	o �e dada. Para alular Ŝ+ e Ŝ�, preisamos saber ovalor de  o para todos os padr~oes X 2 X . O que podemos fazer �e estim�a-lo a partir de um onjuntode pares de imagens T2 = f(Si;	o(Si)) : i 2 Ig. Para todo X 2 X , ̂o(X) = ( 1; se P̂ (1jX) > 0:5,0; se P̂ (1jX) � 0:5onde P̂ (1jX) �e estimado a partir de T2. Se Wo �W ent~ao P̂ (1jX) = 0 ou P̂ (1jX) = 1; aso ontr�ario,P̂ (1jX) 2 [0; 1℄. Os onjuntos Ŝ+ e Ŝ� podem ser estimados a partir de lass e  ̂o, da seguinte forma:Para ada X 2 X ,se lass(X) = 0 e  ̂o(X) = 1 ent~ao oloque X em S�se lass(X) = 1 e  ̂o(X) = 0 ent~ao oloque X em S+.



6.4 Resultados Experimentais 89Nos asos em que Wo �W, a ole�~ao X de exemplos que preisam ser examinados pode ser restrito�aqueles observados nos pontos da diferen�a sim�etria 	o(Si)� Ii.6.4 Resultados ExperimentaisExemplo 6.1 A t�enia proposta foi utilizada para a extra�~ao das bordas externas de arateresom ru��dos pontuais, omo a mostrada na �gura 6.1. Foram utilizados dois operadores a priori:
(a) Observada (b) IdealFigura 6.1: Imagem om ru��dos pontuais e respetiva imagem ideal.(1) Mediana pela janela W3�3 seguida de extra�~ao de borda externa (i.e., dilata�~ao pelo elementoestruturante B = 3�3 menos a identidade) e (2) um operador �otimo no espa�o dos 3�3-operadores,para projetar operadores no espa�o de operadores om W =W5�5. Os resultados s~ao omparados omo operador projetado pelo treinamento padr~ao. A tabela 6.1 mostra o resultado (tempo de treinamentoe erro) dos operadores projetados usando a priori 1, a priori 2 e pelo treinamento padr~ao. Cada linhada tabela india o n�umero total de exemplos utilizados, a quantidade de diferentes padr~oes observados,e o tempo de treinamento e o respetivo erro, para ada um dos asos. Observe que o treinamentoPriori 1 Priori 2 ISITotal Distintos Tempo Erro Tempo Erro Tempo Erro321912 14559 00:00:34 892 00:00:33 265 00:29:29 427643824 20863 00:00:41 654 00:00:40 265 01:37:01 399965736 26169 00:00:49 619 00:00:47 265 03:17:01 3811287648 30722 00:00:58 580 00:00:55 265 05:15:45 3731609560 35338 00:01:05 560 00:01:02 204 - -1931472 39074 00:01:13 535 00:01:09 201 - -2253384 42780 00:01:21 517 00:01:17 202 - -2575296 45983 00:01:29 504 00:01:24 199 - -2897208 49139 00:01:36 493 00:01:29 199 - -Tabela 6.1: Compara�~ao entre uso de priori e n~ao uso.padr~ao foi interrompido em 1:3 milh~ao de exemplos pois o tempo de proessamento exedeu 5 horas.



90 O Uso de Operadores Projetados a PrioriO erro da priori heur��stia (priori 1) �e maior que o dos outros dois asos. O resultado da priori 2 �emelhor que o do treinamento padr~ao.A �gura 6.2 mostra parte de uma imagem de teste, a orrespondente imagem ideal, e os resultadospara ada um dos asos aima.
(a) Teste (b) Ideal () Projetado sem priori

(d) Priori 1 (e) Projetado a partir dapriori 1
(f) Priori 2 (g) Projetado a partir dapriori 2Figura 6.2: Extra�~ao de borda de uma imagem ruidosa.



6.5 Coment�arios 91Exemplo 6.2 A t�enia proposta foi apliada tamb�em para extra�~ao de segmentos de retas ominlina�~ao entre 10 e 80 graus, de imagens om segmentos de retas om v�arios ângulos de inlina�~ao.Novamente foram onsiderados dois operadores a priori e o treinamento padr~ao. A priori 1 �e umaabertura por um segmento de reta de omprimento 5 e inlina�~ao de 35 graus. A priori 2 �e umoperador treinado pelo m�etodo padr~ao para a janela W5�5. A janela utilizada no proesso �e a janelaW7�7. A tabela 6.2 e a �gura 6.3 mostram os resultados obtidos. Note que a janela assoiada aooperador priori 1 �e maior que W7�7, mas omo seu desempenho n~ao �e bom, foi poss��vel melhor�a-loom a janela W7�7. Foi utilizado o fator de in�eria �X = 0:2. Neste aso o resultado do treinamentoPriori 1 Priori 2 ISITotal Distintos Tempo Erro Tempo Erro Tempo Erro253000 23050 00:01:07 1455 00:01:07 250 00:01:39 45506000 35690 00:01:18 538 00:01:17 249 00:04:18 28759000 45369 00:01:29 480 00:01:28 248 00:07:14 261012000 53763 00:01:39 437 00:01:37 246 00:09:20 261265000 61291 00:01:50 370 00:01:48 205 - -1518000 67089 00:01:58 373 00:01:57 50 - -1771000 72856 00:02:09 364 00:02:05 46 - -2024000 77947 00:02:20 353 00:02:16 46 - -2277000 82796 00:02:27 353 00:02:25 45 - -Tabela 6.2: Compara�~ao entre uso de priori e n~ao uso.padr~ao �e melhor que os operadores obtidos apliando-se o m�etodo proposto para ambos os operadoresa priori.6.5 Coment�ariosSe o operador a priori possui desempenho razoavelmente aeit�avel, ent~ao qualquer melhora desteoperador pode ser obtido a partir de pouos haveamentos, isto �e, a representa�~ao de  � e  + envolvepouos elementos. Nessas situa�~oes, a utiliza�~ao da t�enia proposta possibilita onsiderarmos grandequantidade de dados de treinamento e representa�~ao relativamente eonômia.Uma vez que o grande gargalo nos treinamentos padr~oes �e o tamanho da janela, esta t�enia podeser utilizada para melhorar o desempenho de W-operadores obtidos por algum m�etodo de treinamentopadr~ao, para janelas pequenas. Isto �e, os pontos para os quais o operador projetado atribui valorinorreto podem ser orrigidos utilizando-se o m�etodo desrito om uma janela maior. Este proessopode ser iterado suessivamente om janelas ada vez maiores.Os experimentos realizados mostram que a esolha heur��stia de um operador a priori n~ao �euma tarefa f�ail. Em ambos os asos a utiliza�~ao do operador sub�otimo, projetado pelo treinamentopadr~ao sobre uma janela menor, resultou em operadores mais preisos do que a utiliza�~ao de umoperador heur��stio.



(a) Teste (b) Ideal
() Projetado sem priori

(d) Priori 1 (e) Projetado a partir da priori 1
(f) Priori 2 (g) Projetado a partir da priori 2Figura 6.3: Reonheimento de segmento de linhas a erto grau de inlina�~ao.



Cap��tulo 7Projeto de Operadores Cresentes�OtimosO interesse em projetar operadores resentes tem motiva�~ao em alguns fatos :� operadores resentes podem ser expressos omo uni~ao de eros~oes e portanto sua implementa�~ao�e f�ail ;� a interpreta�~ao do efeito de um operador resente atrav�es da an�alise dos elementos estrutu-rantes da sua base �e relativamente simples ;� operadores resentes onstituem uma lasse largamente utilizada na pr�atia (envolvem asaberturas, fehamentos e os �ltros em geral).� apesar da maior parte dos trabalhos existentes sobre projeto de operadores ser restrito �a lassede operadores resentes, n~ao se onhee um algoritmo e�iente para projet�a-los.Sob o ponto de vista de projeto de operadores, restringir o espa�o de operadores ao espa�o deoperadores resentes implia duas onseq�uênias antagônias: por um lado, reduz-se o tamanho doespa�o de busa, o que �e uma arater��stia desej�avel; mas por outro lado, a restri�~ao pode resultarem subotimalidade. Esta segunda onseq�uênia �e, a primeira vista, uma arater��stia indesej�avel.No entanto, na pr�atia, a preis~ao do operador projetado em um espa�o reduzido pode ser maior doque daquele projetado sobre o espa�o todo (ver ap��tulo 3 para maiores detalhes). Esta �e uma dasraz~oes que justi�am o projeto de operadores om restri�~oes. Al�em disso, operadores om restri�~aoalg�ebria podem possuir estruturas de representa�~ao interessantes que podem ser exploradas pelosalgoritmos de busa.Neste ap��tulo apresentamos um algoritmo e�iente para projeto de operadores resentes, utili-zando o m�etodo de haveamentos (uma id�eia originalmente proposta em [119℄). Analisamos tamb�ema estima�~ao de ustos de haveamento no ontexto Bayesiano.Apresentamos, a seguir, uma formula�~ao do problema de projeto de operadores resentes estatis-tiamente �otimos e uma breve revis~ao das t�enias para projeto de operadores resentes enontradasna literatura onsultada. 93



94 Projeto de Operadores Cresentes �Otimos7.1 Desri�~ao do Problema e Algumas T�enias de Solu�~aoUm operador 	 : P(E)! P(E) �e resente sse 	(X) � 	(Y) sempre que X � Y, 8X;Y 2 P(E). Se	 �e um W-operador araterizado pela fun�~ao Booleana  , esta ondi�~ao �e equivalente a dizer que (X) �  (Y), 8X;Y sempre que X � Y.Qualquer operador resente e i.t. pode ser expresso omo o supremo de um onjunto deeros~oes [118℄ (veja tamb�em a se�~ao 2.2.3). Al�em disso, a fun�~ao Booleana arater��stia  podeser expressa omo soma de produtos onde nenhuma vari�avel aparee omplementada. Outra impor-tante propriedade �e que estes termos (os produtos) orrespondem aos elementos minimais de  h1i.Mais ainda, se um dado elemento X 2 P(W) pertene a  h1i, ent~ao todos os elementos Y 2 P(W)tais que Y � X tamb�em pertenem a  h1i. Portanto, projetar W-operadores resentes equivale aesolher um onjunto de elementos que orrespondem aos elementos minimais do n�uleo do operador.Isto equivale, por sua vez, a esolher o onjunto de produtos que fazem parte da express~ao Booleanaou equivalentemente, o onjunto de eros~oes que de�nem a deomposi�~ao de Matheron [118℄.Utilizamos uma nota�~ao simpli�ada para a base de um operador resente : em vez de B(	) (umaole�~ao de intervalos maximais ontidos em P(W)) denotamos a base de operadores resentes porBas[	℄ (uma ole�~ao de elementos minimiais de KW(	), mais preisamente, todas as extremidadesinferiores dos intervalos em B(	)).No ontexto visto no ap��tulo 3, a sublasse de operadores 		C onsiderada aqui �e a lasse deW-operadores resentes. Estamos interessados em enontrar um operador MAE-�otimo em 		C . Otamanho deste espa�o n~ao �e onheido para um n gen�erio. Este �e um problema em aberto, onheidoomo Problema de Dedekind e apenas alguns limitantes s~ao onheidos [101℄.Um dos primeiros trabalhos sobre projeto de operadores resentes estatistiamente �otimos oin-ide om os primeiros trabalhos sobre projeto de operadores morfol�ogios no ontexto de estima�~aoestat��stia [39, 40℄. Neles, uma formula�~ao baseada na representa�~ao de Matheron, a saber a repre-senta�~ao de quaisquer operadores resentes omo uma uni~ao de eros~oes, �e apresentada. O problemafundamental onsiste em esolher uma ole�~ao de elementos estruturantes uja uni~ao de eros~oes re-sulte em um operador estatistiamente �otimo no sentido visto no ap��tulo 3. A solu�~ao apresentada�e o m�etodo da for�a-bruta.Uma primeira tentativa de sistematiza�~ao para resolver o problema �e baseado em um teorema,denominado Teorema do MAE [111, 109℄. A id�eia b�asia do teorema �e uma f�ormula reursiva quepermite o �alulo do MAE de uma uni~ao de m-eros~oes a partir do MAE da uni~ao de (m� 1)-eros~oese dos MAEs individuais. Iniialmente, o MAE de uma eros~ao pode ser failmente alulado a partirdas probabilidades onjuntas de X e y:MAEhEBi = E[jy �EB(X)j℄ = XfX:X�BgP (X; 0) + XfX:X 6�BgP (X; 1) (7.1)A partir dos MAEs individuais, o MAE de qualquer operador resente pode ser alulado atrav�esde uma f�ormula reursiva. Isto �e, se 	 �e um operador resente uja base �e dada por Bas[	℄ =fB1;B2; : : : ;Bmg, ent~ao seu MAE pode ser expresso omo :MAEh	i =MAEh	0i+MAEhEBmi �MAEh�i (7.2)onde 	0 e � s~ao araterizadas respetivamente pelas bases dadas por :Bash	0i = fB1;B2; : : : ;Bm�1g



7.1 Desri�~ao do Problema e Algumas T�enias de Solu�~ao 95e Bash�i = fB1 [Bm;B2 [ Bm; : : : ;Bm�1 [BmgEsta f�ormula reursiva pode ser implementada, por exemplo, utilizando t�enias de programa�~aodinâmia (veja, por exemplo [31℄, ap��tulo 16) para evitar repeti�~ao de �alulos. No entanto, esteteorema n~ao reduz o n�umero de ombina�~oes de elementos estruturantes que devem ser analisados,o qual �e de ordem exponenial.Abordagens alternativas que tentam evitar a busa no espa�o de todas as ombina�~oes poss��veisome�aram a ser propostas. Em [110, 109℄, três abordagens que imp~oem restri�~oes sobre o espa�o debusa s~ao propostas :1. Fixar o n�umero m�aximo de elementos estruturantes na base do operador a ser projetado. Comisso, ao inv�es de todas as poss��veis ombina�~oes de elementos estruturantes, apenas ombina�~oesque envolvem um n�umero m�aximo (�xo) de elementos estruturantes s~ao analisadas.2. Em vez de onsiderar todos os subonjuntos de uma janela W omo sendo os poss��veis elementosestruturantes, onsideram-se apenas subonjuntos de uma subjanela W0 �W.3. Reduzir o onjunto de elementos estruturantes segundo algum rit�erio. Uma possibilidade �euma bibliotea espeializada ontendo os elementos estruturantes que possuem arater��stiasadequadas ao problema que se deseja resolver. Este tipo de onheimento pode vir, por exemplo,de experiênias aumuladas om problemas semelhantes. Outra possibilidade �e a bibliotea deprimeira-ordem, ou seja, o onjunto formado por elementos estruturantes que individualmenteapresentam os menores MAEs.Na pr�atia �e omum o emprego simultâneo das restri�~oes em 1 e 3. Estas abordagens forneemresultados sub-�otimos.O onjunto de operadores resentes forma um retiulado ompleto, e este pode ser representadopor um grafo. Por exemplo, para uma janela de 3 pontos, o grafo de todos os operadores resentesest�a mostrado na �gura 7.1. Neste grafo, a diferen�a entre o n�uleo de dois operadores vizinhos
PSfrag replaements O IFigura 7.1: Grafo representando o espa�o de operadores resentes.



96 Projeto de Operadores Cresentes �Otimosquaisquer �e de apenas um elemento. O MAE de um operador resente 	b obtido aresentando-seapenas um elemento X ao n�uleo de um operador resente 	a pode ser expresso da seguinte forma :MAEh	bi =MAEh	ai � P (X; 1) + P (X; 0)Observe, no entanto, que este elemento X n~ao pode ser arbitr�ario, ele deve ser um elemento tal que	b tamb�em �e resente. Um algoritmo que realiza uma busa perorrendo este grafo a partir don�o que orresponde ao operador ujo n�uleo �e K(	a) = fWg �e proposto em [69℄. A partir de umdado n�o 	a, examinam-se todos os n�os vizinhos 	b e perorre-se o grafo pela aresta que onduz aovizinho 	b (om um elemento a mais no n�uleo) que mais reduz o MAE em rela�~ao a 	a. Algumasarater��stias interessantes propostas nesse artigo s~ao a propriedade `greedy' de passeio, isto �e, dadoum onjunto de elementos que podem ser adiionados ao n�uleo de 	a de forma que 	b �e resente,a propriedade greedy garante que a esolha daquele elemento X que mais diminui o MAE, se existiralgum, �e o aminho que leva ao operador om MAE m��nimo no grafo todo. Se n~ao existirem elementosque diminuem o MAE, ent~ao os andidatos devem ser empilhados e proessados um a um. A outraarater��stia do algoritmo �e a ondi�~ao de \bound". Isto �e, se a partir de um v�ertie, todos osv�erties que podem ser atingidos possuem apenas elementos que aumentam o MAE, ent~ao n~ao h�aneessidade de se prosseguir o perorrimento a partir daquele v�ertie (neste aso, sup~oe-se que osv�erties que fazem parte do aminho a frente deste v�ertie j�a haviam sido perorridos a partir deoutro v�ertie proessado anteriormente). Embora esta represente uma t�enia mais elaborada queevita �alulos desneess�arios, �e poss��vel enontrarmos asos para os quais o algoritmo perorre todoo espa�o de operadores resentes.�E poss��vel tamb�em formular o problema omo um problema de programa�~ao linear (PL) [127℄.Esta abordagem foi proposta no ontexto de projeto de \stak �lters" [33℄ mas foi abandonada devidoa sua omplexidade [108, 170℄.Outra abordagem �e sugerida em [119℄. Trata-se da abordagem baseada em haveamentos. Esseartigo apresenta a formula�~ao do problema no ontexto de haveamentos, a no�~ao de onjuntosvioladores (referidos omo onjuntos de invers~ao), ustos de haveamento e onjuntos de haveamento�otimo em rela�~ao a propriedade resente. Por�em, nenhum algoritmo para esolha do onjunto dehaveamento �otimo �e dado nesse artigo.A generaliza�~ao destes oneitos para restri�~oes alg�ebrias quaisquer �e apresentada na se�~ao a se-guir. O algoritmo que propomos neste ap��tulo, utilizando estes oneitos, �e justamente um algoritmopara alular um onjunto de haveamento �otimo em rela�~ao a propriedade resente.7.2 O M�etodo de ChaveamentosSeja 	 um W-operador. Ele pode ser modi�ado haveando-se seu valor para algumas de suasentradas (i.e., mudando o valor de  (X) de 0 para 1 ou de 1 para 0, para alguns elementos X 2 P(W)).Um haveamento sobre 	 pode ser visto omo uma modi�a�~ao no n�uleo de 	 : um elemento �eremovido de  h1i e agregado ao onjunto  h0i, ou vie-versa. Uma suess~ao de t haveamentos sobre	 de�ne uma seq�uênia de operadores  0 =  ; 1 ; : : : ;  t . Estes haveamentos podem ser efetuadosde modo que o operador resultante,  t , esteja ontido em algum subespa�o 		C . Os elementos paraos quais o valor de 	 �e haveado �e denominado onjunto de haveamento.Na se�~ao 3.3.3, vimos que um operador sub�otimo em 		W om rela�~ao a um subespa�o 		C �eaquele que possui o menor aumento de erro em rela�~ao a 	opt;W . Portanto, um operador �otimo em 		C



7.2 O M�etodo de Chaveamentos 97pode ser projetado apliando-se haveamentos sobre 	opt;W de forma que o operador resultante estejaem 		C e seu aumento de erro seja m��nimo. Esta id�eia est�a mostrada na �gura 7.2. Se denotamosPSfrag replaements 		W		C � 		W	opt;C	opt;WFigura 7.2: O m�etodo de haveamentos.o onjunto de haveamentos por A, o operador resultante do haveamento sobre 	opt;W �e denotado	opt;WA , e sua fun�~ao arater��stia �e dada por : opt;WA (X) = (  opt;W(X); se X 62 A,1�  opt;W(X); se X 2 A. (7.3)O aumento de erro de  opt;WA em rela�~ao a  opt;W pode ser esrito em fun�~ao de A :�( opt;WA ;  opt;W) = XX2A (X) (7.4)onde (X) �e o aumento de erro devido a X, denominado usto de haveamento de X. No aso espe���odo riso MAE, (X) = j2P (1 jX)� 1jP (X). Um onjunto de haveamento �otimo �e um onjunto dehaveamento para o qual o somat�orio da Eq. 7.4 �e m��nimo.O m�etodo de haveamentos �e �util para projetar operadores om restri�~oes alg�ebrias. O pro-edimento para obter um operador �otimo em 		C a partir de haveamentos sobre  opt;W pode seresquematizado omo segue :1. Estimar  ̂opt;W .2. Calular o usto de haveamento (X) para ada X 2 P(W). Se um partiular elemento X n~aofoi observado nas amostras de treinamento, ent~ao podemos onsiderar P (X) = 0.3. Esolher um onjunto de haveamento �otimo A.4. Calular  ̂opt;WA , o operador �otimo em 		C .Conjunto VioladorSeja 	 um W-operador e seja 		C � 		W . O onjunto violador de 	 om respeito a 		C , denotadoQ , �e o onjunto de elementos de P(W) que violam a ondi�~ao que deve ser satisfeita por 	.Por exemplo, o onjunto violador de 	 om respeito ao subespa�o dos operadores anti-extensivos�e o onjunto Q = fX 2  h1i : o 62 Xg; e om respeito ao subespa�o dos operadores resentes �eonjunto de todos os elementos de  h1i que s~ao menores do que pelo menos um elemento de  h0i, epor todos os elementos de  h0i que s~ao maiores do que pelo menos um elemento de  h1i.



98 Projeto de Operadores Cresentes �OtimosUm operador 	 �e um elemento de 		C se, e somente se, o onjunto violador de 	 om respeitoa 		C �e vazio. Chaveamentos podem ser efetuados de forma que o onjunto violador do operadorresultante seja menor em rela�~ao ao onjunto violador do operador iniial.Em alguns asos, o onjunto de haveamento �otimo pode ser determinado failmente; �e o pr�oprioonjunto violador. Por exemplo, para se obter um operador anti-extensivo, basta que todos oselementos de  opt;Wh1i, que n~ao ont�em a origem, sejam haveados de 1 para 0. Neste exemplo, oonjunto de haveamentos �e o onjunto A = fX 2  opt;Wh1i : o 62 Xg. Em outros asos, omo noaso em que a restri�~ao �e a propriedade resente ou idempotente, a determina�~ao de um onjuntode haveamento �otimo pode ser extremamente omplexa. Neste ap��tulo apresentamos um novoalgoritmo, baseado no m�etodo de haveamentos, para projetar operadores resentes.7.3 Um Novo Algoritmo Baseado no M�etodo de ChaveamentosEsolher um onjunto de haveamento para gerar um operador resente �otimo n~ao �e trivial. Porexemplo, se existe um elemento Y em  h0i maior do que um elemento X em  h1i, ent~ao existemduas possibilidades quando estes dois elementos s~ao analisados isoladamente: ou haveia-se  (X) de1 para 0 ou haveia-se  (Y) de 0 para 1. Entretanto, ao se havear  (X) para 0, todos os elementosde  h1i que s~ao menores do que X tamb�em preisam ser haveados para 0; por outro lado, ao semanter  (X) = 1, todos os elemento de  h0i que s~ao maiores que X preisam ser haveados para 1.Portanto, a deis~ao de havear X ou Y pode afetar as deis~oes sobre outros elementos no onjuntoviolador e, estes por sua vez, podem afetar suessivamente a deis~ao sobre outros elementos [119℄.A �gura 7.3(a) mostra os onjuntos  h1i e  h0i. O onjunto violador �e mostrado na Fig. 7.3(b).A Fig. 7.3() mostra um exemplo de um onjunto de haveamento (os elementos indiados pordupla borda), e a Fig. 7.3(d) mostra o operador resente resultante ap�os os haveamentos. AFig. 7.4(a) mostra um subonjunto do mesmo onjunto violador que n~ao �e, entretanto, um onjunto dehaveamento (v�alido). O operador resultante ap�os os haveamentos, que n~ao �e resente, �e mostradona Fig. 7.4(b).7.3.1 Reestrutura�~ao do Problema omo um Problema de Parti�~aoA partir daqui, vamos assumir impliitamente que um operador �otimo  opt �e dado. Qualquer men�~aoa onjuntos violadores, onjuntos de haveamentos e ustos de haveamentos devem ser entendidosomo referentes a  opt.Dado um onjunto violador Q, um par ordenado (L;U) tal que L [ U = Q, L \ U = ;, e tal quenenhum elemento de L �e maior do que um elemento de U (ou equivalentemente, nenhum elementode U �e menor do que um elemento de L) �e denominado uma parti�~ao v�alida de Q. Os onjuntos L eU s~ao denominados respetivamente, parte inferior e parte superior da parti�~ao.Proposi�~ao 7.1 Seja Q um onjunto violador, A � Q um onjunto de haveamento, e (L;U) umaparti�~ao v�alida de Q. Considere os onjuntos LA = (Qh0inAh0i)[Ah1i, UA = (Qh1inAh1i)[Ah0i,e A(L;U) = (L \Qh1i) [ (U \Qh0i). Ent~ao,(a) (LA; UA) �e uma parti�~ao v�alida de Q,(b) A(L;U) �e um onjunto de haveamento,
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0000(d) Ap�os os haveamentos.Figura 7.3: Um operador resente produzido por haveamentos.() A(LA;UA) = A e(d) (LA(L;U); UA(L;U)) = (L;U).Dem.: (a) Provamos que LA [ UA = Q, LA \ UA = ;, e que nenhum elemento de UA �e menor quequalquer elemento de LA.LA [ UA = [(Qh0i n Ah0i) [ Ah1i℄ [ [(Qh1i n Ah1i) [ Ah0i℄= [(Qh0i n Ah0i) [ Ah0i℄ [ [(Qh1i n Ah1i) [ Ah1i℄= Qh0i [ Qh1i = QLA \ UA = [(Qh0i n Ah0i) [Ah1i℄ \ [(Qh1i n Ah1i) [Ah0i℄= [(Qh0i \ Ah0i) [ Ah1i℄ \ [(Qh1i \ Ah1i) [ Ah0i℄= [(Qh0i \ Ah0i) \ [(Qh1i \ Ah1i) [ Ah0i℄℄[[Ah1i \ [(Qh1i \ Ah1i) [ Ah0i℄℄= ; [ ; = ;Suponha por absurdo que existe Y 2 LA tal que 9 X 2 UA, X < Y. Como LA � ( h0i n Ah0i) [Ah1i =  Ah1i e UA � ( h1i nAh1i)[Ah0i =  Ah1i, o operador  A (segundo a de�ni�~ao dada pela
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0000(b) Ap�os os haveamentos.Figura 7.4: Chaveamentos que resultam em um operador n~ao-resente.Eq. 7.3) �e tal que  A(X) = 1 e  A(Y) = 0, o que �e um absurdo porque  A deveria ser resente(pois A �e um onjunto de haveamento).(b) Por de�ni�~ao, A(L;U) �e um onjunto de haveamento se e somente se  A(L;U) �e um operadorresente. Suponha por absurdo que A(L;U) n~ao �e um onjunto de haveamento. Ent~ao,  A(L;U)n~ao �e resente, i.e, existe X e Y, X < Y, tal que X 2  A(L;U)h1i e Y 2  A(L;U)h0i, onde A(L;U)h1i = [ h1i n (L \Qh1i)℄ [ (U \ Qh0i) = [ h1i n Lh1i℄ [ Uh0i A(L;U)h0i = [ h0i n (U \Qh0i)℄ [ (L \ Qh1i) = [ h0i n Uh0i℄ [ Lh1iPortanto, por um lado, ou X 2  h1i n Lh1i ou X 2 Uh0i e, por outro lado, ou Y 2  h0i n Uh0i ouY 2 Lh1i.Mostraremos que todas as possibilidades impliam X 2 U e Y 2 L, o que �e um absurdo porque(L;U) �e uma parti�~ao v�alida de Q.(i) O aso X 2 Uh0i e Y 2 Lh1i �e trivial.(ii) se X 2 Uh0i e Y 2  h0i n Uh0i, ent~ao X 2 Q (pois Uh0i � Q), i.e., existe Z 2 P(W),Z < X, tal que  (X) = 0 e  (Z) = 1. Portanto, Y 2 Q (pois Y > X > Z e  (Y) = 0), i.e.,Y 2 [ h0i n Uh0i℄ \ Q = Lh0i.(iii) se X 2  h1inLh1i e Y 2 Lh1i, ent~ao Y 2 Q, X 2 Q tamb�em, e portanto X 2 [ h1inLh1i℄\Q =Uh1i, pelo mesmo raio��nio em (ii).(iv) se X 2  h1i n Lh1i e Y 2  h0i n Uh0i, ent~ao  (X) = 1 e  (Y) = 0, e portanto X;Y 2 Q (poisY > X), o que signi�a que X 2 [ h1i n Lh1i℄ \ Q = Uh1i e Y 2 [ h0i n Uh0i℄ \ Q = Lh0i.() A(LA;UA) = (LA \ Qh1i) [ (UA \Qh0i)= [((Qh0i n Ah0i) [ Ah1i) \ Qh1i℄[[((Qh1i n Ah1i) [ Ah0i) \ Qh0i℄= Ah1i [ Ah0i = A



7.3 Um Novo Algoritmo Baseado no M�etodo de Chaveamentos 101(d) LA(L;U) = (Qh0i n A(L;U)h0i) [A(L;U)h1i= (Qh0i n (U \Qh0i)) [ (L \ Qh1i)= (Qh0i n Uh0i)[ Lh1i= Lh0i [ Lh1i = LA igualdade UA(L;U) = U pode ser provada de forma similar.Para ilustrar os oneitos de�nidos aima, seja Q = f0001; 0010; 0101; 0110; 1001; 1101g, onformeFig. 7.5(a). Neste aso, Qh0i = f0110; 1001; 1101g e Qh1i = f0001; 0010; 0101g. Considere o onjuntode haveamento A = f0001; 0010; 1101g. Ent~ao, Ah0i = f1101g, Ah1i = f0001; 0010g, e a parti�~aoorrespondente �e LA = (Qh0inAh0i)[Ah1i = f0001; 0010; 0110; 1001g e UA = (Qh1inAh1i)[Ah0i =f0101; 1101g. Por outro lado, onsidere a parti�~ao (L;U) = (f0001; 0010; 0110; 1001g; f0101; 1101g),ilustrado na Fig. 7.5(b). Ent~ao, o onjunto de haveamento orrespondente �e A(L;U) = (L \Qh1i) [(U \ Qh0i) = f0001; 0010g [ f1101g = f0001; 0010; 1101g. As �guras 7.5() e 7.5(d) mostram,respetivamente, dois outros onjuntos de haveamento e as respetivas parti�~oes.
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0000(d) A2 = f0001; 0101; 0110g,LA2 = f0001; 0101; 1001; 1101g, UA2 = f0010; 0110gFigura 7.5: Conjuntos de Chaveamento e suas respetivas parti�~oes.Devido �a equivalênia entre onjuntos de haveamentos e parti�~oes v�alidas, dado um onjuntode haveamento A, o aumento de erro de  optA (Eq. 7.4) pode ser reesrito em termos da parti�~ao



102 Projeto de Operadores Cresentes �Otimosv�alida (LA; UA) omo : ~�(LA; UA) = XX2UAh0i (X) + XX2LAh1i (X) (7.5)i.e., ~�(LA; UA) = �( optA ;  opt).Em suma, podemos dizer que os seguintes problemas s~ao equivalentes :� Calular um operador resente �otimo.� Calular um operador resente om menor aumento de erro em rela�~ao a  opt.� Calular um onjunto de haveamento �otimo, isto �e, aquele que minimiza Eq. 7.4.� Calular uma parti�~ao �otima, isto �e, aquela que minimiza Eq. 7.5.7.3.2 O Problema da Parti�~ao �OtimaO problema original de projetar um operador resente �otimo �e equivalente ao problema de alularuma parti�~ao �otima do onjunto violador de  opt.O Problema da Parti�~ao V�alida �Otima (OVP): Sejam dados  opt : P(W) ! P(W) umW-operador om onjunto violador Q e os ustos de haveamento (X), X 2 Q. Enontrar umaparti�~ao v�alida de Q que minimiza a Eq. 7.5.O espa�o de solu�~oes para este problema onsiste de todas as parti�~oes v�alidas de Q. Uma vezque o tamanho de Q pode ser bem grande, algoritmos de for�a-bruta n~ao s~ao indiados para esteproblema. Trata-se de um problema essenialmente ombinat�orio. Um bom algoritmo para resolverproblemas de otimiza�~ao ombinat�oria deve ser apaz de enontrar uma solu�~ao �otima ap�os analisarapenas pouos andidatos �a solu�~ao. Para tal, ele deve saber tirar vantagens de alguma propriedadeou estrutura espeial do espa�o de solu�~oes.A seguir apresentamos uma s�erie de de�ni�~oes e proposi�~oes que ser~ao utilizadas para mostrarque o espa�o de solu�~oes do problema de parti�~ao �otima possui uma propriedade \greedy", o qualser�a explorado pelo algoritmo que propomos mais adiante.Proposi�~ao 7.2 Seja (L;U) uma parti�~ao v�alida de Q e seja F um subonjunto de Q tal que (Q nF;F ) �e tamb�em uma parti�~ao v�alida de Q. As seguintes a�rma�~oes s~ao verdadeiras.(a) Se F � U , ent~ao (L;U n F ) �e uma parti�~ao v�alida de Q n F (Fig. 7.6(a)).(b) Se F � L, ent~ao (L n F;U [ F ) �e uma parti�~ao v�alida de Q (Fig. 7.6(b)).() Se F 6� U e F 6� L, ent~ao (L n (L\F ); U [ (L\F )) �e uma parti�~ao v�alida de Q e (L\F;U \F )�e uma parti�~ao v�alida de F (Fig. 7.6()).(d) Se (L0; U 0) �e uma parti�~ao v�alida de Q n F , ent~ao (L0; U 0 [ F ) �e uma parti�~ao v�alida de Q(Fig. 7.6(d)).(e) Se (L00; U 00) �e uma parti�~ao v�alida de L, ent~ao (L00; U [U 00) = (L00;QnL00) �e uma parti�~ao v�alidade Q (Fig. 7.6(e)).



7.3 Um Novo Algoritmo Baseado no M�etodo de Chaveamentos 103Dem.: (a) Como L [ (U n F ) = L [ (U \ F ) = Q n F e L \ (U n F ) = ;, ent~ao (L;U n F ) �e umaparti�~ao de Q n F . Al�em disso, omo nenhum elemento de U n F �e menor que um elemento de L,(L;U n F ) �e uma parti�~ao v�alida.(b) Note que (LnF )[(U[F ) = Q. Como (QnF;F ) �e uma parti�~ao v�alida de Q, nenhum elementode F �e menor que um elemento de Q n F e, portanto, nenhum elemento de F �e menor que umelemento de L n F . Al�em disso, omo (L;U) �e uma parti�~ao v�alida de Q, nenhum elemento de U�e menor que um elemento de L e, portanto, nenhum elemento de U �e menor que um elemento deL nF (pois L nF � L). Portanto, nenhum elemento de U [F �e menor que um elemento de L nF .Logo, (L n F;U [ F ) �e uma parti�~ao v�alida de Q.() Como (L n (L \ F )) [ (U [ (L \ F )) = Q e (L n (L \ F )) \ (U [ (L \ F )) = ;, segue que(Ln (L\F ); U [ (L\F )) �e uma parti�~ao de Q. Al�em disso, omo (QnF;F ) �e uma parti�~ao v�alidade Q, nenhum elemento de F �e menor que um elemento de L n (L\F ) (pois L n (L\F ) � QnF )e, ent~ao, nenhum elemento de L \ F �e menor que um elemento de L n (L \ F ) (pois L \ F � F ).Mais ainda, omo (L;U) �e uma parti�~ao v�alida de Q, nenhum elemento de U �e menor que umelemento de L n (L \ F ) (pois L n (L \ F ) � L). Logo, nenhum elemento de U [ (L \ F ) �e menorque um elemento de L n (L \ F ).O par (L\F;U\F ) �e uma parti�~ao v�alida de F pois (L\F )[(U\F ) = F e (L\F )\(U\F ) = ;.Al�em disso, omo (L\F ) � L e U \F � U , nenhum elemento de U \F �e menor que um elementode L \ F .(d) Como L0 [ (U 0 [F ) = (L0 [U 0)[F = (QnF )[F = Q e L0 \ (U 0[F ) = (L0\U 0)[ (L0 \F ) =; [ ; = ;, ent~ao (L0; U 0 [ F ) �e uma parti�~ao de Q. Para mostrar que nenhum elemento de U 0 [ F�e menor que um elemento de L0, basta mostrarmos que nenhum elemento de F �e menor que umelemento de L0, j�a que nenhum elemento de U 0 �e menor que um elemento de L0 (pois (L0; U 0) �euma parti�~ao v�alida de Q n F ). Mas isto segue do fato de que (Q n F;F ) �e uma parti�~ao v�alida deQ.(e) Como L00 � L, nenhum elemento de L00 �e menor que um elemento de U . Al�em disso, omo(L00; U 00) �e uma parti�~ao v�alida de L, ent~ao nenhum elemento de L00 �e menor que um elemento deU 00. Logo, nenhum elemento de L00 �e menor que um elemento de U [ U 00 = Q n L00.PSfrag replaements QUL F(a)PSfrag replaements QU L F(b)PSfrag replaements QUL L\FU\F()PSfrag replaements QU 0L0 F(d)PSfrag replaements QUL U 00L00(e)Figura 7.6: Ilustra�~ao para a proposi�~ao 7.2.Resultados duais aos da proposi�~ao aima s~ao tamb�em v�alidos em rela�~ao a subonjuntos F deQ tais que (F;Q n F ) �e uma parti�~ao v�alida de Q.Proposi�~ao 7.3 Considere a parti�~ao v�alida trivial (Q; ;) de Q. Ent~ao~�(Q; ;) = XX2Qh1i (X)



104 Projeto de Operadores Cresentes �OtimosDualmente, om rela�~ao a outra parti�~ao v�alida trivial (;;Q) vale que ~�(;;Q) = PX2Qh0i (X).Estes s~ao os aumentos de erro nos asos em que, respetivamente, todos os elementos de Qh1i s~aohaveados para 0 e todos os elementos de Qh0i s~ao haveados para 1.Se (L;U) �e uma parti�~ao v�alida de Q, ent~ao o seu aumento de erro ~�(L;U) (Eq. 7.5) pode serreesrito em termos de ~�(Q; ;), omo~�(L;U) = ~�(Q; ;) + XX2Uh0i (X)� XX2Uh1i (X) (7.6)ou, dualmente, omo ~�(L;U) = ~�(;;Q) + XX2Lh1i (X)� XX2Lh0i (X) (7.7)Logo, podemos dizer que uma parti�~ao (L;U) �e prefer��vel �a parti�~ao (Q; ;) se e somente sePX2Uh0i (X)�PX2Uh1i (X) < 0; ela �e prefer��vel �a parti�~ao (;;Q) se e somente se PX2Lh1i (X)�PX2Lh0i (X) < 0.Para simpli�ar a apresenta�~ao de alguns resultados, de�nimos a no�~ao de peso de um subon-junto.De�ni�~ao 7.4 O peso de um subonjunto Z de Q �e de�nido omo!(Z) = XX2Zh0i (X)� XX2Zh1i (X)Note que, em partiular, !(fXg) = ( (X); se X 2 Qh0i�(X); se X 2 Qh1iDado um subonjunto Z � Q, suponha que apenas duas esolhas s~ao permitidas: ou haveartodos os elementos de Zh0i para 1, ou ent~ao, havear todos os elementos de Zh1i para 0. Neste aso,se o objetivo �e minimizar o aumento de erro, deve-se esolher aquele onjunto de haveamentos omo menor usto de haveamento. Por exemplo, se PX2Zh1i (X) >PX2Zh0i (X), i.e, !(Z) < 0, ent~ao�e melhor que os elementos de Zh0i sejam haveados para 1 do que o ontr�ario. Se !(Z) > 0, ent~ao �emelhor que os elementos de Zh1i sejam haveados para 0 do que o ontr�ario. Se !(Z) = 0, ambas asesolhas produzem o mesmo aumento de erro. Neste aso, utilizamos a onven�~ao de sempre havearde 1 para 0. Os dois primeiros asos est~ao ilustrados nas �guras 7.7(a) e 7.7(b), respetivamente. Osn�umeros ao lado de ada elemento representam o usto de haveamento.Proposi�~ao 7.5 Dados dois subonjuntos disjuntos Z1 e Z2 de Q, !(Z1 [ Z2) = !(Z1) + !(Z2).Proposi�~ao 7.6 Seja (L;U) uma parti�~ao v�alida de Q. Ent~ao~�(L;U) = ~�(Q; ;) + !(U)
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7(a) ! = 4� 7 = �3 2

3

2(b) ! = 2 + 2� 3 = 1Figura 7.7: Custo de haveamento e peso.Dem.: ~�(L;U) = XX2Lh1i (X) + XX2Uh0i (X)= XX2Lh1i (X) + XX2Uh0i (X) + XX2Uh1i (X)� XX2Uh1i (X)= ~�(Q; ;) + !(U)A proposi�~ao 7.6 reexpressa a Eq. 7.6 em termos de peso e a�rma que o aumento de erro deuma parti�~ao pode ser expressa em termos do aumento de erro da parti�~ao trivial e o peso da partesuperior da parti�~ao. Dualmente, om rela�~ao �a Eq. 7.7, vale que ~�(L;U) = ~�(;;Q)� !(L).Proposi�~ao 7.7 Seja (L;U) uma parti�~ao v�alida de Q, e (L0; U 0) uma parti�~ao v�alida de L (veja�gura 7.8(a)). Ent~ao, (L n U 0; U [ U 0) �e uma parti�~ao v�alida de Q e~�(L n U 0; U [ U 0) = ~�(L;U) + !(U 0)(a)PSfrag replaements QUL U 0L0 (b)PSfrag replaements QULU 00L00Figura 7.8: Ilustra�~ao para a proposi�~ao 7.7.Dem.: O par (L n U 0; U [ U 0) �e uma parti�~ao v�alida de Q (Proposi�~ao 7.2(e)). Al�em disso,~�(L n U 0; U [ U 0) = ~�(Q; ;) + !(U [ U 0)= ~�(Q; ;) + !(U 0) + !(Y )= ~�(L0 [ U 0; U) + !(U 0)= ~�(L;U) + !(U 0)



106 Projeto de Operadores Cresentes �OtimosA Proposi�~ao 7.7 �e uma generaliza�~ao da proposi�~ao 7.6. Quando um onjunto de elementos �etransferido da parte inferior para a parte superior, a varia�~ao no aumento de erro entre a parti�~aooriginal e a nova parti�~ao �e dado pelo peso do subonjunto transferido. Dualmente, se (L00; U 00) �euma parti�~ao v�alida de U , ent~ao (L [L00; U nL00) �e uma parti�~ao v�alida de Q e ~�(L[ L00; U nL00) =~�(L;U)�!(L00) (veja Fig. 7.8(b)). Este orresponde ao aso onde um subonjunto da parte superior�e transferido para a parte inferior.Para enontrar uma parti�~ao �otima, poderia-se esolher uma parti�~ao iniial e transferir, sues-sivamente, pequenos subonjuntos da parte superior para a parte inferior e vie-versa, tomando-se ouidado de que o aumento de erro da parti�~ao resultante (Proposi�~ao 7.7) sempre diminua. Entre-tanto, existem ertas quest~oes n~ao triviais om respeito a esolha da parti�~ao iniial e o n�umero deitera�~oes neess�arias at�e que haja uma onvergênia. Tamb�em n~ao se sabe se a esolha iniial podeou n~ao afetar a onvergênia para a parti�~ao �otima.Propomos aqui uma outra abordagem que onsiste em analisar pequenas por�~oes do onjuntoviolador de ada vez. Isto �e, se pequenas por�~oes s~ao analisadas, pode ser poss��vel deidir se estapor�~ao deve pertener �a parte superior ou inferior da parti�~ao �otima. Supondo que tais deis~oes sejamposs��veis, o proedimento onsistiria em iniiar o proesso om ambas as partes, superior e inferior,vazias e remover as pequenas por�~oes do onjunto violador para a parte adequada da parti�~ao. Esta �euma abordagem onstrutiva, na qual os elementos s~ao pouo a pouo agregados �as partes da parti�~ao,enquanto o onjunto violador vai diminuindo.Note que na segunda abordagem o tamanho do problema (tamanho do onjunto violador) �e gra-dualmente reduzido, enquanto que na primeira abordagem o problema �e sempre do mesmo tamanho.Para ilustrar as id�eias b�asias da segunda abordagem, onsideramos o onjunto violador e osrespetivos ustos de haveamento mostrados na Fig. 7.9(a). Se analisamos o subonjunto fg; h; ig,podemos veri�ar que o usto para havear g de 0 para 1 �e menor que o usto para havear ao mesmotempo h e i de 1 para 0. Uma vez que havear g de 0 para 1 n~ao afeta outros elementos no onjuntoviolador, podemos a�rmar que fg; h; ig pode ser transferido para a parte superior om seguran�a(Fig. 7.9(b)). Os elementos removidos do onjunto violador s~ao indiados por linhas pontilhadas,dentre os quais aqueles que s~ao esuros indiam elementos da parte superior, enquanto aqueles n~aohahurados indiam os elementos da parte inferior. A seguir, omo o ato de havear f de 1 para0 n~ao afeta outros elementos, e omo o usto para havear f para 0 �e menor do que o usto den~ao have�a-lo (pois isto impliaria que pelo menos d teria de ser haveado para 1) o subonjuntofd; fg pode ser removido para a parte inferior om seguran�a (Fig. 7.9()). Analisando o restante doonjunto violador, fa; b; ; eg, podemos ver, por exemplo, que fa; g pode ser removido om seguran�apara a parte superior (Fig. 7.9(d)). Neste aso, os dois �ultimos elementos n~ao preisam ser haveadose portanto podem ser movidos para a parte superior tamb�em (Fig. 7.9(e)). A parti�~ao resultante �emostrada na Fig. 7.9(f), onde os elementos haveados est~ao indiados por ��rulos duplos.Note que no exemplo anterior a seq�uênia na qual os subonjuntos foram removidos do onjuntoviolador n~ao �e �unia poss��vel. Al�em disso, os subonjuntos removidos n~ao preisam ser neessari-amente aqueles ilustrados no exemplo. Por exemplo, em vez de se esolher fa; g e depois fb; eg,poder��amos ter esolhido fa; b; ; eg, ou fa; bg e ent~ao f; eg, e ainda assim obter��amos o mesmo re-sultado. Mais ainda, estes subonjuntos devem ser esolhidos om bastante uidado. Por exemplo,no aso mostrado na Fig. 7.10, poderia-se simplesmente remover todos os elementos para a partesuperior j�a que ! < 0; por�em a esolha �otima �e fa; g na parte superior e fb; dg na parte inferior.
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bFigura 7.10: Um onjunto violador.7.3.3 Conjuntos Vi�aveisPara formalizar a no�~ao de remover um onjunto om seguran�a e eliminar as ambig�uidades naesolha dos subonjuntos a serem removidos, introduzimos a no�~ao de onjuntos vi�aveis. Depoismostramos que um algoritmo que sempre remove um onjunto vi�avel gera uma parti�~ao �otima de Q.De�ni�~ao 7.8 Seja FU a lasse dos subonjuntos n~ao-vazios F de Q (veja Fig. 7.11(a)) satisfazendo1. (Q n F;F ) �e uma parti�~ao v�alida de Q, e2. !(F ) < 0.Um subonjunto F 2 FU �e U-vi�avel se e somente se F �e minimal em FU om rela�~ao a �.De�ni�~ao 7.9 Seja FL a lasse dos subonjuntos n~ao-vazios F de Q (veja Fig. 7.11(b)) satisfazendo1. (F;Q n F ) �e uma parti�~ao v�alida de Q, e2. !(F ) � 0.Um subonjunto F 2 FL �e L-vi�avel se e somente se F �e minimal em FL om rela�~ao a �.



108 Projeto de Operadores Cresentes �OtimosPSfrag replaements QF(a) PSfrag replaements QF(b)Figura 7.11: Ilustra�~ao para as de�ni�~oes 7.8 e 7.9.Por onveniênia, (;; ;) �e onsiderada uma parti�~ao v�alida �otima de ;. Para nos referirmos aosonjuntos U - ou L-vi�aveis, sem uma distin�~ao expl��ita, usamos simplesmente o termo onjuntosvi�aveis.Lema 7.10 (a) Se um onjunto violador Q n~ao ont�em um subonjunto U -vi�avel, ent~ao ele ont�emum subonjunto L-vi�avel.(b) Se um onjunto violador Q n~ao ont�em um subonjunto L-vi�avel, ent~ao ele ont�em um subonjuntoU -vi�avel.Dem.: (a) Se Q n~ao ont�em um subonjunto U -vi�avel, ent~ao, pela Def. 7.8, para qualquer parti�~aov�alida (L;U) de Q, tem-se !(U) � 0. Em partiular, temos que (L;U) = (;;Q), o que signi�aque FL �e n~ao-vazio.(b) A prova �e an�aloga.Teorema 7.11 Seja F um onjunto vi�avel de Q, e seja (L0; U 0) uma parti�~ao �otima de QnF . Ent~ao,(a) se F �e U -vi�avel, ent~ao (L0; U 0 [ F ) �e uma parti�~ao �otima de Q, e(b) se F �e L-vi�avel, ent~ao (L0 [ F;U 0) �e uma parti�~ao �otima de Q.Dem.: (a) Para provar que (L0; U 0 [ F ) �e uma parti�~ao �otima de Q, preisamos apenas provar queela �e �otima, uma vez que j�a sabemos, pela Proposi�~ao 7.2(a), que ela �e uma parti�~ao v�alida de Q.Vamos supor, por absurdo, que ela n~ao �e �otima, e ent~ao mostraremos que esta hip�otese sempreonduz a uma ontradi�~ao.Se (L0; U 0[F ) n~ao �e uma parti�~ao �otima de Q, ent~ao existe alguma parti�~ao v�alida (L;U) de Q talque ~�(L;U) < ~�(L0; U 0[F ). Vamos esolher, em partiular, uma parti�~ao �otima, que denotaremos(L�; U�).Vamos analisar a rela�~ao de F om U� e L�, e mostrar que todos os poss��veis asos ((1) F � L�,(2) F � U�, e (3) F 6� U� e F 6� L�), onduzem-nos a alguma ontradi�~ao.Caso 1: Se F � L�, ent~ao (L� n F;U� [ F ) �e uma parti�~ao v�alida de Q (proposi�~ao 7.2()). DaProposi�~ao 7.7 e do fato de que F �e um onjunto U -vi�avel segue que~�(L� n F;U� [ F ) = ~�(L�; U�) + !(F ) < ~�(L�; U�):Isto �e um absurdo, pois (L�; U�) �e uma parti�~ao �otima de Q.Caso 2: Se F � U�, ent~ao (L�; U� n F ) �e uma parti�~ao v�alida de Q0 (Proposi�~ao 7.2(b)). Maisainda, da Proposi�~ao 7.7, temos que ~�(L�; U�) = ~�(L�; F [ (U� n F )) =~�(L� [ (U� n F ); F ) + !(U� n F ) = ~�(Q0; F ) + !(U� n F )



7.3 Um Novo Algoritmo Baseado no M�etodo de Chaveamentos 109e ~�(L0; U 0 [ F ) = ~�(Q0 n U 0; F [ U 0) = ~�(Q0; F ) + !(U 0):Como (L�; U�) �e uma parti�~ao �otima de Q, ent~ao ~�(L�; U�) � ~�(L0; U 0 [ F ), o que signi�a quedas duas express~oes aima segue que !(U� nF ) � !(U 0). Note que a igualdade n~ao pode valer pois(L0; U 0 [ F ) seria uma parti�~ao �otima de Q, ontradizendo a hip�otese. Logo, deve ser verdade que!(U� n F ) < !(U 0), e ent~ao, da Proposi�~ao 7.6, segue que~�(L�; U� n F ) = ~�(Q0; ;) + !(U� n F ) < ~�(Q0; ;) + !(U 0) = ~�(L0; U 0)o que �e um absurdo pois (L0; U 0) �e uma parti�~ao �otima de Q0.Case 3: Se F 6� L� e F 6� U�, ent~ao seja X = F\L�. Da Proposi�~ao 7.2(d), (L�nX;U�[X) �e umaparti�~ao v�alida de Q. Tamb�em sabemos que !(X) � 0 pois em aso ontr�ario, pela Proposi�~ao 7.7,(L� nX;U�[X) seria uma parti�~ao v�alida de Q om aumento de erro menor que (L�; U�), o que �eum absurdo. Como !(F ) < 0 (pois F �e um onjunto U -vi�avel), da Proposi�~ao 7.5 onlu��mos que!(F nX)+!(X) = !(F ) < 0. Disto, e do fato de que !(X) � 0, segue que !(F nX) < �!(X) � 0.Isto, !(F nX) < 0, �e um absurdo pois F nX � F 2 FU , o que viola a ondi�~ao de minimalidadede F .(b) A prova �e an�aloga.7.3.4 O AlgoritmoO teorema 7.11 �e a base para o algoritmo que propomos. O algoritmo ome�a om as partes inferiore superior vazias e suessivamente remove subonjuntos vi�aveis do onjunto violador para uma daspartes. Como o proesso �e guloso, uma vez que um subonjunto �e removido do onjunto violador, elenuna ser�a oloado de volta ao onjunto violador. O lema 7.10 mostra que sempre existe pelo menosum subonjunto vi�avel no onjunto violador restante, portanto pode-se garantir que o algoritmotermina.Teorema 7.12 Dado um onjunto violador Q e ustos de haveamento (X) para ada elemento Xde Q, o seguinte algoritmo (algoritmo OVP) produz uma solu�~ao �otima para o problema OVP.Entrada: Um onjunto violador Q; ustos de haveamento (X), 8X 2 QSa��da: Parti�~ao �otima (L;U) de Q.1. Fa�a U  ; e L ;.2. Se Q �e vazio, ent~ao devolva (L;U) e pare.3. Proure um onjunto vi�avel F em Q.Se F �e U-vi�avel, ent~ao fa�a U  U [ F;se F �e L-vi�avel, ent~ao fa�a L L [ F.Fa�a Q  Q n F e retorne ao passo 2.Algoritmo 7.1 Algoritmo OVP.



110 Projeto de Operadores Cresentes �OtimosDem.: O aso Q = ; �e trivial. Caso ontr�ario, existe pelo menos um onjunto vi�avel em Q (Le-ma 7.10). Seja ent~ao F1; F2; : : : ; Ft, t � 1, a seq�uênia de onjuntos vi�aveis enontrados peloalgoritmo. Note que Q = F1 [ F2 [ : : : [ Ft.Se Ft �e um onjunto U -vi�avel, ent~ao (;; Ft) �e uma parti�~ao �otima de Ft e, se Ft �e um onjuntoL-vi�avel ent~ao (Ft; ;) �e uma parti�~ao �otima de Ft (Teorema 7.11), om (L0; U 0) = (;; ;).Agora suponha que (L0; U 0) �e uma parti�~ao �otima de Fi+1[ : : :[Ft. Pelo teorema 7.11, se Fi �e umonjunto U -vi�avel, ent~ao (L0; U 0 [ Fi) �e uma parti�~ao �otima de Fi [ Fi+1 [ : : : [ Ft, e se Fi �e umonjunto L-vi�avel ent~ao (L0[F;U 0) �e uma parti�~ao �otima de Fi[Fi+1[: : :[Ft, i = t�1; t�2; : : : ; 1.Em outras palavras, dada uma parti�~ao �otima de Fi+1[: : :[Ft, a parti�~ao �otima de Fi[Fi+1[: : :[Ftpode ser onstru��da adiionando-se Fi �a parte superior ou inferior, dependendo se Fi �e um onjuntoU ou L-vi�avel, respetivamente.Logo, a parti�~ao de Q tal que suas partes superior e inferior s~ao formadas por todos os onjuntosU e L-vi�aveis, respetivamente, �e uma parti�~ao �otima de Q. Como esta �e exatamente a parti�~aodevolvida pelo algoritmo, ela �e �otima.As �guras 7.12 e 7.13 mostram dois exemplos de aplia�~ao do algoritmo proposto. Elas ilustramuma seq�uênia de subonjuntos vi�aveis sendo removidos de dois onjuntos violadores diferentes. As�guras mostram, respetivamente, o estado iniial do onjunto violador, os estados intermedi�ariosgerados pelo algoritmo (onde os subonjuntos vi�aveis enontrados s~ao evideniados por uma urva eos elementos removidos s~ao indiados por linhas pontilhadas), e a parti�~ao resultante.
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114 Projeto de Operadores Cresentes �Otimos7.3.5 Como Enontrar Conjuntos Vi�aveisNesta se�~ao apresentamos uma estrat�egia de busa por onjuntos vi�aveis e disutimos uma imple-menta�~ao relaxada, ujo objetivo �e ontrolar a omplexidade do algoritmo.De�ni�~ao 7.13 Seja T = fZ1;Z2; : : : ;Zkg, k � 1, um subonjunto do onjunto violador Q. De�ni-mos U [T ℄ = fX 2 Q : 9Z 2 T;X � ZgL[T ℄ = fX 2 Q : 9Z 2 T;X � ZgProposi�~ao 7.14 (a) Se (Q n F;F ) �e uma parti�~ao v�alida de Q e X1;X2; : : : ;Xk s~ao os elementosminimais de F , ent~ao F = U [fX1;X2; : : : ;Xkg℄.(b) Se (F;Q n F ) �e uma parti�~ao v�alida de Q e X1;X2; : : : ;Xk s~ao os elementos maximais de F ,ent~ao F = L[fX1;X2; : : : ;Xkg℄.Dem.: (a) Se X 2 F , ent~ao, pela ondi�~ao de minimalidade, X � Xi para algum i 2 f1; 2; : : : ; kg.Logo, X 2 U [fX1;X2; : : : ;Xkg℄.Por outro lado, se X 2 U [fX1;X2; : : : ;Xkg℄, ent~ao existe Xi, para algum i 2 f1; 2; : : : ; kg, tal queX � Xi. Suponha por absurdo que X 62 F . Neste aso, ter��amos X 2 Q nF , e (Qn F;F ) n~ao seriauma parti�~ao v�alida de Q, pois Xi 2 F �e menor que X 2 Q n F . Isto �e um absurdo.(b) A prova �e an�aloga.Proposi�~ao 7.15 (a) Todos os elementos minimais de um onjunto U -vi�avel F de Q s~ao elementosde Qh1i.(b) Todos os elementos maximais de um onjunto L-vi�avel F de Q s~ao elementos de Qh0i.Dem.: (a) Suponha por absurdo que alguns elementos minimais de F est~ao em Qh0i, e seja X umdeles. Por de�ni�~ao, !(fXg) � 0. Logo,!(F ) = !(F n fXg) + !(fXg)!(F n fXg) = !(F )� !(fXg) � !(F ) < 0Ent~ao, (fXg; F n fXg) �e uma parti�~ao valida de F e !(F n fXg) < 0, o que ontradiz o fato de queF �e um onjunto U -vi�avel, pois F n fXg � F .(b) A prova �e an�aloga.Das proposi�~oes 7.14 e 7.15, �a laro que quando prourando Q por onjuntos U -vi�aveis, umalgoritmo preisa onsiderar apenas os subonjuntos da forma U [fX1;X2; : : : ;Xkg℄, k � 1, ondeXi 2 Qh1i, para todo i 2 f1; 2; : : : ; kg. Mais ainda, devido a ondi�~ao de minimalidade de onjuntosvi�aveis, o algoritmo preisa garantir que nenhum subonjunto pr�oprio do onjunto sendo analisado �eum onjunto U -vi�avel. Em outras palavras, U [fX1;X2; : : : ;Xkg℄ deve ser testado somente ap�os todosos seus subonjuntos da forma U [fXi1 ;Xi2; : : : ;Xijg℄, 1 � j < k, il 2 f1; 2; : : : ; kg, 1 � l � j, il 6= itse l 6= t, terem sido testados. O mesmo tipo de raio��nio vale tamb�em para onjuntos L-vi�aveis.



7.3 Um Novo Algoritmo Baseado no M�etodo de Chaveamentos 115Na pr�atia, o proedimento de busa �e realizado sobre o grafo orrespondente a Q. Os elementosde Q orrespondem aos n�os do grafo. Dois n�os orrespondendo aos elementos X e Y, onde X < Y, s~aoligados por uma aresta se e somente se n~ao existe nenhum outro elemento Z 2 Q tal que X < Z < Y.Um n�o orrespondendo a um elemento X ser�a refereniado por X tamb�em.Para failitar a desri�~ao do proedimento de busa, de�nimos a no�~ao de n��vel de um n�o. Os n�osmaximais de Qh1i s~ao de�nidos omo n�os no n��vel 0. Um n�o X 2 Qh1i est�a no n��vel 1 se e somentese todos os 1-elementos em U [fXg℄ n fXg est~ao no n��vel 0. Em geral, se t �e o n��vel m�aximo de todosos n�os em (U [fXg℄ n fXg) \Qh1i, ent~ao o n��vel de X �e de�nido omo t+ 1. Denotamos o n��vel de Xpor l(X). Logo, 8X 2 Qh1i, tal que X n~ao �e maximal em Qh1i,l(X) = maxfl(Y) : Y 2 (U [fXg℄ n fXg) \Qh1ig+ 1:Suponha que U [fXg℄, X 2 Qh1i e l(X) = t. Os subonjuntos de U [fXg℄ que potenialmente podemser U -vi�aveis s~ao aqueles ujos elementos minimais est~ao em (U [fXg℄nfXg)\Qh1i, o que signi�a queo n��vel desses n�os �e menor do que t. Portanto, ontanto que todos os subonjuntos orrespondentes aombina�~oes de elementos de Qh1i om n��vel menor do que t tenham sido examinados (e n~ao sejamU -vi�aveis) o algoritmo poder�a proeder para examinar o onjunto U [fXg℄; ele apenas preisa veri�arse este satisfaz a ondi�~ao (2) da Def. 7.8, i.e., se !(U [fXg℄) < 0. Mais preisamente, o algoritmo podeproeder o teste om U [fXg℄ se todos os subonjuntos orrespondendo �as ombina�~oes de elementosem Qh1i \ (U [fXg℄ n fXg) j�a tiverem sido examinados. Generalizando esta id�eia, um subonjuntoU [fX1;X2; : : : ;Xkg℄ deve ser examinado somente ap�os todos os seus subonjuntos orrespondendo �asombina�~oes de elementos em (Ski=1 U [fXig℄) \ Qh1i terem sido examinados.Temos, portanto, o seguinte proedimento de busa. Primeiramente, examinam-se todos os sub-onjuntos da forma U [fXg℄, onde X 2 Qh1i e l(X) = 0. A seguir, examinam-se subonjuntos da formaU [fX1;X2g℄, onde tanto X1 e X2 est~ao em Qh1i e tem n��vel 0. Prossegue-se tomando ombina�~oes detrês, quatro e mais elementos do n��vel 0. Uma vez que todas as ombina�~oes de elementos no n��vel0 forem examinadas, examinam-se os subonjuntos om um elemento minimal no n��vel 1. Antes deexaminar ombina�~oes de dois ou mais elementos no n��vel 1, ada elemento X no n��vel 1 preisa serombinado om ada ombina�~ao de elementos do n��vel 0. A seguir, ombina�~oes de dois elementosno n��vel 1 preisam ser ombinados om todas as poss��veis ombina�~oes de elementos no n��vel 0, eassim por diante. O n�umero de poss��veis ombina�~oes rese rapidamente om o aumento dos n��veis.Por�em, ada vez que um onjunto vi�avel �e enontrado, o grafo e o n��vel do elementos afetados prei-sam ser atualizados e o proedimento de busa deve ser reiniializado no n��vel 0 sobre o novo grafo.Estritamente falando, somente as ombina�~oes que envolvem elementos X tais que alguma por�~ao deU [fXg℄ foi removido �e que preisam ser analisados novamente. No aso dos onjuntos L-vi�aveis, amesma id�eia se aplia; neste aso, os n��veis aumentam de baixo para ima.Observa-se na pr�atia que, em geral, os onjuntos vi�aveis possuem pouos elementos mini-mais/maximais. Portanto, o proedimento de busa n~ao preisa, em geral, testar todas as poss��veisombina�~oes desritas anteriormente. Entretanto, �e poss��vel que em alguns asos, em algum passo doalgoritmo, todos os onjuntos vi�aveis existentes sejam muito grandes. Nestes asos, o algoritmo pre-isar�a examinar um n�umero grande de ombina�~oes at�e enontrar um onjunto vi�avel, onstituindouma situa�~ao r��tia em termos de tempo de proessamento neess�ario.



116 Projeto de Operadores Cresentes �Otimos7.3.6 Busa RelaxadaPara ontrolar a omplexidade ombinat�oria do problema de busa, impomos algumas restri�~oessobre o n�umero de elementos minimais/maximais em um onjunto vi�avel.De�ni�~ao 7.16 Seja FU (k) uma lasse de subonjuntos n~ao-vazios F de Q satisfazendo1. (Q n F;F ) �e uma parti�~ao v�alida de Q,2. !(F ) < 0, e3. F tem no m�aximo k elementos minimais.Um subonjunto F 2 FU (k) �e U-k-vi�avel se e somente se F �e minimal em FU (k) om rela�~ao a �.Conjuntos L-k-vi�aveis s~ao de�nidos de forma similar, apenas troando os elementos minimais pormaximais.Estas duas de�ni�~oes introduzem o que hamamos simplesmente de onjuntos k-vi�aveis. Se so-mente onjuntos k-vi�aveis s~ao prourados, ent~ao o proedimento de busa desrito anteriormentepreisa veri�ar ombina�~oes de no m�aximo k elementos minimais/maximais, e portanto o tempo deproessamento pode ser ontrolado atrav�es do parâmetro k. Este relaxamento pode introduzir subo-timalidade, no sentido de o resultado n~ao ser �otimo. Vale notar, entretanto, que sempre �e poss��velesolher um k su�ientemente grande para obter um resultado �otimo.Daqui para frente, referimos ao algoritmo que proura somente onjuntos k-vi�aveis omo algoritmok-relaxado em oposi�~ao ao algoritmo original (n~ao-relaxado). Analisamos a seguir algumas situa�~oesque podem deorrer devido ao relaxamento.Seja Q o onjunto violador mostrado na Fig. 7.14(a). Existe apenas um subonjunto 1-vi�avel,U [fig℄, em Q. Como U [fig℄ = Q, ap�os remover Q para a parte superior o algoritmo 1-relaxadopara, retornando omo resultado a parti�~ao (;;Q), omo mostra a Fig. 7.14(b). Entretanto, U [fig℄n~ao �e um onjunto vi�avel no sentido estrito pois ele ont�em os subonjuntos U [fd; fg℄, L[fg; hg℄,L[fg; eg℄ e L[fe; hg℄ que s~ao vi�aveis. Todos estes onjuntos vi�aveis possuem mais de 1 elementominimal/maximal, e isto explia porque eles n~ao podem ser enontrados pelo algoritmo 1-relaxado.O resultado �otimo ( ~� = 9) �e mostrado na Fig. 7.14(). Note que o algoritmo 2-relaxado �e apazde enontrar todos os onjuntos vi�aveis, isto �e, k = 2 seria su�iente, neste aso, para se alular aparti�~ao �otima de Q.Seja F um onjunto k-vi�avel sendo removido de Q pelo algoritmo k-relaxado. Como o algoritmok-relaxado n~ao examina subonjuntos om mais de k elementos minimais/maximais, se existir pelomenos um subonjunto om mais de k 1-elementos minimais em F e se F �e um onjunto U -k-vi�avel, ou se existirem subonjuntos om mais de k 0-elementos maximais em F e se F for umonjunto L-k-vi�avel, ent~ao existe a possibilidade de que onjuntos vi�aveis (no sentido estrito) n~aoserem enontrados. Note, entretanto, que a existênia de tais subonjuntos n~ao neessariamenteimplia que os mesmos s~ao vi�aveis (no sentido estrito).Em alguns asos, mesmo quando o algoritmo relaxado perde (deixa de identi�ar) um onjuntovi�avel, o resultado �nal pode ser �otimo. Consideramos o onjunto violador Q da Fig. 7.15(a) parailustrar um aso desses. Se o algoritmo 1-relaxado for apliado sobre Q, ent~ao dois onjuntos 1-vi�aveis, a saber U [fig℄ e U [fkg℄ (o segundo em Q n U [fig℄), ser~ao enontrados. Novamente, U [fig℄n~ao �e um onjunto vi�avel no sentido estrito. Apesar disso, o resultado �nal, mostrado na Fig. 7.15(b),
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fPSfrag replaements Por�~ao irredut��vel() Por�~ao irredut��velFigura 7.16: Exemplo de uma por�~ao irredut��velPara proessar uma por�~ao irredut��vel, digamos Q0, uma estrat�egia simples onsiste em alular~�(Q0; ;) e ~�(;;Q0), e ent~ao remover Q0 para o onjunto superior aso ~�(Q0; ;) < ~�(;;Q0) ou parao onjunto inferior em aso ontr�ario. Uma outra alternativa, quando Q0 �e relativamente pequeno,seria apliar o m�etodo da for�a-bruta, i.e., testar todas as poss��veis parti�~oes v�alidas de Q0 e esolheruma om o menor aumento de erro. O algoritmo OVP relaxado �e apresentado a seguir :Entrada: Um onjunto violador Q; ustos de haveamento (X), 8X 2 Q, fator derelaxamento k, k > 0Sa��da: Parti�~ao �otima (L;U) de Q.1. Fa�a U  ; e L ;.2. Se Q �e vazio, ent~ao devolva (L;U) e pare.3. Proure um onjunto k-vi�avel F em Q.� Se F for enontrado, e se ele �e U-vi�avel, ent~ao fa�a U  U [F; se F �e L-vi�avel, ent~ao fa�a L L [ F. Fa�a Q Q n F.� Se F n~ao for enontrado, alule ~�(Q; ;) e ~�(;;Q). Se~�(Q; ;) � ~�(;;Q) ent~ao fa�a L  L [ Q, sen~ao fa�a U  U [ Q.Fa�a Q  ;.Volte ao passo 2.Algoritmo 7.2 Algoritmo OVP relaxado.Suponha uma situa�~ao na qual nenhum onjunto vi�avel (no sentido estrito) foi perdido, at�e omomento em que uma por�~ao irredut��vel �e enontrada. Mesmo ap�os o proessamento da por�~aoirredut��vel onforme desrito aima, o resultado �nal pode ser �otimo. Considere a por�~ao irredut��velQ0 mostrada na Fig. 7.17(a) (nenhum de seus subonjuntos L[fag℄, L[fbg℄, ou U [fg℄ s~ao 1-vi�aveis.)O algoritmo 1-relaxado quando apliado sobre Q0, alula ~�(Q0; ;) = 4 e ~�(;;Q0) = 6 e deideremover Q0 para o onjunto inferior. Como L[fa; bg℄ = Q0 �e um onjunto vi�avel (no sentido estrito)ele seria removido para o onjunto inferior pelo algoritmo n~ao relaxado tamb�em (Fig. 7.17(b).)Por outro lado, a mesma estrat�egia pode produzir resultados n~ao-�otimos, omo mostramos noseguinte exemplo. Seja Q0 a por�~ao irredut��vel mostrada na Fig. 7.18(a). Ent~ao, ~�(Q0; ;) = 15 e
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4() Resultado �otimo.Figura 7.18: Por�~ao irredut��vel �e proessado inorretamente.Em resumo, o relaxamento pode produzir resultados n~ao-�otimos devido aos onjuntos vi�aveis quen~ao s~ao detetados, ou devido ao proessamento inorreto da por�~ao irredut��vel. Entretanto, deve-semanter em mente que a existênia de tais subonjuntos n~ao neessariamente implia que o resultado �esub-�otimo. Estas situa�~oes nas quais existem por�~oes irredut��veis, ou nas quais subonjuntos vi�aveispodem n~ao ter sido detetados, ser~ao denominados asos inertos. A ausênia de asos inertosimplia que o resultado �e �otimo.7.3.7 Limitantes para o Aumento de ErroO resultado do algoritmo relaxado pode ser sub-�otimo, onforme mostramos na se�~ao anterior. Nestase�~ao apresentamos limitantes para o aumento de erro do operador projetado em rela�~ao ao operadorresente �otimo. Seja ~� o aumento de erro do operador resente �otimo (aquele que orresponde �aparti�~ao �otima de Q). Ent~ao, 0 � ~� � minf ~�(Q; ;); ~�(;;Q)gAgora, sejam U 0, L0 o onjunto de elementos na parte superior e inferior, respetivamente, quando oalgoritmo depara om um aso inerto pela primeira vez durante o proessamento de Q. Nesta fasedo proessamento, sabe-se que os elementos de U 0 e L0 s~ao, respetivamente, elementos das partessuperior e inferior da parti�~ao �otima. O aumento de erro devido a U 0 e L0 s~ao dados, respetivamente,por



120 Projeto de Operadores Cresentes �Otimos+(U 0) = XX2U 0h0i (X) e �(L0) = XX2L0h1i (X)Portanto, o aumento de erro no momento em que o algoritmo depara om um aso inerto pelaprimeira vez �e dado por +(U 0)+�(L0), o que onstitui um limitante inferior para o verdadeiro valorde ~�, i.e., 0 � +(U 0) + �(L0) � ~�Por outro lado, denote por ~�k o aumento de erro da parti�~ao �nal alulada pelo algoritmo.Ent~ao, ~�k �e menor ou igual a minf ~�(Q; ;); ~�(;;Q)g. Portanto, temos a seguinte rela�~ao :0 � +(U 0) + �(L0) � ~� � ~�k � minf ~�(Q; ;); ~�(;;Q)g (7.8)Conforme j�a dissemos anteriormente, se o algoritmo n~ao depara om um aso inerto, ent~aoo resultado por ele produzido �e �otimo e, neste aso, teremos ~�k = ~�. Veremos nos resultadosexperimentais que muitas vezes ~�k �e muito pr�oximo de ~�.7.3.8 Resultados ExperimentaisTestamos o uso de diferentes valores para k. Os experimentos foram onduzidos em um omputadorPentium II, 300 MHz, usando diferentes modelos de imagens (A,B,C, e D), ilustrados nas Figs. 7.19a 7.22.
Imagem observada. (MAE = 0:1391) Imagem idealFigura 7.19: Grupo A : 15% de ru��do sal-e-pimentaImagem observada (MAE=0:0158) Imagem observada (MAE=0:0102) Imagem idealFigura 7.20: Grupo B: Ru��do de borda, diferente densidades.
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Imagem observada (MAE=0:0612) Imagem observada (MAE=0:0579) Imagem idealFigura 7.21: Grupo C: Modelo Booleano om gr~aos quadrados e subonjuntosdo quadrado 3� 3 omo ru��do.

Imagem observada(MAE=0:0162) Imagem ideal Imagem observada(MAE=0:0579) Imagem idealFigura 7.22: Grupo D : Retângulos om ru��do de borda, om diferentes densida-des.Algoritmo OVPSe, durante o proessamento, o algoritmo k-relaxado n~ao depara om um aso inerto, ent~ao ~�k �e�otimo. Al�em disso, se ~�k �e �otimo, ent~ao ~�l = ~�k, para todo l � k. Note que, mesmo nos asos emque o algoritmo depara om um aso inerto, o resultado pode ainda ser �otimo, onforme disutimosanteriormente.A tabela 7.1 mostra os resultados relativos a 67 experimentos om a janela W3�3. Aqui enfati-zamos a rela�~ao entre ~�1, ~�2 e ~�3. Estes resultados est~ao separados em dois grupos prinipais : os�otimos (aqueles nos quais o algoritmo n~ao deparou om um aso inerto para pelo menos um dos k,k = 1; 2; 3) e os inertos (aqueles nos quais o algoritmo deparou om um aso inerto para k = 1; 2, e3). Cada um desses dois grupos est~ao subdivididos em subasos. Para a lasse dos �otimos, a oluna2 india qual o menor valor de k para o qual o algoritmo n~ao deparou um aso inerto. Isto signi�aque o resultado �otimo foi enontrado e que o algoritmo, se exeutado om k maior, iria produzir omesmo resultado. A oluna 3 india quantas vezes ada um desses asos foi observado. A oluna 4india a rela�~ao entre ~�1, ~�2 e ~�3, e a oluna 5 india quantas vezes ada uma das rela�~oes indiadasfoi observada. Finalmente, as duas �ultimas olunas espei�am o modelo e a quantidade de imagensutilizadas nos experimentos. A tabela 7.2 mostra o mesmo para 69 experimentos om a janela W13.A tabela 7.3 fornee maiores detalhes dos 17 asos, da janela W13, onde �1 > �3. A oluna1 mostra o MAE do operador �otimo  opt e as olunas 2 e 3 mostram, respetivamente, o MAE dooperador resente obtido usando k = 3 e k = 1. Observe que a varia�~ao do MAE entre estes doisoperadores n~ao �e signi�ante, omo indiado na oluna 4.



122 Projeto de Operadores Cresentes �OtimosGrupo Caso Oorr. subaso Oorr. Modelo Oorr.A 1k = 1 34 �1 (= �2 = �3) 34 C 3D 30�otimo k = 2 11 �1 = �2 (= �3) 11 D 11�1 = �2 = �3 6 D 6k = 3 8 �1 > �2 = �3 2 B 1D 1�1 = �2 = �3 13 B 2inerto 14 D 11�1 > �2 = �3 1 B 1total 67 67 67Tabela 7.1: Desempenho do algoritmo OVP: janela W3�3.
Grupo k Oorr. subaso Oorr. Modelo Oorr.k = 1 22 �1 (= �2 = �3) 22 A 1D 21�1 = �2 (= �3) 7 C 1�otimo k = 2 8 D 6�1 > �2 (= �3) 1 A 1k = 3 8 �1 = �2 = �3 6 D 6�1 > �2 = �3 2 C 2�1 = �2 = �3 17 B 2D 15�1 > �2 = �3 7 B 1inerto 31 D 6�1 = �2 > �3 1 D 1�1 > �2 > �3 6 B 1D 5total 69 69 69Tabela 7.2: Desempenho do Algoritmo OVP: janela W13.
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MAEh opti MAEh opti+�3 MAEh opti+�1 �1 ��35.6226e-03 6.0367e-03 6.0368e-03 1e-077.6559e-03 8.1047e-03 8.1048e-03 1e-075.2408e-04 7.8244e-04 7.8259e-04 1.5e-074.9300e-03 5.3283e-04 5.3265e-04 1.8e-073.9749e-04 4.4473e-04 4.4492e-04 1.9e-075.1621e-03 5.6847e-03 5.6849e-03 2e-077.1254e-03 7.6549e-03 7.6551e-03 2e-071.8423e-04 2.7528e-04 2.7552e-04 2.4e-076.2505e-03 8.9047e-03 8.9051e-03 4e-071.5442e-03 1.9622e-03 1.9629e-03 7e-073.1494e-03 3.2061e-03 3.2069e-03 8e-072.1721e-03 2.7239e-03 2.7248e-03 9e-071.9718e-03 2.2409e-03 2.2425e-03 1.6e-062.1792e-03 2.7267e-03 2.7289e-03 2.2e-065.0711e-04 9.9452e-04 9.9836e-04 3.84e-065.2177e-04 9.9219e-04 9.9659e-04 4.4e-061.0535e-02 1.4451e-02 1.4465e-02 1.4e-05Tabela 7.3: Aumento de Erro: fator de relaxamento k = 1 e k = 3.



124 Projeto de Operadores Cresentes �OtimosA tabela 7.4 mostra o tempo de proessamento para variadas janelas e diferentes tamanhos doonjunto violador. O tempo �e dado em segundos. Para simpli�ar, eles foram aproximados para ovalor inteiro n~ao nulo mais pr�oximo. Quando o n�umero �e marado pelo s��mbolo �, signi�a que oresultado orrespondente �e �otimo, enquanto o s��mbolo � india que o tempo n~ao foi alulado paraaquele aso. O tempo de proessamento �e o tempo gasto para a) o �alulo do onjunto violador,b) onstru�~ao de um grafo orrespondendo ao onjunto violador, ) aplia�~ao do algoritmo OVP, d)�alulo dos elementos minimais de  optAh1i, e) I/O. Cabe notar que ada um dos experimentos oma janela W3�3 levaram menos de 0:27 segundos.Tamanho da Exemplos Conjunto Arestas Base Tempo�0:5 (em segundos)janela violador k = 1 k = 2 k = 33671 622 1516 41 1 1 18180 902 1084 596 2 2 2�8185 2452 8778 215 3 6 9613 8185 70 42 831 1� � �7892 3090 12718 165 3 8 405864 4492 22762 69 4 15 11256605 5020 26368 81 5 26 148316 47648 5277 20139 1856 66 67 7256706 14063 13209 1485 223 393 1862174253 7066 10532 2820 137 148 16117 68011 18656 52716 1995 397 1028 �95439 24539 14549 2153 779 2595 �52615 5101 73541 212 87 88� �290892 5376 97878 5183 288 289 31174914 10090 42771 198 203 204 20425 92565 10899 45789 8 449 465 1571597965 19885 68891 9384 3749 4075 5830368717 87732 808285 6151 11459 66518 �836334 198168 2040243 8375 16 horas 7 dias �49 1173140 445 426 37376 678 671� �Tabela 7.4: Tempo de proessamento do algoritmo OVP.Algoritmo OVP versus o Algoritmo Baseado na Representa�~ao MAEComparamos a seguir o algoritmo OVP om outro algoritmo uja implementa�~ao �e baseada noteorema de representa�~ao do MAE. Neste segundo, utilizamos uma implementa�~ao j�a itada emestudos anteriores, que onsiste dos seguintes passos :1. Calular o MAE para ada um dos 2n elementos estruturantes (ou seja, ada elemento deP(W)) (Eq. 7.1.)2. Seleionar 100 elementos estruturantes om os menores valores MAE para onstruir a biblioteade primeira-ordem.



7.4 Distribui�~oes a Priori para as Probabilidades Condiionais 1253. Calular o MAE para todas as ombina�~oes de no m�aximo m elementos estruturantes destabibliotea (m �e o tamanho m�aximo da base), usando um algoritmo reursivo que implementaa Eq. 7.2.Implementa�~oes mais e�ientes da Eq. 7.2, que n~ao s~ao reursivas, s~ao poss��veis. Por exemplo, umalgoritmo baseado em programa�~ao dinâmia poderia utilizar o fato de que o MAE de um operadorom m eros~oes pode ser omputado a partir do MAE de dois operadores om (m�1) eros~oes e mais oMAE de um elemento estruturante [111℄. Por�em, uma di�uldade nesta abordagem �e a quantidade dedados que preisam ser armazenados, uma vez que a quantidade de operadores onsistindo de (m�1)eros~oes �e enorme. Mesmo que o espa�o para armazenamento seja su�iente, outra di�uldade est�arelaionado om a forma de armazenamento: os MAEs de todos os operadores onstitu��dos por (m�1)eros~oes preisam ser armazenados de tal maneira que os mesmos possam ser loalizados failmente.A tabela 7.5 mostra algumas ompara�~oes entre o desempenho do algoritmo OVP e o algoritmobaseado na representa�~ao MAE, uja implementa�~ao foi desrita aima. Para o algoritmo baseadona representa�~ao MAE, o tamanho da base foi restrito onforme indiado na oluna Restri�~ao detamanho da tabela. A superioridade do algoritmo OVP �e evidente. O algoritmo OVP foi utilizadopara janelas de 25 e de 49 pontos, om o tamanho da base na ordem de milhares. Mesmo emaplia�~oes industriais, para apliar o algoritmo baseado na representa�~ao MAE, o tamanho da base�e limitado a um n�umero pequeno de elementos estruturantes seleionados de uma bibliotea tamb�emrelativamente pequena [112℄.Tamanho da OVP representa�~ao MAEjanela Tamanho da � tempo Restri�~ao Tamanho � tempobase de tamanho da base4 2.0488e-04 1 6 4 2.0488e-04 22024 1.2631e-03 1 6 4 1.2631e-03 219010 4.5525e-05 1 6 6 3.4783e-04 24999 22 2.2020e-06 1 6 6 2.5304e-04 4541100 0.0 1 6 6 1.1874e-02 8433100 0.0 1 8 8 1.3307e-02 13:7 dias24 6.8646e-04 1 6 6 1.0895e-03 415834 0.0 1 6 6 4.7806e-04 704713 276 1.3440e-04 1 6 4 2.1947e-02 19152831 6.8237e-06 1 6 5 1.8189e-02 19192Tabela 7.5: Algoritmo OVP ontra algoritmo baseado na representa�~ao MAE.7.4 Distribui�~oes a Priori para as Probabilidades CondiionaisPara janelas relativamente grandes, as estimativas das probabilidades ondiionais pX = P (y =1jX) e das probabilidades P (X) geralmente n~ao s~ao muito preisas pois a quantidade de dados apartir do qual elas s~ao estimadas �e pequena. Para determinar o operador �otimo, a preis~ao de p̂X �efundamental. Uma abordagem proposta para melhorar a estimativa destas probabilidades onsideraque pX s~ao vari�aveis aleat�orias que seguem uma distribui�~ao a priori f(pX) [47℄. Dada uma amostra



126 Projeto de Operadores Cresentes �Otimosde treinamento, a distribui�~ao a posteriori de pX �e denotada f(pX j p̂X), onde p̂X �e a probabilidadeondiional estimada a partir desta amostra.Estas distribui�~oes a priori s~ao diferentes para diferentes observa�~oes X 2 P(W). Para simpli�ara nota�~ao, eliminamos X daqui em diante (assim, p signi�a pX, para um dado X). Seja m aquantidade de vezes que a on�gura�~ao X foi observada na amostra de treinamento, das quais uvezes assoiada ao valor 1. Supondo a estima�~ao usual, p̂ = u=m, a densidade ondiional de p dadop̂, �e dada por f(p j p̂) = f(p; p̂)f(p̂) = f(p̂ j p) f(p)R 10 f(p̂ j p) f(p) dp (7.9)O operador �otimo pode levar em onsidera�~ao a distribui�~ao a priori juntamente om os dadosde treinamento. Como f(p j p̂) �e a distribui�~ao de p dado p̂, ent~ao o operador �otimo, a ser denotado pri �e dado por  pri(X) = ( 1; se E[pjp̂℄ > 0:50; aso ontr�ario. (7.10)onde E[pjp̂℄ �e o valor esperado da distribui�~ao f(p j p̂).7.4.1 Custos de Chaveamento a Partir de Distribui�~oes a PrioriPropomos aqui a utiliza�~ao de distribui�~oes a priori das probabilidades ondiionais para estimar osustos de haveamento. Estimativas mais preisas das probabilidades ondiionais impliam ustosde haveamento mais preisos e, onseq�uentemente, operadores mais preisos.Se E[pjp̂℄ � 0:5 e  pri(X) �e haveado de 0 para 1, para ada valor p � 0:5 h�a um aumento de errode j2p� 1jP (X), e para ada valor p > 0:5 h�a um der�esimo de erro de j2p� 1jP (X). Logo, o ustode haveamento total relativo a X, quando  pri(X) �e haveado de 0 para 1, �e dado por1(X) = �Z 0:50 j2p� 1j f(pjp̂) dp � Z 10:5 j2p� 1j f(pjp̂) dp �P (X) (7.11)Analogamente, o usto de haveamento quando  pri(X) �e haveado de 1 para 0 �e dado por :2(X) = �Z 10:5 j2p� 1j f(pjp̂) dp � Z 0:50 j2p� 1j f(pjp̂) dp �P (X) (7.12)A express~ao 7.11 pode ser simpli�ada onforme mostramos a seguir :1(X) = �Z 0:50 j2p� 1j f(pjp̂) dp � Z 10:5 j2p� 1j f(pjp̂) dp � P (X)= �Z 0:50 (1� 2p) f(pjp̂) dp � Z 10:5(2p� 1) f(pjp̂) dp � P (X)= �Z 0:50 f(pjp̂) dp � 2 Z 0:50 p f(pjp̂) dp � 2 Z 10:5 p f(pjp̂) dp + Z 10:5 f(pjp̂) dp � P (X)= �Z 0:50 f(pjp̂) dp + Z 10:5 f(pjp̂) dp � 2( Z 0:50 p f(pjp̂) dp + Z 10:5 p f(pjp̂) dp ) � P (X)= h1� 2 Z 10 p f(pjp̂) dp iP (X)= h1� 2E [ pjp̂ ℄ iP (X) (7.13)



7.4 Distribui�~oes a Priori para as Probabilidades Condiionais 127De forma an�aloga, a Eq. 7.12 tamb�em pode ser simpli�ada :2(X) = [ 2E [ pjp̂ ℄ � 1 ℄ P (X) (7.14)Uma vez que na Eq. 7.13 temos que E[pjp̂℄ � 0:5 e na Eq. 7.14 temos que E[pjp̂℄ > 0:5, ambos podemser expressos omo (X) = j 2E[pjp̂℄ � 1 j P (X).Levando em onta os resultados obtidos at�e agora, o �alulo do usto de haveamento dependesomente de E[pjp̂℄ e P (X). Daqui em diante utilizamos uma partiular distribui�~ao a priori, a exemplodo que �e feito em [47℄. A distribui�~ao onsiderada �e a distribui�~ao beta, que possui dois parâmetros�; � > 0 : f(p) = 8><>: 1B(�;�)p��1(1� p)��1; if 0 � p � 10; aso ontr�ario.onde B(�; �) �e a fun�~ao beta de�nida porB(�; �) = Z 10 t��1 (1� t)��1 dtSupondo que f(p) �e uma distribui�~ao beta om parâmetros � e � e dados m = mX, u = uX ep̂ = m=u, a equa�~ao 7.9 pode ser reesrita omo :f(pjp̂) = �mu� pu (1� p)m�u p��1 (1�p)��1B(�;�)R 10 �mu� pu (1� p)m�u p��1 (1�p)��1B(�;�) dp= (mu)B(�;�) p�+u�1 (1� p)�+m�u�1(mu)B(�;�) R 10 p�+u�1 (1� p)�+m�u�1 dp= p�+u�1 (1� p)�+m�u�1B(�+ u; � +m� u)que �e a distribui�~ao beta a posteriori (om parâmetros �0 = �+u e �0 = �+m�u). Se a distribui�~aoa priori de X n~ao �e onheida, podemos usar a distribui�~ao uniforme (i.e., � = � = 1, e neste aso aequa�~ao 7.10 �e equivalente a equa�~ao 3.4, o aso sem distribui�~oes a priori).O valor esperado de pjp̂, E[pjp̂℄, �e dado porE[pjp̂℄ = �0�0 + �0Logo o usto de haveamento �e dado por : (X) = ��� 2 �0�0 + �0 � 1 ���P (x) : (7.15)7.4.2 Resultados ExperimentaisNo exemplo a seguir, onsideramos ru��do de borda em imagens de texto. Supomos que o ru��do deborda tem intensidade parametrizada por Æ, o qual segue uma distribui�~ao onforme ilustrada na
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(d) Æ = 25 (e) Æ = 21Figura 7.24: Exemplos de ru��do de borda.�gura 7.23. A intensidade de ru��do �e inversamente proporional ao valor de Æ. A �gura 7.24 mostra,respetivamente, parte de uma imagem ideal, e simula�~ao de ru��do para Æ = 45; 35; 25 e 21.Se onsideramos uma amostra de imagens om ru��do de borda seguindo esta distribui�~ao, imagensom Æ = 21 (bastante ruidosa) s~ao observadas om muito menor freq�uênia do que imagens omÆ = 45, por exemplo.Como esolher uma distribui�~ao a priori �e uma quest~ao importante, muitas vezes polêmia, quen~ao ser�a disutida neste trabalho. O objetivo no momento �e apenas mostrar que o uso de distribui�~oesa priori adequadas �e �util para obter operadores preisos, prinipalmente quando a quantidade deexemplos de treinamento �e pequena.Para obter uma distribui�~ao a priori para ada X, foram obtidas diversas estima�~oes para pX apartir de uma amostra de treinamento, ujas imagens om densidades de ru��do diferentes apareemde aordo om a propor�~ao da �gura 7.23. Para ada m imagens om densidade de ru��do Æ = 21foram onsideradas 2m imagens om densidade Æ = 23 e Æ = 25, 3m imagens om densidade Æ = 27e assim por diante. Para ada grupo de m imagens foi estimado um valor de pX, e em seguidafoi alulada uma distribui�~ao beta ujas realiza�~oes mais se aproximam destes dados, utilizando a



7.4 Distribui�~oes a Priori para as Probabilidades Condiionais 129t�enia de m�axima verossimilhan�a.Três distribui�~oes a priori foram obtidas a partir de valores distintos para m. A priori 1 foi obtidaa partir de m = 2, a priori 2 a partir de m = 10 e a priori 3 a partir de m = 50. Comparamos odesempenho de operadores resentes projetados utilizando estas prioris em rela�~ao ao desempenhode operadores projetados sem o uso de prioris para partiulares valores de Æ. Utilizamos a janelaW5�3, e o algoritmo OVP proposto no ap��tulo 7, om o operador �otimo dado pela equa�~ao 7.10 eom os ustos de haveamento onforme equa�~ao 7.15.Para Æ = 45 (pouo ru��do), o uso da priori 3 resulta em operadores bons a tal ponto que otreinamento om n�umero resente de exemplos n~ao tem efeito algum. A priori 2 tamb�em resultaem operadores bons. A priori 1 resulta em operadores que funionam melhor que o aso sem priori,e melhora ligeiramente �a medida que o exemplos de treinamento aumentam. O treinamento sempriori, aproxima-se do da priori 1 quando utiliza uma grande quantidade de exemplos. No limite,isto �e, in�nitos exemplos de treinamento, todas as 4 urvas devem onvergir para o mesmo erro (errom��nimo).
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Figura 7.26: Curva de erro para Æ = 35.priori 2 omo a priori 3 s~ao alan�adas pelo sem priori.Em todos os asos, a priori 3 �e superior a priori 2, que por sua vez �e superior a priori 1, omoesperado. No entanto, para alta intensidade de ru��do (Æ = 21; 25), a partir de um erto momento, ouso de priori ome�a a ser prejudiial. Isto tem explia�~ao no fato de que a priori foi obtida de umonjunto de imagens onde predominou ru��dos de intensidade baixa.7.5 Coment�ariosUma das arater��stias interessantes do algoritmo proposto neste ap��tulo �e que ele manipula apenasos elementos de P(W) que foram observados nas imagens de treinamento, enquanto as demais t�eniasonheidas manipulam todo o espa�o P(W). Esta arater��stia permite que operadores sobre janelasrelativamente grandes sejam projetados.Al�em disso, ele �e extremamente e�iente nos asos em que o tamanho do onjunto violador �epequeno. Heur��stias, ou fatos baseados nos onheimentos sobre o problema que desejamos resolver,podem ser utilizados para reduzir o tamanho do onjunto violador e, onseq�uentemente, o tempo detreinamento.
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Cap��tulo 8Filtros \Stak"Filtros \Stak" 1 formam uma lasse de operadores sobre imagens em n��veis de inza que podem serimplementados via operadores sobre imagens bin�arias [165℄. Um exemplo l�assio de �ltro stak �e o�ltro da mediana. Pode-se mostrar que a mediana de uma imagem em n��veis de inza �e igual �a somadas medianas (bin�arias) de ada um de seus ortes [60℄. No ontexto de morfologia matem�atia, os�ltros stak apareem relaionados a uma lasse de operadores denominados \at" [75℄ e tamb�em �alasse de operadores que omutam om o threshold [114, 115℄.Um fato interessante �e que o erro MAE de um �ltro stak pode ser expresso omo a soma do erroMAE (bin�ario) sobre ada um dos ortes. Isto signi�a que, para projetar estes operadores, bastaprojetarmos os operadores bin�arios que o implementam.Neste ap��tulo apresentamos (1) �ltros stak no ontexto de morfologia matem�atia [114, 115, 75℄,por�em restrito ao dom��nio das imagens em n��veis de inza om n�umero de n��veis �nito e disreto,(2) uma prova onstrutiva da equivalênia entre �ltros stak e fun�~oes Booleanas positivas baseadaem alguns resultados onheidos e (3) revemos a representa�~ao de �ltros stak em termos de uni~aode eros~oes. Analisamos �ltros stak �otimos segundo o rit�erio MAE e mostramos omo e porquêo algoritmo OVP pode ser utilizado para projetar �ltros stak �otimos. Por �m, desrevemos umalgoritmo para o projeto de �ltros stak.Os operadores bin�arios s~ao representados por letras gregas (	, �, ...), onforme no restante dotexto. Os operadores de imagens em n��veis de inza s~ao representados pelas mesmas letras, por�emom um ap�ostrofe, omo em 	0, �0, et.8.1 De�ni�~oes e PropriedadesVimos que dado E = Z2 e K = f0; 1; : : : ; kg, onde k �e um inteiro positivo, uma imagem em n��veisde inza �e uma fun�~ao f de E em K. O onjunto de todas as imagens em n��veis de inza de�nidossobre E �e denotado por KE, e o onjunto K �e o onjunto dos valores de n��veis de inza. O onjunto(E;+), onde + �e a adi�~ao usual de vetores, �e um grupo abeliano. A transla�~ao de f 2 KE por umvetor z 2 E �e denotado fz e de�nido por, 8x 2 E, fz(x) = f(x� z).Seja W � E uma janela (onforme utilizada at�e agora). A restri�~ao de f 2 KE por W em torno1Optamos por utilizar a gra�a em inglês. 133



134 Filtros \Stak"de z de�ne uma imagem f�zjW in KW dado por (f�z jW)(w) = f(w+z), para qualquer w 2W. Noteque se W = E, ent~ao f�zjW = f�z. Dados f; g 2 KW, f � g , f(x) � g(x);8x 2W.Reordamos brevemente, por onveniênia, algumas de�ni�~oes e resultados:� o orte de uma imagem f 2 KW, no n��vel i, �e o onjunto Ti[f ℄ = fx 2W : f(x) � ig;� a fun�~ao 1X 2 f0; 1gW �e de�nida por 1X(x) = 1() x 2 X, para todo X 2 P(W),� se f 2 KW �e uma imagem em n��veis de inza, 1Ti[f ℄ �e uma imagem bin�aria;� se f 2 f0; 1gW ent~ao 1T1[f ℄ = f .Consideramos tamb�em a limiariza�~ao de um valor v 2 K. O limiar de v no n��vel i �e de�nida porTi(v) = ( 1; se v � i,0; se v < i. (8.1)Note que enquanto Ti[℄ resulta em um onjunto, Ti() resulta em um valor bin�ario.Proposi�~ao 8.1 (Deomposi�~ao threshold [165℄) Qualquer imagem f 2 KW pode ser represen-tada atrav�es da soma de uma seq�uênia de imagens orrespondentes aos ortes Ti[f ℄, i = 1; 2; : : : ; k,i.e., f = kXi=1 1Ti[f ℄ : (8.2)A �gura 8.1 mostra a deomposi�~ao threshold de um sinal. Ao lado esquerdo est�a o sinal e aolado direito os ortes do sinal nos n��veis 1, 2 e 3. Ao se somar os ortes, obt�em-se o sinal original.
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8.1 De�ni�~oes e Propriedades 135Proposi�~ao 8.3 Para quaisquer f; g 2 KW, f � g () Tt[f ℄ � Tt[g℄;8t 2 K. Equivalentemente,f � g () 1Tt[f ℄ � 1Tt[g℄;8t 2 K.Dem.: (=)) se f � g, ent~ao f(x) � g(x);8x 2W. Logo, fy 2W : f(y) � tg � fy 2 W : g(y) �tg para todo t 2 K, i.e., Tt[f ℄ � Tt[g℄;8t 2 K.((=) para qualquer x 2 W, x 2 Tf(x)[f ℄. Se Tt[f ℄ � Tt[g℄;8t 2 K, ent~ao para qualquer x 2 W,x 2 Tf(x)[f ℄ ) x 2 Tf(x)[g℄ = fy 2 E : g(y) � f(x)g. Logo, g(x) � f(x), para qualquer x 2 W,i.e., f � g.De�ni�~ao 8.4 (Operadores resentes) Um operador 	0 : KE ! KE �e resente se e somentese, para quaisquer f; g 2 KE, se f � g, ent~ao 	0(f) � 	0(g).Seja 	0 : KE ! KE um operador de imagens em n��veis de inza e seja 	 : P(E) ! P(E) umoperador de�nido por, 8S 2 P(E), 	(S) = T1[	0(1S)℄ (8.3)O mapeamento que assoia 	 a 	0 �e denotado por b, isto �e, b(	0) = 	.De�ni�~ao 8.5 (Operadores que omutam om o threshold) Seja 	0 : KE ! KE e 	 =b(	0). Dizemos que 	0 omuta om o threshold sseTi[	0(f)℄ = 	(Ti[f ℄) (8.4)para todo i 2 K e f 2 KE .Proposi�~ao 8.6 (Propriedades de operadores que omutam om o threshold) Se um ope-rador 	0 : KE ! KE omuta om o threshold ent~ao(a) tanto 	0 omo 	 = b(	0) s~ao resentes e(b) vale a deomposi�~ao 	0(f)(x) = maxft 2 K : x 2 	(Tt[f ℄)g (8.5)para qualquer f 2 KE e x 2 E.Dem.: Veja demonstra�~ao em [114℄ (Theorem 3, pag. 1156).Qualquer operador 	0 : KE ! KE para o qual existe um operador bin�ario resente 	 tal que aequa�~ao 8.5 vale �e denominado um operador plano (Heijmans [75℄, p�agina 364). Se 	0 �e um operadorplano ent~ao, por onstru�~ao, 	0 omuta om o threshold e, al�em disso, 	(X) = T1[	0(1X)℄. Logooperadores que omutam om o threshold e operadores planos s~ao os mesmos elementos. Observeque se 	(;) = ; ent~ao 	0(1X) = 1	(X) (8.6)isto �e, nestes asos, imagens bin�arias s~ao mapeadas em imagens bin�arias.Filtros Stak s~ao de�nidos omo uma lasse de operadores que obedeem a estrutura de deom-posi�~ao threshold e que possuem a propriedade stak 2 [33, 170℄.2Em [33, 170℄, fun�~oes Booleanas positivas s~ao referidas omo fun�~oes que possuem a propriedade stak.



136 Filtros \Stak"Proposi�~ao 8.7 (Estrutura de deomposi�~ao threshold) Se 	0 : KE ! KE omuta om othreshold, ent~ao 	0 obedee a estrutura de deomposi�~ao threshold, i.e., 8f 2 KE,	0(f) = kXi=1 1	(Ti[f ℄) ; (8.7)onde 	 = b(	0).Dem.: Da proposi�~ao 8.1, segue que 	0(f) = Pki=1 1Ti[	0(f)℄, pois 	0(f) 2 KE. Por outro lado,fazendo o somat�orio em ambos os lados da Eq. 8.4, temoskXi=1 1Ti[	0(f)℄ = kXi=1 1	(Ti[f ℄)A partir das duas igualdades, temos o resultado.Proposi�~ao 8.8 (Comuta om o threshold) Um operador 	0 : KE ! KE omuta om o th-reshold sse 	0 obedee a estrutura de deomposi�~ao threshold e �e resente.Dem.: (=)) j�a foi provada nas proposi�~oes 8.7 e 8.6.((=) Por um lado, 	0(f) = Pki=1 1Ti[	0(f)℄ (proposi�~ao 8.1). Por outro lado, 	0(f) =Pki=1 1	(Ti[f ℄) pois 	0 obedee a estrutura de deomposi�~ao threshold. Isto �e,kXi=1 1Ti[	0(f)℄ = kXi=1 1	(Ti[f ℄)onde 	 = b(	0).Como tanto os termos do lado esquerdo quanto os do lado direito obedeem a propriedade stak, oprimeiro por onstru�~ao e o segundo por hip�otese (pois 	 �e resente), ent~ao 1Ti[	0(f)℄ = 1	(Ti[f ℄),para todo i 2 K. Isto �e, Ti[	0(f)℄ = 	(Ti[f ℄).Note que a estrutura de deomposi�~ao threshold juntamente om a propriedade resente de 	implia a equa�~ao 8.5. Esta observa�~ao e a anterior impliam que operadores planos, operadores queomutam om o threshold e �ltros stak s~ao os mesmos objetos.8.2 Filtros W-StakRelembramos a no�~ao de operadores i.t., operadores l.d. e W-operadores, no ontexto de operadoressobre imagens em n��veis de inza.De�ni�~ao 8.9 (Invariante por transla�~ao) Um operador 	0 : KE ! KE �e invariante por trans-la�~ao (i.t.) se e somente se, para qualquer f 2 KE e z 2 E,	0(fz) = [	0(f)℄z (8.8)



8.2 Filtros W-Stak 137De�ni�~ao 8.10 (Loalmente de�nido) Um operador 	0 : KE ! KE �e loalmente de�nido (l.d.)em W se e somente se, para qualquer x 2 E e quaisquer f; g 2 KE, se f�xjW = g�xjW ent~ao	0(f)(x) = 	0(g)(x) : (8.9)De�ni�~ao 8.11 (W-operador) Um operador 	0 : KE ! KE �e um W-operador sse 	0 �e i.t. e l.d.em W.Proposi�~ao 8.12 (Carateriza�~ao de W-operadores atrav�es de fun�~oes) Um operador 	0 :KE ! KE �e um W-operador sse existe um mapeamento  0 : KW ! K tal que, para todo f 2 KE ex 2 E, 	0(f)(x) =  0(f�xjW) : (8.10)Dem.: Veja maiores detalhes em [8℄.De forma an�aloga ao aso bin�ario, operadores de imagens em n��veis de inza que s~ao invariantes portransla�~ao podem ser vistos omo W-operadores utilizando-se W = E. Logo, todos os resultadosapresentados a seguir para W-operadores s~ao v�alidos para operadores i.t. em geral.De�ni�~ao 8.13 (Filtro W-stak) Um W-operador 	0 : KE ! KE �e um �ltro W-stak sse 	0omuta om o threshold.Apesar da denomina�~ao �ltros W-stak, estes operadores s~ao aqueles onheidos usualmente omo\stak �lters". Adotamos este nome para uniformizar a nomenlatura om o restante deste texto etamb�em para expliitar a existênia de uma janela W na sua de�ni�~ao.Proposi�~ao 8.14 Se 	0 : KE ! KE �e um W-operador, araterizado pela fun�~ao  0 : KW ! K,ent~ao 	 = b(	0) �e um W-operador (bin�ario) araterizado pela fun�~ao de�nida por, 8X 2 P(W), (X) = T1� 0(1X)� (8.11)Dem.: De fato, para todo x 2 E e S 2 P(E),x 2 	(S) (1)() x 2 T1[	0(1S)℄(2)() 	0(1S)(x) � 1(3)()  0(1S�xjW) � 1(4)() T1( 0(1S�xjW)) = 1(5)()  (S�x \W) = 1A equivalênia (1) segue da de�ni�~ao de b (eq. 8.3), (2) da de�ni�~ao de threshold, (3) pois 	0 �eum W-operador araterizado por  0, (4) da eq. 8.1 e (5) pela eq. 8.11.Observe que um W-operador 	0 : KE ! KE �e um �ltro W-stak (omuta om o threshold) sse asua fun�~ao arater��stia tamb�em omuta om o threshold, isto �e, sse para qualquer i 2 K e f 2 KW,Ti( 0(f)) =  (Ti[f ℄) : (8.12)



138 Filtros \Stak"Exemplo 8.15 Um exemplo l�assio de um �ltro W-stak �e o �ltro da mediana. A �gura 8.2 ilustraa equivalênia entre a mediana, om W = f�1; 0; 1g, alulada diretamente sobre o sinal em n��veisde inza e a soma das medianas aluladas sobre os sinais bin�arios orrespondentes aos ortes dosinal.
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Figura 8.2: Propriedade stak.A seguir mostraremos que o espa�o das fun�~oes Booleanas positivas e dos �ltros W-stak s~aoisomorfos. Primeiramente, mostramos que o �ltro W-stak assoiado a uma fun�~ao Booleana positiva �e o W-operador araterizado pela fun�~ao  0(f)(x) = maxnt 2 K :  (Tt[f ℄) = 1g e esta assoia�~aoser�a denotada por s, isto �e,  0 = s( ). A fun�~ao Booleana assoiada a um �ltro W-stak 	0 �e afun�~ao dada por  (X) = T1( 0(1X)) e esta assoia�~ao �e denotada tamb�em por b, isto �e,  = b( 0).Mostraremos que os mapeamentos s e b de�nem um isomor�smo de retiulados.Lema 8.16 Seja W 2 P(E) e seja  : P(W)! f0; 1g uma fun�~ao resente. Ent~ao a fun�~ao dadapor, para qualquer f 2 KW, 0(f) = [s( )(f)℄ = maxnt 2 K :  (Tt[f ℄) = 1o (8.13)arateriza um �ltro W-stak.Dem.: Iniialmente mostramos que b(s( )) =  . De fato, para qualquer X 2 P(W),[b(s( ))℄(X) (1)= T1�s( )(1X)�(2)= T1�maxft 2 K :  (Tt[1X℄) = 1g�(3)= 8><>: T1(0); se  = 0,T1(0); se  = 1,T1( (T1[1X℄)); aso ontr�ario.(4)=  (X)A igualdade (1) segue da Eq. 8.11, (2) da Eq. 8.13, (3) do fato de que Tt[1X℄ = ; para qualquert � 2, e (4) do fato de que T1[1X℄ = X.Agora mostramos que s( ) omuta om o threshold. Para qualquer g 2 KW e i 2 K,Ti(s( )(g)) = 1 (1)() s( )(g) � i



8.2 Filtros W-Stak 139(2)() maxft 2 K : [b(s( ))℄(Tt[g℄) = 1g � i(3)() maxft 2 K :  (Tt[g℄) = 1g � i(4)()  (Ti[g℄) = 1A equivalênia (1) segue da Eq. 8.1, (2) da Eq. 8.13, (3) do fato de que b(s( )) =  , e (4) dapropriedade do max.Proposi�~ao 8.17 (Isomor�smo entre �ltros stak e fun�~oes Booleanas resentes) O es-pa�o de todos os �ltros W-stak e o espa�o das fun�~oes Booleanas positivas om jWj vari�aveis s~aoisomorfos.Dem.: Para mostrar que estes dois espa�os s~ao isomorfos, preisamos mostrar que existe uma bije�~aoentre eles que preserva a rela�~ao de ordem. Sejam os mapeamentos de�nidos pelas equa�~oes 8.11e 8.13 (veja tamb�em Fig. 8.3).PSfrag replaements
Fun�~oes Booleanaspositivas Filtros Stak sb  0 = s( )�0� = b(�0)Figura 8.3: Isomor�smo entre fun�~oes Booleanas positivas e �ltros stak.Primeiramente, mostramos que os mapeamentos s e b onstituem uma bije�~ao entre os dois espa�os.Por um lado, seja  uma fun�~ao Booleana positiva. Ent~ao, pelo lema 8.16, s( ) arateriza um�ltro stak. Al�em disso, pelo mesmo lema, sabemos que b(s( )) =  . Por outro lado, seja �0 um�ltro stak araterizado por �0 . Ent~ao, b(�0) �e uma fun�~ao Booleana por onstru�~ao e al�em disso,ela �e positiva onforme a proposi�~ao 8.6. Mais ainda, s(b(�0)) = �0, omo mostramos a seguir.hs(b(�0))(f)i (1)= maxft 2 K : b(�0)(Tt[f ℄) = 1g(2)= maxft 2 K : T1(�0(1Tt[f ℄)) = 1g(3)= maxft 2 k : b(�0)(T1[1Tt[f ℄℄) = 1g(4)= maxft 2 K : b(�0)(Tt[f ℄) = 1g(5)= maxft 2 K : Tt(�0(f)) = 1g(6)= �0(f)A igualdade (1) segue da Eq. 8.13, (2) da Eq. 8.11, (3) e (5) porque �0 omuta om o threshold,(4) porque T1[1X℄ = X; e (6) da de�ni�~ao de threshold.Mostramos agora que s e b preservam a rela�~ao de ordem parial. Para quaisquer �ltros stak�01;�02 : KE ! KE e X 2 P(W), se �01 � �02, ent~aob(�01)(X) (1)= T1��01(1X)�



140 Filtros \Stak"(2)� T1��02(1X)�(3)= b(�02)(X)A equivalênia (1) segue da Eq. 8.11; (2) porque �01 � �02 , �01 � �02; e (3) da Eq. 8.11.Para quaisquer fun�~oes Booleanas positivas  1;  2 : P(W) ! f0; 1g, se  1 �  2, ent~ao paraqualquer f 2 KW e x 2W, s( 1)(f) (1)= maxft 2 K :  1(Tt[f ℄) = 1g(2)� maxft 2 K :  2(Tt[f ℄) = 1g= s( 2)(f)A igualdade (1) segue da Eq. 8.13; (2) �e verdade porque  1 �  2.A proposi�~ao 8.17 implia que ada �ltro stak �e uniamente araterizado por uma fun�~aoBooleana positiva e, analogamente, ada fun�~ao Booleana positiva uniamente arateriza um �ltrostak. Os mapeamentos s e b mostram, respetivamente, omo onstruir o �ltro stak orrespondentea uma dada fun�~ao Booleana positiva e omo onstruir uma fun�~ao Booleana a partir de um dado�ltro stak.8.3 Representa�~ao de Filtros W-StakFiltros stak podem ser representados omo o supremo de eros~oes por elementos estruturantes planos.Em [115℄ existe uma se�~ao dediada ao estudo da rela�~ao entre a representa�~ao Booleana e morfol�ogiade �ltros stak. Esse resultado �e reapresentado aqui expliitamente. Para isto revemos algumasde�ni�~oes.De�ni�~ao 8.18 (Eros~ao) Seja B � W, B �nito. O mapeamento E 0B : KE ! KE dado por, paraqualquer f 2 KE e x 2 E, E 0B(f)(x) = "0B(f�xjW) (8.14)onde para qualquer g 2 KW, "0B(g) = minfg(y) : y 2 Bg (8.15)�e denominado a eros~ao de f pelo onjunto B.Note que E 0B �e um W-operador.A eros~ao bin�aria EB : P(E) ! P(E) pode ser de�nida a partir de E 0B da seguinte forma : paratodo S 2 P(E), x 2 EB(S)() E 0B(1S)(x) = 1 : (8.16)A fun�~ao arater��stia "B que orresponde a EB �e dada por, para qualquer X �W,"B(X) = 1() "0B(1X) = 1 (8.17)Note que "B(X) = 1 () B � X. Al�em disso, tanto a eros~ao omo o supremo (m�aximo) de eros~oesomutam om o threshold [114℄.



8.3 Representa�~ao de Filtros W-Stak 141As fun�~oes Booleanas positivas podem ser representadas omo soma de produtos onde nenhumavari�avel omplementada aparee. Conforme reordamos no ap��tulo 2, ada impliante primo deuma fun�~ao Booleana positiva orresponde a um intervalo maximal do n�uleo do operador orres-pondente. Todos estes intervalos possuem extremidade superior igual ao onjunto W e, portanto,na representa�~ao morfol�ogia a fun�~ao pode ser expressa omo uni~ao de eros~oes, onde os elementosestruturantes s~ao a extremidade inferior dos intervalos. Ou seja, se  : P(W)! f0; 1g �e uma fun�~aoBooleana positiva araterizando um W-operador bin�ario 	, ent~ao, para qualquer X 2 P(W), (X) = maxf"B(X) : B 2 Bas(	)g : (8.18)Proposi�~ao 8.19 (Representa�~ao de �ltros stak) Se 	0 : KE ! KE �e um �ltro W-stak,ent~ao para qualquer x 2 E e f 2 KE,	0(f)(x) = maxf"0B(f�xjW) : B 2 Bas(	)g (8.19)Dem.: Como 	0(f)(x) =  0(f�xjW), 8f 2 KE e x 2 E, devemos apenas mostrar que 0(f�xjW) = maxf"0B(f�xjW) : B 2 Bas(	)gDe fato, 8g 2 KW, 0(g) (1)= maxfy 2 K : Ty( 0(g)) = 1g(2)= maxfy 2 K :  (Ty[g℄) = 1g(3)= maxfy 2 K : maxf"B(Ty[g℄) : B 2 Bas(	)g = 1g(4)= maxfy 2 K : maxfTy("0B(g)) : B 2 Bas(	)g = 1g= maxfmaxfy 2 K : Ty("0B(g)) = 1g : B 2 Bas(	)g(5)= maxfmaxfy 2 K : "0B(g) � yg : B 2 Bas(	)g= maxf"0B(g) : B 2 Bas(	)gA igualdade (1) segue da de�ni�~ao de threshold e max, (2) porque  omuta om o threshold, (3)da equa�~ao 8.18, (4) pois a eros~ao por elemento estruturante plano omuta om o threshold, e (5)da de�ni�~ao de threshold.Proposi�~ao 8.20 Seja 	0 : KE ! KE um W-operador uja fun�~ao arater��stia e  0. Ent~aoas seguintes a�rma�~oes s~ao equivalentes :1. 	0 �e um �ltro W-stak.2. 	0 omuta om o threshold.3. 	0 obedee a estrutura de deomposi�~ao threshold e �e resente.4.  = b( 0) �e uma fun�~ao Booleana positiva.5. 	0 �e o supremo de eros~oes por elementos estruturantes planos.Dada uma imagem em n��veis de inza f , um �ltro W-stak 	0 e 	 = b(	0), pode-se omputar	0(f), 8x 2 E, das seguintes formas :



142 Filtros \Stak"� alulando-se o supremo das eros~oes pelos elementos estruturantes na base de 	, i.e.,	0(f)(x) = maxf"0Bi(f�xjW) : Bi 2 Bas(	)g� determinadno-se o maior n��vel de orte para o qual o resultado em x �e 1, i.e.,	0(f)(x) = maxft 2 K :  (Tk[f�xjW℄) = 1g� ou somando-se o resultado bin�ario orrespondente a ada um dos ortes, i.e.,	0(f)(x) = kXi=1 1 (Tk[f�xjW ℄)8.4 Filtros W-Stak �OtimosO erro MAE tem sido largamente utilizado para avaliar o desempenho de �ltros stak, pois o MAEde um �ltro stak �e igual �a soma dos MAEs da orrespondente fun�~ao Booleana sobre ada um dosortes [33℄.Sejam f; f0 2 KE uma imagem a ser �ltrada e sua orrespondente imagem ideal. O MAE de um�ltro stak 	0, araterizado por  0, �e dado porMAEh	0i = Ehjf0(z)�  0(f�zjW)ji : (8.20)Seja 	 o operador bin�ario orrespondente a 	0, araterizado por  . O MAE de 	 no orte i �e dadopor MAEih	i = EhjTi(f0(z))�  (Ti[f�zjW℄)ji : (8.21)Proposi�~ao 8.21 Seja 	0 um �ltro stak e 	 o operador bin�ario orrespondente. A seguinte igual-dade �e verdadeira (veja [33℄). MAEh	0i = kXi=1MAEih	i (8.22)Se f e f0 s~ao onjuntamente estaion�arios, o valor 1Ti[f0(z)℄ pode ser onsiderado uma realiza�~aode uma vari�avel aleat�oria bin�aria yi e o onjunto Ti[f�zjW℄ uma realiza�~ao de um onjunto aleat�orioXi. Denotamos por Pi(X) a probabilidade de Xi = X (i.e., Pi(X) = P (Xi = X)) e por Pi(yjX) aprobabilidade ondiional de yi = y dado que Xi = X (i.e., Pi(yjX) = P (yi = yjXi = X)), ondeX 2 P(W) e y 2 f0; 1g. Usando estas nota�~oes, a Eq. 8.21 pode ser reesrita omoMAEih	i =XX Pi(X)Xy jy �  (X)jPi(yjX) : (8.23)Expandindo a Eq. 8.22, obtemosMAEh	0i = kXi=1XX Pi(X)Xy jy �  (X)jPi(yjX) (8.24)= XX kXi=1 Pi(X)Xy jy �  (X)jPi(yjX)| {z }MX( ) :



8.4 Filtros W-Stak �Otimos 143Um �ltro stak �e MAE-�otimo se ele possui o menor erro MAE dentre todos os �ltros stak. Aminimiza�~ao da Eq. 8.20 �e equivalente �a minimiza�~ao da Eq. 8.24. Nenhuma solu�~ao simples paraenontrar um �ltro stak �otimo �e onheido. A di�uldade est�a relaionada ao fato de que  preisaser resente, o que signi�a que os termos MX( ) n~ao podem ser minimizados independentemente;se  (X) �e �xado omo 1, ent~ao  (Y) para qualquer Y > X tamb�em preisa ser �xado em 1. Inver-samente, se  (X) �e �xado em 0, ent~ao  (Y) para qualquer Y < X tamb�em preisa ser �xado em0. A minimiza�~ao da equa�~ao 8.24 pode ser formulada em termos de ustos. A seguir inserimos esteproblema num ontexto similar ao do projeto de operadores resentes que foi disutido no ap��tulo 7.Seja M( ) =Pki=1MAEih i =Pki=1MX( ) (note que M( ) =MAEh	0i se, e somente se,  �eresente, i.e., se 	0 �e um �ltro stak). Consideramos primeiramente o problema de determinar umafun�~ao Booleana (n~ao neessariamente positiva) que minimiza M . M �e minimizado quando MX �eminimizado para ada X. Como y 2 f0; 1g,MX( ) = kXi=1 Pi(X) (X)Pi(0jX) + kXi=1 Pi(X) (1�  (X))Pi(1jX) :Se �xamos  (X) = 0, ent~ao o valor om o qual X ontribui para o valor total de M(X) �e0(X) = kXi=1 Pi(X)Pi(1jX)e, por outro lado, se �xamos  (X) = 1, ent~ao este valor �e1(X) = kXi=1 Pi(X)Pi(0jX) :Logo, M( ) �e minimizado pela seguinte fun�~ao Booleana : opt(X) = ( 1; se 0(X) > 1(X),0; se 0(X) � 1(X). (8.25)Note que esta fun�~ao pode n~ao ser positiva.Se examinarmos o aumento de erro MX( )�MX( opt) de uma fun�~ao Booleana qualquer  omrela�~ao a  opt, ent~ao o total que X ontribui para este aumento �e dado por (X) = MX( )�MX( opt)= kXi=1 Pi(X) (X)Pi(0jX) + kXi=1 Pi(X) (1�  (X))Pi(1jX)� kXi=1 Pi(X) opt(X)Pi(0jX)� kXi=1 Pi(X) (1�  opt(X))Pi(1jX)= kXi=1 Pi(X)Pi(0jX)[ (X)�  opt(X)℄ + kXi=1 Pi(X)Pi(1jX)[ opt(X)�  (X)℄= 1(X)[ (X)�  opt(X)℄ + 0(X)[ opt(X)�  (X)℄



144 Filtros \Stak"= ( (1(X)� 0(X)) (X); se  opt(X) = 0,(1(X)� 0(X)) (X) + 0(X)� 1(X); se  opt(X) = 1= 8><>: 1(X)� 0(X); se  opt(X) = 0 e  (X) = 1,0(X)� 1(X); se  opt(X) = 1 e  (X) = 0,0; se  opt(X) =  (X).Enontrar uma fun�~ao Booleana positiva que minimiza a Eq. 8.20 �e equivalente a enontrar umafun�~ao Booleana positiva  que minimiza �M( ; opt) = PfX: opt(X)6= (X)g  (X), onde  opt �e dadapela Eq. 8.25 e os ustos  (X) s~ao dados, para qualquer X 2 P(W), por (X) = ( 1(X)� 0(X); se  opt(X) = 0,0(X)� 1(X); se  opt(X) = 1. (8.26)8.5 Projeto de Filtros W-StakUm �ltro stak pode ser projetado utilizando-se o algoritmo OVP, om ustos de haveamento dadospela equa�~ao 8.26.Sejam dados um onjunto de imagens de treinamento (pares de imagens observadas-ideais) esejam� Ni o n�umero total de observa�~oes nos ortes de n��vel i� Ni(X) o n�umero de vezes em que X foi observado nos ortes de n��vel i� Ni(X; 1) o n�umero de vezes em que X foi observado nos ortes de n��vel i om y = 1� Ni(X; 0) o n�umero de vezes em que X foi observado nos ortes de n��vel i om y = 0Consideramos a estima�~ao usual para as probabilidades Pi(X), Pi(1jX) e Pi(0jX). Estes s~ao dados,respetivamente, por P̂i(X) = Ni(X)Ni ;P̂i(1jX) = Ni(X; 1)Ni(X)e P̂i(0jX) = Ni(X; 0)Ni(X) :A partir destas estima�~oes, um estimador  ̂opt para a fun�~ao Booleana �otima pode ser obtida apenassubstituindo-se as probabilidades da Eq. 8.25 pelas respetivas estimativas, i.e., para qualquer X 2P(W ),  ̂opt(X) = ( 1; se ̂0(X) > ̂1(X),0; se ̂0(X) � ̂1(X). (8.27)onde ̂1(X) = kXi=1 P̂i(X)P̂i(0jX)



8.5 Projeto de Filtros W-Stak 145e ̂0(X) = kXi=1 P̂i(X)P̂i(1jX) :O estimador para os ustos da Eq. 8.26 �e dado por̂(X) = ( ̂1(X)� ̂0(X); if  ̂opt(X) = 0,̂0(X)� ̂1(X); if  ̂opt(X) = 1 (8.28)Em partiular, as imagens bin�arias orrespondentes a ada orte da imagem em n��veis de inzapossuem o mesmo tamanho, i.e., Ni = N para todo i 2 K (N �e um inteiro positivo). Logo,  ̂opt ê (X) podem ser simpli�ados. Obtemos : ̂opt(X) = ( 1; se Pki=1 P̂i(X)P̂i(1jX) >Pki=1 P̂i(X)P̂i(0jX),0; se Pki=1 P̂i(X)P̂i(1jX) �Pki=1 P̂i(X)P̂i(0jX)= 8<: 1; se P Ni(X)Ni Ni(X;1)Ni(X) >P Ni(X)Ni Ni(X;0)Ni(X) ,0; se P Ni(X)Ni Ni(X;1)Ni(X) �P Ni(X)Ni Ni(X;0)Ni(X)= ( 1; se 1N PNi(X; 1) > 1N PNi(X; 0),0; se 1N PNi(X; 1) � 1N PNi(X; 0).= ( 1; se PNi(X; 1) >PNi(X; 0),0; se PNi(X; 1) �PNi(X; 0).e ̂ (X) = ( 1N [P Ni(X; 0)�P Ni(X; 1)℄; if  ̂opt(X) = 0,1N [P Ni(X; 1)�P Ni(X; 0)℄; if  ̂opt(X) = 1. (8.29)Isto mostra que n~ao h�a neessidade de se estimar as probabilidades para ada um dos n��veis de orte.Os k ortes de tamanho N obtidos de uma imagem de tamanho N podem ser onsiderados omouma �unia grande imagem om kN pontos.Conseq�uentemente, (1) podemos apliar o algoritmo OVP sobre os ustos estimados aima paraprojetarmos um �ltro W-stak �otimo e (2) podemos onsiderar um usto alternativo alt(X) =  (X)( > 0) para transformar ustos em ustos inteiros, que teremos um problema de otimiza�~ao equiva-lente.A seguir desrevemos o algoritmo que propomos para projetar �ltros stak MAE-�otimos a partirde uma ole�~ao de imagens de treinamento :



146 Filtros \Stak"Entrada: Pares de imagens de treinamento (Si; Ii), janela WSa��da: Base de um operador resente �otimo (estimado)1. Estimar as probabilidades P̂ (X) = Pki=1 Ni(X)kN e P̂ (1jX) = Pki=1Ni(X;1)Pki=1Ni(X) apartir das imagens de treinamento.2. Calular  ̂opt(X) = 1, P̂ (1jX) > 0:53. Calular o onjunto violador Q = Q ̂opt4. Calular os ustos de haveamento ̂(X) omo espeifiado na Eq. 8.295. Apliar o algoritmo OVP sobre Q. Denotemos por A o onjunto dehaveamento resultante.6. Calule os elementos minimais B de  ̂optAh1i, que s~ao os elementos dabase do operador resente �otimo estimado.Algoritmo 8.1 Algoritmo para o projeto de �ltros stak.Os elementos da base orrespondem aos elementos estruturantes que araterizam um �ltro stak(Eq. 8.19).8.6 Alguns Resultados Experimentais8.6.1 Filtragem de Ru��do do Tipo ImpulsoNo exemplo a seguir ilustramos o uso de �ltros stak para �ltragem de ru��do tipo impulso de imagensem n��veis de inza. O ru��do onsiderado �e uma omposi�~ao de pulsos aditivos e subtrativos (osquais s~ao uniformemente distribu��dos om probabilidade de oorrênia de 10% e amplitude 200) ompulsos aditivos ont��nuos (i.e., segmentos de linhas horizontais de intensidade 255 om probabilidadede oorrênia 0:35%, ujo omprimento segue uma distribui�~ao normal om m�edia 5 e variânia49). A �gura 8.4 mostra o par de imagens observada-ideal que foi utilizada para treinamento deum �ltro stak sobre uma janela de 17 pontos. O tempo de treinamento foi de aproximadamente5 minutos. O n�umero de exemplos distintos foi 129254 e o n�umero de elementos estruturantes dooperador projetado foi 833.A �gura 8.5 mostra a mesma imagem orrompida por uma outra realiza�~ao do mesmo proessode ru��do e a respetiva imagem �ltrada pelo operador projetado.A �gura 8.6 mostra uma outra imagem orrompida om uma outra realiza�~ao do mesmo proessode ru��do e a respetiva imagem �ltrada pelo mesmo operador. Podemos notar que o operadorprojetado �e bastante robusto.8.6.2 Filtragem de Ru��do SpekleSpekle �e um tipo de ru��do que aparee em imagens obtidos por sistemas de imageamento oerentetais omo os baseados na tenologia de radares de abertura sint�etia (\syntheti aperture radar"



8.6 Alguns Resultados Experimentais 147
(a) Observada (MAE = 13:934361) (b) IdealFigura 8.4: Imagens de treinamento.

(a) Teste (MAE = 14:0028) (b) Resultado (MAE = 3:2352)Figura 8.5: Filtragem de ru��do impulso.(SAR)) [106, 116℄. Os ru��dos spekle podem ser de amplitude ou intensidade e estar assoiados adiferentes n�umeros de visadas.As imagens SAR de intensidade om 1 visada foram simuladas de aordo om a desri�~ao apresen-tada em [106℄. Utilizamos o m�etodo iterativo apresentado no ap��tulo 5 para projetar um operadorde 4 itera�~oes sobre a janela de 21 pontos, utilizando um total de 5 pares de imagens de treinamento,4 pares em ada itera�~ao. O tempo total de treinamento foi de aproximadamente 15 horas. O n�umerode elementos estruturantes dos operadores projetados foram, respetivamente, 42305, 6292, 1726 e483. A �gura 8.7 mostra uma imagem sint�etia, uma imagem ruidosa (teste), e os resultados obtidospelas itera�~oes de 1 a 4, respetivamente.



148 Filtros \Stak"

(a) Teste (MAE = 13:2344) (b) Resultado (MAE = 1:4053)Figura 8.6: Filtragem de ru��do impulso - robustez.
(a) Ideal (b) Teste (MAE = 21:8212) () Itera�~ao 1 (MAE = 6:8640)

(d) Itera�~ao 2 (MAE = 4:5953) (e) Itera�~ao 3 (MAE = 3:8472) (f) Itera�~ao 4 (MAE = 3:5682)Figura 8.7: Filtragem de ru��do spekle (intensidade om 1 visada).



8.7 Coment�arios 149Um experimento similar foi repetido para �ltragem de ru��do spekle de amplitude om 4-visadas.Um operador de 5 itera�~oes sobre a janela de 17 pontos foi projetado. Cada um dos 5 �ltros foiprojetado a partir de 6 pares de imagens de treinamento, de um total de 10 pares. O tempo totalde treinamento total foi de aproximadamente 30 minutos. A �gura 8.8 mostra, respetivamente,a imagem ideal (omposta de quatro regi~oes vertiais om valores de n��veis de inza resentes),uma simula�~ao de imagem SAR de amplitude om 4-visadas (imagem observada), e os resultadosobtidos pelas itera�~oes de 1 a 5. O n�umero de elementos estruturantes dos 5 operadores foram,respetivamente, 10995, 2875, 1194, 984 e 286. O ��ndie m�edio de redu�~ao de ru��do spekle E(�),onde � = pV ar(	(f)(x))E(	(f)(x)) , sobre as 4 regi~oes homogêneas �e 0:2622 para a imagem ruidosa original,0:07968 para o resultado do �ltro de 1 itera�~ao e 0:04326 para o de 5 itera�~oes.8.7 Coment�ariosNeste ap��tulo apresentamos uma vis~ao geral sobre �ltros stak, uni�ando as de�ni�~oes utilizadas noontexto de morfologia matem�atia e fora dele. Uma prova onstrutiva da equivalênia entre �ltrosstak e fun�~oes Booleanas positivas foi apresentada.Mostramos tamb�em que a soma dos MAEs bin�arios relativos aos ortes �e proporional ao MAEbin�ario quando os exemplos s~ao onsiderados sem v��nulo ao n��vel de orte que o originou. Comisto, mostramos que o algoritmo de haveamento proposto no ap��tulo 7 para projetar W-operadoresbin�arios e resentes pode ser diretamente apliado para projetar uma fun�~ao Booleana positiva quearateriza um �ltro stak �otimo.Para onluir este ap��tulo, lembramos que existem v�arios algoritmos para projeto de �ltros stak.Entre eles mereem destaque os desenvolvidos por um grupo da Purdue University e da Tampere Uni-versity. Iniialmente [33℄ o problema foi modelado omo um problema de programa�~ao linear [127℄,por�em esta abordagem foi abandonada [108℄. Um algoritmo adaptativo [108℄, no sentido de que osdados s~ao proessados a medida que s~ao obtidos e o �ltro sendo projetado �e adaptativamente modi�-ado para ajustar-se aos dados obtidos, foi proposto em seguida. Uma vers~ao modi�ada do mesmoalgoritmo �e proposto em [107℄, onde a adapta�~ao oorre a ada ilo regular e n~ao neessariamenteap�os ada exemplo observado. A mais reente proposta em torno deste algoritmo �e sua paraleli-za�~ao [170℄. Na Tampere University, a abordagem proposta apresenta uma onstru�~ao em partesimilar a nossa proposta, isto �e, eles tamb�em utilizam a no�~ao de onjunto violador. O algoritmoproposto por eles �e denominado FASTAF [155℄ e uma melhora deste mesmo algoritmo, denominadoFASTAR, �e proposto em [154℄. A grande diferen�a entre estes algoritmos e o nosso �e o fato de queestes manipulam todos os 2W elementos da janela, enquanto o algoritmo OVP manipula apenas ospadr~oes observados nas imagens de treinamento.



(a) Ideal (b) Teste (MAE = 16:5794)
() Resultado da itera�~ao 1(MAE = 5:4542) (d) Resultado da itera�~ao 2(MAE = 3:4711) (e) Resultado da itera�~ao 3(MAE = 2:7515)

(f) Resultado da itera�~ao 4(MAE = 2:3977) (g) Resultado da itera�~ao 5(MAE = 2:1779)Figura 8.8: Filtragem de ru��do spekle (amplitude om 4 visadas).



Cap��tulo 9Exemplos de Aplia�~oesNeste ap��tulo apresentamos v�arias aplia�~oes que ilustram a utiliza�~ao de operadores projetadospelas t�enias apresentadas. Todos os experimentos foram realizados utilizando-se omputadoresom proessadores Pentium II ou III, de 133MHz a 450Mhz, om 128Mb a 192Mb de mem�oria RAM.A india�~ao do tempo de proessamento n~ao �e preisa e serve apenas omo uma referênia.9.1 Filtragem de Ru��do Tipo ImpulsoOs ru��dos do tipo impulso onsistem de falhas espalhadas irregularmente na imagem, geralmenteonsistindo de pulsos de alta ou baixa intensidade e de poua dura�~ao. Este exemplo mostra aaplia�~ao de operadores bin�arios resentes para �ltragem deste tipo de ru��do em imagens sint�etias.A �gura 9.1 mostra um par de imagens de treinamento, 15% de ru��do aditivo e 15% de ru��do subtrativo(ver detalhes do experimento na tabela 9.1).
(a) Observada (b) IdealFigura 9.1: Filtragem de ru��do: exemplo de imagens de treinamento.A �gura 9.2 mostra uma imagem de teste, o respetivo resultado obtido apliando-se o operadorprojetado e a diferen�a sim�etria entre o resultado e a imagem ideal, sobreposta sobre a imagemideal. 151



152 Exemplos de Aplia�~oesProblema: Filtragem de ru��do sal-e-pimentaPropriedade do operador resenteJanela W5�5Fun�~ao de perda MAEAlgoritmo OVPExemplos distintos 288604j h0ij 193190Intervalos 5134Imagens de treinamento 20 paresTempo de treinamento 50 segundosTabela 9.1: Filtragem de ru��do sal-e-pimenta: detalhes do treinamento.
(a) Teste (b) Resultado () Diferen�a sim�etriaFigura 9.2: Imagem de teste, resultado, e diferen�a sim�etria (erro 335 pixels).Para este problema em partiular, �ltros de ordem1, om a esolha adequada do parâmetro deordem, produzem resultados bastante satisfat�orios. A �gura 9.3 mostra o resultado do �ltro de ordem15 omposto om o �ltro de ordem 11, ambos om rela�~ao a janela W5�5, para a imagem teste da�gura 9.2.O operador gerado pelo algoritmo OVP produz imagens om algumas falhas no interior do ��ruloe do quadrado, enquanto o �ltro de ordem gera imagens om erro na borda destes objetos. Aombina�~ao destes dois resultados, atrav�es da uni~ao, gera uma imagem om erro menor, onformemostrado na �gura 9.4.A �gura 9.5 mostra o resultado para outra imagem de teste.

1Filtro de ordem: veja, por exemplo, [75℄, p�ag.98, ou [1℄



9.1 Filtragem de Ru��do Tipo Impulso 153

(a) Filtro de ordem - resultado (b) Diferen�a sim�etriaFigura 9.3: Resultado do �ltro de ordem e diferen�a sim�etria (erro 324 pixels).

(a) Resultado ombinado (b) Diferen�a sim�etriaFigura 9.4: Resultado da ombina�~ao, diferen�a sim�etria (erro 199 pixels).
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(a) Teste (S) (b) 	̂in(S)
() Filtro de ordem - resultado (d) Uni~ao de (b) e ()Figura 9.5: Imagem de teste, resultado do operador projetado (erro 303 pixels),resultado do �ltro de ordem (erro 258 pixels), e uni~ao dos dois resultados (erro175 pixels), respetivamente.



9.2 Reonheimento de Padr~oes em Diagramas 1559.2 Reonheimento de Padr~oes em DiagramasOs diagramas funionais s~ao largamente utilizados para expressar as prinipais arater��stias deproessos e fenômenos em diversas �areas. Loalizar ertos elementos funionais nestes diagramaspode ser interessante para planejar sua implementa�~ao ou automatizar sua espei�a�~ao dentro deum bano de dados, por exemplo.Consideramos diagramas funionais de sistemas de ontrole bin�ario e o problema de loalizarelementos irulares que orrespondem a somadores/multipliadores de sinais. A �gura 9.6 mostraum par de imagens de treinamento.

(a) Observada (b) IdealFigura 9.6: Reonheimento de padr~oes: exemplo de imagem de treinamento.Problema: Reonheimento de somadores/multipliadoresItera�~ao 1 Itera�~ao 2Propriedade do operador anti-extensivo anti-extensivojanela W9�7 W7�5Fun�~ao de perda MAE MAEAlgoritmo ISI om p = 2 e k = 25 ISI om k = 25Exemplos distintos 28688 8234Intervalos 313 149Imagens de treinamento 6 pares 6 paresTempo de treinamento 110497 segundos 31 segundosTabela 9.2: Reonheimento de somadores/multipliadores: detalhes do treina-mento.Para resolver este problema, foram utilizados um total de 10 pares de imagens de treinamento,semelhantes aos mostrados na �gura 9.6. Um operador de duas itera�~oes foi projetado sobre asjanelas W9�7 e W7�5, respetivamente. O primeiro operador foi projetado a partir dos 6 primeiros



156 Exemplos de Aplia�~oespares e o segundo a partir dos 4 �ultimos mais os 2 primeiros pares. O resultado deste operador parauma imagem de teste �e mostrado na �gura 9.7.
(a) Teste

(b) Resultado da itera�~ao 1 () Resultado da itera�~ao 2Figura 9.7: Reonheimento de padr~ao em diagramas: imagem (teste) observada,resultado da primeira itera�~ao e resultado da segunda itera�~ao, respetivamente.Os pequenos pontos isolados (ru��dos) remanesentes podem ser eliminados por uma abertura por�area2, por exemplo. No entanto ela tamb�em elimina os pontos isolados que fazem parte do objetoque desejamos extrair. Da mesma forma, maior n�umero de itera�~oes tamb�em tendem a ausar omesmo efeito (o qual pode ser observado no resultado da segunda itera�~ao em rela�~ao ao resultadoda primeira itera�~ao). Para �ltrar o ru��do remanesente, sem estragar o objeto extra��do, utilizamoso seguinte �ltro :1. Filtro de ordem3 12 por um ��rulo de raio 9. Este tem o efeito de marar as regi~oes da imagemque orrespondem aos objetos de interesse. Este efeito �e mostrada na �gura 9.8.2Abertura por �area: veja, por exemplo, [142℄3Filtro de ordem: veja, por exemplo, [75℄, p�ag.98.



9.2 Reonheimento de Padr~oes em Diagramas 157
(a) Resultado da itera�~ao 2 (b) Resultado do �ltro de ordemFigura 9.8: Reonheimento de padr~ao em diagramas: resultado do operador e�ltro de ordem 12 por uma janela irular de raio 9, respetivamente.2. Reonstru�~ao4 do resultado do operador projetado a partir do resultado do �ltro de ordem. Oresultado da reonstru�~ao �e mostrada na �gura 9.9.

(a) Reonstru�~ao (b) Resultado �nalFigura 9.9: Reonheimento de padr~ao em diagramas: resultado da reonstru�~ao(resultado �nal) e o mesmo sobreposto �a imagem original, respetivamente.Resultados obtidos para outras imagens de teste s~ao apresentados no apêndie A.4Reonstru�~ao: veja, por exemplo, [11℄, p�ag.139.



158 Exemplos de Aplia�~oes9.3 Reonheimento de TexturaUma textura pode araterizar um objeto ou uma regi~ao de interesse nas imagens. Quando estas s~aodistingu��veis em imagens bin�arias, as t�enias apresentadas podem ser utilizadas para segment�a-las.As �guras 9.10 e 9.11 mostram pares de imagens de treinamento. O objetivo aqui �e segmentar aregi~ao da imagem om listras horizontais. Observe que as listras n~ao s~ao perfeitas.
(a) Observada

(b) IdealFigura 9.10: Imagem de treinamento para reonheimento de textura.A tabela 9.3 mostra os detalhes do experimento. O resultado do operador de duas itera�~oes(ambos anti-extensivos) s~ao mostrados nas �guras 9.12 e 9.13.



9.3 Reonheimento de Textura 159Problema: Reonheimento de texturaItera�~ao 1 Itera�~ao 2Propriedade do operador anti-extensivo anti-extensivojanela W7�5 W7�5Fun�~ao de perda MAE MAEAlgoritmo ISI om p = 8 e k = 20 ISI om p = 4 e k = 20Exemplos distintos 87217 32333Intervalos 2987 1146Imagens de treinamento 2 pares 3 paresTempo de treinamento 6727 segundos 18737 segundosTabela 9.3: Reonheimento de textura: detalhes do treinamento.
(a) Observada

(b) IdealFigura 9.11: Outra imagem de treinamento para reonheimento de textura.
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(a) Teste

(b) Resultado da itera�~ao 1
() Resultado da itera�~ao 2Figura 9.12: Reonheimento de textura: imagem teste 1, resultado da primeirae segunda itera�~oes, respetivamente.



9.3 Reonheimento de Textura 161

(a) Teste

(b) Resultado da itera�~ao 1 () Resultado da itera�~ao 2Figura 9.13: Reonheimento de textura: imagem teste 2, resultado da primeirae segunda itera�~oes, respetivamente.



162 Exemplos de Aplia�~oes9.4 Reonheimento de CarateresReonheimento de arateres �e um problema l�assio na �area de proessamento de doumentos.P�aginas esolhidas aleatoriamente de um livro foram digitalizadas atrav�es de um \sanner", omresolu�~ao de 200dpi. Estas imagens foram binarizadas por uma opera�~ao de limiariza�~ao simplese em seguida seu tamanho foi reduzido pela metade. Uma imagem ideal, onsistindo de todas osarateres \a" min�usulos (om e sem aentua�~ao), e outra onsistindo de todas os arateres \s"min�usulos foram geradas para ada imagem.Para o reonheimento do aratere \a" foi projetado um operador de 2-itera�~oes (ambos anti-extensivos), sobre as janelas W9�7 e W7�5, respetivamente. Para projetar o primeiro operador foramutilizadas 8 imagens e para projetar o segundo, al�em das 8, foram utilizadas mais duas imagens.Problema: Reonheimento de aratere \a"Itera�~ao 1 Itera�~ao 2Propriedade do operador anti-extensivo anti-extensivojanela W9�7 W7�5Fun�~ao de perda MAE MAEAlgoritmo ISI om p = 8 (nmax=30000) e k = 25 ISI om k = 25Imagens de treinamento 8 pares 8 paresIntervalos 1012 99Tempo de treinamento 12438 segundos 7:65 segundosTabela 9.4: Reonheimento de arateres \a": detalhes do treinamento.A �gura 9.14 mostra o resultado da primeira e segunda itera�~oes, respetivamente, para o reo-nheimento do aratere \a", em uma p�agina de teste. O resultado est�a sobreposto sobre a imagemobservada para melhor visualiza�~ao. O operador da primeira itera�~ao gera maradores para todasas oorrênias do aratere \a". No entanto, apareem alguns pequenos maradores sobre outrosarateres. A maior parte destes pequenos maradores s~ao �ltrados pelo operador da segunda ite-ra�~ao, enquanto os maradores sobre os arateres de interesse s~ao mantidos. Daqui em diante, n~aomostraremos o resultado do operador da primeira itera�~ao, mas apenas os da segunda itera�~ao.A �gura 9.15 mostra o resultado para uma outra p�agina de teste. Os ��rulos sobre a imagemdestaam os erros, i.e., arateres que foram marados pelo operador projetado mas que n~ao s~ao osarateres de interesse.O treinamento foi repetido para o reonheimento do aratere \s" (min�usulo) nestas mesmasimagens e tamb�em em um segundo livro. Os resultados s~ao apresentados no apêndie A.



9.4 Reonheimento de Carateres 163
(a) Resultado da itera�~ao 1
(b) Resultado da itera�~ao 2Figura 9.14: Reonheimento do aratere \a": resultado da primeira e segundaitera�~oes, respetivamente.
(a) Resultado da itera�~ao 2Figura 9.15: Reonheimento do aratere \a": resultado do operador projetado.



164 Exemplos de Aplia�~oes9.5 Segmenta�~ao de TextoUma p�agina de doumento (livro, revista, et) ont�em, em geral, objetos tais omo texto, �guras,tabelas, fotos, entre outros. A tarefa de um sistema de reonheimento de arateres pode serfailitada atrav�es de um pr�e-proessamento que segmenta as regi~oes da imagem que orrespondem aotexto, das demais regi~oes [130, 58, 100, 4, 28℄. Nesta se�~ao mostramos o uso das t�enias propostasnesta tese para projetar operadores para segmenta�~ao de texto.Algumas p�aginas de uma revista foram digitalizadas a 200dpi e binarizadas atrav�es de umalimiariza�~ao simples. Em seguida elas foram reduzidas em tamanho de modo a se obter imagensorrespondentes a 100 dpi aproximadamente. Um total de ino pares de imagens (omo as ilustradasna �gura 9.16) foram utilizadas para projetar um operador de duas itera�~oes. Uma vez que a imagem
(a) Observada (b) IdealFigura 9.16: Um par de imagem de treinamento para segmenta�~ao de texto.ideal �e neessariamente um subonjunto da imagem observada, os operadores foram projetados demodo a satisfazer a propriedade anti-extensiva. O primeiro operador foi projetado sobre a janelaW7�5 (usando as 4 primeiras imagens), e o segundo sobre a janela W21 (usando o resultado doprimeiro operador para as 4 �ultimas imagens).Problema: segmenta�~ao de textoItera�~ao 1 Itera�~ao 2Propriedade do operador anti-extensivo anti-extensivojanela W7�5 W21Fun�~ao de perda MAE MAEAlgoritmo ISI om p = 14 e k = 15 ISI om p = 2 e k = 15Imagens de treinamento 4=5 pares 4=5 paresIntervalos 4992 1328Tempo de treinamento 25004 segundos 1179 segundosTabela 9.5: Segmenta�~ao de Texto: detalhes do treinamento.



9.5 Segmenta�~ao de Texto 165A �gura 9.17(b) mostra o resultado do operador para uma partiular imagem de teste (�gu-ra 9.17(a)).
(a) Teste (b) Itera�~ao 2Figura 9.17: Segmenta�~ao de texto : (a) imagem (teste) observada e (b) resultadodo operador projetado.A densidade de pixels aesos �e muito maior nas �areas orrespondentes ao texto do que nas de-mais �areas. Portanto, um �ltro de p�os-proessamento que aproveita esta arater��stia foi projetadoheuristiamente. O �ltro onsiste de :1. �ltro de ordem5 18 om rela�~ao a janela W7�20,2. fehamento6 por uma linha vertial de omprimento 10,3. operador preenhe buraos7, e4. abertura por �area8 (supomos que objetos om �area menor que um dado valor n~ao orrespondema regi~ao de texto).Veri�amos que os parâmetros dos dois primeiros �ltros �e globalmente ajust�avel (isto �e, um mesmovalor para o onjunto de todas as imagens de um mesmo dom��nio). No entanto, o parâmetro daabertura por �area preisa ser manualmente ajustado para ada imagem.A �gura 9.18 mostra os resultados destes �ltros para uma imagem de teste. O resultado do�ltro de p�os-proessamento foi satisfat�orio para todas as p�aginas de teste (um total de 15 p�aginas).No entanto, omo j�a omentamos anteriormente, o parâmetro do �ltro de abertura por �area tevede ser ajustado manualmente, p�agina por p�agina. Al�em disso, pequenas �areas de texto (omo porexemplo, a p�agina) foram perdidas em alguns asos por se tratar de uma �area menor do que uma�area orrespondente a ru��do.5Filtro de ordem: veja, por exemplo, [75℄, p�ag.98.6Fehamento: veja, por exemplo, [147℄, p�ag. 50.7Preenhe buraos: veja, por exemplo, [11℄, p�ag. 202.8Abertura por �area: veja, por exemplo, [142℄
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(a) Itera�~ao 2 (b) Filtro de ordem () Fehamento
(d) Preenhe buraos (e) Abertura por �area (f) Resultado �nalFigura 9.18: Efeitos do �ltro de p�os-proessamento para segmenta�~ao de texto:resultado do (a) operador, (b) �ltro de ordem, () fehamento vertial, (d) pre-enhe buraos, (e) abertura por �area e (f) resultado �nal sobreposto �a imagemobservada.



9.5 Segmenta�~ao de Texto 167Um outro �ltro foi utilizado para gerar os maradores para as omponentes que orrespondem �as�areas de texto, om o intuito de maximizar a automatiza�~ao do proesso de segmenta�~ao. Para asimagens de teste, este �ltro funionou om os mesmos parâmetros para 14 das 15 imagens de teste.O �ltro orresponde aos seguintes sub�ltros :abertura por �area (�area 3),Fehamento seguido de abertura por uma linha horizontal de omprimento 3,Fehamento seguido de abertura por uma linha vertial de omprimento 5,Fehamento seguido de abertura por uma linha horizontal de omprimento 12O resultado deste �ltro foi usado omo marador para reonstruir o resultado do operador pre-enhe buraos do �ltro anterior. A �gura 9.19 mostra os resultados intermedi�arios deste �ltro parauma partiular imagem de teste.
(a) Itera�~ao 2 (b) Abertura por �area 3 () fehamento e aberturahorizontal 3

(d) fehamento e aberturavertial 3 (e) fehamento e aberturahorizontal 12 (f) Reonstru�~ao de 9.18(d)a partir de (e)Figura 9.19: Efeitos do �ltro para gera�~ao de maradores para a segmenta�~ao detexto.



168 Exemplos de Aplia�~oesUm segundo grupo de imagens foi obtido digitalizando-se algumas p�aginas de um livro a 300dpi.Estes tamb�em foram reduzidos de forma a obtermos imagens orrespondentes a 100dpi. Um total de 8imagens de treinamento foram utilizadas para projetar um operador de três itera�~oes, sobre as janelasW7�5, W5�9 e W7�5, respetivamente. Na primeira itera�~ao foram utilizados 6 pares de imagens detreinamento e nas demais foram utilizados todos os 8 pares. O mesmo �ltro de p�os-proessamentoutilizado para o primeiro grupo de imagens tamb�em foi apliado para as imagens deste grupo. A�gura 9.20 mostra o resultado para uma p�agina de teste.
(a) Teste (b) Itera�~ao 3 () Resultado �nalFigura 9.20: Segmenta�~ao de texto : imagem observada, resultado do operadore resultado �nal, respetivamente.Resultados para v�arias imagens de teste, dos dois grupos de imagens, s~ao apresentados noapêndie A.



Cap��tulo 10Conlus~oesNeste trabalho estudamos o problema de projeto de W-operadores, om ênfase sobre a quest~ao dapreis~ao de operadores projetados a partir de uma quantidade limitada de exemplos de treinamento.Algumas t�enias que exploram onheimentos a priori para projetar operadores mais preisos ealgoritmos e�ientes foram propostos.Uma t�enia de projeto baseada no modelo de aprendizado PAC foi utilizada omo ponto departida para as investiga�~oes [18, 15℄. Formas para ontornar as limita�~oes desta t�enia, quais sejam,a impreis~ao dos operadores projetados (devida ao n�umero limitado de exemplos de treinamento) ea omplexidade de tempo dos algoritmos de aprendizado, onstitu��ram o objetivo deste estudo.10.1 Resumo das Contribui�~oesVimos que a utiliza�~ao de onheimentos sobre o problema que desejamos resolver, quando adequa-damente modelados, permitem a redu�~ao do espa�o de operadores e, portanto, podem ser exploradospara projetar operadores mais preisos. Para que estes onheimentos sejam efetivamente utilizados,as estrat�egias de busa devem ser apazes de explorar as estruturas e propriedades dos espa�os dehip�oteses bem omo aproveitar arater��stias das imagens onsideradas. Al�em disso, elas devemestar apoiadas em algoritmos de busa e�ientes.Introduzimos modi�a�~oes no algoritmo ISI para torn�a-lo e�iente e onseguimos redu�~aode tempo da ordem de 10 em rela�~ao as implementa�~oes anteriores. As prinipais modi�a�~oesintroduzidas s~ao: (1) a sua generaliza�~ao para trabalhar om a extra�~ao de um onjunto de elementos(intervalo) em uma itera�~ao em vez de um �unio elemento, (2) a introdu�~ao de um parâmetro quede�ne o passo para �alulo de obertura m��nima e (3) a paraleliza�~ao do algoritmo. Apresentamostamb�em uma prova formal de sua orretude.A t�enia de projeto iterativo [84, 80℄ (vista no ap��tulo 5) foi investigada omo forma paraprojetar operadores sobre janelas grandes a partir da omposi�~ao de operadores projetados sobre ja-nelas menores. Veri�amos que se os exemplos de treinamento forem distribu��dos de forma adequadaentre as itera�~oes em vez de todos eles serem utilizados em ada uma das itera�~oes, os operadoresresultantes podem ser mais preisos. A t�enia de projeto iterativo pode ser vista omo um aso par-tiular do projeto multi-est�agio. Cada est�agio adiional orresponde a um re�namento do operadorem termos de preis~ao. 169



170 Conlus~oesO uso de operadores projetados a priori [50, 14, 51℄ (ap��tulo 6) pode ser tamb�em visto nomesmo ontexto de re�namento de solu�~ao. A t�enia proposta onsiste em melhorar a preis~ao de umoperador a partir de exemplos de treinamento. Introduzimos um fator de on�an�a, ontrolado pelousu�ario, que india quanta evidênia os exemplos de treinamento devem forneer para que o valor dooperador em um determinado ponto seja alterado. A t�enia pode ser vista omo uma generaliza�~aodos \di�erening �lters" [54℄, onde o operador a priori �e o operador identidade. Estudamos tamb�emquest~oes ligadas �a esolha de uma janela e mostramos que uma esolha inadequada pode ser r��tia.O projeto multi-est�agio �e interessante se a t�enia de re�namento utilizada garante que a adaest�agio o operador obtido �e mais preiso (em termos de erro) do que o operador do est�agio anterior.A esolha de um operador iniial adequado, de preferênia pr�oximo da solu�~ao �otima, �e importantepara a obten�~ao de um operador preiso.Apresentamos um novo algoritmo e�iente [81, 82℄ para projetar operadores resentes �otimos,a partir de uma formula�~ao nova do problema. A grande vantagem do algoritmo proposto �e que eledepende apenas dos padr~oes observados nas imagens de treinamento e portanto pode ser apliadopara projetar operadores sobre janelas relativamente grandes. Os outros algoritmos existentes s~aoformulados de tal forma que dependem de todos os 2jWj poss��veis padr~oes dentro de uma janela W.Logo eles s~ao extremamente ine�ientes para janelas relativamente grandes.Uma onseq�uênia natural deste algoritmo foi a utiliza�~ao do mesmo para o projeto de �ltros\stak" [78℄, pois estes s~ao araterizados por operadores resentes bin�arios. Nos estudos envol-vendo �ltros \stak", uni�amos as nota�~oes utilizadas no ontexto de morfologia matem�atia e foradele. Mostramos tamb�em que a formula�~ao que onsidera ada um dos ortes da imagem em n��veisde inza omo um onjunto aleat�orio e a que onsidera a uni~ao dos ortes omo um �unio onjuntoaleat�orio s~ao equivalentes sob o ponto de vista de minimiza�~ao do erro MAE de um �ltro stak.Como existem pouos trabalhos publiados sobre �ltros stak no ontexto de morfologia matem�atia,o estudo apresentado neste trabalho �e uma ontribui�~ao neste sentido.Uma abordagem Bayesiana [83℄ foi utilizada no ontexto de estima�~ao dos ustos de haveamentopara projeto de operadores resentes (se�~ao 7.4). As probabilidades ondiionais foram onsidera-das vari�aveis aleat�orias om fun�~ao de densidade Beta. Constatamos que em situa�~oes nas quaisas distribui�~oes a priori das probabilidades ondiionais s~ao onheidas, os resultados obtidos s~aonotadamente melhores.Quanto mais e mais onheimentos s~ao onsiderados, a estrutura�~ao do espa�o de hip�oteses bemomo as t�enias de busa tendem a tornar-se mais espe���as e omplexas. Neste trabalho tentamos,dentro do proesso de inorporar onheimentos, manter uma preoupa�~ao pela generalidade dast�enias. Por exemplo, no aso do m�etodo de haveamentos, a t�enia para enontrar o onjunto dehaveamentos �otimos �e espe���a para ada tipo de restri�~ao, por�em o oneito de haveamento n~aodepende da partiular restri�~ao onsiderada.A sintetiza�~ao e an�alise dos diversos aspetos relaionados om projeto de W-operadores, em um�unio material, �e tamb�em uma das ontribui�~oes desta tese.



10.2 Coment�arios Finais 171Resultados pr�atiosAs t�enias propostas foram implementadas1, testadas e apliadas para resolver problemas reais deproessamento de imagens tais omo segmenta�~ao de texto [79℄, reonheimento de arateres [19℄,reonheimento de objetos em diagramas funionais, reonheimento de padr~oes e �ltragem. Aspublia�~oes deorrentes deste trabalho de pesquisa est~ao listadas no apêndie B.10.2 Coment�arios FinaisPara que as t�enias propostas possam ser apliadas adequadamente, �e preiso entendermos qual �eo meanismo omum a estas t�enias que s~ao importantes para o aumento da preis~ao do operadorprojetado. Sob a perspetiva apresentada na �ultima se�~ao do ap��tulo 3, as restri�~oes impostas ou asinforma�~oes oriundas dos onheimentos a priori s~ao importantes para de�nir um subespa�o de ope-radores andidatos. Entender qual �e o espa�o de andidatos assoiado a ada t�enia �e fundamentalpara a esolha de uma t�enia adequada para um partiular problema.Al�em disso, a partir do fato de que onheimentos sobre os problemas podem ser utilizados parareduzir o espa�o de andidatos (ou, equivalentemente, preenher um maior n�umero de linhas databela-verdade que de�nem as fun�~oes arater��stias), novas t�enias para gerar operadores maispreisos podem ser desenvolvidos.A extens~ao do m�etodo de haveamentos para o projeto de operadores auto-duais, idempotentese outros, assim omo a do projeto multi-est�agio para projetos n~ao neessariamente iterativos e a doprojeto de operadores bin�arios para operadores n��veis de inza [40, 86, 88℄ s~ao alguns dos passos futu-ros desta pesquisa. Outras quest~oes que mereem ser investigadas s~ao v�arios aspetos do problema,espe���os ou gen�erios, tais omo a robustez dos operadores projetados, a quest~ao da esolha de umajanela �otima para uma quantidade �xa de dados de treinamento, a utiliza�~ao de algoritmos paralelos,a implementa�~ao e�iente dos operadores projetados [113℄, uso de t�enias multi-resolu�~ao, modela-gem de dados, deomposi�~ao funional dos operadores, omplexidade de exemplos de treinamento,entre outros.Desa�os muito maiores apareem quando pensamos em modelagens que sejam apazes de ombi-nar diferentes tipos de onheimentos e tamb�em t�enias que sejam apazes de explorar propriedadesdas imagens ideais (e n~ao apenas das imagens observadas). Devemos notar tamb�em que a om-plexidade omputaional no aso de projeto de operadores n~ao-bin�arios �e muito maior, assim omoa impreis~ao deorrente da quantidade limitada de exemplos de treinamento. Portanto, o uso deonheimentos a priori oupa um papel ainda mais relevante neste aso.Finalmente, um objetivo das pesquisas futuras nesta �area deve ser a busa de uma formula�~aoque possibilite a integra�~ao das t�enias existentes e as que venham a ser desenvolvidas. Areditamosque o presente trabalho traz algumas ontribui�~oes neste sentido.1Todos os programas omputaionais foram implementados no sistema Khoros [104℄, om a preoupa�~ao de mantê-los independentes de plataforma. Mais preisamente, apenas a parte de interfae dos programas depende desse sistema.Todos os programas foram esritos em linguagem C padr~ao e atualmente onstituem, exluindo a parte orrespondenteaos �odigos de interfae e juntamente om rotinas relativas ao projeto de operadores em n��veis de inza, uma biblioteade rotinas om aproximadamente 45000 linhas de �odigo e doumenta�~ao.





Apêndie AResultados (Imagens) Adiionais dasAplia�~oesEste apêndie �e um omplemento ao ap��tulo 9. Para as aplia�~oes de reonheimento de somado-res/multipliadores em diagramas funionais, reonheimento de arateres e segmenta�~ao de textoapresentados naquele ap��tulo, mostramos os resultados obtidos para v�arias imagens de teste.A.1 Reonheimento de Padr~oes em Diagramas
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A.2 Reonheimento de CarateresAs imagens a seguir mostram os resultados obtidos pelo operador projetado para reonheimento doaratere \s" em imagens de p�aginas de um livro. O ��rulo sobre a imagem destaa um erro.
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Os resultados obtidos pelo operador treinado para um segundo livro s~ao mostradas a seguir.O ��rulo sobre a imagem destaa um erro, enquanto os retângulos destaam o reonheimento doaratere quando este aparee em diferente tipo de fonte (it�alio ou \small ap").



176 Resultados (Imagens) Adiionais das Aplia�~oesA.3 Segmenta�~ao de TextoDois grupos de imagens foram onsiderados para o problema de segmenta�~ao de texto: p�aginas deuma revista e p�aginas de um livro. Os resultados de segmenta�~ao de texto para algumas p�aginas darevista s~ao mostrados a seguir. Para ada p�agina de teste s~ao mostradas duas imagens : (1) imagemobservada (binarizada), (2) resultado do operador projetado, e (3) resultado �nal sobreposto sobrea imagem observada.
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Os resultados de segmenta�~ao obtidos para o segundo grupo de imagens s~ao mostrados a seguir.
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Apêndie BPublia�~oes Deorrentes da PesquisaOs artigos que foram produzidos a partir das pesquisas realizadas durante a elabora�~ao desta teseest~ao listados a seguir.[1℄ J. Barrera, E. R. Dougherty, and N. S. Tomita1. Automati Programming of Binary Morpho-logial Mahines by Design of Statistially Optimal Operators in the Context of ComputationalLearning Theory. Eletroni Imaging, 6(1):54{67, January 1997.[2℄ E. R. Dougherty, J. Barrera, and N. S. Tomita. Optimal Filters from Prior Filters. In NonlinearImage Proessing VIII, volume 3026 of Pro. of SPIE, pages 2{7, San Jose, CA, USA, February1997.[3℄ J. Barrera, E. R. Dougherty, and N. S. T. Hirata2. Design of Optimal Morphologial Operatorsfrom Prior Filters. Ata Steriologia, 16(3):193{200, 1997. Speial issue on MathematialMorphology.[4℄ J. Barrera, R. Terada, R. A. Lotufo, N. S. T. Hirata, R. Hirata Jr., and F. A. Zampirolli. AnOCR based on Mathematial Morphology. In Nonlinear Image Proessing IX, volume 3304 ofProeedings of SPIE, pages 197{208, San Jose, CA, January 1998.[5℄ E. R. Dougherty, A. M. Grigoryan, J. Barrera, and N. S. T. Hirata. Binary Filter Design:Optimization, Prior Information, and Robustness. In Mathematial Modeling and EstimationTehniques in Computer Vision, volume 3457 of Pro. SPIE's International Symposium on OptialSiene, Engineering and Instrumentation, pages 230{241, San Diego, CA, July 1998.[6℄ N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. Design of Large-Window Binary Filters viaIteration. In Intelligent Robots and Computer Vision XVII: Algorithms, Tehniques, and AtiveVision, volume 3522 of Pro. of SPIE, pages 173{182, Boston, Massahussets, November 1998.[7℄ N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. EÆient Swithing Algorithm for Desig-ning Inreasing Binary Filters. In E. R. Dougherty and J. T. Astola, editors, Nonlinear ImageProessing X, volume 3646 of Pro. SPIE, pages 185{196, San Jose, CA, January 1999.1Este �e um artigo deorrente do trabalho de mestrado [157℄, que foi premiado omo a melhor disserta�~ao de mes-trado [158℄ no Conurso de Teses e Disserta�~oes da Soiedade Brasileira de Computa�~ao, no ano de 1996.2Altera�~ao do estado ivil. 185



186 Publia�~oes Deorrentes da Pesquisa[8℄ N. S. T. Hirata, J. Barrera, and E. R. Dougherty. Design of Statistially Optimal Stak Filters.In J. Stol� and C. L. Tozzi, editors, Pro. of Sibgrapi'99, pages 265{274, Campinas, SP, Brazil,1999.[9℄ H. M. F. Madeira, J. Barrera, R. Hirata Jr, and N. S. T. Hirata. A New Paradigm for theArhiteture of Morphologial Mahines : Binary Deision Diagrams. In J. Stol� and C. L. Tozzi,editors, Pro. of Sibgrapi'99, pages 283{292, Campinas, SP, Brazil, 1999.[10℄ J. Barrera, R. Terada, R. Hirata Jr, and N. S. T. Hirata. Automati Programming of Morpho-logial Mahines by PAC Learning. Fundamenta Informatiae, 41(1-2):229{258, January 2000.[11℄ N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. A Swithing Algorithm for Design of OptimalInreasing Binary Filters Over Large Windows. Pattern Reognition, 33(6):1059{1081, June 2000.Speial Issue on Mathematial Morphology & Nonlinear Image Proessing.[12℄ N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. Bayesian Swithing Algorithm for the Optimalinreasing Binary Filter. In Proeedings of EUSIPCO - 2000, volume IV, pages 1889{1892, 2000.[13℄ N. S. T. Hirata, J. Barrera, and R. Terada. Text Segmentation by Automatially DesignedMorphologial Operators. In Pro. of SIBGRAPI'2000, pages 284{291, Gramado, Brazil, 2000.[14℄ N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. Iterative Design of Morphologial BinaryImage Operators. To appear in Optial Engineering.
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REFERÊNCIAS BIBLIOGR�AFICAS 195[121℄ F. Meyer and S. Beuher. Morphologial Segmentation. Journal of Visual Communiation andImage Representation, 1(1):21{46, September 1990.[122℄ T. M. Mithell. Mahine Learning. MGraw-Hill Series in Computer Siene. MGraw-Hill,Marh 1997.[123℄ I. Molhanov. Statistis of the Boolean Model for Prationers and Mathematiians. John Wileyand Sons, 1997.[124℄ S. Mukhopadhyay and B. Chanda. A multisale morphologial approah to loal ontrastenhanement. Signal Proessing, 80(4):685{696, April 2000.[125℄ J. R. F. Oliveira. O uso de algoritmos gen�etios na deomposi�~ao morfol�ogia de operadoresinvariantes em transla�~ao apliados a imagens digitais. PhD thesis, Instituto Naional dePesquisas Espaiais - INPE, Av. dos Astronautas, 1758 - Jd da Granja CEP 12227.010 S~aoJos�e dos Campos - SP - Brasil, Deember 1998.[126℄ S. K. Pal and P. P. Wang, editors. Geneti Algorithms for Pattern Reognition. CRC Press,1996.[127℄ C. H. Papadimitriou and K. Steiglitz. Combinatorial Optimization: Algorithms and Complexity.Prentie-Hall, 1982.[128℄ H. Park and R. T. Chin. Deomposition of Arbitrarily Shaped Morphologial Struturing Ele-ments. IEEE Transations on Pattern Analysis and Mahine Intelligene, 17(1):2{15, January1995.[129℄ K.-R. Park and C.-N. Lee. Sale-Spae Using Mathematial Morphology. IEEE Transationson Pattern Analysis and Mahine Intelligene, 18(11), November 1996.[130℄ T. Pavlidis. Page Segmentation and Classi�ation. CVGIP: Graphial Models and ImageProessing, 54(6):484{496, November 1992.[131℄ M.A. Perkowski, T. Luba, S. Grygiel, P. Burkey, M. Burns, N. Iliev, M. Kolsteren, R. Lisanke,R. Malvi, Z. Wang, H. Wu, F. Yang, S. Zhou, , and J.S. Zhang. Uni�ed Approah to Fun-tional Deompositions of Swithing Funtions. Tehnial report, PSU Eletrial EngineeringDepartment, Deember 1995.[132℄ L. I. Perlovsky. Conundrum of Combinatorial Complexity. IEEE Transations on PatternAnalysis and Mahine Intelligene, 20(6):666{670, June 1998.[133℄ D. Petresu, I. T�abu�s, and M. Gabbouj. Adaptive Skeletonization Using Multistage Booleanand Stak Filtering. In Pro. EUSIPCO, volume VII, pages 951{954, September 1994.[134℄ W. K. Pratt. Digital Image Proessing. John Wiley and Sons, 1991.[135℄ S. J. Raudys and A. K. Jain. Small Sample Size E�ets in Statistial Pattern Reognition: Reommendations for Pratitioners. IEEE Transations on Pattern Analysis and MahineIntelligene, 13(3):252{264, Marh 1991.[136℄ C. H. Rihardson and R. Shafer. A Lower Bound for Struturing Element Deompositions.IEEE Transations on Pattern Analysis and Mahine Intelligene, 13(4):365{369, April 1991.
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