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Resumo

A morfologia matemadtica vem sendo largamente utilizada para processamento e andlise
de imagens digitais. O projeto de operadores morfolégicos é em geral realizado de for-
ma heuristica. Devido a dificuldade inerente a este procedimento, técnicas de projeto
automdtico sdo de grande importancia e interesse. Varias abordagens neste sentido vem
sendo propostas, dentre elas técnicas que projetam operadores a partir de exemplos de
treinamento (obtidos de amostras de imagens observadas-ideais) que representam de for-
ma simples a transformacio desejada pelo usuédrio. Tomando uma técnica de projeto de
operadores baseada no modelo de aprendizado PAC (do inglés, “Probably Approximately
Correct”) como ponto de partida, investigamos de forma geral algumas das limitagdes
dessas abordagens. Com base nessa investigacdo, estudamos o projeto de W-operadores,
colocando énfase sobre questoes relacionadas com a precisdo de operadores projetados a
partir de uma quantidade limitada de exemplos de treinamento. Os frutos deste estudo,
apresentados neste trabalho, sao técnicas que exploram conhecimentos sobre o problema
que desejamos resolver para projetar operadores mais precisos e algoritmos eficientes pa-
ra implementar as mesmas. Solugbes para problemas reais de processamento de imagens
ilustram a aplicacao das técnicas propostas.

Abstract

Mathematical morphology is being widely used in image processing and analysis. De-
signing morphological operators is usually done by heuristic methods. However, due to
the inherent difficulty of such procedures, automatic design techniques are of increasing
interest. In recent years, several approaches for the automatic design of morphological
operators have been proposed. Some of them are based on learning from training examples
(sampled from observed-ideal pairs of images representing the desired image processing
mapping). Starting from a technique based on PAC (Probably Approximately Correct)
learning model, we investigate some limitations of those approaches. From this investi-
gation, we study the design of W-operators emphasizing questions related with precision
of operators designed from a limited number of training examples. The results of this
study, presented in this work, are techniques which exploit knowledge (about the image
processing problem being solved) in order to design more accurate operators and efficient
algorithms for implementing them. Solutions for some real image processing problems
are given to illustrate the application of the proposed techniques.
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Capitulo 1

Introducao

Com o avanco da tecnologia, que vem facilitando a aquisicdo de imagens digitais e tornando possivel
a manipulacao de grande quantidade de dados, procedimentos computacionais que visam auxiliar o
processamento e andlise de imagens digitais [64, 134, 20, 117] vem sendo cada vez mais utilizados.
Estes sdo importantes para auxiliar diagndsticos médicos, na automacgao industrial, na andlise de
safras agricolas, na previsdo de tempo, no processamento de documentos e outras aplicacdes.

Uma técnica abrangente e bastante utilizada para processamento e analise de imagens é a mor-
fologia matemdtica [118, 147]. Sob o ponto de vista formal [148, 10], ela estuda mapeamentos (ou
operadores) entre reticulados completos [23]. Em particular, ela pode ser utilizada para modelar ma-
peamentos entre imagens [147, 75] pois estas podem ser entendidas como elementos de um reticulado
completo. No contexto de processamento de imagens, esses mapeamentos sdo geralmente denomina-
dos operadores morfoldgicos (de imagens). Algumas discussdes sobre a adequacio destes operadores
para processamento e andlise de imagens podem ser encontradas, por exemplo, em [147, 138].

A morfologia matemadtica, originada na “Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris” em
meados da década de sessenta, ficou conhecida a partir da publicagio dos livros de Matheron [118]
e de Serra [147]. Desde entdo, vérios trabalhos foram publicados sobre este assunto, entre eles os
livros de Serra [148], de Heijmans [75] e outros tais como [41, 11, 45, 151]. Estas e outras publi-
cacOes comprovam o potencial da morfologia matematica como ferramenta para resolver problemas
de processamento de imagens, tais como segmentacao [121, 21, 22, 163, 35, 85|, processamento de
imagens médicas [66, 162], processamento de imagens de documentos [17, 19, 140, 112], filtragem
de ruido [141], processamento de imagens coloridas [29, 89], entre outros. Existem também vérios
trabalhos sobre implementacoes eficientes dos operadores morfolégicos em “hardware” ou “software”,
tais como [12, 25, 2, 94].

A tarefa de projetar (descrever) procedimentos computacionais que realizam transformacoes ade-
quadas das imagens para que as informacOes de interesse possam ser extraidas nao € trivial. Ela
requer do projetista conhecimentos especificos sobre as técnicas de processamento de imagens, além
de muita experiéncia e criatividade. Esta dificuldade tem motivado esforcos que buscam automatizar
o projeto (ou parte do projeto) de operadores de imagens. No contexto de morfologia matematica,
estes esforcos comecaram a ser observados no final da década de oitenta, a medida que sua utilizacao
comecou a ser difundida.
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1.1 Projeto Automatico de Operadores Morfologicos

Por projeto automatico de operadores de imagens entendemos qualquer procedimento computacional
que, a partir da descrigao de uma transformacao de imagens, gera uma especificagdo de um operador
que realiza a transformacao descrita (veja esquema na figura 1.1). Geralmente, tais procedimentos
trabalham com um espaco fixo de operadores e sdo baseados em algoritmos que buscam, no espaco
de operadores considerado, aquele que melhor se adequa a descricdo dada.

Descricdo
. Especificacdo
de uma : . ;
. sistema — de um
transformacio .
de imagens s operador

Figura 1.1: Sistema para geracao automatica de operadores de imagens.

As vérias tentativas para automatizar o projeto de operadores morfolégicos podem ser divididas
em trés grupos de abordagens: as baseadas em técnicas de inteligéncia artificial, as baseadas em
modelagem de imagens e as baseadas em técnicas de inducao a partir de exemplos.

A aplicagdo de técnicas de inteligéncia artificial, tais como sistemas especialistas e prova au-
tomatica de teoremas, para automatizar a geragao de procedimentos eficientes para andlise de ima-
gens é abordada, por exemplo, em [145, 164, 93, 92].

Alguns tipos de imagens (por exemplo, certos tipos de ruido, ou de textura) podem ser modeladas
e simuladas. Abordagens baseadas em modelagem de imagens estudam a caracterizacdo formal das
imagens e a sua manipulacdo analitica. O problema de projetar operadores é reduzido entdo ao
problema de estimar os parametros corretos do modelo [149, 56, 44, 146].

Nas abordagens baseadas em indugao, uma transformacao de imagens é expressa através de pares
de imagens, onde cada par é formado por uma imagem anterior e outra posterior ao processamento
desejado. Dois pares de imagens que descrevem processamentos diferentes sao mostrados na figu-
ra 1.2. O primeiro par (fig. 1.2a) ilustra um processamento que consiste em extrair regides da imagem
que correspondem a um padrdo ou textura especifica. O segundo par (fig. 1.2b) expressa um pro-
cessamento cujo efeito é a filtragem de ruido. A imagem a ser processada é denominada imagem
observada, enquanto a imagem desejada como o resultado do processamento é denominada imagem
tdeal. O operador é projetado a partir de exemplos obtidos dos pares de imagens observadas-ideais.

Varias técnicas para projeto de operadores a partir de amostras de imagens observadas-ideais vem
sendo propostas. Técnicas no contexto de estimag@o estatistica consideram as imagens como reali-
zagoes de processos aleatérios [43] e os operadores a serem projetados como estimadores estatisticos.
Mais especificamente, se denotamos por S o processo associado as imagens observadas e por I o
processo associado as imagens ideais, projetar um operador consiste em escolhermos um operador ¥
tal que ¥(S) seja proximo de I segundo alguma medida estatistica de proximidade. Um operador
é considerado estatisticamente 6timo em um espaco de operadores, com relagio a uma medida de
erro, se possui o menor erro entre todos os demais operadores no mesmo espago. Em geral, a medida
estatistica utilizada é o erro absoluto médio (MAE) ou o erro quadrético médio (MSE).
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(a)

ABCDEFGHIJ
KLMNOPQRS
— TUVXZIWY
abecdefghijklm

NopqgrstuvIzIwy

Figura 1.2: Exemplos de descricao de processamento de imagens por meio de pares de
imagens observadas-ideais : (a) Reconhecimento de textura. (b) Filtragem de ruido.

Os primeiros trabalhos sobre projeto de operadores morfoldgicos estatisticamente étimos sédo
creditados a E. R. Dougherty [39, 40]. A formulagéo inicial é restrita & classe de operadores crescentes,
porém é generalizada para a classe de operadores néo necessariamente crescentes logo em seguida [52,
13]. Varios trabalhos continuaram a ser publicados na mesma linha de pesquisa, abordando temas
como projeto de operadores crescentes [119, 55, 69], precisdo dos operadores projetados [53], projeto
de operadores nao necessariamente crescentes [52], modelagem do problema como um problema de
aprendizado computacional [15], projeto multi-estigio de operadores [55, 144], técnicas de multi-
resolucgao [49, 87, 95], o uso de conhecimentos a priori e o estudo de outros aspectos relacionados ao
projeto de operadores [47, 14, 42, 14, 47].

Outras técnicas de projeto de operadores a partir de imagens observadas-ideais utilizam técnicas
adaptativas tais como algoritmos genéticos [70, 169, 125] ou redes neurais [143, 144, 166, 152, 153].

Ainda dentro desta abordagem, observam-se trabalhos sobre projeto de filtros de mediana [60],
filtros de ordem (“rank-order filters”) e “stack filters” [165, 115, 33, 34, 107, 155], que sdo casos
especiais de operadores morfolégicos. Estes filtros foram introduzidos inicialmente independente
do contexto de morfologia matemética e sdo citados na literatura como filtros nao-lineares [1] em
contraposigao aos filtros classicos lineares. Eles foram inseridos no contexto de morfologia matematica
por Maragos e Schafer [114, 115].

1.2 Limitacoes das Técnicas Existentes

Ao analisarmos os trabalhos mencionados, podemos observar que algumas técnicas utilizadas sédo
dependentes de contexto enquanto outras sao independentes de contexrto. As técnicas dependentes de
contexto exploram, ou levam em consideragao na sua formulagao, caracteristicas especificas do pro-
blema que desejamos resolver, enquanto as independentes nao. Além disso, essas técnicas apresentam
diferentes graus de restricao em funcao do grau de dependéncia de contexto e do tipo de restrigao
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imposta sobre o espaco de operadores.

As técnicas dependentes de contexto sao naturalmente restritivas pois tem aplicagédo restrita por
construcao, além de serem dificeis de modelar. Para entender as limitagoes das técnicas independentes
de contexto, que sao mais genéricas, consideramos uma técnica baseada no modelo de aprendizado
PAC (Probably Approximately Correct), proposta originalmente em [157]. Devemos salientar que
essa técnica constitui o ponto de partida de nosso estudo.

O modelo PAC, introduzido por Valiant [160] e aprofundado e extendido por outros [97, 73, 98], é
um assunto bastante estudado na rea de aprendizado computacional [122, 105]. Este modelo estuda
vérios aspectos relacionados ao aprendizado de conceitos (modelados por func¢des Booleanas) a partir
de exemplos. A técnica baseada neste modelo e mencionada acima considera o problema de projeto
de operadores invariantes por translacdo e localmente definidos por uma janela W, denominados
W-operadores. A considerag@o desta classe de operadores é bastante natural uma vez que os W-
operadores sdo equivalentes as fungdes Booleanas de |W| varidveis (onde |W| é o tamanho da janela

Ww).

De acordo com o modelo PAC, se os operadores forem gerados de forma a serem consistentes
com os exemplos de treinamento, entdo operadores com qualquer precisao especificada podem ser
obtidos, desde que uma quantidade suficiente de dados sejam utilizados. No entanto, na pratica, a
quantidade de exemplos de treinamento é limitada. Quais sao as conseqiiéncias desse fato 7

Na figura 1.3 comparamos o desempenho de operadores projetados pela técnica baseada no modelo
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Figura 1.3: Erro de operadores projetados em espacos de tamanho diferentes.

PAC em dois espacos diferentes para diferentes quantidades de exemplos de treinamento. Os espacos
considerados sdo os espagos definidos por duas janelas de tamanhos diferentes, uma menor contida
em uma outra maior. A janela menor define o espaco menor e a maior o espaco maior. O eixo
das abscissas indica a quantidade de exemplos utilizada para projetar os operadores e o eixo das
ordenadas indica o erro MAFE do operador projetado. O erro MAE foi medido sobre um conjunto de
imagens disjunto das utilizadas para projetar o operador. Uma explicacdo mais detalhada do grafico
é apresentada no capitulo 3.

Podemos observar que, para uma pequena quantidade de exemplos, o operador projetado no
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Figura 1.4: Complexidade de treinamento para operadores projetados em espagos de ta-

manho diferentes.

espaco menor possui erro MAE menor do que o do operador projetado no espaco maior. A medida
que a quantidade de exemplos aumenta, a diferenca entre ambos diminui, até que a situacdo se

inverte.

Um outro aspecto do projeto é o tempo de processamento. Na figura 1.4 mostramos o tempo gasto
para projetar operadores nos dois espacos. O tempo de projeto no espaco maior é consideravelmente
maior que no espago menor, principalmente quando a quantidade de exemplos de treinamento é

grande.

Esta analise mostra que o projeto de operadores em espacgos grandes pode esbarrar em problemas
de estimacao estatistica (imprecisdo dos operadores projetados) e complexidade de tempo. Este pro-
blema, que decorre da razdo entre o “tamanho de amostra” e o “tamanho do espaco de operadores”,
nao depende da particular técnica utilizada. De fato, este é um problema comum a todas as técnicas
que buscam extrair informagées a partir de dados, imagens ou néo 38, 62, 132].

1.3 Propostas e Organizacao da Tese

Neste trabalho procuramos focalizar os esforcos para entender as limitacbes da técnica baseada no
modelo PAC e, principalmente, para encontrar formas de contorna-las. Em seu conjunto, procura-
mos fornecer uma visao geral sobre o problema de projeto de operadores morfolégicos, abordando
varios aspectos relacionados principalmente com a questao da precisao dos operadores projetados. O
trabalho é restrito ao projeto de operadores morfoldgicos bindarios.

Uma solucao imediata para melhorar a precisdo dos operadores projetados seria o aumento da
quantidade de dados de treinamento. No entanto, conforme ja mencionamos, esta quantidade é
limitada em geral e, por outro lado, o aumento de dados implica no aumento do tempo de projeto.
Outra solugao seria o controle do tamanho do espago de operadores através da redugao do tamanho
da janela W. Neste caso, o operador projetado pode nao ser satisfatério pelo simples fato de que
o operador 6timo nesse espaco nao é satisfatério. Ou seja, muitas vezes existe a necessidade de
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projetarmos operadores em espacos grandes a partir de uma quantidade fixa de dados.

Uma forma natural para melhorar a precisao dos operadores projetados consiste em incorporarmos
conhecimentos sobre o problema que desejamos resolver no processo de projeto de operadores. Os
conhecimentos sobre um problema podem refletir em conhecimentos sobre o operador desejado bem
como sobre as imagens envolvidas. Por exemplo, problemas que consistem em obter marcadores
para os objetos de interesse (i.e., casos nos quais o resultado ideal é um subconjunto da imagem
observada) podem ser resolvidos por operadores anti-extensivos. Da mesma forma, conhecimentos
sobre as imagens podem permitir sua modelagem e, conseqiientemente, a manipulacdo analitica [150]
ou estimagbes mais precisas [47].

Esta tese é organizada da seguinte forma: os trés primeiros capitulos (incluindo esta introdugao)
fornecem uma visdo geral do problema como um todo, juntamente com um embasamento tedrico e
referéncias bibliograficas; cada um dos capitulos, do quarto ao oitavo, aborda um tema especifico,
que sao contribuigoes no sentido de contornar o problema da precisao e da complexidade de tempo.

e No capitulo 2 (Operadores Morfolégicos de Imagens Bindrias) apresentamos notagoes,
nogoes e conceitos bésicos a serem utilizados no restante do texto. Definimos e revemos as nocoes
de imagens, operadores morfolégicos de imagens, representagdao candnica dos operadores, algu-
mas propriedades algébricas, composicdo de W-operadores, diversas formas de representagdo de
W-operadores e a equivaléncia entre W-operadores e fungdes Booleanas. A representacao de
W-operadores é um tépico importante para o desenvolvimento dos capitulos subseqiientes. In-
troduzimos duas novas familias de operadores, os anti-extensivo complementares e os extensivo
complementares.

e No capitulo 3 (Projeto de W-Operadores) apresentamos uma visdo geral sobre projeto de
operadores morfolégicos no contexto de aprendizado a partir de exemplos. Revemos o projeto
baseado em PAC-learning e analisamos suas limitagoes formalmente. Por ultimo, apresentamos
consideracgoes sobre quais devem ser as preocupactes das técnicas que objetivam contornar as
limitacoes existentes. Estas sdo discutidas sob uma perspectiva bastante ampla.

As técnicas de projeto de operadores devem estar baseadas em algoritmos eficientes. Uma das
contribuicdes desta tese é uma série de melhorias propostas para o algoritmo ISI (do inglés “In-
cremental Splitting of Intervals”), proposto recentemente [157] para o aprendizado de func¢des que
caracterizam W-operadores.

e No capitulo 4 (O Algoritmo ISI) apresentamos uma generalizagdo do algoritmo (extragdo de
intervalos em vez de pontos isolados), uma prova formal da corretude do algoritmo e heuristicas
para torna-lo computacionalmente eficiente, com possibilidade para paralelizacao. Os algoritmos
modificados conforme as heuristicas propostas sao avaliados e comparados quanto ao tempo de
processamento, tamanho de representagio, e precisdo da func¢io gerada (este ultimo no contexto
de processamento de imagens).

O problema de projetar um operador pode ser substituido pelo problema de projetar varios
operadores mais simples e que, compostos de forma adequada, efetuam o mesmo processamento.
Este tipo de projeto é o que denominamos projeto multi-estdgio.

e No capitulo 5 (Projeto Multi-estigio de W-operadores) estudamos um particular caso desta
abordagem: o projeto de operadores sobre janelas grandes através da composicao de operadores
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projetados sobre janelas menores. A idéia bdsica consiste em projetar um operador a partir do
resultado de outro, previamente projetado, repetindo-se este processo até que o decréscimo de
erro entre um estigio e outro torne-se desprezivel. Neste capitulo investigamos varios aspectos
praticos do método, inclusive a melhor forma de utilizacdo das imagens de treinamento. Este
estudo é uma extensdo e apronfudamento do trabalho em [55].

e No capitulo 6 (Uso de Operadores Projetados a Priori) investigamos a possibilidade de
aproveitar um operador projetado previamente, seja heuristica ou automaticamente, para projetar
um outro de melhor precisdo. Propomos uma técnica baseada em chaveamentos (i.e., alteragao
do valor do operador para algumas entradas), e que leva em consideragido um fator de confianga
definido pelo usuario. A técnica proposta pode ser vista como uma generalizagao do trabalho

em [54].

O espago de operadores pode ser adequadamente restrito a um subespaco a partir do conhecimento
sobre caracteristicas ou propriedades do operador desejado, sem reduzir a janela W. Neste caso, para
que operadores possam ser projetados em um subespago especifico, tornam-se necessarios algoritmos
especificos. Por exemplo, em [119] um método baseado em chaveamentos é proposto para projetar
operadores 6timos no subespago dos operadores crescentes. A idéia basica deste método consiste
em fazer modificacoes sobre o operador 6timo no espago original (supondo que este é conhecido)
de forma que o operador resultante satisfaca as restricbes impostas, ao mesmo tempo que o erro
devido as modificacOes seja o menor possivel. Na pratica o operador étimo no espago original nao
é conhecido, mas este método pode ser aplicado considerando-se apenas os exemplos observados no
treinamento. Embora a idéia esteja presente no artigo original, nenhum algoritmo eficiente para
calcular os chaveamentos é dado. Os custos de chaveamento, i.e., o aumento de erro devido ao
chaveamento, dependem de probabilidades que, na pratica, sdo estimadas a partir de exemplos de
treinamento. Portanto, o resultado do algoritmo de chaveamento pode nao ser satisfatorio.

e No capitulo 7 (Projeto de Operadores Crescentes 4timos) revemos, inicialmente, os prin-
cipais algoritmos conhecidos para projeto de operadores crescentes bindrios. Uma das principais
contribuictes desta tese é um novo algoritmo eficiente, baseado no método de chaveamentos, para
projetar operadores crescentes étimos. O algoritmo proposto é baseado em uma formulagdo total-
mente nova e explora fortemente a estrutura de representacdo decorrente da propriedade crescente.
Denominamos este algoritmo de OVP (“Optimal Valid Partition”) pois o problema é formulado
como um problema de particdo.

Consideramos também o uso de distribuicoes a priori para as probabilidades que definem o custo
de chaveamentos, como forma para melhorar a precisao de operadores projetados pelo método de
chaveamentos. Um estudo sobre distribuicées a priori para essas probabilidades sdo introduzidas
em [47].

Existe uma classe de filtros sobre imagens em niveis de cinza que podem ser implementados
através de operadores sobre imagens binarias e cujo erro MAE pode ser relacionado ao erro MAE do
operador binario que o implementa. Estes sao conhecidos como “stack filters”.

e No capitulo 8 (Filtros Stack) revemos os “stack filters” [165] no contexto de morfologia ma-
tematica, restrito ao dominio das imagens em niveis de cinza com ntmero finito de niveis, e rela-
cionamos a definicao utilizada no contexto de morfologia matematica com a utilizada em outros
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contextos. Propriedades e representacdo destes operadores sdo revistos, sempre com a preocu-
pacao de inseri-los no contexto de projeto de operadores. Relembramos e analisamos o conceito
de filtros stack estatisticamente 6timos. Mostramos como o algoritmo OVP pode ser utilizado pa-
ra o projetar filtros stack étimos em relagao ao erro MAE. Mostramos também aplicacoes destes
filtros para filtragem de ruidos “speckle” e do tipo impulso em imagens niveis de cinza.

No capitulo 9 apresentamos exemplos de aplicagdo das técnicas propostas para resolver problemas
reais de processamento de imagens. No capitulo 10 apresentamos um resumo das principais contri-
buigoes e as conclusbes deste trabalho. O apéndice apresenta uma se¢do com imagens que ilustram os
resultados obtidos para os exemplos apresentados no capitulo 9 e uma lista de artigos que decorreram
do estudo relacionado com a elaboracao desta tese.



Capitulo 2

Operadores Morfologicos de Imagens
Binarias

Este capitulo fornece um embasamento conceitual necessario para o desenvolvimento dos capitulos
subseqiientes. Comecando por algumas definigdes e notagoes basicas, revemos inicialmente o con-
ceito de W-operadores, que constituem a classe de operadores estudada nesta tese. Mostramos
também alguns exemplos destes operadores, bem como algumas de suas propriedades. Em seguida,
concentramo-nos no topico de maior relevancia para os capitulos subseqiientes: as representacdes
dos W-operadores, uma vez que para projetad-los necessitamos escolher uma representagdo para os
mesmos.

A maior parte deste capitulo consiste de revisdes de resultados e propriedades conhecidas [10,
11, 157, 16, 48], organizadas de forma adequada para as necessidades deste texto. Esta organizagéo
fornece uma visao global e bem estruturada sobre os W-operadores, principalmente sob a perspectiva
de projeto de operadores.

2.1 Notacoes e Definicoes Basicas

Seja E = Z2. Os elementos de E sfo denotados por letras mintsculas tais como z,y e z. A origem
de E é denotada por o0 e a operacio usual de adicio em E por +. Subconjuntos' de E sio denotados
por letras maiusculas tais como X e S. A cardinalidade de um conjunto X C E é denotada por [X|.
O translado de um conjunto S C E por z € E é denotado S, e definido por S, ={z+z:2 € S}. O
complemento de S é denotado S e definido por S ={z € E: z & S}. O transposto de S é denotado
S e definido por S = {z € E: —z € S}. A unido e a intersec¢do de dois subconjuntos A,B C E séo
denotados, respectivamente, A UB e A N B, e definidos por AUB={z € E: 2z € Aouz € B} e
ANB={zeE:z€AexecB}

Seja W C E, um subconjunto especial a ser denominado de janela. A colecao de todos os
subconjuntos de W é denotada por P(W). Assim, P(E) denota a colegdo de todos os subconjuntos
de E. Seja K = {0,1,...,k}, k inteiro e £ > 0. Uma imagem digital definida sobre W é uma funcéo
f: W —= K. Se k =1, entdo a imagem ¢é bindria; caso contrario, ela é uma imagem em niveis de

! Conhecimentos sobre nocdes basicas da teoria de conjuntos [59] e matemdtica discreta [139] podem ser iiteis para
a leitura deste trabalho.
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cinza. A colecio de todas as imagens definidas sobre W, com valores em K, é denotada por KW .
Da mesma forma, K® denota todas as imagens definidas sobre E com valores em K. Nesta tese a
atencao serd voltada a imagens binarias, com algumas excessoes.

2.1.1 Imagens Binarias e Conjuntos

Recordamos aqui a equivaléncia entre imagens bindrias e conjuntos.

Definicdo 2.1 (Limiarizacio e corte) O mapeamento Ty : KW — P(W) definido por
z € Tif] = f(z) >t (2.1)

para todo f € KW, t€ K ex € W, € a limiarizacio de f no nivel t. O conjunto Ti[f] € o corte de
f no nivel t.

Seja f uma imagem bindria e seja Ty[f] o seu correspondente conjunto; seja S um subconjunto
de W e 1g, a funcao indicadora de S, definida por, Vo € W,

lg(z) =1 <=z €8, (2.2)

a sua correspondente funcio bindria. Qualquer imagem binéria f € {0,1}W define um tnico conjunto
em P(W) e vice-versa, pois para todo S € P(W) e f € {0,1}WV, Ti[1g] = S e 15,(s; = f. O conjunto
de todas as imagens binarias definidas sobre W pode ser, portanto, equivalentemente denotado por

P(W).

O conjunto S define os objetos (“foreground”) da imagem
1s, enquanto S¢ define o fundo (“background”) de 1g. Nas
figuras ao longo deste texto, os objetos aparecem como os
elementos escuros enquanto o fundo aparece como regices
brancas (ver figura ao lado). Os pontos de E sdo muitas ve-
zes referidos como “pixel”; os pontos que correspondem aos
objetos sdo os “pixels acesos” e aqueles que correspondem
ao fundo sdo os “pixels apagados”. Por conveniéncia, ao
longo deste texto, um conjunto S serd denominado imagem,
mas deve ficar claro que a imagem em questao é 1g.

+— fundo

SN

objetos

A colegao P(W), com a relagdo usual de inclusdo de conjuntos, forma um reticulado Booleano
completo [23]. As operagdes de unido e interse¢ao sdo, respectivamente, os operadores U e N definidos
acima. O menor e o maior elementos deste reticulado sao, respectivamente, ) e W.

2.1.2 Operadores de Imagens

Um operador de imagens é uma funcio ¥ : K¥ — K®. Um operador de imagens bindrias pode
ser entendido também como um operador de conjuntos, i.e., ¥ : P(E) — P(E). Na maior parte
deste texto trataremos apenas de operadores binarios, os quais serdo tratados como operadores de
conjuntos, salvo mengdo em contrario.
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Alguns operadores bésicos

Definigao 2.2 (Constante I e O) Os operadores I : P(E) — P(E) e O : P(E) — P(E), definidos
por I(S) = E e O(S) = 0 para todo S € P(E), sdo respectivamente os operadores constante E e
constante 0.

Definigao 2.3 (Identidade) O operador.:P(E) — P(E) definido por +(S) =S para todo S € P(E)

€ denominado o operador identidade.

Definicao 2.4 (Complemento) O operador v : P(E) — P(E) definido por v(S) = S¢ para todo
S € P(E) € denominado o operador complemento.

Definigao 2.5 (Translacao) Dado z € E, o operador 7, : P(E) — P(E) definido por 7,(S) = S,
para todo S € P(E) é denominado o operador translagéo por z.

Definicao 2.6 (Erosao e dilatagao) Seja B € P(E). Os operadores Ep : P(E) — P(E) e Dp :
P(E) = P(E) definidos, respectivamente, por

Ep(S)={z€E:B,CS}

Dp(S)={z€E:B,NS #0}

para todo S € P(E), sao denominados a erosdo e a dilatacdopor B. O conjunto B € denominado
elemento estruturante.?

Definigao 2.7 (Operador sup-gerador) Sejam A,B tais que A C B C E. O operador definido
por

A(A,B)(S) = {Z < D Az C S C Bz} (23)
VS € P(E), € o operador sup-gerador com parametros A e B.
Os operadores sup-geradores sdo equivalentes aos operadores “hit-or-miss” [147]. Estes sdo denotados

Hwvy, U,V € P(E), e definidos por Hyv)(S) = {z € £ : U, C SeV, C S°, para qualquer
S € P(E). Note que Ay vy = Hu,ve)-

Definicao 2.8 (Composicao de operadores) Sejam U, e U, dois operadores de P(E) em P(E).
A composiciao de W, com W, € denotado W, ¥, e definido por W,¥, (S) =, (¥,(S)), VS € P(E).

Dois operadores formados por composicdo e que sao bastante utilizados sdo a abertura yp = Dp Ep
e o fechamento yp = Eg Dp.

2Na literatura, duas definicdes para a dilatacio sao utilizadas. A apresentada neste texto consiste da definicao
utilizada por Serra [147]. A outra definigao, utilizada por Heijmans [75] por exemplo, usa a definicao Dg(S) = {z € E:
B. NS # 0}, onde B corresponde ao conjunto transposto de B (neste caso, o elemento estruturante é o conjunto B).
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Proposicao 2.9 Um operador sup-gerador A(a gy pode ser expresso em termos de uma erosao e uma
dilatacdo, da sequinte forma:
A(A,B) = EA A I/DBn

Dem.: Veja demonstragao em [9]. [ ]

Definicao 2.10 (Operador Invariante por Translacao) Um operador ¥ : P(E) — P(E) € dito
ser invariante por translacio (i.t.) se e somente se (sse) U(S,) = [¥(S)]., para todo S € P(E) e
z € E.

A invariancia por translacao implica que o resultado de um operador transladado por z é exatamente
o resultado obtido transladando-se primeiro o objeto por z e depois aplicando o operador sobre este
objeto transladado. Sob outra perspectiva, significa que a localizacdo dos objetos néo é relevante:
objetos iguais a menos de translacdo sdo mapeados para objetos iguais, a menos de translacio. Todos
os operadores apresentados acima sao invariantes por translacio.

Definicao 2.11 (Operadores localmente definidos) Um operador ¥ : P(E) — P(E) € local-
mente definido (1.d.) em W sse ¢ € ¥(S) <=z € ¥(SN'W,,), para todo x € E ¢ S € P(E).

2.2 W-operadores e Sua Representacao

Defini¢ao 2.12 (W-operador) Um operador ¥ : P(E) — P(E) é um W-operador sse ele € i.t.
eld emW.

Qualquer operador i.t. ¥ : P(E) — P(E) é localmente definido em E, pois E, = E para todo z € E e,
portanto, z € ¥(S) <=z € ¥Y(SNE) < = € ¥(SNE,) para todo S € P(E) . Logo, os operadores
i.t. podem ser vistos dentro do contexto de W-operadores (usando W = E). Mais geralmente, se ¥
é¢ um W-operador, entao ele é também um W’-operador para quaisquer W’ satisfazendo W C W'.

A coleca@o de todos os W-operadores, denotado ¥, forma também um reticulado Booleano com-
pleto. A relacéo de ordem (<), as operacdes de infimo (A) e supremo (V), e o operador complemento
sao herdados do reticulado dos conjuntos. Isto é, para quaisquer ¥, ¥, ¢ ¥_,

U, < U, <= T (S) C L,(S),VS € P(E)

(T, AE,)(S) = T, (S) N T,(S),VS € P(E)

(T, vV 8,)(S) = T, (S) U,(S),VS € P(E)
(v W,)(S) = [W,(S)]°,¥S € P(E).

O menor e o maior elementos deste reticulado sao os operadores O e I, respectivamente.

Proposicao 2.13 (Caracterizagao de W-operadores por funcoes) Um operador ¥ : P(E) —
P(E) € um W -operador sse existe uma fungdo ¢ : P(W) — {0,1} tal que

U(S)={z €E:9(S_, NW) =1} (2.4)

para todo S C P(E).
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Dem.:

(=) Seja ¥ : P(E) —» P(E) um W-operador. Defina ¢ : P(W) — {0,1} da seguinte forma:
P(X) =1+<=0€ ¥(X)
para todo X € P(W). Entdo,

zeWS) <5 zeu(SnW,)

2 0 [U(SNW,)]-s
0e¥(S_,NW)
Ly (S, NW) =1

ﬁ\

(3)

|

para todo S € P(E). A equivaléncia (1) vale pois W € 1.d., (3) pois W € i.t., e (4) pois S_,NW C W.
(<) Para todo z,z € E ¢ S € P(E),

2 WS, <L YS,_,NW)=1

Ly 4z eu(s)

Lz e [W(S).

As equivaléncias (1) e (2) decorrem da defini¢ao, e (3) pela propriedade de transla¢do. Portanto
W € i.t. Além disso,

zeW(S) <L Y(S_,NW)=1
£ Y(SNW,)_,) =1
Ly Y((SNW,)_, NW) =1
Ly 2 eT(SNW,)

As equivaléncias (1) e (4) decorrem da defini¢io, (2) pois S_,NW = (SNW,.)_,. e (3) (SNW,,)

—x g
W. Portanto ¥ € l.d. [ |

Heijmans [75] (se¢do 4.5) mostra que qualquer fungio ¢ : P(W) — {0, 1} caracteriza um W-operador.
Juntando isso com a proposi¢do anterior, temos que todo W-operador W é caracterizado por um
mapeamento ¢ : P(W) — {0, 1} e vice-versa. O mapeamento 1) é denominado a fun¢do caracteristica

de W.

Exemplo 2.14 A erosao Ea e a dilatagao Da sao W-operadores com W = A, enquanto Aa ) €
um W-operador com W = B. O operador que extrai as bordas internas de uma imagem bindria,
definido por ¥ =1 Av Eg, onde B é o elemento estruturante 3 x 3, € um Wsxs-operador. A func¢do
caracteristica da erosao Ea € a funcdo e, definida por ea(X) = 1 < A C X, VX € P(W).
A fungdo caracteristica da dilatagio Dp € a fungdo 8a, definida por §p(X) = 1 <= ANX # {,
VX € P(W).
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2.2.1 Algumas Familias de W-operadores

Os W-operadores que satisfazem certas propriedades definem subclasses de operadores. Apresen-

tamos nesta secdo algumas dessas propriedades que serdo retomadas mais adiante. Seja ¥ um

W-operador. Entao, ¥ é

o anti-extensivo sse ¥(S) C S, VS € P(E).

e anti-extensivo complementar sse W(S) C S, VS € P(E).

o cxtensivo sse S C U(S), VS € P(E).

e extensivo complementar sse S° C ¥(S), VS € P(E).

o crescente sse S; C So = W(S;) C ¥(S2), para quaisquer S1,S2 € P(E).

e decrescente sse S; C So = W(Sq) C ¥(S;), para quaisquer Sq,Ss € P(E).

o auto-dual sse U*(S) = ¥(S), para todo S € P(E), onde o dual de ¥, ¥*, é definido por ¥*(S) =
[W(S)]".

A nocgao de operadores extensivo-complementares e anti-extensivo complementares, embora sim-
ples, ndo sdao conhecidas na literatura consultada.

2.2.2 Nicleo e Base de W-operadores

O nucleo de um W-operador ¥ : P(E) — P(E) é definido por:
Kw(¥)={X€eP(W):0€e ¥(X)} (2.5)

Note que se W = E, entdo temos Kw(¥) = L(¥) ={X € P(E) : 0 € ¥(X)} (a definigdo cldssica de
nucleo para operadores i.t.).

Uma vez que 0 € ¥(X) < ¢(X) = 1, para todo X € P(W), podemos reescrever
Kw (¥) = {X e P(W) : (X) = 1}

As seguintes relacdes entre Ky (W) e (W) sdo verificadas:
1. Kw(¥) C K(¥). De fato, VX € P(W),

XeKw(W) <= ¢¥(X)=1 (definicdo de Kw(¥))
= 0€YX,NW)
— o€ Y(X)

— X eK(V)

2. SEK(¥) <<= SNW € Lw(¥). De fato,
SEL(W)=o0e¥(S)cY(S_oNW)=1&9(SNW)=1&SNW e Ly ().
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Definigao 2.15 (Intervalo) O conjunto [A,B] = {X € P(W) : A C X C B} € denominado inter-
valo com extremidades A e B. Se A = B entao [A,B] € um intervalo trivial (i.e., contém um unico
elemento) e se A ¢ B entao [A,B] € um intervalo degenerado (i.e., [A,B] =10).

Definigao 2.16 (Base) A base de um operador i.t. ¥, denotado Bw(¥), € o conjunto de todos
o0s intervalos mazimais de Kw(W). Isto €, [A,B] € Bw(¥) implica que Y[A',B'] C Kw(¥), se
[A,B] C [A’,B'] entao [A,B] =[A',B’].

2.2.3 Representacoes em Termos de Nicleo e de Base

Qualquer W-operador pode ser expresso unicamente em termos de seu nucleo, isto é, como a unido
de operadores sup-geradores caracterizados pelos intervalos do ntcleo (Barrera e Salas [16]):

w=\/{A@m :[A,B] CKw(¥)}. (2.6)

Esta representacdo é uma generalizacdo do resultado prévio para o caso de operadores i.t devido a
Banon e Barrera [9],

¥ =\/{A@an) :[A,B] C K@)}, (2.7)

que, por sua vez, generaliza um resultado prévio devido a Matheron [118], para o caso de operadores
i.t. crescentes:

w=\/{Ep:BekW)}. (2.8)
Em termos de sua base, ¥ pode ser expresso por :
w=\/{A(p :[AB] € Bw)} (2.9)

e no caso de operadores crescentes, por :

w=\/{Ex:[AF] € BW)}. (2.10)

Esta ultima representacdo é facilmente derivada a partir da proposi¢do 2.9 e da equagado 2.9, pois

se W é crescente, entdo todos os intervalos maximais contidos em Ky (¥) sido da forma [A,E], e
Dg:(S)¢ = Dy(S)c = 0°=E, VS € P(E). Isto implica que Ea A vDge = E.

Nicleo de Algumas Familias de W-Operadores

Os operadores que satisfazem certas propriedades algébricas possuem ntcleos com caracteristicas
especiais. A seguir listamos algumas classes de operadores e a caracteristica dos respectivos nucleos.

Proposicao 2.17 Seja W C P(E) tal que o € W. Um W-operador ¥ : P(E) — P(E) € anti-
extensivo sse todos os elementos Ky (W) contém a origem.

Dem.:

(=) Seja X € Kw(¥). Entao o € ¥(X) por definigio. Como ¥ € anti-extensivo, entao ¥(X) C X,
e portanto o € X.

(<) Se todos os elementos de Kw(¥) contém a origem, entio z € ¥(S) = z € {z € E :
YOS NW)=1}=0€eS , NW=0€S_, =z €8S. [ |
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Proposicao 2.18 Um W-operador ¥ : P(E) — P(E) € anti-extensivo complementar sse todos os
elementos de Ky (V) ndo contém a origem.

Dem.: Andlogo ao caso anti-extensivo. |

Proposicao 2.19 Um W-operador ¥ : P(E) — P(E) € extensivo sse todos os elementos de P(W)
que contém a origem pertencem a Kw(¥).
Dem.:

(=) Se ¥ € extensivo, entio VS € P(E), S C ¥(S). Seja X C W tal que o € X. Como
0 € X C¥(X) entdo o € ¥(X), isto €, X € Kw(¥).

(<) Seja S € P(E). Para todox € S, 0 € S_, e portanto, S_,NW € Kw(¥), isto €, Y(S_,NW) =
1. Logo S C ¥(S) (ou seja, ¥ € extensivo). [ |

Proposicao 2.20 Um W-operador ¥ : P(E) — P(E) € extensivo complementar sse todos os ele-
mentos de P(W) que ndo contém a origem pertencem a Kyw (V).

Dem.: Analogo ao caso extensivo. |

Proposicao 2.21 Um W-operador ¥ : P(E) — P(E) € crescente sse X € Kw(¥) =Y € Kw(¥),
para todo X, Y € P(W) satisfazendo X C Y.
Dem.:
(=) Sejam X, Y € P(W) tal que X CY. Se X € Kw(¥) entao o € ¥(X). Como ¥ € crescente,
entdo W(X) C U(Y) e portanto o € ¥(Y). Logo Y € Kw (V).
(<) Sejam S,S' € P(E) tal que S C S. Entdao,
x € W(S) o€ U(S_,)
S o NW € Kw ()
S ., NWeKw(®) (poisS_,NWCS  NW)
o€ ¥(s_,)
z e ¥(s)

(N

Proposicao 2.22 Um W-operador ¥ : P(E) — P(E) € decrescente sse X ¢ Kw(¥) = Y ¢
Kw(¥), para todo X,Y € P(W) satisfazendo X C Y.

Dem.: Andloga ao caso crescente. |

Proposicao 2.23 Um W-operador ¥ : P(E) — P(E) € auto-dual sse X € Kw(¥) <= X"NW ¢
Kw(¥), VX € P(W).
Dem.:
(=) Para qualqguer X € P(W), X € Kw(¥) <= 0€ ¥(X) = [¥(X)]* <= 0 g U(X) <= X ¢
Kw (P).
(<) Para qualquer © € E, x € ¥(S) <= 0 € ¥(S_,;) <= S, NW € Kw(¥) <= S°NW ¢
Kw(¥) < 0 € ¥(S_,) <= x & ¥(S°) < = € [¥(S9)]".
|
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2.3 Funcoes Booleanas e sua Representacao

Nesta segao apresentamos uma revisdo sobre fungdes Booleanas [77, 37]. Uma fungdo f: {0,1}" —
{0,1}, onde n é um inteiro positivo, é denominado fun¢do Booleana. Como existe uma corres-
pondéncia 1 para 1 entre elementos de P(W) e {0,1}/W], os mapeamentos ¢ de P(W) em {0,1}
podem também ser vistos como fung¢bes Booleanas. Supondo W = {wj,ws,...,w,}, cada elemen-
to X € P(W) pode ser visto como um elemento do espago {0,1}|W| e vice-versa: X equivale a
X = (z1,72,...,2w|) € {0, 1}|W| onde z; = 1 <= w; € X, Vi =1,2,... |W|. Isto é,se x1,x9,...,2,
sdo as varidveis da funcdo Booleana 9, entdo o valor de 9 é calculado para um elemento X € P(W)
fazendo-se x;, = 1 & w; € X. Conseqiientemente, para representar W-operadores podemos estudar
representacoes de fungoes Booleanas.

Daqui em diante, nao faremos distingao entre mapeamentos de {0, 1}" para {0, 1} e mapeamentos
de P(W) para {0,1}. Um mapeamento ¢ : P(W) — {0,1} serd considerada uma fun¢io Booleana
de |W| varidveis.

2.3.1 Representacao Tabular

Uma fungdo Booleana pode ser definida especificando-se o seu valor para cada elemento de {0,1}".
Uma forma simples para representar uma funcao assim especificada é através de uma tabela de 2
colunas, onde cada linha da primeira coluna contém um elemento de {0,1}", e a segunda coluna
contém o valor da funcdo Booleana para o elemento correspondente na primeira coluna. Se alguma
ordenacio padronizada é utilizada, entdo pode-se omitir a primeira coluna. Tabelas deste tipo séo
conhecidas como tabelas-verdade.

Exemplo 2.24 A seguinte tabela-verdade define uma fun¢do Booleana de 3 varidveis v : {0,1}3 —
{0,1}. A ordem adotada para os elementos de {0,1}> € a ordem lezicogrdfica.

r1 223 | Y(T1, 22, 73)
000 1
001
010
011
100
101
110
111

_— o oo =k O -

Uma funcdo Booleana 1 pode também ser caracterizada em termos do seu conjunto-1, denotado
¥(1) e definido por (1) = {X € {0,1}" : ¥(X) = 1}. Alternativamente, pode também ser carac-
terizada pelo seu conjunto-0, denotado ¥ (0) e definido por ¥(0) = {X € {0,1}" : ¥(X) = 0}. Se a
funcao é completamente especificada, i.e, se seu valor é definido para todos os elementos de {0,1}",
entdo ¥(1) U (0) = {0,1}". A funcdo que mapeia todos os elementos de {0,1}" para 0 é denota-
do por um zero em negrito, 0; aquele que mapeia todos para 1 é denotado 1. No exemplo acima,
(1) = {000,001,011,111} e ¥(0) = {010,100,101,110}. Vale notar que (1) equivale a Ky ().

O conjunto {0,1}" (ou equivalentemente, P(W)) é um reticulado Booleano completo com respeito
arelagio < (respec, C). A figura 2.1 mostra os elementos de {0, 1}" através de um diagrama de Hasse.
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Uma funcdo Booleana ¢ serd freqiientemente ilustrada através desse diagrama, onde elementos de
(1) aparecem como nds escuros (circulos hachurados) e os elementos de ¢ (0) aparecem como nés
brancos (circulos nao hachurados). A figura 2.1 ilustra a funcio (21, 2, x3) = x1 T2 + 1 3 + T2 23,
conhecida como a fun¢do da mediana.

111

Figura 2.1: Representacio grafica da funcdo ¢(x1, 2o, x3) = 122 + £123 + 2023,

onde (1) = {011,101, 110, 111} e 1(0) = {000,001, 010, 100}.

Um sério problema com a representacdo tabular é que ela requer muito espago para armaze-
namento. Uma tabela-verdade de uma fungao com n variaveis contém exatamente 2" linhas. Isto
implica que tanto a tabela-verdade quanto quaisquer outras representacdes que consistem em enu-
merar explicitamente os elementos (ou parte dos elementos) de {0,1}" podem tornar-se invidveis do
ponto de vista pratico. No contexto de operadores morfolégicos, significa que representar o nucleo
de um W-operador explicitamente nao é uma solugao pratica.

2.3.2 Expressoes Booleanas

Funcoes Booleanas podem ser definidas a partir de expressoes contendo literais (varidveis ou varidveis
complementadas), os operadores bindrios + e -, e parénteses. Mais precisamente, definimos expressdes

Booleanas em n-variaveis z1, s, ..., x, recursivamente da seguinte forma :
e Os simbolos 0,1 e x1,29,...,x, sdo expressoes Booleanas ;
e Se Fj e E» sdo expressdes Booleanas em z1,xs,...,%,, entdo também o sido (E1) + (F2),

(E1) - (F3) e Ey (o operador - serd omitido e, em geral, os parénteses sio omitidos).

A partir de uma expressido, podemos construir sua tabela-verdade avaliando seu valor para cada
elemento de {0,1}". Por exemplo, a tabela-verdade para a expressdo f(x1,z2,23) = T1(ZT2T3 +
zox3) + x3(T1T2+ x122) é exatamente a mesma mostrada no exemplo 2.24. Duas expressoes sao ditas
equivalentes se elas definem uma mesma funcio Booleana.

Existem duas expressdes candnicas, SSOP (soma candnica de produtos, do inglés “standard sum
of products”) e SPOS (produto candénico de somas, do inglés “standard product of sums”), que
podem ser diretamente obtidas a partir da tabela verdade. A forma SSOP de ¥ é a soma dos
produtos correspondentes a elementos mapeados para 1, enquanto a forma SPOS é o produto de
somas correspondentes aos elementos mapeados para 0. No caso do exemplo 2.24, a forma SSOP e
SPOS séo, respectivamente, ¥(x1, 2, 23) = T1 To T3 + T1 To &3 + T1 2 23 + 21 2223 e Y(x1, 22, 23) =
(1 +Ta+ 23)(T1 + x2 + 23)(T1 + 22 + T3) (T1 + T2 + 23). O termo candnico vem do fato de que uma
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funcdo pode ser unicamente representada nesta forma [77]. No diagrama de Hasse, 1) é representada
como na figura 2.2.

Figura 2.2: Representacao de ¢ através do diagrama de Hasse.

Conforme vimos nos exemplos citados, uma mesma funcdo Booleana pode ser representada por
diferentes expressoes. A minimizagao de funcdes Booleanas, i.e, a sua representagdo por expressoes
equivalentes minimais, é um assunto bastante estudado [77, 32, 120]. Uma das formas minimais mais
estudadas é a forma minimal de soma de produtos.

Definigao 2.25 (Expressao minimal) Uma ezpressio escrita como soma de produtos é uma ex-
pressdo minimal (ou MSOP) se (1) nao existe outra expressio equivalente envolvendo um menor
nimero de produtos, e (2) nao existe nenhuma outra expressao equivalente envolvendo o mesmo
numero de produtos mas um niumero menor de literais.

Apresentamos alguns conceitos adicionais que serao Uteis para o entendimento de expressodes que
consistem de soma de produtos. Um produto com n — k literais associa valor 1 a exatamente 2F
elementos de P(W). Estes 2¥ elementos formam um intervalo e sio geralmente denominados de k-
cubos. Por exemplo, um elemento {X} € P(W) é um 0-cubo enquanto P(W) é um n-cubo. A forma
SSOP de uma funcao Booleana pode ser entendida como uma colecao de O-cubos. Similarmente,
qualquer expressido como soma de produtos corresponde a uma colegdo de cubos (ou intervalos).
Graficamente, um 0-cubo corresponde a um vértice no diagrama de Hasse, enquanto um 1-cubo
corresponde a uma aresta, um 2-cubo a uma face, e assim por diante.

Um intervalo [A, B] pode ser denotado suscintamente por uma cadeia de caracteres de compri-
mento |W|, contendo os caracteres 0, 1 ou X : para cada varidvel x;, o i-ésimo caractere da cadeia

s

é
1 sew;, €A

0 sew; B
X sew;, €Aew, €B

Por exemplo, o intervalo [100,110] pode ser representado por 1.X0.

Funcdes Booleanas herdam a relagio de ordem do reticulado (P(W),C), i.e., para quaisquer
funcoes Booleanas 11 e ¥2, 11 < 92 <= ¢¥1(X) < ¥o(X) para todo X € P(W).

Definicao 2.26 (Implicante primo) Um implicante primo de uma fun¢do Booleana ¢ é um pro-
duto p tal que p(x1,22,...,2,) =1 = Y(x1,22,...,2,) = 1 € nao existe nenhum outro produto p',
p <p' tal que p'(z1,22,...,2y) =1 = Y(z1,22,...,2,) = 1.
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Os implicantes primos de uma funcdo Booleana correspondem aos cubos maximais formados por
elementos de ¥(1).

Exemplo 2.27 Os implicantes primos da fun¢do Booleana (x1,z2,23) = T1TaT3 + T1Tax3 +
T1 X9 T3 + T1Tox3 SGO 08 produtos T1 T2, T1X3 € T2 X3, que correspondem respectivamente aos cu-
bos mazimais 00X, 0X1 e X11 de ¢¥(1). A representacdo minimal de ¢ € dada pela expressao
Y(xy, o, 23) = Ty To + @o x3, que corresponde aos dois implicantes primos necessdrios para cobrir
todos os elementos de ¥(1). Veja a representagao através do diagrama de Hasse na figura 2.35.

0X1

00X 00X

Figura 2.3: Os intervalos maximais de On(v) (esquerda) e os intervalos da ex-
pressdo minimal (direita).

A forma MSOP da func¢do Booleana do exemplo 2.24 é a expressdo @ (z1,x2,x3) = T1 Ta + T2 T3.
Existe um conjunto de regras algébricas que, quando convenientemente aplicadas sobre quaisquer
expressdes Booleanas, proporcionam um meio para se obter sua forma SSOP [77, 96]. Uma vez
que as funcdes Booleanas estejam na forma SSOP, algoritmos classicos como o mapa de Karnaugh
(para minimizacdo de fungdes de até 6 varidveis) ou o algoritmo de Quine-McCluskey (QM) podem
ser utilizados para a sua minimizacdo. A minimizacao de fungdes Booleanas sera discutida em um
capitulo a parte, capitulo 4.

Expansao de Shannon

A funcéo que resulta quando algum argumento x; de ¥ é substituido por uma constante b (b € {0,1})
é denominada restri¢do de 1) ou co-fator, e é denotada por 9 |,,—p. Isto é, para qualquer argumento
iy Ylo,=p (@1,...,20) = Y(@1,...,2i-1,b,Zit1,...,2,). Note que as fungdes ¢ |,,=1 € ¢ |,,=0 sdo
funcgoes que dependem de n — 1 variaveis.

Usando esta notacao, a expansao de Shannon de i em torno de z; é dada por

@b :mi¢|mi:1 + fi¢|m,:0 (211)
Por exemplo, a funcao do exemplo 2.24 expandida em torno de x5 é expressa como :

Y(e1,z0,23) = T1T2Tz+T1Toxsz+ T1 o223+ @1 223

= 9 (fl T3+ 21 33‘3) + To (fl T3+ 1 £E3)

Ou seja, neste caso, os co-fatores sdo : ¢ |,,=1 = T1x3+ 123 € Y |,,=0 = T1 T3 + T1 3. Cada um
dos co-fatores pode ser sucessivamente expandido em torno de uma outra variavel. A expansao da
mesma funcao por g, seguida pela expansdo por x1 e depois por x3 pode ser visualizado no esquema
da figura 2.4. Esta expansdo serd explorada mais adiante, quando falaremos sobre representacdes
associadas as parti¢oes de P(W).



2.4 Equivaléncia entre Representacoes Morfolégicas e Booleanas 21

0 =0 o =1
T1T3+ T1x3 =T T1 23 + 213
:E1:0 1’121
.’E]:O $1=1
:U3:0 373:1
$3:0 $3:1
0 1 0 1

Figura 2.4: Esquema da expansdao de Shannon de uma fungdao Booleana.

2.4 Equivaléncia entre Representacoes Morfolégicas e Booleanas

Nesta secao veremos primeiramente como mapear um operador morfolégico para uma fungao Boolea-
na e vice-versa. Faremos também algumas observagoes com respeito a equivaléncia de representagdes.

2.4.1 Conversao Intervalo-Expressao

Seja [A,B] um intervalo de P(W). Definimos uma fungéo pjap) : {0,1}" — {0,1} pela seguinte
exXpressao :

piaB(T1, T2, Tn) = Hoi(A,B) (2.12)
1=1
onde
x; sew; €A,
oi(A,B)=<¢ T, sew, B,
"' sew; € A ew, €B.
e ' ! indica o caractere vazio. Por exemplo, o intervalo [A,B] = [010,110] C P(W) corresponde

ao produto pip g = z2T3. Note que pja p)(X) = 1 <= A C X C B. Portanto, p[s g ¢ a funcio
caracteristica do operador sup-gerador caracterizado pelo intervalo [A, B]. Os casos particulares sao:

e o intervalo trivial [A, A] que corresponde ao produto canénico dado por :

x;, sew; €A,
Oi(A7 A) = —
T;, sew; & A.
e o intervalo [A, E] que corresponde & erosdo (neste caso nenhuma varidvel presente no produto
é complementada)
r;, sew; €A

O'i(AaW):{ g ng
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e e o intervalo [@, B] que corresponde & anti-dilatacdo (neste caso todos as varidveis presentes no
produto sdo complementadas)

T;,, sew; €B
ai(@,B):{,, se w; € B.

Com estas regras, é possivel, por exemplo, escrever a expressao Booleana i correspondente a um
operador W a partir de sua forma canonica. De fato, a expressao 2.6 pode ser simplificada para

¥ =\/{A@mp) :[B,B] C Kw(¥)} (2.13)

que corresponde a forma SSOP da fungdo caracteristica. A representagdo candnica em termos da
base (Eq. 2.9) corresponde a soma de todos os implicantes primos.

2.4.2 Conversao Expressao-Intervalo

Para mapear um produto de uma expressao para o correspondente intervalo, o seguinte procedimento
deve ser aplicado. Seja p = [[I—, 04, 0; € {z;, T;, ' '}, um produto. Entao, o intervalo [A, B] associado
apédadopor A={w;:0;, =z} e B={w;:0, =2, ouo; = '}.

Com esta regra, qualquer expressao Booleana expressa como soma de produtos pode ser facilmente
convertida para uma expressdao morfolégica expressa como supremo de sup-geradores.

2.4.3 Representagoes Associadas as Particoes de P(W)

Devido a equivaléncia entre representacoes Booleanas e representagoes morfolégicas de W-operadores,
para cada representacao Booleana existe uma representacao equivalente na representagao morfolégica
e vice-versa. Aqui estudamos as representagdes que podem ser associadas as partigdes de P(W).

Seja {P; :i=1,2,...,k} uma particio de P(W) (i.e., UL, Pi=P(W) e PiNP; =0sei#j)e
seja ¢ : P(W) — {0,1} uma funcdo Booleana. Para cada ¢ em {1,2,...,k} seja

i(X) = { K(X)’ - § ; g (2.14)

Entao,

Para obter a equivalente representacao morfolégica, seja ¥ o operador caracterizado pela funcao
Y, i€ {1,2,...,k}. Entéo,

k
v=\/y (2.15)
=1
e cada um dos operadores ¥ é um W-operador.
A representacio acima é valida para o caso particular em que as partes da particdo sdo intervalos

de P(W). No caso da expansdo de Shannon, as partes da particdo sdo construidas sucessivamente
bipartindo-se cada uma das partes, a partir de P(W). Portanto, ela equivale a um caso particular



2.4 Equivaléncia entre Representacoes Morfolégicas e Booleanas 23

desta representagéo, onde as varidveis de expansdo definem as particdes e os co-fatores definem as
componentes ¥; da decomposicao. A seguir apresentamos uma nova decomposicao de W-operadores,
que é um caso particular da representagao acima.

Proposicao 2.28 Seja ¥ : P(E) — P(E) e seja z € E. Se denotamos 7,%¥ por ¥, entdo ¥ =
T (L ANV T, (v, ANT,).

Dem.: A demonstracdo segue do fato de que ¥V = 7_,V,, I =1V v, e a distributividade de V. Ou
seja,
W= W= (IAW). =7 (1 AW V (1 AW
|

Corolario 2.29 Qualquer operador ¥ : P(E) — P(E) pode ser expresso como ¥ = (L A¥)V (v A¥).

Dem.: FEste é um caso particular da proposi¢cao 2.28, quando z = o. |

Proposicao 2.30 Qualquer W-operador pode ser erpresso unicamente como o supremo entre um
operador anti-extensivo e um operador anti-extensivo complementar.

Dem.: Seja ¥ : P(E) —» P(E). Como AW <1 evAW¥ < v, temos que L AV € anti-extensivo e v AW
€ anti-extensivo complementar. Portanto, do corolario 2.29 seque que existe uma decomposicdo de
U como supremo entre um operador anti-extensivo e um operador anti-extensivo complementar. A
unicidade desta representagdo decorre do fato de que (L AW)A (v AV) = (L AV) AT =0. [ |

Em particular, se a partigdo considerada na equagéo 2.15 for dada por P; = {S € P(E) : 0 ¢ S}
e Pa={S€P(E):0€S} entdo ¥ =T, VI e, além disso, ¥, é anti-extensivo complementar e ¥,
é anti-extensivo. Observe que ¥, e ¥, podem ser expressos de diversas formas.

Dualmente, qualquer operador ¥ : P(E) — P(E) pode ser expresso como o infimo entre um
operador extensivo e um operador extensivo complementar. Além disso, qualquer operador exten-
sivo complementar pode ser escrito como o supremo entre um operador anti-extensivo e o operador
complemento. A figura 2.5 ilustra estes conceitos.

o -®
s ()
e
e . P -é—- .
v, (S) , (S) U(S) . (S) T, (S) , (S)
M [N-e—
W, (S) ,(S) v(S) W (S) v, (S) ,(S)

Figura 2.5: Decomposigio do operador ¥ : U =¥ U¥, =, N, (¥, =T N,
eV, =W UY), onde I, é anti-extensivo, ¥, é anti-extensivo complementar, ¥,
é extensivo, U, é extensivo complementar, e ¥, é o complemento.
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2.4.4 Resumo

No quadro a seguir, resumimos a correspondéncia entre elementos da representacdo Booleana e os
da representagdo morfolégica.

Representacao morfoldgica Representacao Booleana

intervalo cubo

operador sup-gerador produto

€rosao produto sem literais complementadas
anti-dilatacao produto somente com literais complementadas
unido de sup-geradores soma de produtos

intervalos maximais do nticleo | implicantes primos

equacao 2.13 SSOP

equagao 2.9 soma de implicantes primos

Uma estrutura adequada para representar uma fungdo Booleana expressa através de soma de
produtos seria, portanto, uma colecao de intervalos onde cada intervalo corresponde a um produto
da expressao.

2.5 Comentarios

Para entender, dentro de um contexto mais abstrato, os resultados apresentados neste capitulo,
convém lembrarmos que a morfologia matematica estuda mapeamentos entre reticulados comple-
tos. Como ja mencionamos, a cole¢io P(E) munida com a relagio usual de inclusdo de conjuntos,
C, forma um reticulado Booleano completo. Portanto, o conjunto de mapeamentos entre imagens
bindrias (conjuntos) pode ser entendido como um caso particular da morfologia matemdtica. Os
resultados referentes a representacdo de operadores morfolégicos num contexto mais abstrato podem
ser encontrados em [10, 75, 148].

Em relacio ao dominio das imagens, nesta tese nos restringimos ao plano digital Z2, porém a maior
parte dos resultados a serem apresentados valem também para outras grades como as hexagonais.
Informagdes sobre grades digitais podem ser encontradas por exemplo em [103].

Uma forma relativamente compacta para representar um operador é através dos intervalos ma-
ximais contidos no ntcleo (ou, equivalentemente, os implicantes primos da fun¢do Booleana ca-
racteristica). Dado um operador nesta forma (que possui uma estrutura totalmente paralela),
um problema bastante interessante e dificil é encontrar uma representacao equivalente mais com-
pacta (expressdes curtas). Em geral, operadores podem ser representados mais compactamen-
te quando expressos em estruturas seqiienciais (composi¢ao de operadores mais simples). Para
este ultimo, alguns trabalhos relacionados podem ser encontrados, por exemplo, nas referéncias
[71, 173, 136, 168, 172, 128, 63]. Existem também estudos sobre decomposicio de func¢ées Booleanas,
isto é, sua expressdo como uma composicao de duas ou mais funcoes Booleanas definidas sobre um
numero menor de varidveis. Os trabalhos conhecidos nesta drea tratam apenas com decomposicoes
de certas formas bem especificas. Uma das decomposicées bastante estudadas é a decomposicdo
de Curtis/Ashenhurst e suas variantes [36, 131]. A representacio de funcdes Booleanas através de
estruturas como o BDD (Diagramas de Decisdo Bindria) [27] é utilizada para avaliar eficientemente
o valor da funcéao.



Capitulo 3

Projeto de W-Operadores

Neste capitulo apresentamos uma visdo geral sobre o projeto de W-operadores a partir de exem-
plos obtidos de amostras de imagens observadas-ideais. Analisamos inicialmente os diversos aspectos
do problema no contexto de aprendizado computacional. Em seguida analisamos as limitacdes das
técnicas existentes para projeto de W-operadores. Por dltimo discorremos sobre uma possivel inter-
pretacdo que permite entendermos quais devem ser as preocupagcdes das técnicas que visam contornar
as limitagoes.

3.1 Descricao do Problema

Seja W, o espaco de todos os W-operadores e seja & C P(E) x P(E) uma colecdo de pares de
imagens binérias tal que, para todo (S,I) € 8, S é uma imagem observada (i.e., uma imagem que
desejamos processar) e I é a respectiva imagem ideal (o resultado que gostariamos de obter apds o
processamento de S).

As imagens em § sdo consideradas realizacoes de dois conjuntos aleatérios, S e I, estaciondrios
com respeito & janela de observacio W [43, 65]. Informalmente, isto significa que a probabilidade de
um dado padrdo (subconjunto) ser observado através de W em qualquer parte da imagem é a mesma.
Mais ainda, consideramos que os conjuntos aleatdrios S e I sdo conjuntamente estaciondrios, isto €,
se denotamos por X os padroes observados nas imagens S e por y o valor observado na correspondente
posi¢do na respectiva imagem ideal I, a probabilidade de um par (X, y) ser observado é a mesma em
qualquer ponto nas imagens (S, 1).

Conseqlientemente, podemos entender que a colegdo de imagens S é associada a dois processos
aleatdrios X e y caracterizados por uma distribuicdo de probabilidade conjunta P(X,y). As reali-
zagoes de X sdo subconjuntos X € P(W) que obedecem a uma distribuicao P(X), e as realizagdes
de y séo valores y € {0,1}. A probabilidade de se observar y em I, dado que um certo padrao X foi
observado em S é dada pela probabilidade condicional P(y|X).

Estamos interessados em encontrar W-operadores que transformam as imagens observadas S no
dominio & para as respectivas imagens ideais I. Mais precisamente, desejamos projetar (escolher)
um W-operador ¥ tal que ¥(S) seja o mais proximo possivel de I em termos estatisticos. A nogao
de “proximidade estatistica” serd explicada mais adiante.

25



26 Projeto de W-Operadores

A seguir apresentamos o problema no contexto de aprendizado computacional, com o intuito de
identificar os diversos aspectos que fazem parte do problema, a partir de nogoes bem estabelecidas
naquela area de pesquisa.

3.2 O Problema Visto no Contexto de Aprendizado Computacional

O problema de aprendizado a partir de exemplos é um assunto vastamente estudado, com apli-
cacoes em diversas areas. Este e outros assuntos correlatos sdo temas de pesquisa de uma &rea
conhecida como aprendizado computacional (ou “Machine Learning”, em inglés). Alguns concei-
tos desta area de pesquisa sao informalmente apresentados a seguir. Referéncias para este assunto
podem ser encontrados, por exemplo, em [122, 105, 97, 3, 73, 161, 167]. Reconhecimento de pa-
drdes (por poderem, muitas vezes, ser vistos como problema de aprendizado) sdo também leituras
recomenddveis [57, 61, 156, 102, 91]. O objetivo central aqui é inserir o problema de projeto de
W-operadores neste contexto.

O aprendizado de interesse é o do tipo supervisionado , i.e., aquele no qual, para cada exemplo
observado, é fornecida também a classificacdo do mesmo. Os sistemas de aprendizado analisam
esses exemplos, chamados ezemplos de treinamento, e procuram produzir uma fungio (classificador)
capaz de classificar tanto os exemplos de treinamento quanto outros exemplos obtidos de um mesmo
contexto da forma mais correta possivel. A parte central de um sistema destes é construido, em
geral, por um algoritmo de aprendizado, isto é, um algoritmo que analisa os exemplos de treinamento
e seleciona uma fungéo (classificador) dentre um grupo de candidatos.

Um problema de aprendizado é geralmente associado a um espaco de conceitos. Os conceitos
podem possuir uma conotagao abstrata e dependem do problema em questao. Por exemplo, no caso
de processamento de imagens, um espaco de conceitos seria o espaco formado por todas as possiveis
transformagoes de imagens. Para que estes conceitos possam ser manipulados formal e computaci-
onalmente, eles precisam ser modelados. Os conceitos que podem ser expressos num determinado
modelo constituem o espac¢o de hipdteses. Em nosso contexto, o espaco de hipdteses adotado é o
espaco de W-operadores. Diferentes janelas W definem espacos de diferentes tamanhos.

Os elementos no espago de hipdteses, ou simplesmente hipoteses, possuem uma representagao
que se conforma ao modelo formal adotado. No caso de W-operadores, como vimos no capitulo 2,
existem diversas representagoes possiveis. Se as hipdteses admitem uma representacao canénica, entao
a escolha de uma hipétese pode ser entendida como a escolha dos parametros desta representacao
candnica. Por exemplo, no caso de W-operadores, a especificagdo do ntcleo ou da base é suficiente
para especificar um W-operador.

Na pratica, é comum o espaco de hipdteses ser definido em funcao da representacao adotada,
quando o ideal seria a escolha de uma representacao capaz de expressar todos ou o maior nimero
possivel de conceitos. Um ponto importante que deve ser lembrado é que um conceito que nao
pode ser representado nao pode ser aprendido [122].

Os algoritmos de aprendizado sdo aqueles que recebem como entrada um conjunto de exemplos
de treinamento e escolhem uma hipoétese no espago de hipdteses que melhor representa o conceito
associado aos dados de treinamento. Esse processamento é denominado treinamento ou aprendizado.
A diversidade de representagao das hipdteses pode abrir possibilidades para a utilizacao de diferentes
algoritmos de aprendizado, que podem tirar proveito da particular representacdo adotada. Uma
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importante caracteristica desejavel nos algoritmos de aprendizado é a capacidade de generalizacao,
i.e., a capacidade de gerar hipdteses que classificam corretamente outros exemplos além daqueles
observados durante o treinamento. Algumas das técnicas mais comumente utilizadas por algoritmos
de aprendizado sdo, por exemplo, &rvores de decisdo [26], redes neurais [24, 74, 72] e algoritmos
genéticos [126].

A escolha de uma hipdtese que melhor representa o conceito associado aos dados de treinamento
envolve a minimizacdo de alguma medida de erro. Em geral, procura-se uma hipdtese que seja o
mais consistente possivel com os dados de treinamento, isto é, hipdteses que classificam os dados de
treinamento corretamente. Uma vez que uma hipdtese é escolhida, sua avaliacao é, em geral, realizada
sobre um conjunto de exemplos de validacdo, que consistem de exemplos similares aos exemplos de
treinamento, i.e., obtidos de um mesmo contexto. O erro da hip6tese sobre os dados de validacao
fornece uma medida do seu desempenho.

Em geral, o processo de treinamento é um processo computacionalmente caro tanto em termos
de tempo como em termos de espago. A complexidade de espago estd ligado & representagdo das
hipéteses consideradas e a quantidade de exemplos de treinamento. Portanto, podemos dizer que
o espaco de hipdteses é limitado pelo espaco de memdria disponivel na maquina. Mais critico,
porém, é o tempo de processamento dos algoritmos de aprendizado. Em problemas de aprendizado
consideram-se dois tipos de tempo: o tempo de aprendizado e o tempo de aplicacdo. O primeiro é o
tempo necessario para processar os exemplos de treinamento e escolher uma hipdtese no espago de
hipéteses; o segundo é o tempo necessario para aplicar a hipétese escolhida sobre uma instancia do
problema. Por exemplo, no caso de processamento de imagens, o tempo para projetar um operador
ndo precisa necessariamente ser pequeno. No entanto, é desejavel que o tempo para processar uma
imagem (aplicar o operador projetado) seja pequeno, principalmente quando este estd inserido num
sistema de tempo real.

Existem vérios outros tépicos importantes e interessantes tais como a questdao da robustez do
algoritmo de aprendizado, formas de se combinar hipdteses obtidas de diferentes algoritmos de apren-
dizado, complexidade de amostras, “PAC learning”, entre outros, que sao estudados nesta area, mas
que nao serdo abordados em nosso estudo.

Para concluir esta se¢@o, notamos que o problema de projeto de W-operadores no contexto de
aprendizado computacional pode ser caracterizado em termos de trés elementos principais : um
espaco de hipdteses, um critério de avaliacao e uma técnica de busca. Conforme mencionamos
na introdugao, existem abordagens que sdo mais especificas (pois utilizam espaco de hip6teses muito
restritivos ou técnicas de busca que dependem de caracteristicas especificas das imagens) e outras
que sdo mais genéricas.

3.3 Avaliacao de W-operadores

A escolha de um operador pode estar associada a varios critérios. Um dos principais critérios é
a qualidade do operador, isto é, o quao bem ele processa as imagens. Nesta secdo apresentamos
varios conceitos uteis para comparar operadores e para estabelecer um critério de escolha de um
operador. Apresentamos a nocao de operadores estatisticamente 6timos e tecemos alguns comentarios
sobre critérios que norteiam a escolha de um operador na pratica. As nogdes e conceitos a serem
apresentados aqui sdo um resumo de diversos trabalhos, tais como [39, 53, 46].
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3.3.1 Comparacoes Simples

Primeiramente consideramos a situacao em que dois W-operadores, ¥, e W,, caracterizados respec-
tivamente pelas funcoes Booleanas ) e 1, precisam ser comparados. Listamos algumas formas de
comparagao.

Tamanho

O tamanho de um operador é a quantidade de dados ou de espago necessarios para o armazenamento
ou representacdo do mesmo. O custo maximo para implementagdo de operadores em hardware é em
geral bem definido. Este custo pode limitar, por exemplo, o ntumero de portas logicas ou o espaco
que podem ser utilizados na placa de circuito.

Diferenca Légica

A diferenca logica entre dois W-operadores fornece uma medida que indica a diferenca entre ambos
quando os mesmos sdao comparados como funcées logicas. Ela é definida por:

Elog| ¥, W] = |S[‘I’217;\I’z” (3.1)
onde S[¥,, W] é a diferenca simétrica entre v e v dado por
S, %] = {X e P(W) : 44(X) # %(X)}. (32)
Diferenca Probabilistica
A diferenga probabilistica entre ¥, e ¥, indica a probabilidade da diferenga simétrica, i.e.,
Eprab ¥, W] = P (S[¥,,5,]) . (3.3)

Com relacao a esta medida, se ¥4 (X) # v, (X), mas se a probabilidade de observar X é desprezivel,
entdo o fato de que ) (X) # ¢ (X) é estatisticamente inconseqiiente. A diferenca probabilistica indica
se os elementos na diferenca simétrica sdo probabilisticamente relevantes ou nao. Ou seja, mesmo
que dois operadores parecam muito diferentes em sua construcao algébrica, eles podem ser muito
similares como operadores sobre uma classe de imagens de interesse.

3.3.2 W-operadores Estatisticamente Otimos

O desempenho de um operador pode ser avaliado através de algumas medidas estatisticas que com-
param os resultados por ele gerados com os resultados esperados.

Funcao de Perda

Sejal: K x K — R uma funcao, denominada aqui de fung¢do de perda. O erro médio, ou o risco,
de um W-operador ¥ segundo [ e com relagdo ao dominio &, denotado por R;(¥), é definido como
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sendo a esperanca da funcdo de perda [ calculada sobre §. Isto é,

Ri(¥) = E[l(y ,4(X))],

onde (X,y) é o processo aleatério conjunto, com distribui¢do conjunta P(X,y), que caracteriza as
imagens em S.

Por exemplo, se a funcdo de perda considerada é a diferenca absoluta, [(a,b) = |a —b|, o risco é o
erro absoluto médio (MAE, do inglés “mean absolute error”), dado por M AE(V¥) = E| |y—¢(X)]| ],
Vo e, .

A nocao de otimalidade

Defini¢ao 3.1 (Operador étimo) Dizemos que ¥, € W € 6timo em W, sequndo a func¢do de
perda l e com relagio a S, sse Ri(V,) < Ri(¥), para todo U € ¥, .

Um operador 6timo em ¥, sera denotado ¥ _ .. enquanto um operador 6timo em um subespago ¥, C
W, sera denotado por ¥ .. As referéncias a fungao de perda [ e ao espago S (ou equivalentemente,

ao processo conjunto (X,y)) serdo omitidas propositadamente daqui em diante, exceto nas situagoes
em que a especificagao explicita dos mesmos seja necessaria.

Exemplo 3.2 O erro MAFE de um W -operador ¥ € dado por :

MAE(W) = E[ly —¢(X)|]
= Y - v(X)| P(X,y)
(X.y)

= 3 ly-vX)|P(X)PyX)

(X,y)

= D PX) Y ly— (X)) P(yX)
X Yy

= Y P(X) [¢(X) P(0]X) 4 (1 = 4(X)) P(llx)}
X

Podemos deduzir um W -operador MAE-6timo em termos das probabilidades condicionais, minimi-
zando cada um dos termos do somatorio, i.e., minimizando a expressao

e(X) = ¢(X) P(0]X) + (1 = ¢(X)) P(1[X)

para cada X € P(W). Como ¢(X) € {0,1}, se tomarmos ¥(X) = 0, entdo teremos e(X) = P(1]|X);
se tomarmos Y(X) = 1, entdo teremos e(X) = P(0|X). Portanto, a fung¢do caracteristica do operador
gue minimiza o MAFE € :
b X) :{ 1, se P(1]X) > P(0|X),
otV 0, se P(1]X) < P(0|X).
Mais ainda, como P(1|X) 4+ P(0|X) = 1.0, entao P(1|X) > P(0|X) sse P(1|X) > 0.5 (ou equivalen-
temente, P(1|X) < P(0|X) sse P(1|X) < 0.5). Logo, ¥ .., pode ser reescrito como :

opt.W

(3.4)

1, se P(1X) > 0.5,

Yo (X) = { 0, se P(1/X) < 0.5. (3:5)
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O erro MAE de ¥

sw € dado, portanto, por

MAEW,, ) = > PX) POIX) + > P(X) P(0[X)

{XEP(W) 4, (X)=0} (XEP(W): 4, (X)=1)

Precisao de um W-operador

Definicao 3.3 (Aumento de Erro ou Precisao) O aumento de erro de um W-operador ¥ em

relagdo ao operador otimo W ., € dado por:

AW, Y w) = R(¥) — R(¥, ) (3.6)

opt W

O inverso desta diferenca, 1/A(¥ ), € denominado a precisdo de W.

? ()p‘r W

Note que A(¥, Opr“)
nho de um operador é melhor quanto menor é o seu aumento de erro (ou equivalentemente, quanto

> 0, pois ¥ possui o menor risco entre todos os W-operadores. O desempe-
- opt W

maior é a sua precisio).
No caso particular do erro MAE, podemos reescrever o aumento de erro de W como :
A(\II’\I(’)N,W) = MAE( > MAE< ()pr\)
= Y PR ) [#(X) PO]X) + (1 = $(X)) P(1]X)]

—ZP [ (X) P(OIX) + (1 = ), (X)) P(1[X)]

= Z P(X) [($(X) = Uy (X)) POJX) + (8,0 (X) = $(X)) P(1[X)]
X
Seja ¢(X) o aumento de erro devido a X, para cada X € P(W). Entao,
e(X) = PX)[(@(X) = 0y (X)) PO]X) + (8, (X) = $(X)) P(1[X)]
P(X) [P(O]X) = P(X)], se 1, V) =0 (X =1,
=\ PX)[P(X) - P<0|x>}, e (X) = 1 e $(X) =0,
0, e (X) = 1/1( )-
Usando o fato de que P(0|X) =1 — P(1|X), temos que P(0|X) — P(1]X) =1 — P(1|X) — P(1|X) =
1 -2 P(1]X). Logo, se 9, (X) = 0, entdo como P(0|X) > P(1|X), temos que P(0|X) — P(1|X) >0
e portanto P(0[|X) — P(1|X) = |2 P(1|X) —1|. Similarmente, se ¥ . (X) = 1, entdo P(1]X) > P(0 |X)
e P(1]X) — P(0|X) > 0, e portanto, P(1|X) — P(0|X) = P(1|X) -1+ P(1IX) = 2P(1|X) -1 =
|2 P(1|X) — 1|. Portanto, a equacdo acima pode ser simplificada para
AW, W) = > 2 P(1]X) = 1] P(X) (3.7)

(X gy (X)E(X))

Analisando esta equacio, podemos concluir que se o valor de P(1]|X) é muito préximo de 0.5 ou se o

valor de P(X) é muito préximo de 0, entdo X ndo contribui muito para A(¥, ¥ _ ).
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(X [POX) [P [ 4
000 0.3 0.13
001 0 0.12
010 0.8 0.08
011 0.65 0.10
100 0.12 0.16
101 a 0.10
110 1 0.11
111 b 0.20

ol—|lo|lo|—|lololo|&

]
=4
=

== OO == O O|:
=R olo|~|lo o &

Tabela 3.1: Probabilidades e trés operadores.

Exemplo 3.4 Para ilustrar alguns dos conceitos apresentados acima, apresentamos um exemplo para
uma janela de 3 pontos. Supomos que as probabilidades P(X) e P(1|X) sdo conhecidas, e portanto
também o operador MAE-6timo, ¥ . (tabela 3.1). Dados dois operadores, ¥; e 1 (também na
tabela 3.1), vamos fazer algumas comparagoes.

A diferenca ldgica entre U, e W, apenas indica o qudo parecidos/diferentes eles sao como fungoes
logicas, portanto ndo representa um critério de escolha. A titulo de curiosidade, calculamos a dife-
renca logica de ¥, e W,, com relagdo a ¥

opt,W °
#{101}
610!][\111 9 \I{,pt‘“r] = 8 = 0125
#{111)
8109[\1’27 \I{)ptw] = 3 =0.125

FEstas medidas podem indicar qual dos dois operadores mais se assemelha logicamente com o operador
otimo.
Se estivermos interessados em medidas estatisticas, podemos calcular a diferenca probabilistica.
A diferenca probabilistica entre W, e W, fornece uma indicacdo de como eles diferem em termos
estatisticos, mas ndo indica qual deles é o melhor. Para isso, precisamos calcular a diferenca em
relagio a U .
eprab ¥, ¥ ] = P({101}) = 0.1

17 “optW

Eprob[¥y, ¥ ] = P({111}) = 0.2

Se levarmos em constderagdo a diferenca probabilistica, U, € melhor que V,. Agora calculemos
o aumento de erro de W, e W, em fun¢do das probabilidades P(y = 1|101) = a e P(y = 1|111) = b.
Note que devemos ter a < 0.5 e b > 0.5, pois ¢ € o W-operador MAE-dtimo.

opt.W

AT, U )= P(101)|2a— 1| = 0.1 — 0.2a

13 “optW

AW, W )= P(111)[2b— 1| = 0.4b — 0.2

27 “optW

O aumento de erro A(Y,, ¥ ) envolve a varidvel a, enquanto A(W,,¥ ) envolve a varidvel b.
Portanto, se 0.1 — 0.2a < 0.4b — 0.2 entdo podemos concluir que W, é um operador mais preciso que
W, e se 0.1 —0.2a > 0.4b — 0.2 entao U, € mais preciso que ¥,. Se 0.1 —0.2a = 0.4b — 0.2 entdao eles

sao igualmente precisos.
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Neste exemplo, mostramos que dois operadores com mesma diferenca légica podem apresentar
diferencas probabilisticas distintas com relagao ao operador 6timo. Mais ainda, aquele com diferenga
probabilistica maior nao é necessariamente mais preciso; ele pode ser menos preciso ou, entdo, ambos
podem ser igualmente precisos.

3.3.3 Subotimalidade

Conforme vimos, a escolha de um operador pode levar em conta diferentes medidas de desempenho.
Mais do que isso, ela pode também considerar outros critérios onde algumas restri¢oes tais como o
tamanho maximo do operador, as propriedades que devem ser satisfeitas pelo operador ou tempo
e espaco (memdria) necessarios para o projeto sdo impostos. Um conjunto de restricdes define um
novo espaco de hipdteses que pode ser um subconjunto do espaco de hipdteses original. Analisamos
qual a relagao entre o operador étimo no espaco original e no subespago.

Seja W, C ¥,,. Um operador ¥ . € ¥ é sub-6timo em ¥, com relacao ao subespaco ¥, sse
U . € um operador 6timo em ¥_. Da mesma forma que a nogao de 6timo ¢ associada a um espago,
a nogao de subotimalidade ¢ associada a um subespaco.

Para qualquer ¥ € ¥_, o risco de ¥, R(¥), pode ser expresso em termos do risco do operador

otimo, da seguinte forma :

RO) = R{¥, ) + AW, T ) - (3.8)
Se denotamos o operador étimo em W, por ¥ __ ., entdo R(¥ . .) < R(V¥), para todo ¥ € ¥,.. Logo,
VU €W,
RO, ) + A, 00 W) S R(E ) AV ) (3.9)
isto é,
A, s Bw) SAW Y W) (3.10)

Das equacdes 3.8 e 3.10 segue que :

Um operador V.o €W é sub-6timo em W, (¥_. C ¥, ) se, e somente se, é 6timo em ¥_ ou,

equivalentemente, se possui o menor aumento de erro em relagao a W__ ..

Por exemplo, se Wi C Ws, entdo um operador 6timo no espaco dos Wi-operadores é subdtimo
no espaco dos Wo-operadores.

3.4 Projeto baseado no modelo de aprendizado PAC

Descrevemos aqui uma técnica independente de contexto originalmente proposta em [158]. Ela é
baseada no modelo de aprendizado PAC (Probably Approximately Correct) generalizado conforme
mencionamos na introducao desta tese. O que descrevemos aqui é o procedimento computacional
desta técnica e ndo seus fundamentos tedricos (estes podem ser encontrados no trabalho original [158]
ou em referéncias especificas [160, 73, 97, 98]). O procedimento consiste de trés etapas principais
conforme ilustradas na figura 3.1 e explicadas em seguida.

1. Estatistica — estimacao das probabilidades condicionais
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Tabela 1 Tabela 2

1 H=| 2 F=| 3 —= 4

"\
e

Figura 3.1: Procedimento computacional baseado no modelo PAC para o apren-
dizado de W-operadores.

Nesta etapa, coletam-se exemplos a partir das imagens de treinamento, percorrendo-se uma janela
W sobre as imagens. Para cada pixel da imagem observada, recorta-se o padrao X sob a janela W
e anota-se o correspondente valor y na imagem ideal. Este procedimento da origem a uma tabela,
cujas entradas sdo padroes X e a quantidade de vezes que os mesmos foram observados associados
ao valor 1, ou ao valor 0, na respectiva imagem ideal. A partir destes dados, pode-se estimar P(X)
e P(1|X) para cada um dos padrdes observados. Para o exemplo da figura 3.1 obtemos a seguinte
tabela (Tabela 1):

X freq. de O freq. de 1

LI 61
(.
(o)
(e
]
.
L
[

S N O 0 NS Ot
- 00 O© oM O O

. Decisao - classificacdo que minimiza o erro

Para cada padrdao X observado na etapa 1 atribuimos uma classificacdo 0 ou 1, dependendo da
fungado de perda em questdao. Se consideramos o erro MAE, de acordo com a equagao 3.5 devemos
fazer 1/;(X) =1se P(1|1X) > 05 ¢ 1/;(X) = 0 caso contrario, significando que o operador a ser
projetado deverd atribuir classificacao 1/3(X) para o padrao X. Para o exemplo da figura 3.1
obtemos as seguintes classificagoes:
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X

<
o)
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(.
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m
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[

_— = = O = O O O

3. Especificacao do operador — generalizacdo da classificagio e minimizacdo de representacao.

Se denotarmos o operador a ser projetado por 121, podemos dizer que apds a etapa de decisao os
dados estao organizados como duas listas: uma lista de elementos que pertencem a ¥ (1) e outra

lista de elementos de 1(0). Os padrdes ndo observados durante a etapa de estatistica ndo aparecem
em nenhuma dessas duas listas.

Dois objetivos precisam ser cumpridos nesta etapa : (1) generalizagao da classificagdo (ver se¢do 3.2)
e (2) especificagdo de um operador. Os algoritmos utilizados nesta etapa sdo geralmente denomina-
dos algoritmos de aprendizado. Em nossas implementagoes utilizamos um algoritmo denominado
ISI, o qual sera descrito em detalhes no capitulo 4; este algoritmo devolve uma funcao Booleana
representada por uma colegao de intervalos e que é consistente com as classificacoes da segunda
etapa (e por isto é um algoritmo PAC, no sentido generalizado). A vantagem de representar os
operadores como func¢ées Booleanas é a facilidade de maped-los para a representacao morfoldgica
e vice-versa, conforme vimos no capitulo 2.

No exemplo da figura 3.1, todos os padrdes sdo observados e portanto ndo ocorre generalizagao.
Uma colec¢do de intervalos que caracteriza (1) é a colecdo {0X X, X0X, X X0}.

O procedimento descrito acima é independente de contexto pois néo esta restrito a um particular
tipo de problema (filtragem, segmentacdo, reconhecimento de padrdes geométricos, etc) ou imagens.
Além disso, ele é bastante genérico pois pode ser utilizado para projetar W-operadores para janelas
arbitrariamente grandes. Este é o procedimento utilizado ao longo deste texto para projetar W-
operadores a partir de exemplos quando nenhum outro conhecimento é considerado. Serd referenciado
como treinamento padrao.

3.5 Limitacoes

Vimos na introdugdo que as técnicas dependentes de contexto sdo naturalmente restritivas pois so
se aplicam a uma determinada subclasse de problemas, enquanto uma técnica genérica (quando
considera um espacgo grande de operadores) pode esbarrar em problemas de imprecisdo dos opera-
dores projetados e de complexidade de tempo dos algoritmos de aprendizado. A seguir analisamos
formalmente a questao da precisdo dos operadores projetados.
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Quando projetamos um operador étimo em W, a partir de probabilidades estimadas, projetamos
na verdade um estimador do operador 6timo, o qual denotamos aqui por ¥ _ ... Isto significa que

existe um aumento de erro A(W¥ ¥ ) associado a \I’

L oew s Uoew ou seja, que

ptW?

R(W ) =R )+AT T ). (3.11)

opt W opt W opt W

Se A( J W q{)pf\v) é pequeno, entdo podemos dizer que o operador projetado é quase otlmo. O que
acontece em geral, quando consideramos janelas grandes, é que o aumento de erro A( vo)é

opt,W? ToptW
significativo.

Consideremos agora um subespago ¥, C ¥, e o problema de projetar um operador étimo \Ilptc
em W_. Como anteriormente, podemos escrever

R<\I{7pf,(j‘> = R<\I{)pt,0> + A(\I{m;p? \I{upf,c) : (312)
Tanto A(¥ J e W )y COMO AT s e W o )s S0 variaveis aleatérias pois dependem de uma amos-

tra de treinamento. Conseqiientemente, podemos falar em aumento de erro médio, E[JA(V_, .,V . )]
pt,W? “optW

e F[A( Optc,‘l{)pm)]. Combinando as equagdes 3.11 e 3.12, podemos ver que projetar um operador

6timo em um subespago ¥, pode ser mais vantajoso do que projetar um 6timo em ¥, se

AT O N+ EAT O )<EAT, T ], (3.13)

opt,C'? “optW opt,C? “optC opt.W? “opt W

apesar de W . . ser subdtimo em W, .

C

A equacdo 3.13 significa que o erro de estimacao de ¥ é muito grande, tdo grande que é maior

()pt AU
do que a soma do aumento de erro de ¥ . em relacao a ¥ A(T ¥ ), eoerro de estimagéo
op ptW? opt,C? “opt,W/? 5
de \I{)pt cC*

As equagoes apresentadas acima nao podem ser utilizadas na pratica pois elas dependem do
conhecimento da verdadeira distribui¢ido de probabilidade P(X,y). No entanto, elas sdo uteis para
mostrar que a precisao das estimacgoes pode afetar a precisao do operador projetado.

Analisamos aqui um dos gréaficos apresentados no capitulo de introdugao desta tese, destacando os
conceitos discutidos nesta se¢do. Sejam Wi, Wy duas janelas tais que W1 C Wo. Neste caso, ¥, C
¥, . O grafico da figura 3.2 compara o desempenho de operadores projetados nestes dois espacos,

para diferentes ntimeros de exemplos de treinamento. Sejam \Il ptw, © ] os operadores projetados
1 opt, Wy
em ‘ﬂi e ‘!F“ , respectlvamente Para uma quantidade pequena de exemplos de treinamento temos

MAE( pwy ) < MABQE ).
ambos d1m1nu1, até que a situacdo se inverte. Em termos da equacdo 3.13 podemos inferir que,
para quantidades pequenas de exemplos de treinamento, E[A(¥ . W )] é pequeno em relacio

K opt, Wy ? opt Wy
a BAG, ¥, ., )], de forma que BIA(E,, ¥, )] > A(E BIA, 0, ¥, )

optWo 7 Topt Wy opt,Wo ) “opt Wy
)] tende a diminuir

A medida que a quantidade de exemplos aumenta, a diferenca entre

opt \V1 ()hW )
A medida que o ntimero de exemplos de treinamento aumenta, E[A (¥ , U
opt\'\ 2 ToptWo

e a partir de um dada quantidade de exemplos temos E[A(\i{th\V W w, )] <A Y, ) T
EIAM % )]

opt, W17 Topt Wy

Todas as abordagens que utilizam exemplos de treinamento, mesmo que nao usem diretamente as
probabilidades estimadas, dependem da expressividade estatistica dos exemplos de treinamento. Em
outras palavras, quando a quantidade de dados de treinamento é pequena em relacdo ao tamanho do
espago de hipdteses, em geral ndao se obtém bons resultados. Existem véarios trabalhos que investigam
este assunto tanto empirica [62, 135, 38, 68] quanto teoreticamente [3, 73, 97, 160, 161].
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MAE

( opt Wo ? ()pt,VV2)

>
i

( opt W1 ? opt,VV1)

S

AN

\popt Wi

(ll{ﬁpt,wl ? 0pL-,W2)
N

opt Wy

¥

opt Wy

\I{)pr Wo

Ndmero de exemplos de treinamento

Figura 3.2: Erro de operadores projetados em espaco de tamanhos diferentes,
para diferentes nimeros de exemplos de treinamento.

3.6 Como Contornar as Limitacoes

De forma simplificada, podemos dizer que o problema de projeto de W-operadores consiste basica-
mente em escolhermos um operador 6timo no espacgo de hipéteses considerado. Logo, se escolhemos
um operador qualquer ao acaso, a probabilidade do operador étimo ser escolhido é inversamente pro-
porcional ao tamanho do espaco de hipoteses. Neste caso, quanto maior o espago de hipdteses, menor
é esta probabilidade. Para aumentar a probabilidade de escolhermos um operador étimo devemos
reduzir o espago de possiveis escolhas. E importante notarmos que esta reducao deve ser feita de
forma adequada, isto é, de forma que o espaco resultante contenha o operador étimo, ou pelo menos
operadores bastante precisos (i.e., estatisticamente préximos do operador 6timo).

Equivalentemente, o problema de projetar W-operadores pode também ser entendido como um
problema que consiste em definir corretamente a tabela-verdade (isto é, definir qual valor deve ser
associado a cada uma da linhas da tabela). A seguir analisamos como conhecimentos sobre o problema
que desejamos resolver podem ser utilizados para reduzir o espago de possiveis candidatos.

Seja um espaco de hipdteses como o esquematizado na figura 3.3. Na auséncia de qualquer
conhecimento sobre o problema a ser resolvido, qualquer operador nesse espago pode ser visto como
um candidato. Em termos da fungao caracteristica, podemos dizer que a tabela-verdade pode ser
preenchida de qualquer forma.

Figura 3.3: Os candidatos sdo todos os operadores.
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A restricao do espaco de hipdteses a um subespaco naturalmente reduz o espago de candidatos.
Para que esta reducao seja adequada, ela deve estar baseada em conhecimentos sobre o operador
desejado. Por exemplo, o subespaco de operadores que satisfazem alguma propriedade algébrica pode
ser considerado mediante o conhecimento de que o operador desejado satisfaz a mesma propriedade.
Esquematicamente, podemos ilustrar esta idéia conforme a figura 3.4. Em termos da tabela-verdade
da fungdo caracteristica, o fato do operador desejado possuir uma certa propriedade implica que
podem existir certas regras para o preenchimento da tabela. Na pagina 15, podemos ver que a
caracteristica do nucleo define as regras para algumas classes de operadores.

subespago

Figura 3.4: Os candidatos sao os operadores no subespago.

Mesmo que a reducao do espaco de hipoteses néo seja totalmente adequada, o operador projetado
no subespago pode ser mais preciso do que o operador projetado no espaco original devido a precisao
da estimacéo estatistica (no sentido da equagéo 3.13). Além disso, sob o ponto de vista de complexi-
dade de tempo, as buscas podem ser mais rapidas no subespaco. As técnicas podem também explorar
as particulares estruturas do espaco decorrentes das restrigoes impostas. Mais ainda, os algoritmos
de aprendizado podem aproveitar informacoes sobre o problema que desejamos resolver para gerar
generalizagdes mais precisas.

Um outro tipo de conhecimentos que podem ser explorados sdo aqueles referentes as imagens.
Conhecimentos sobre a distribuigdo conjunta P(X,y) ou sobre caracteristicas especificas das imagens
podem ser levadas em consideracdo. Os exemplos de treinamento podem ser vistos como conheci-
mentos deste tipo. Para os algoritmos de aprendizado que selecionam um operador consistente com
os exemplos de treinamento, a auséncia de exemplos de treinamento implica que o espaco de candi-
datos é o proprio espaco de hipoteses; se apenas uma pequena quantidade de exemplos é observada,
entdo o espaco de candidatos tende a ser bem grande enquanto um grande nimero de exemplos
de treinamento implica poucos candidatos possiveis. Em termos de fungdo caracteristica, podemos
pensar em tabelas-verdades cujo valor da funcdo é conhecido para uma parcela da linhas, parcelas
estas que podem ser pequenas ou grandes. Esta idéia pode ser esquematizada conforme ilustracao
da figura 3.5.

(a) Poucos exemplos de treinamento (b) Muitos exemplos de treinamento

Figura 3.5: Os candidatos sao os operadores consistentes com os exemplos de
treinamento.
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De uma forma geral, quando estas duas formas para reduzir o espaco de candidatos sdo conjuga-
das, tem-se um espago menor de candidatos. Esta idéia pode ser esquematizada conforme ilustracoes
da figura 3.6.

(a) Poucos exemplos de treinamento (b) Muitos exemplos de treinamento

Figura 3.6: Os candidatos sao os operadores no subespago que sao consistentes
com os exemplos de treinamento.

A partir das consideracoes acima, entendemos que as solugoes para contornar o problema de
precisdo dos operadores devem, portanto, considerar fundamentalmente abordagens para reduzir o
tamanho do espago de candidatos de forma adequada (ou, equivalentemente, preencher a maior parte
possivel da tabela de forma correta). O conhecimento do problema que desejamos resolver, seja com
respeito ao operador ou as imagens, parecem ser fundamentais para isto.

3.7 Comentarios

Em resumo, podemos dizer que projetar operadores precisos em espagos grandes (aqueles que depen-
dem de uma janela W relativamente grande) a partir de uma quantidade limitada de exemplos de
treinamento é uma das questoes mais importantes sendo investigadas atualmente.

Neste capitulo apresentamos uma visao geral sobre o projeto de operadores morfolégicos, enfa-
tizando a questdo sobre a precisdo dos operadores projetados. Na ultima secdo mostramos como os
conhecimentos sobre o problema a ser resolvido, modelados no espago dos operadores ou das imagens,
podem ser vistos como uma potencial forma para aumentar a precisdo do operador projetado.

Ao analisarmos os trabalhos existentes, verificamos que diferentes algoritmos (algoritmos
genéticos [70, 159, 169]; redes neurais [166, 76, 5, 6]; drvores de decisao bindria [86, 99]; técnica de
k-vizinhos mais prézimos [99]; técnicas de programagao linear [33, 155]; algoritmos de minimiza¢do
légica [157,15]), técnicas “fuzzy”, técnicas baseadas em multi-resolucéo [49, 67, 7, 30, 95, 90, 124, 129],
projeto multi-estdgio [144, 133, 171], entre outros, vem sendo aplicados. A visdo geral apresentada
neste capitulo, juntamente com a interpretacao da secao anterior, podem ser tteis para entendermos
as limitacoes dessas técnicas e, consequientemente, orientar a escolha por uma técnica adequada para
um determinado problema.

Uma questao também importante com relagdo aos operadores projetados é a implementacao
eficiente dos mesmos. A implementacdo depende da arquitetura do computador considerado. Este

assunto estd além do escopo deste trabalho. Algumas consideracdes podem ser encontradas em [137,
113, 71].



Capitulo 4

O Algoritmo ISI

A nocio de funcoes Booleanas e diversas formas de representacdo foram recordadas na secio 2.3.
Neste capitulo revemos minimizagao de funcdoes Booleanas e apresentamos novos resultados sobre
o algoritmo ISI. Propomos e analisamos heuristicas para diminuir o tempo de processamento do
IST e analisamos a utilizagdo do ISI como algoritmo de aprendizado para resolver problemas de
processamento de imagens binarias. Alguns resultados comparativos de tempo de processamento,
numero de intervalos e capacidade de generalizagdo sdo ilustrados através de graficos.

4.1 Minimizacao de Funcoes Booleanas

Conforme mencionamos no capitulo 2, a minimizacao de fun¢des Booleanas, i.e., a sua representacao
por expressdes equivalentes minimais, é um assunto bastante estudado [77, 32, 120]. Uma das formas
minimais mais estudadas é a forma minimal de soma de produtos.

Definicao 4.1 (Expressao minimal) Uma expressdo escrita como soma de produtos € uma ex-
pressdo minimal (ou MSOP) se (1) nao existe outra expressdao equivalente envolvendo um menor
numero de produtos, e (2) nao existe nenhuma outra expressao equivalente envolvendo o mesmo
numero de produtos mas um numero menor de literais.

Sabemos que todos os produtos de uma funcao Booleana na forma MSOP sao necessariamente
implicantes primos. Portanto, para determinar a forma MSOP de uma funcido Booleana podemos
primeiramente calcular todos os seus implicantes primos e em seguida selecionar, dentre todas as
subcolecoes de implicantes primos, uma que satisfaz a condicdo (2) da defini¢ao 4.1.

Seja [A,B] C P(W) um intervalo e seja X € P(W). Dizemos que [A, B] cobre X ou que X € coberto
por [A,B] se X € [A,B]. A colecdo de todos os elementos cobertos por uma colecdo de intervalos T
é denotado por J I, ie., JI = {X € P(W) : X € [A,B],[A,B] € I}. Dizemos que uma cole¢io de
intervalos T de P(W) é uma cobertura de X, X C P(W), se existe, para todo X € X, um intervalo
[A,B] € T que cobre X.

Uma cobertura T de X é uma cobertura minima se (1) nao existe uma cobertura I' de X, T # T’
tal que |I'| < |I| e (2) ndo existe nenhuma outra cobertura de X possuindo a mesma cardinalidade
de I com intervalos de dimensao maior. A cobertura minima nao é necessariamente tnica. Uma
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cobertura I de X é minimal se ndo existe uma subcolecdo I' propria de I que também seja uma
cobertura de X'. Uma cobertura minima é necessariamente minimal.

Definicao 4.2 (Colegao de intervalos maximais) Seja I uma cole¢io de intervalos de P(W).
Um intervalo [A,B] € T é maximal em I se ndo existe outro intervalo [A',B'] € T tal que [A,B] C
[A",B].

Seja M ax uma operacao que determina todos os intervalos maximais de uma cole¢do de intervalos.
O conjunto de todos os intervalos maximais contidos em X (X C P(W)) denotado por M(X), é
definido por :
M(X) = Maz{[A,B]: [A,B] C X'}.
Por exemplo, M(P(W)) = {[0,W]}. No exemplo da figura 4.1, M({000,001,011,111}) =
{00X,0X1,X11} é o conjunto de implicantes primos. Note que o intervalo 0X1 néo é necessério
para cobrir (1) pois este é coberto por {00X, X11}.

X1L X11
0X1
00X 00X
(a) Implicantes primos (b) Cobertura minima

Figura 4.1: Implicantes primos e cobertura minima.

Definimos uma relacao < entre colegoes de intervalos maximais da seguinte forma: sejam X e Y
duas colecoes de intervalos maximais, entao

X <Y < V[A,BleX,JA B]eY:[AB]C[A,B].

A relacdo < é uma relacdo de ordem parcial (i.e., reflexiva, anti-simétrica e transitiva).

Propriedade 4.3 As sequintes propriedades sdo validas:
P1 : Maxz(Maz(I)) = Maz(I) para qualquer cole¢ao de intervalos 1.
P2:JM(X)=X,VX CP(W).
P3 : Para todo [A,B] C X, existe [A',B'] € M(X) tal que [A,B] C [A’,B'].
Py : T<M(UI), para qualquer colegdo de intervalos maximais 1
P5 : [A,B] € M(X) = [A,B] C X, VX,[A,B].
P6: X C Xy = M(&)) < M(X2), VA, Xs.
Conforme as notagdes utilizadas aqui, temos que By (¥) = M(Kw (¥)), ou equivalentemente, que

os implicantes primos de % sdo os intervalos em M(3)(1)). Portanto, a forma MSOP de ) pode ser
obtida calculando-se M(#/(1)) e em seguida uma cobertura minima de (1) contida em M(%(1)).
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4.1.1 Algoritmos Classicos

Dois intervalos sdo adjacente se eles diferem em apenas uma coordenada. Por exemplo, o O-cubo 100
é adjacente aos 0-cubos 000, 110 e 101; o 1-cubo 1X0 é adjacente aos 1-cubos 0X0 e 1.X1; e assim
por diante. Dois cubos adjacentes podem ser combinados para formar um cubo maior : por exemplo,
os 0-cubos 100 e 000 formam o 1-cubo X 00, enquanto os 1-cubos 1X0 e 1X1 formam o 2-cubo 1.X X.

Um algoritmo classico para minimizacao de fungoes Booleanas é um algoritmo tabular conhecido
por Quine-McCluskey (QM), consistindo de duas etapas, descritas a seguir.

1. célculo de todos os implicantes primos

Os implicantes primos ou, equivalentemente, os intervalos maximais contidos em (1), sdo cal-
culados incrementalmente a partir dos 0-cubos correspondentes aos elementos de ¥ (1). Quais-
quer dois 0-cubos adjacentes sdo combinados para gerar um 1-cubo. Em seguida, quaisquer
dois 1-cubos adjacentes sdo combinados para gerar 2-cubos, e assim por diante até que ndo
existam mais cubos adjacentes. Os cubos que nao puderam ser combinados com nenhum outro
durante este processo sdo maximais e, portanto, implicantes primos.

2. céalculo de uma cobertura minima

Uma vez que os implicantes primos sao conhecidos, a segunda etapa deste algoritmo calcula uma
cobertura minima, isto é, seleciona um subconjunto dos implicantes primos que sao suficientes
para cobrir todos os O-cubos em (1) e que satisfazem as condi¢ées de minimalidade.

A figura 4.2 ilustra o célculo de implicantes primos da funcdo ¢(z1,za,23) = T1ZT2T3 + T1Tazs +
T1ToT3 + T1Toxy + x122T3 pelo algoritmo QM. Maiores detalhes sobre o algoritmo QM podem ser
encontrados, por exemplo, em [77]. Algumas referéncias para outros algoritmos de minimizagéo
sao [32, 120].

4.1.2 O Algoritmo ISI

Um outro algoritmo, denominado IST (do inglés “Incremental Splitting of Intervals”), para minimi-
zagdo de fungdes Booleanas foi proposto recentemente em [157, 15]. Introduzimos aqui uma gene-
ralizacdo desse algoritmo, cuja formulacdo engloba como um caso particular o algoritmo proposto
anteriormente.

ISI é um algoritmo que segue um processo inverso ao QM. Isto é, em vez de agrupar pequenos
cubos para gerar cubos maiores, ISI inicia o processo a partir do n-cubo, de onde extrai sucessiva-
mente todos os elementos de 1(0). A idéia basica do algoritmo consiste em representar o conjunto
de elementos que resultam apds uma operacao de extragdo através de uma colecao de intervalos
maximais. Assim, apds a extragio de todos os elementos de 1(0), os elementos resultantes (i.e., ele-
mentos de ¢ (1)) estdo representados através de intervalos maximais. Antes de descrever o algoritmo,
apresentamos alguns resultados adicionais sobre representacdo de elementos de P(P(W)) em termos
de intervalos maximais.

Seja I, o conjunto {M(X) : X C P(W)}. Os reticulados (P(P(W)),C) e (II,,, <) sdo isomor-
fos [16] pois X = UM(X)) para todo & C P(W) e M(UI) = I para todo I € II,. Note que,
denotando as operagoes de unido, intersecdo e complementacio, respectivamente, por LI, M e =, valem
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110

100 001 100

Figura 4.2: Minimizagdo pelo algoritmo de Quine-McCluskey. (a) Os 0-cubos
000,001,100,101,110. (b) Os 1-cubos obtidos a partir dos O-cubos em (a). (c)
O 2-cubo obtido a partir dos 1-cubos em (b). (d) Os implicantes primos X0X e
1X0.

as relacoes :
Xuy=mM@xuy
XnY=MIxnYy
X = M(X°)
onde ¥ =UX e Y =UY.

O complemento de um intervalo [A,B] C P(W) com relagdo a P(W) é definido por [A,B]¢ =
{XeP(W): X ¢[A,B]}.

Proposicao 4.4 Seja [A,B] C P(W). Entao,
M([A,B]) ={[0,{a}] : a € A} U{[{b}, W] : b € B} (4.1)

Dem.: Veja demonstragao em [16]. [ ]

Proposicao 4.5 Sejam X, Y € Il,,. Entao,

XNY = Maz({{[AUC,BND]:[A,B] € X,[C,D] € Y}).
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Dem.: Veja demonstragao em [16]. [ ]

A difereng¢a entre dois intervalos [A,B] e [C, D], aqui denominado extra¢do de [C,D] de [A,B], é
definido como sendo o conjunto [A,B]\ [C,D] ={X € P(W): X € [A,B] e X € [C, D]}, que também
pode ser escrito como [A, B]\ [C,D] = [A,B]N[C,D]“. A seguinte proposi¢ao mostra como a diferenga
entre dois intervalos pode ser expressa em termos de intervalos maximais.

Proposicao 4.6 Sejam [A,B] e [C,D] dois intervalos de P(W). Entdo,
M([A,B]\[C,D]) ={[A,BN{c}[T:ce CNA“JU{[AU{d},B]: d € D°NB}. (4.2)
Dem.:

M([A,B]\[C,D]) £ M(C,D]"N[A,B])
= M([C,D]") N M([A, B])

S ({0,{c}]: c € CYU{[{d}, W] : d € D}) M {[A,B]}

D Maz({[A, {c}*NB]:ce CYU{[{d} UA,B] : d € D°})

& Maz({[A,BN{c}]:ce CNA“}U{[AU{d},B]:d e D°NB})

& {[A,BNn{c}]:ce CNA°TU{[AU{d},B]:d e D°NB}
A igualdade (1) seque da definicdo, (2) do isomorfismo entre os reticulados P(P(W)) ell,, (3) da
proposicdo 4.4, (4) da proposi¢ao 4.5, (5) pois [A,BN{c}|# h,ce C<= ACBN{c}* <= A C
{c}<=cdA<=ceA e[AU{d},B]|#0,deD* <= AU{d} CB<«<= {d}] CB<=deB

e (6) pois nao existem dois intervalos em {[A,{c}*NB]:c € CYU{[AU{d},B]:d € D"} tais que
um esteja propriamente contido em outro. |

A dimensao de um intervalo [A, B], A C B, é definido por dim([A,B]) = |B|—|A|. Pode-se mostrar
que um intervalo [A,B] contém exatamente 2dm([A.B]) ¢lementos. Uma propriedade interessante
da extragdo é a quantidade de intervalos gerados e a dimensdo dos mesmos. Para mostrar esta
propriedade, utilizamos o fato de que se U e V sdo dois conjuntos quaisquer, entdo |U N V¢ =
|U|—|UNV| e |UNV| = [U[|+|V|—|UUV]|. Utilizamos também a igualdade [A, B]N[C, D] = [AUC, BND]

(ver demonstragdo em [16]).

Proposicao 4.7 Sejam [A,B] e [C,D] dois intervalos tais que [A,B]N[C,D] # 0. Entdo

a) V[A', BT € M([A,B]\ [C,D]), dim([A", B']) = dim([A,B]) — 1,

b) IM([A,B]\ [C,D])| = dim([A,B]) — dim([A,B] N [C,D]).
Dem.:
a) Se [A’,B'] € M(]A,B]\ [C,D]) entao [A",B'] € {[A,BN{c}]:ce CNAJU{[AU{d},B]:d€
DN B}
Se [A",B'] = [A,BN{c}’], ¢ € CN A", entao dim([A’",B']) = |B/| — |A/| = BN {c}] — |A| =
Bl — B {c}|— Al = [B] - [{e}| — |A] = [Bl — 1 — |A] = dim([A,B]) — T (pois C C B ¢, portanto,
ceB)
Da mesma forma, se [A',B'] = [AU{d},B], d € D°N B, temos dim([A’,B']) = dim([A,B]) — 1.
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b) Como CNA® e D°N B sdo disjuntos, a quantidade de intervalos em M([A,B]\ [C,D]) € |CN
Al + BN De|. Isto €,

IM([A,B]\ [C,D]))] = [CNA‘[+[BND

= |C|—|CNA|+ |B|—|BND|
|C] = [A[ = [C|+|AUC]+[B] - BND|
IB|— |A|+|]AUC|—|BND|
dim([A,B]) — (IBND| - |JAUC))
dim([A,B]) — dim([A U C,BN D))
= dim([A,B]) — dim([A,B] N [C,D])

Um caso particular da proposigao 4.6 é a extragao de um elemento singular X do intervalo [A, B]
(originalmente proposto em [157]). De fato, uma vez que {X} = [X, X], temos

M([A,B]\ {X}) = {[A,BN{a}]:a € XNA}U{[AU{b},B]: b€ BNX}. (4.3)

Todos os intervalos em M([A, B]\{X}) possuem dimenséo dim([A,B])—1 e a quantidade de intervalos
em M([A,B]\ {X}) é exatamente dim([A,B]). A figura 4.3 mostra os 2-cubos gerados a partir da

extracdo do elemento 011 do 3-cubo.

XXX XXX\ {011}

Figura 4.3: Extracdo do elemento 011 do 3-cubo resulta nos 2-cubos X 00, 1.X X,
X0X.

O algoritmo (generalizado para extrair intervalos em vez de elementos) é descrito em Algorit-
mo 4.1. Todos os intervalos de I, uma cole¢ao de intervalos nao necessariamente maximais tal
que Ul = ¥(0), sdo extraidos sucessivamente a partir do n-cubo (se os elementos de ¥(0) nao
estiverem representados através de intervalos, podem ser facilmente convertidos para intervalos tri-
viais). Dos intervalos novos gerados, aqueles que estdo contidos em um intervalo maior existente
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sdo eliminados, garantindo-se que todos os intervalos que sdo mantidos sdo maximais. A rotina
min_cover (1 (1), ) calcula uma cobertura minima de (1) a partir dos intervalos em I'.

Entrada: W, (1) e Ly tal que UL,y = 4(0) e 4(1) UH(0) = P(W)
Saida: Cobertura minima de (1) contida em M(+){1))

1.1+ {[0, W]} ;

2. Para cada [C,D]€ L, faga {
P+ {[A.B]eT:[A,B]N[C.D]=0} ;
tmp +— {[A,B] € L: [A,B]|N[C,D] # 0} ;
New «— 0 ;
Para cada [A,B] € tmp faca {
split +— M([A.B]\ [C.D]) ;
Para cada [A',B'] € split {
se nfo existe [E,F] € P tal que [A'.B'] C [E,F]
entdo New «— New U {[A",B']} ;
}
}
I+—PUNew ;

}

3. 1 = man_cover(yp(1),1).

Algoritmo 4.1 Algoritmo ISI.

Exemplo 4.8 Sejan =3 e ¢(0) = {111,011,010}. Os intervalos gerados pela extra¢io dos elemen-
tos de ¥(0) sdo mostrados através de diagramas de Hasse na figura 4.4(a). Os mesmos intervalos
sdo mostrados através de uma estrutura de drvore na figura 4.4(b). Na raiz da drvore encontra-se
0 3-cubo. Na profundidade i da drvore estao todos os intervalos que foram gerados na iteracdo i do
passo (2) do algoritmo. Desses, aqueles que estdo riscados foram eliminados por estarem contidos
em intervalos matores.

Para provar a corretude do algoritmo, apresentamos alguns resultados adicionais.

Proposicao 4.9 Sel € uma colecio de intervalos mazimais entdo qualquer subcolecdo X' C I também
€ uma colecdo de intervalos maximais.

Dem.: Suponha por absurdo que I' ndo é uma colecdo de intervalos mazimais. Entdo existem
ao menos dois intervalos [A,B],[A’,B] € T tal que [A,B] C [A",B]. Como I' C 1, entio
[A,B],[A’,B] € 1 e, portanto, I nao ¢ uma colecao de intervalos mazimais. Isto é um absur-

do. [ |

Proposicao 4.10 Seja [C,D] C P(W) e I = {[A;,B;] C P(W) : [A;,B;]N[C,D] # 0,7 € I} uma
cole¢io de intervalos mazximais, onde I € uma colecao de indices. Entao J;c; M([A;,B;]\ [C,D]) é
uma colecdo de intervalos mazrimais.

1 , s ~ . . . . ~
O célculo da cobertura minima nao sera discutido neste texto. nma implementacao do mesmo pode ser encontrado

em [77]
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111 ) “% .
— X0
Qo 0

000

/3

XXX 0X X, X0X, X X0

[0z

[oax]

(] [ [oor]

000 000 | X0X| ‘ ’&0 ‘ | 1X0 | """ 3
X0X,XX0 X0X,1X0

(a) Cubos (b) Estrutura de Arvore

Figura 4.4: Célculo de implicantes primos pelo algoritmo ISI. (0) =
{010,011,111} e (1) = {000,001, 100,101,110}.

Dem.: Reescrevendo J;c; M([A;,B;]\ [C,D]) em termos da proposicao 4.6, temos

L M([A, B\ [C,D]) = | J {[A:,Bin{c}] :c € CNAS} U{[A; U{d},B]: d € D°NB;}.
€] i€l

Pela mesma proposigdo sabemos que os intervalos de M([A;,B;]\[C,D]) sdo mazimais. Precisamos
mostrar que nenhum intervalo de M([A;,B;]\ [C,D]) estd contido em um intervalo de M([Aj, B;]\
[C,D]), para i # j, isto é, precisamos mostrar que :

a) ndo existe c; € CN A7 e ca € CNAF tal que [A;,B;i N {c1}°] C[A;,B; N{ea}],
b) nao existe c€ CNAY ed € D°NB; tal que [A;,B; N {c}] C[A; U{d},Bj],

¢) ndo existe d € DN B; e c € CNAY tal que [A; U{d},B;] C[A;,BjN{c}] e

d) ndo existe dj € D°NB; e do € D°N B, tal que [A; U{d:},B;] C[A; U{d2},B;].
Em primeiro lugar, mostramos que A, CD e C C B,;, Vi € I. De fato, Vi € I,

[A,,;,B,,j]ﬁ[C,D]75@:>[A,,;UC,B,,;HD]7&@:>A,,;UCQB¢HD:>A,,;QD e CCB,;.

No caso (a), suponha por absurdo que eviste c1 € CNAfF e co € CNAY tal que [A;,;B; N{c1}°] C
[A;,Bj N {c2}?]. FEntdo, devemos ter que A; C A; e BN {c1}® C Bj N {c2}®. Logo, todos os
elementos de B; que sao diferentes de c1 estao em B;. Além disso, como c1 € C C B;, temos que
B; C By, o que implica que [A;,B;] C [A;,B;] e, portanto, que [A;,B;] ndo é um intervalo mazimal
em I, um absurdo.

No caso (b), suponha por absurdo que existe c € CN A e d € D°N By tal que [A;,B; N {c}°] C

[A; U{d},B,]. Entdo devemos ter A; U{d} C A;. Isto implica que d € A;, o que € um absurdo pois
A;CDedeDe.
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No caso (c), suponha por absurdo que eziste d € D°NB; e c € CNAf tal que [A; U{d},B;] C
[A;,B; N {c}°]. Entdo devemos ter B; C B; N{c}°. Isto implica que ¢ ¢ B;, o que é um absurdo
pois ¢ € C C B;.

No caso (d), suponha por absurdo que existe dy € D°N B, e da € DN By tal que [A; U {d1},B;] C
[A; U{d2},Bj]. Entdo devemos ter A; U{di} C A; U {da}. Isto implica que di € A;, o que é um
absurdo pois A; CD edy € D. [ |

Teorema 4.11 Sejam ¢ (1) e ¥(0) dois subconjuntos de P(W) tais que (1) U (0) = P(W). Seja
também Ny tal que Ul gy = ¢¥(0). Se I € a cole¢do de intervalos resultante apés a aplica¢io do
passo (2) do algoritmo ISI (algoritmo 4.1), entdo I = M(3(1)).

Dem.: Sejam t = |Lyp| € Ly = {[C1,D1],[C2,D2],...[Cs,Ds]}. Para todo i = 1,...,t, sejam
X; = {[C1,D1],[C2, Dy, . [Cz,D 1}, I, a colegio de intervalos apds a iteragdo i do passo (2) e
;= 9(0) \ (UX5).

Passo 0 : Em particular, Xg = 0, Xy = ¢(0) \ (UXy) = ¥(0) e Iy = {[0, W]} = M(P(W)) =
M(4h(1) U(0)) = M(4h(1) U Ap).

Passo da indugao: Suponha que I;_1 = M(y(1)UX;_1) e que [C;,D;] € o intervalo a ser extraido
na iteragdo i. Vamos mostrar que I; = M(¢(1) U &;)).

Para isso basta mostrarmos i), ii) e iii) .
i) I; € uma cole¢ao de intervalos mazimais.

Ao final da iteragao i, I; «— P U New. A colecao P contém todos os intervalos de 1;,_1 que nao
interceptam o intervalo [C;,D;]. Logo, P € uma cole¢do de intervalos mazimais (proposi¢cdo 4.9).
A cole¢ao New € uma cole¢do de intervalos mazximais (proposi¢io 4.10) e, mais ainda, nenhum
intervalo de New estd coberto por algum intervalo de P, pois tais intervalos foram descartados
durante a construcdo de New. Além disso, nenhum intervalo de New cobre intervalos de PP, pois
isto implicaria que os intervalos em I;_1 ndo eram mazximais. Logo, I; € uma cole¢do de intervalos
marimais.

i) I < M(y(1) U &;).

Sabemos que I; < M(UL;). Vamos mostrar que M(UL;) < M(¢(1) U &;). Para isto basta mostrar-
mos que UL, C (1) U &;.

Seja X € UI;. Entdo existe [A,B] € 1, tal que X € [A,B|. Por constru¢ao de 1;, para todo
[AB] € L, (a) [A, B] € M(4(1)U; 1) ou (b) [A,B] € M(IA", BI\[C, D]), [A', B] € M(${1)UX; 1).
ii.a) Se [A,B] € M(¢(1) U Xi_1) entao [A,B] C (1) U Xi_1 e mais ainda, [A,B]N[C;,D;] = 0.
Logo, [A,B] C ${1) U X

ii.b) Se [A,B] € M([A’,B']\ [Ci,Di]), entao [A,B] C [A",B']\ [C;,D;] C [A’,B']. Como [A",B'] €
M(y(1) U X;_1), entdo [A,B] C ¢(1) U X;_1. Logo [A,B] C (1) UX; pois [A,B]N[C,D] = 0.

De ii.a) e 11.b) seque que [A,B] € I, = [A,B] C ¥(1) UA;. Logo, UL, C ¢(1) U &,

i) M((1) U &) < T,

Seja [A,B] € M(y(1)UA;). Como ¢(1)UX; C Yp(1)UX;_1, entdo M(y(1)UX;) < M(¢(1)UX;_1).
Logo, existe [A',B'] € M(¥(1) U Xi_1) tal que [A,B] C [A",B]. Se [A",B']N [C D] = 0, entdo
[A",B] € I, por construgdo; sendo se [A',B'] N [C,D] # 0, entao [A,B] C [A’,B']\ [C,,D;] pois
[A,B]N[C;,D;] = 0. Logo, M([A,B]) < M([A',B'|\[C,D]) e, portanto, existe [A", B”] e M([A',B']\
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[C;,D;]) tal que [A,B] C [A”,B"]. Por construgao, ou [A”,B"] € I; ou existe [E,F] € I; tal que
[A",B"] C [E, FJ.

Portanto, para todo [A,B] € M(¢(1) U X;) emiste [A',B'] € 1, tal que [A,B] C [A',B]. Isto €,
M(’L/)<1> U Xi) <IL.

Como X = 0, &y = ¥(0) \ (UXy) = ¢(0) e Iy = {[0, W]} = M(P(W)) = M(y(1) U(0)) =
My (1) U Xy), por indugao em i temos que I =1, = M(3p(1)).

No terceiro passo do algoritmo uma cobertura minima de (1) é calculada a partir dos intervalos
obtidos no passo (2) do algoritmo, i.e., a partir de I = M()(1)). Logo, o resultado do algoritmo ISI
é uma cobertura minima de (1), cujos intervalos estao contidos em (1).

4.2 Minimizacao na Existéncia de “Don’t Cares”

Em muitos casos, funcoes Booleanas nao sdo completamente especificadas, i.e., existem elementos

para os quais o valor da funcdo néo é conhecido ou ndo importa. Estes elementos sdo denominados
don’t cares e sao denotados por ¥ (*). Logo, P(W) = (1) U (0) U (x).

A observagao acima é especialmente verdadeira para problemas de aprendizado de funcoes Bo-
oleanas. Para n relativamente grande, em geral, a maior parte dos elementos de P(W) constituem
don’t cares, isto é, ndo sao observados nas imagens de treinamento. Logo, o numero de elementos
em (1) U (0) é, muitas vezes, relativamente pequeno se comparado ao total, 2”. Isto significa que
os 0-cubos podem estar esparsamente distribuidos no n-cubo e, portanto, o algoritmo QM pode nao
ser capaz de agrupar os sub-cubos, o que implica que uma reducéo significativa da representagao nao
serd alcancada. Para obter uma boa reducao na representacdo através do algoritmo QM, podemos
considerar na primeira etapa do algoritmo todos os 0-cubos em (1) U ¢(*) em vez dos 0-cubos em
(1) somente, pois isto aumenta as possibilidades de agrupar os cubos. No entanto, o tempo ne-
cessario para o cédlculo de implicantes primos pode aumentar significativamente, devido a quantidade
de dados adicionais a serem considerados. A tabela 4.1 (extraida de [157]) mostra algumas compa-
ragoes entre os algoritmos QM e ISI. Na existéncia de don’t cares, o desempenho do algoritmo ISI é
claramente superior ao QM.

n | [(0)] | |[¥(1)| | |¥(x)| | Intervalos ISI QM

Tempo | Mem. Tempo Mem.
11 | 655 1393 0 275 00:00:59 | 1991 00:00:51 12071
11 | 425 688 935 135 00:00:50 | 2082 00:01:12 21666
12 | 1035 | 3061 0 430 00:07:00 | 4580 00:07:07 38524
12 | 712 724 2660 90 00:00:24 | 2202 00:20:10 89824
15 | 16384 | 16384 0 1768 06:46:15 | 12728 | 07:19:54 | 213101
15 | 1706 | 1031 | 30031 110 00:26:18 | 21389 | > 4,5 dias -

Tabela 4.1: Comparacao entre os algoritmos QM e ISI.

Nesta secao investigamos como os “don’t cares” sao tratados pelo algoritmo ISI. Se Ty =
{[C1,D1],[C2,D2],...,[Ct, D]}, entdo os intervalos gerados pelo algoritmo ISI durante a etapa de
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extracdo correspondem a uma seqiiéncia de funcdes Booleanas vy, %1, ..., %, que sdo caracterizadas
por :
Po(1) =P(W) Yo(0) =10
P1(1) = P(W) \ [C1, D4] ¥1(0) = [C1, D4]
P(W)\ (U{[C1, D1],[C2, D2]}) ¥2(0) = U{[C1, D1], [C2, D2]}

¢t<1> = P(W)\ (U{[C1,D1],[C2,Da] ..., [Ct, Dy]}) ;ﬁt<0> = U{[C1,D1],[C2,D2] ..., [Cy, D]}

Ao final da etapa de extracéo, i.e., ap6s todos os intervalos de L) terem sido extraidos, os intervalos
resultantes cobrem todos os elementos de (1) U ¢(x), isto é, T = M(¢(1) U ¢(x)). Além disso,
Yo > Y1 > 2 > ... > Y. A funcdo resultante ¢ é consistente com (1) e ¥(0), i.e., Y(X) = ¥ (X),
VX € (1) Uy(0). Qualquer chaveamento de v, sobre elementos em () também resulta em fungées
consistentes com ¥ (1) e ¥(0). Portanto, explorar estes chaveamentos possibilita algumas variantes
do algoritmo ISI.

4.2.1 Variantes do Algoritmo ISI

O passo (3) do algoritmo ISI seleciona uma cobertura minima de 9 (1) a partir dos implicantes primos
calculados na etapa de extracdo. Se um intervalo gerado na etapa de extracdo nao contém nenhum
elemento de (1), entdo nenhum de seus subintervalos os contém. Conseqiientemente, nenhum dos
intervalos gerados a partir deste intervalo serd necessario para cobrir algum elemento de ¥(1). Isto
significa que, se existirem tais intervalos, eles certamente serdo descartados na etapa de calculo
da cobertura minima. Portanto, o algoritmo pode ser otimizado simplesmente eliminando-se, apds
cada iteracdo do passo (2), todos os intervalos que néo cobrem nenhum elemento de (1). Este
procedimento nao afeta o resultado final.

O mesmo raciocinio nao vale para o algoritmo QM, uma vez que ao eliminarmos um intervalo no
meio do processo de agrupamento podemos impedir que um intervalo de dimensdo maior (que faria

parte do MSOP) seja formado.

Variante 1: Calcular uma cobertura minima de (1) periodicamente

Quanto maior o nimero de intervalos em Iy, maior tende a ser o nimero de intervalos gerados
durante o passo (2) do algoritmo. Para n grande, o ntiimero de intervalos gerados pode tornar-se
computacionalmente proibitivo. Uma heuristica para manter o numero de intervalos relativamente
pequeno em qualquer iteracio do passo (2) consiste em calcularmos uma cobertura minima apés
cada numero fixo de iteragoes. Se este nimero, que denominamos periodo, é 1, entdo o ntimero de
intervalos ao final de qualquer iteracdo do passo (2) é relativamente pequeno (ndo pode passar de
|(1)]). Uma possivel conseqiiéncia é que os intervalos resultantes podem ndo ser uma cobertura
minima. Se o periodo considerado for k = t = |L;(g/, entdo recaimos no algoritmo original (i.e., a
cobertura minima sé é calculada apds a etapa de extragio).
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Variante 2: Interromper o processo de extragao quando todos os elementos de (1)
estiverem cobertos

Em vez de gerar todos os subintervalos quando um exemplo estd sendo extraido, pode-se gerar os
subintervalos até que todos os elementos de 1(1) estejam cobertos. Demais intervalos, mesmo aqueles
que estao na fila para serem divididos, podem ser descartados. Este procedimento garante que todos
os elementos de 1 (1) continuam cobertos pelo conjunto de intervalos mantidos. Novamente, deve-se
notar que os intervalos resultantes podem néo corresponder a expressao MSOP. Na pratica observou-
se que esta variante tende a gerar muito mais intervalos do que a variante anterior e, portanto, tende
a ser relativamente lento.

4.2.2 ISI modificado para manipular “don’t cares”

Apresentamos a seguir uma modificacdo do algoritmo ISI para manipular os don’t cares adequada-
mente (algoritmo 4.2). Levando em conta que a primeira variante engloba o algoritmo original como
um caso particular, e que a segunda variante ndo é eficiente, a modificacdo implementa a primeira
variante e introduz o parametro de periodo, k. De agora em diante, qualquer mencao ao algoritmo
ISI refere-se ao algoritmo modificado.

Entrada: W, ¢(1), Ly tal que ULy = 4(0). k (perfodo para calculo de cober-
tura minima)
Saida: Cobertura minimal de ¢(1)

1.1+ {[B, W]} ;

2. Para cada [C,D] € L, faga {
P+ {[A.B]€el:[A.B]N[C.D] =0} ;
tmp +— {[A,B] € 1: [A,.B]N[C,D] # 0} ;
New +— (;
Para cada [A.B] € tmp faga {
split «— M([A.B]\ [C.D]) ;
Para cada [A',B'] € split {
se nfo existe [E,F]€P tal que [A".B|C[E,F]
e se [A',B'] cobre algum elemento de (1)
entdo New «— New U{[A",B']} ;
}
!
I+——PUNew ;
Se o ntmero de exemplos processados é miltiplo de k
ou se esta é a dltima iteragédo
entdo I +— min_cover(y{1),T) ;

}

3. Retorne 1I.

Algoritmo 4.2 Algoritmo ISI (modificado).

Neste algoritmo modificado, ¥(1) U ¥(0) ndo precisa ser o conjunto P(W). A colegdo de intervalos
retornada é uma colegéo de intervalos maximais que cobre ¥(1), mas néo cobre nenhum elemento de
¥(0). Se k < [Iy(p| entdao o resultado é uma cobertura minimal mas néo necessariamente minima;
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caso contrdrio, o resultado é uma cobertura minima.

O desempenho do algoritmo foi avaliado para varias entradas (variando-se o ntiimero de variaveis
n e o tamanho do conjunto (1) U{0)). Os elementos de ¢(0) ndo foram agrupados em intervalos,
mas poderiam ser agrupados usando um processo analogo ao do algoritmo QM. As figuras 4.5 a 4.8
mostram o desempenho do algoritmo ISI, para 4 entradas distintas. Para cada uma das entradas,
diferentes periodos foram utilizados. Cada figura mostra graficos que correspondem, respectivamente,
ao tempo de processamento e ao tamanho da base. O periodo estd indicado no eixo das abscissas de

cada grafico.
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Figura 4.5: ISI com diferentes periodos (n = 15, [(1)| = 9110 e [(0)| = 14538).
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Figura 4.8: ISI com diferentes periodos (n =
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Podemos observar que diferentes periodos afetam o tempo de processamento drasticamente, mas
nao afetam muito a quantidade de intervalos resultantes. O tempo de processamento é definido
basicamente em funcao do tempo de extracdo de intervalos e o tempo de calculo da cobertura minima.
Desta forma, para o periodo & = 1, o tempo de processamento pode ser grande pois a cobertura
minima é calculada a cada iteracio do passo (2). Em geral, o tempo para célculo de cobertura
minima depende de |¢(1)| e de |I|. Por outro lado, para periodos grandes, a quantidade de intervalos
gerados pelas extracoes entre duas etapas de cdlculo de cobertura minima pode ser muito grande, o
que implica em maior tempo de processamento de extracdo. Periodos intermediarios possuem tempo
de processamento relativamente menor pois calculam a cobertura minima poucas vezes e a0 mesmo
tempo nao deixam a quantidade de intervalos gerados crescer demasiadamente.

O leitor atento deve ter notado que, nos graficos, o namero de intervalos para periodos k£ > |I,¢,<U>|
é maior que para alguns periodos menores, contrariando a observagao feita no terceiro paragrafo
anterior a esta. Cabe registrarmos que isto deve-se ao fato de que a implementacdo do algoritmo
utilizada para céalculo de cobertura minima usa algumas heuristicas e portanto o resultado pode ser
subdtimo.

Nas situagoes em que os elementos de ¥(0) se encontram agrupados, espera-se que o tempo de
processamento seja menor em relacdo ao processamento sem agrupamento pois o nimero de iteracoes
é menor no primeiro caso. Na tabela 4.2 mostramos o tempo de processamento comparando os dois
casos para algumas situacbes. Os intervalos foram agrupados usando um processo similar ao do
algoritmo QM. Pode-se observar que quando || é significativamente menor que [1/(0)| o tempo
de processamento para o primeiro caso é também significativamente menor. No entanto, se levarmos
em conta o tempo necessario para agrupamento, em geral, ndo ha vantagem.

n | [(1)] | [¥(0)| | Sem agrupamento Com agrupamento
Tempo (seg.) [0y | agrup. (seg.) | ISI (seg.) | Total (agrup.+ISI)
17 | 6218 | 10279 2257 7459 562 1481 2043
17 | 1609 | 11410 637 11022 508 826 1334
21 | 21371 | 40589 31150 28611 21698 16469 38167
25 | 4202 | 37504 9469 33357 880 9290 10170

Tabela 4.2: IST com e sem agrupamento de elementos.

4.3 Algoritmo ISI como um Algoritmo de Aprendizado

Para que um algoritmo seja interessante como algoritmo de aprendizado, uma das principais ca-
racteristicas de interesse é a sua capacidade de generalizacao, isto é, a capacidade de classificar
corretamente os padroes ndo observados durante o treinamento.

Na etapa de célculo da cobertura minima s&o selecionados os intervalos suficientes para cobrir
todos os elementos de ¥ (1). Portanto, os don’t cares que sao cobertos por estes intervalos selecionados
sdo também mapeados para 1; aqueles que ndo sdo cobertos sio mapeados para 0. Tanto a variante
original do ISI como 0 QM (quando todos os don’t cares sdo considerados como 1) fazem a mesma
generalizagao, uma vez que os intervalos calculados na primeira etapa sdo os mesmos. Além disso,
pela observagao ja feita, o ISI com periodo k& > |Id)(0)| também faz a mesma generalizagdo. Periodos
menores que este podem produzir generalizagdes diferentes, uma vez que os intervalos calculados na
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primeira etapa nio sdo necessariamente a colecdo de todos os implicantes primos.

As figuras 4.9 a 4.12 mostram gréficos com o erro MAE (estimado sobre um conjunto de imagens
de validacdo) para os 4 casos acima.
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Figura 4.9: Erro MAE para ISI com diferentes periodos (n = 15, |[¢(1)| = 9110
e [1(0)] = 14538).
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Figura 4.10: Erro MAE para ISI com diferentes periodos (n = 17, [ (1)| = 1609
e [1(0)| = 11410).

Podemos observar que ha pouca diferenca entre os erros MAE associados a diferentes periodos.
A comparagao do ISI com outros algoritmos de aprendizado nao faz parte do escopo desta tese. Na
pratica, observou-se que o ISI apresenta uma boa capacidade de generalizacao para diversos problemas
de processamento de imagens. Alguns resultados podem ser vistos no capitulo de aplica¢des ao final
desta tese.

4.4 Paralelizacao do ISI

Os algoritmos de minimizagdo sdo computacionalmente complexos, exigindo, em geral, muito tempo
de processamento e espaco de memoria. Uma possibilidade para reduzir esta complexidade seria a
sua paralelizagdo. Um k-cubo, k > 0, pode ser decomposto como a unido de dois (k — 1)-cubos
disjuntos, os quais podem ser decompostos respectivamente como a unidao de dois (k — 2)-cubos
disjuntos e assim por diante. Portanto, pode-se considerar um k-cubo como uma uniao de cubos
de dimensdo menor. Isto sugere de imediato uma possivel paralelizagdo do algoritmo ISI. O n-cubo
inicial pode ser particionado em ¢ sub-cubos disjuntos, digamos C1,C5,...,C;. Da mesma forma, o
conjunto ¥ (1)U (0) pode ser subdividido em ¢ sub-grupos, G1,Ga,...,Gt. O conjunto G; consiste de
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Figura 4.11: Erro MAE para ISI com diferentes periodos (n = 17, |¢(1)| = 8517
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Figura 4.12: Erro MAE para ISI com diferentes periodos (n = 25, [¢(1)| = 1340
e |[¢(0)| = 8126).

todos os padrdes observados e que pertencem ao sub-cubo C;. Supondo que existem t processadores
disponiveis, cada um deles podera processar um conjunto de exemplos G;, a partir do intervalo inicial

C;.

Sejam dados X = (1) U 4(0) e o n-cubo inicial [@, W]. Descrevemos dois procedimentos para
particionar [0, W] e ¢(1) U ¥(0).

e Sejam [A,B] CP(W), Ajap ={X € X : X €[A,B]} ew; € W. Particionar [A, B] em w; consiste
em criar dois intervalos [A1,B1] = [A, BN {w;}] e [A2,Bas] = [A U {w,}, B]. Este particionamento
implica na separagao de A p) em duas subcolecoes disjuntas X[x, B,] = {X € Aap + X €
[Al,Bﬂ} e X[AQ,BQ] = {X S X[A.B] : X € [AQ,BQ]}.

e Procedimento 1 : seja dado um valor nmax, o nimero méaximo de elementos permitidos em cada
parte da partigdo. Primeiramente, escolhe-se um elemento w; € W tal que o partionamento de
[0, W] em w; separe mais eqilitativamente os elementos em X. Particiona-se recursivamente cada
umas das partes até que o numero de elementos de X contidos nela seja menor que nmaz. A
posicao de particionamento w; é sempre escolhida de forma a produzir uma divisdo mais eqiiitativa
possivel dos elementos contidos na parte sendo particionada.

e Procedimento 2 : seja dada uma ordenacao dos elementos de W, wi, wa, ..., w,, estabelecendo a
seqiiéncia de posigdes de particionamento. Primeiramente, particiona-se [, W] em wj, em seguida
particiona-se cada uma das partes em wy e assim por diante, até que o ntmero total de partes
seja maior que um dado valor especificado.
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Todas as partes produzidas pelo primeiro procedimento tendem a conter aproximadamente |X'|/nmaz
elementos. Esta reguralidade nao acontece no segundo procedimento. Um m algoritmo recursivo que
implementa o primeiro procedimento é apresentado a seguir (Algoritmo 4.3).

Entrada: W, (1) U(0), nmaz (ndimero maximo de elementos em cada parte da
particao)
Saida: Particao {P;,7 € I}, subcolegoes {X; :i € I'}.

1.mext +— 1 ; P +— [0.W] ; Xy +— (1)U (0) ;
2. Particione([§, W], X1, 1) ;

3. Retorne partigdo {P;:1< i< next} e subconjuntos {X;:1 < i< next}.

Particione([A,B]. X.7) {

Para todo w; € W seja
e +— {XeX:X€E[A,BN {'wj}”]H ;
th — {X eX : Xe[AU{w,;}.B]}| ;
L] — o — 1ol

m +— arg;min{d[j] : 1 < 7 <|W|} ;

Xy —{XeXx : Xe[A,Bn{wn}‘]} ;

X +— {XeX:Xe[AU{wn}, Bl};

Se |X,| < nmaz {
Xi+— Xy 5 P — [A,BN{wn 9] ;

}

sendo Particione([A,B N {w,,}], X.,1) ;
Se |&| < nmax {
nexrt «— next+ 1 ;
Xneaﬁt — Xb 5 Pneaﬁt — [A u {’wm}- B] 5

}

sendo Particione([A U {w,,},B], Xy, next) ;

Algoritmo 4.3 Algoritmo de Particionamento.

A particao gerada pelo algoritmo pode ser interpretada como sendo a particao associada a uma
expansao de Shannon, conforme visto na secao 2.3. O algoritmo ISI pode ser adaptado para que o
intervalo inicial seja um intervalo qualquer. Logo, o ISI pode ser aplicado sobre cada uma das partes
[A;,B;] e seus respectivos elementos X; para gerar as fun¢oes 1;, associadas as partes da parti¢io. A
funcéo sobre o intervalo [@, W] é dada por ¢ = Vi_ 9.

Os gréficos da figura 4.13 e 4.14 comparam o tempo de processamento, o tamanho da base e o
erro MAE das funcgoes geradas pelo algoritmo ISI e pelo algoritmo ISI que explora as particdes de
P(W). Os resultados referentes ao ISI estdo mais a esquerda, enquanto os referentes ao ISI paralelo
estdo mais a direita. No eixo das abscissas estd indicado o periodo k para o ISI e nimero maximo
de elementos na particdo para o ISI paralelo.
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Mesmo com a utilizagdo de um dnico processador, o tempo total gasto por este algoritmo paralelo
é inferior ao tempo gasto pelo ISI. Para explicar esta afirmacgdo, analisamos as curvas no grafico da
figura 4.15. Seja T o ntimero méaximo de elementos em cada parte da partigao. Se |¢(1) Uy(0)| < T
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T
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Figura 4.15: IST x ISI paralelo : tempo de processamento variando [¢(1) U1(0)|.

entdo o ISI paralelo ndo cria particdo e seu tempo de processamento é igual ao do ISI. Suponha que
o tempo gasto pelo ISI para T elementos é totp. Se |1(1) U (0)] = m * T, entdo o tempo gasto pelo
ISI paralelo é de aproximadamente m * totp. No entanto, o tempo gasto pelo ISI nao é linear no
tamanho [¢(1) U (0)|, conforme mostra a curva da figura 4.15. Em contrapartida, tanto o tamanho
da base como o MAE do operador produzido pelo algoritmo paralelo tendem a ser maiores do que o
do ISI. Vale notar também que a disjungao das partes C; pode ser explorada para uma implementacao
eficiente do operador projetado.

4.5 Comentarios

Neste capitulo apresentamos detalhadamente o algoritmo ISI, com demonstracdo de sua corretude.
A sua generalizacdo (na qual os elementos extraidos séo intervalos e ndo pontos isolados) bem como a
prova da corretude sdo contribuicoes originais deste trabalho. Analisamos também algumas variagdes
deste algoritmo e sua implicacdo no contexto de minimizagdo de fungbes Booleanas (tamanho de
representacio da fungdo) e no contexto de aprendizado computacional (capacidade de generalizacio
expressa através da precisio MAE estimada sobre algumas imagens-teste).

O algoritmo apresentado originalmente em [157] considera quatro variantes do algoritmo : ISI-0
(que é a versdo que nao filtra os intervalos que ndo contém elementos de ¥ (1)), ISI-1 (que corresponde
ao algoritmo modificado com k = [1(0)]), ISI-2 (que corresponde a segunda variante discutida acima)
e ISI-3 (que corresponde ao algoritmo modificado com k& = 1). A variante ISI-3 foi mencionada como
uma das mais eficientes em geral. Com o uso de um periodo k adequado, conseguimos uma reducao
de tempo de processamento da ordem de 10 ou mais em relagao ao ISI-3 (periodo k = 1).

O algoritmo ISI pode, por um lado, ser essencialmente visto como um algoritmo alternativo para
minimizacdo de fungdes Booleanas. Ele é especialmente adaptado para os casos nos quais o nimero de
“don’t cares” é muito grande relativamente ao total observado. A heuristica (periodo para calculo de
cobertura) e a paralelizagio proposta permitem a minimizacao de fun¢des Booleanas com um nimero
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relativamente grande de varidveis. Observamos experimentalmente que os resultados obtidos com a
utilizacao da heuristica proposta sao em geral muito parecidos com o resultado étimo, em termos de
numero de intervalos. Por outro lado, no contexto de aprendizado computacional, o algoritmo ISI
apresenta boa capacidade de generalizagdo para problemas de processamento de imagens binarias.
Para uma andlise mais completa do algoritmo neste contexto, comparagGes com outros algoritmos
seriam necessdarias. Porém, por nédo fazer parte dos objetivos da tese, ela nao é considerada neste
trabalho.

Lembramos também que o critério utilizado pelos algoritmos para minimizacao de funcoes Bo-
oleanas € essencialmente algébrico. Na segunda parte dos algoritmos citados, a cobertura minima
é escolhida tomando-se como principais critérios o nimero de intervalos (que é minimizado) e o
tamanho de cada intervalo (que é maximizado). Este critério tem como objetivo minimizar a repre-
sentacdo da funcdo Booleana resultante e encontra motivacdo na area de circuitos logicos digitais,
onde a utilizacdo de um menor numero de portas ldgicas e pinos de entrada é uma preocupacao
constante. Porém, quando analisamos o problema no contexto de aprendizado, outros critérios po-
deriam ser mais interessantes. Por exemplo, os intervalos candidatos a cobertura poderiam ter como
atributo um peso que depende das probabilidades de seus elementos. Assim, uma cobertura 6tima
nio conteria necessariamente um menor numero de intervalos, mas poderia ser calculada dando-se
maior importancia aos intervalos que agrupam objetos semelhantes (geometricamente) ou possuem
elementos com caracteristicas probabilisticas mais interessantes.



Capitulo 5

Projeto Multi-estagio de W-operadores

Um operador pode ser obtido compondo-se operadores mais simples. Por exemplo, um problema de
contagem de objetos em uma imagem ruidosa poderia ser decomposto em quatro subproblemas : fil-
tragem de ruido, realce de arestas, segmentacao dos objetos, e contagem propriamente dita. Cada um
destes subproblemas estd associado a um objetivo especifico. O operador final, que resolve o problema
original, é obtido compondo-se seqiiencialmente os operadores que resolvem os subproblemas.

Para projetar um operador podemos projetar cada um de seus componentes e compo-los de forma
adequada. Esta forma de projeto é denominado projeto multi-estdgio. O projeto de cada um dos
componentes corresponde a um estagio do projeto. Em [144], os autores analisam varias formas de
projeto dois-estagios. O projeto multi-estigio é também abordado no contexto de stack-filters [133].

No projeto multi-estagio, o projeto de um operador pode depender do resultado de um outro ope-
rador, como no exemplo citado acima. A tarefa de estabelecer os objetivos intermediarios adequados
requer conhecimentos especificos. Para evitar esta dificuldade, podemos considerar uma particular
formulagdo na qual todos os objetivos intermediarios coincidem com o objetivo final. Neste caso, o
projeto multi-estagio pode ser visto como uma técnica de refinamento de solugdes na qual o operador
projetado aproxima-se cada vez mais do objetivo. Esta abordagem, restrita ao caso de operadores
crescentes, aparece em [55] com o nome de projeto iterativo.

Conforme veremos na préxima secdo, a composicdo de t operadores que dependem de janelas
Wi, Wa,..., Wy, respectivamente, resulta em um operador que depende da janela W1 EWob. .. EW,.
Portanto, projetar operadores sobre janelas pequenas iterativamente e depois compd6-los é uma técnica
que permite projetar operadores sobre janelas grandes. Esta técnica aproveita o fato de que o projeto
de operadores sobre janelas pequenas é computacional e estatisticamente mais simples do que sobre
uma janela grande.

Neste capitulo, varios aspectos da estratégia de projeto multi-estdgio (no sentido iterado descrito
acima), para operadores néo necessariamente crescentes, sdo analisados sob um ponto de vista prético.

61
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5.1 Consideragoes Iniciais

Seja ¥, : P(E) —» P(E) um W-operador e seja ¥, : P(E) — P(E) um W'—operador com as respectivas
fungdes caracteristicas ¢ e ¢), onde W = {wq,wa,...,w,} e W = {w],ws, ... wl, }. Entao,
z € WY, (S) — (5.1)
(B (8)--NW') =1

= %(lg) z—I—wl) Ly, ()(2 + wh), -, Ly, (5)(2 Fwly) ) = 1

= B (%l +wh +wn),. . Ts(wltw)), o (Is(wh,+w), o Ts (s, +w,)) ) = 1

= 1

O lado direito da expressdo define uma funcao de W & W’ — {0,1} que caracteriza o operador
composicao de ¥, com ¥,. Ele depende de valores de S na soma de Minkowski W& W'. A figura 5.1
mostra os pontos da imagem dos quais depende o resultado da composicao de dois operadores sobre
a janela Wix3, cujo centro coincide com a origem.

) S g
+ + o+
E) ENY
+ + 4+
N N N
I____I___ I
\ | | |
8 e oo+ 11 1 __ Lo
N
T, (S) :_ : : z+wi|z + whlz + wh : : :
I____I___—I___T___\/___—I___T___l____|
\ | | | P | | | \
CLOS) oo N
Figura 5.1: Composicao de operadores.
A composicao de t operadores, ¥, W,,..., U, localmente definidos, respectivamente, sobre as
janelas W;, 1 =1,2,...,t é denotada \Ilt \Il \Il ., ¥ (ou também ¥ = ¥ ¥*1). O operador

Ut ¢ um Wt—operador, onde Wi=W;aW23D... @ W;. Se W, = W para todo i =1,2,...,¢, entdo
Ut ¢ um tW-operador, onde tW é a soma de Minkowski de W por ele mesmo t — 1 vezes.

Nem todos os tW-operadores podem ser expressos como uma composigao de ¢t operadores. Isto
significa que a classe de operadores compostos ¥ é menor que a classe de tW-operadores. Con-

seqiientemente, se \IlpHW denota o tW-operador 6timo e \IIZ‘)pr denota o operador étimo consistindo

da composicao de i W-operadores, vale a relagao

MAE(¥, ) < MAE(W )< MAE(W!"!) <...< MAE(V, ). (5.2)

optiW

Vamos supor que ‘~Il:pr é o operador composto 6timo, para t iteragoes sobre uma janela W’. Note

que \I!i é composto por ¢ operadores, cada qual definidos por 2/W'l pardmetros. Logo, para projetar

pt
T . , A~ . . , P, !
it . (o0 estimador de \Iliw), o ntmero total de parametros que precisam ser estimados é t % 2/W'l. Por
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outro lado, seja ¥ W = tW', o operador (ndo-iterado) étimo sobre W. Neste caso, o nimero

opt,W?

A | | . . . s oW I __
de parametros que precisam ser estimados para estimar ¥ _ .. € 2IWI. Por exemplo, se W' = Wy
e W = Wisys, isto é, t =2 e W = 2W/, entao para projetar um operador de 2 iteracoes sobre W'
precisamos estimar 2 - 27 parametros, enquanto que para projetar um operador sobre W precisamos

estimar 22° parametros.

Conseqiientemente, um operador composto 6timo \Il’;Pt possui menos parametros a serem es-

timados e portanto a sua precisio, E[A(¥! W' )], pode ser muito melhor que a precisio

opf’ opt
E[A(Y ¥ )] de ¥ . Aiteragio ¢ estatisticamente vantajosa se
E[ A(\ilipf ) \Ilim) ] + A(\Ilf,pf ) \I{)pt,w) < E[ A(i{lpt.\V ) \I{)pt,w) ] (5'3)

Se a desigualdade acima é satisfeita, isto significa que projetar operadores sobre uma janela grande
através da composicdo de operadores projetados sobre janelas pequenas resulta em melhores opera-
dores do que projetar um operador diretamente sobre a janela grande.

5.1.1 Detalhes do Projeto

Comentamos anteriormente que, do ponto de vista do usudrio, uma das dificuldades do projeto multi-
estagio seria a especificacdo dos objetivos intermedidrios e, portanto, uma alternativa seria fixar todos
os objetivos intermediarios iguais ao objetivo final. Analisamos aqui estas duas possibilidades sob o
ponto de vista de projeto.

A primeira possibilidade, com objetivos intermediarios distintos, é ilustrada na figura 5.2(a).
Aqui, o objetivo final é a minimizacdo global da diferenca entre W (S) = ¥ (¥, (... (¥, (S))...)) e
I;. Este ndo é necessariamente obtido minimizando-se os erros entre W, (S) e Iy, ¥, (I1) e I2, e assim
por diante. Na pratica, ele depende da minimizagao entre ¥, (S) e Iy, ¥, (¥, (S)) e I3, e assim por
diante. Isto significa que a minimizacdo envolve um processo de otimizacdo global com relacdo ao
espaco de todos os parametros que definem W!. Em outras palavras, os t componentes devem ser
analisados conjuntamente, resultando em um problema combinatério altamente complexo. Em [144],
algoritmos para t = 2, com restri¢oes sobre o tipo de operadores em um dos estagios, foram propostos;
porém eles nao sdo aplicaveis para t > 2.

A segunda possibilidade, na qual todos os objetivos intermediédrios coincidem com o objetivo final,
é ilustrada na figura 5.2(b). Neste caso, a otimizagao é local, isto é, minimizam-se as diferencas entre
Ul(S) e I, U2(S) e I, ¥3(S) e I, e assim por diante. Isto significa que cada um dos componentes
pode ser projetado individualmente: S é utilizada para projetar W, W, (S) para projetar ¥,, W?(S)
para projetar ¥, e assim por diante.

No projeto multi-estagio automatico, cada um dos componentes do operador deve ser projetado
automaticamente. Sob o ponto de vista de projeto, a segunda possibilidade pode ser facilmente
implementada pois cada um dos componentes pode ser individualmente projetado. No caso da
primeira possibilidade, além da dificuldade do ponto de vista de usuéario, existe também a dificuldade
do ponto de vista de projeto.

5.1.2 Detalhes dos Experimentos

O restante deste capitulo analisa vérios aspectos relacionados ao projeto multi-estagio de operadores
(no sentido iterativo). Estas andlises sao efetuadas a partir de observagdes experimentais.
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(b) Objetivos intermedidrios iguais

Figura 5.2: Duas possibilidades para projeto multi-estagio.

O numero de iteracoes t foi definido arbitrariamente para cada experimento assim como as res-
pectivas janelas W,, i = 1,2,3,...,t. Dadas algumas imagens de treinamento (S,1), realizacoes de
um processo (S,I), um primeiro operador ¥, é projetado utilizando-se a janela W; de forma que
¥, (S) seja um estimador de I. Em seguida, um segundo operador ¥, é projetado sobre a janela Wq
de modo que ¥, (¥, (S)) seja um estimador de I. Da mesma forma, um terceiro operador é projetado
de forma que U, (¥, (Y, (S))) seja um estimador de I, e assim por diante. Portanto, para ¢ iteracoes
o processo todo é composto de t estigios de treinamento. Diversas janelas' foram utilizadas nos
experimentos.

Existem algumas possibilidades quanto a questdo de como os dados de treinamento sdo utilizados
neste processo. Uma estratégia simples é a utilizacdo de todo o conjunto de dados de treinamento
em cada um dos estagios de treinamento. Uma outra possibilidade consiste em subdividir o conjunto
de dados de treinamento em ¢ subconjuntos (disjuntos ou néo) e utilizar um para cada estigio de
treinamento. Inicialmente consideramos o uso de todo o conjunto de imagens em cada estagio de
treinamento, e na ultima secao analisamos o caso em que os conjunto de imagens de treinamento sao
subdivididos em subconjuntos.

Para os testes experimentais realizados, utilizamos tanto imagens sintéticas quanto imagens reais.
Cada grupo de imagens foi separado em dois subgrupos: as tmagens de treinamento, utilizadas
para projetar os operadores, e as imagens de validacdo, utilizadas para avaliar o desempenho dos

1 o 4. ~ os
Ver inicio do texto para as notacoes utilizadas.
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operadores projetados. A seguir descrevemos e mostramos partes de algumas destas imagens.

Imagens com ruido sal-e-pimenta : este grupo contém imagens corrompidas por ruido do tipo
sal-e-pimenta (ruidos aditivos e subtrativos pontuais), ambos com 15% de densidade (figura 5.3), isto
é, a probabilidade de que um ponto da imagem tenha sido corrompido é 0.15. Diferentes realizagoes
do mesmo tipo de ruido foram simuladas sobre uma mesma imagem, de tamanho 256 x 256, formando
vérios pares de imagens observadas-ideais (neste caso as imagens ideais sdo sempre as mesmas).

(a) Observada (b) Ideal

Figura 5.3: Imagens com ruido do tipo sal-e-pimenta.

Modelo Booleano [123] e ruido Booleano: este grupo consiste de imagens geradas seguindo-
se o processo descrito a seguir. Primeiramente, alguns pontos na imagem sao sorteados de acordo
com o modelo binomial, com intensidade D = 0.002 sendo a probabilidade de um certo ponto ser
escolhido. A seguir, consideramos um processo de graos primdrios que geram conjuntos aleatérios,
os quais sao colocados sobre os pontos escolhidos. O grao primario considerado aqui é um quadrado
Z x Z,onde Z é uma aproximagao discreta de uma variavel aleatéria Gaussiana com média = 11 e
variancia 02 = 4. Os processos de ruido aditivo e subtrativo sio também processos aleatérios discretos
independentes do processo das imagens. O grao primario do processo de ruido é um subconjunto do
quadrado 3 X 3, com o tamanho de cada grao uniformemente distribuido sobre o intervalo [1,5]. A
intensidade dos ruidos aditivo e subtrativo sdo dados, respectivamente, por D, e D,. A figura 5.1.2
mostra parte de uma realizagao do processo de imagem e parte de trés realizagGes de imagens ruidosas
com diferente intensidade de ruido. O tamanho da imagem é 512 x 512.

Reconhecimento de Caracteres: algumas paginas escolhidas ao acaso de dois livros foram digi-
talizadas a 200dpi (“dots per inch” ou seja, pontos por polegada), e em seguida binarizadas através
de uma simples limiarizacdo. Para cada imagem do primeiro livro, foi gerada uma imagem contendo
somente as letras s minudsculas. Similarmente, para cada imagem do segundo livro foi gerada uma
imagem contendo somente as letras ’a’ mintusculas. Em seguida, todas as imagens foram reduzidas
por um fator de 2, eliminado-se uma a cada duas colunas e uma a cada duas linhas das imagens.
Uma pequena parte de duas destas imagens sao mostradas nas figuras 5.5 e 5.6. Os tamanhos da
imagens reduzidas sao aproximadamente 375 x 310 para o primeiro livro, e 410 x 335 para o segundo.
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(¢) Do = D, = 0.02 (d) D, = D, = 0.06
Figura 5.4: Modelo Booleano.

5.2 Numero Crescente de Iteracoes

Apesar de sabermos que, do ponto de vista teérico, o MAE decresce a medida que o niimero de
iteracoes aumenta (Eq. 5.2), na pratica os operadores sdo projetados a partir de um ntumero finito
de dados e portanto nao se pode afirmar o mesmo em relacdo aos operadores estimados. Nesta secdo
analisamos experimentalmente como os operadores estimados se comportam em termos de erro, para
um numero fixo de dados de treinamento e para uma janela fixa, a medida que o ntimero de iteracoes
aumenta.

A figura 5.7 mostra 4 graficos de erro MAE. Cada grafico mostra a variacdo do erro MAE a
medida que o nimero de iteracoes aumenta. O erro das imagens originais nao € ilustrado nos gréficos
e, portanto, ndo podemos ver a diminui¢ao de erro devido ao primeiro operador. Em geral, a reducao
de erro devido ao primeiro operador ¢ significativo, muito mais do que a reducao devida aos operadores
subseqiientes.

Podemos observar, na maioria do gréaficos, que existe uma redugio visivel do erro nas primeiras
trés ou quatro iteragdes e que, a partir desse ponto, a redugéo de erro torna-se desprezivel (as curvas
tornam-se quase horizontais). Em geral, o ponto no qual a curva comeca a tornar-se horizontal pode
estar indicando que iteracdes adicionais nio serfo uteis para reduzir o erro. Este ponto pode ser
interpretado como o nimero de iteragoes a ser considerado para o problema especifico em questéo.

No segundo grafico podemos observar um ligeiro aumento de erro da segunda para a terceira



5.3 Nimero Crescente de Dados de Treinamento 67

ve 0 extrovertdo com
aclive” e o imivovertd
less ackve™.  Armhbaos 58 5
por isfo allerem seu t 58 E
wer, o mobivo da atic
teristiva priveipad, € 5

cundéria reprosenta, [ 5

(a) Observada (b) Ideal
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Figura 5.6: Reconhecimento de letra a (livro 2).

iteracdo. Observamos também casos nos quais as curvas apresentam pequenas oscilacoes. Estes
comportamentos ocorrem pois os operadores sdo estimados a partir de dados. Além disso, quando
as iteracOes s@o sobre janelas grandes, as curvas sdo quase horizontais mesmo nas primeiras ite-
ragoes. Isto significa que praticamente ndo ha redugdo de erro da primeira iteracdo para as iteragoes
subseqlientes. Este caso serd retomado mais adiante.

5.3 Numero Crescente de Dados de Treinamento

Fixada uma janela, sabemos que os operadores projetados a partir de uma quantidade maior de dados
de treinamento sdo mais precisos que os operadores projetados a partir de uma pequena quantidade
de dados de treinamento.

Nesta secao analisamos o que acontece com a curva de erro ao longo das iteracdes se variamos a
quantidade de dados de treinamento. Cada um dos graficos das figuras. 5.8 e 5.9 mostra as curvas de
erro para diferentes quantidades de exemplos de treinamento. Os rétulos que acompanham as curvas
indicam o numero de pares de imagens utilizados no treinamento.

Em geral, o aumento de exemplos de treinamento implica em aumento da precisdo do operador
projetado, de forma consistente para todas as iteraces. Esta relacdo é bastante ébvia enquanto a
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Figura 5.7: Evolucdo das curvas de erro ao longo das iteragoes. Janela de iteracao
e quantidade de imagens de treinamento fixas ao longo das iteragoes.

quantidade de dados de treinamento é relativamente pequena. Por exemplo, no grafico da figura 5.8b,
a diferenca de erro entre as duas curvas de cima (operadores projetados com um e dois pares de
imagens de treinamento, respectivamente) é bastante significativa. No entanto, a diferenga de erro
entre as duas curvas de baixo (operadores projetados com 12 e 18 pares de imagens de treinamento,
respectivamente) é bem pequena. A medida que a quantidade de dados de treinamento aumenta,
as curvas tendem a convergir para a curva 6tima. Conseqiientemente, a convergéncia pode estar
indicando que o operador projetado ja estd proximo do operador 6timo para aquela janela. Observe
que esta convergéncia ndo é aparente para janelas grandes, pois nesses casos o numero de dados de
treinamento necessarios para projetar operadores precisos é, em geral, bem grande.
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Figura 5.8: Evolucdo das curvas de erro ao longo das iteragOes, para diferentes

quantidades de exemplos de treinamento (modelo Booleano — D, = 0.02, D, =
0.02).

5.4 Iteracoes sobre Diferentes Janelas

Sabe-se que projetar operadores sobre janelas pequenas é muito mais simples tanto estatistica quanto
computacionalmente do que para janelas grandes. Nesta secdo comparamos operadores iterados sobre
diversas janelas, com especial atencio ao efeito devido a quantidade de exemplos disponiveis.

Primeiramente analisamos os casos que podem ocorrer quando comparamos iteragoes sobre uma
janela W' e iteracdes sobre a janela W = W' & W',
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Figura 5.9: Evolucdo das curvas de erro ao longo das iteragOes, para diferentes
quantidades de exemplos de treinamento (reconhecimento de letra s).

Caso a

Consideramos aqui as imagens com ruido do tipo sal-e-pimenta. A figura 5.10 ilustra o desempenho de
operadores iterados sobre W5 contra aqueles iterados sobre a janela Wi3, para diferentes quantidades
de exemplos de treinamento. Note que a medida que o nimero de exemplos de treinamento aumenta,
as iteragGes sobre ambas as janelas convergem para um mesmo erro. Esta convergéncia pode ser um
indicador de que a quantidade de dados de treinamento ja é estatisticamente suficiente para ambas as
janelas e que dados de treinamento adicionais irdo melhorar a precisdo do operador apenas por uma
fracdo que pode ser desprezivel. Neste caso, notamos que o operador iterado sobre a janela menor
possui uma precisao similar, apenas um pouco inferior, ao operador iterado sobre a janela maior,
independente da quantidade de exemplos utilizada.

A figura 5.11 mostra os resultados de quatro iteracoes sobre a janela cruz, enquanto a Fig. 5.12
mostra os resultados de duas iteragoes sobre a janela W13, ambos a partir de trés pares de imagens
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Figura 5.10: Filtragem de ruido sal-e-pimenta : iteracoes sobre Wy X iteragoes

sobre Wi3.

apds uma iteracao sobre a janela W13, conforme mostram os graficos anteriores.

Caso b

Consideramos agora o modelo Booleano descrito anteriormente. A figura 5.13 mostra o desempenho
dos operadores iterados sobre a janela Wsx3 contra os iterados sobre a janela Wgy5, para diferente
quantidade de exemplos de treinamento. Para uma pequena quantidade de exemplos de treinamen-
to, os operadores projetados sobre a janela pequena superam em precisao aqueles projetados sobre
a janela maior para a mesma quantidade de exemplos. No entanto, com o aumento de exemplos de
treinamento, operadores projetados sobre a janela maior apresentam aumento significativo de pre-
cisdo, enquanto aqueles projetados sobre a janela pequena apresentam apenas um pequeno aumento.
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(a) Iteracao 1 (b) Iteracao 2 (c) Iteracao 3 (d) Iteracao 4

Figura 5.11: Resultados de 1 a 4-iteragdes (janela Wi).

(a) Iteracao 1 (b) Tteracao 2

Figura 5.12: Resultados de 1 e 2-iteracdes (janela Wig3).

Com isso, para uma quantidade grande de exemplos de treinamento, os operadores iterados sobre a
janela maior apresentam desempenho superior aos iterados sobre a janela menor.

Caso ¢

Neste caso, consideramos o problema de reconhecimento de caracteres. A figura 5.14 mostra o
desempenho de operadores iterados sobre a janela W33 contra o desempenho dos operadores iterados
sobre a janela Wrxys, para diferente quantidade de exemplos de treinamento. Iteracdes sobre a janela
pequena produzem operadores com desempenho muito fraco em relacdo aos operadores iterados sobre
a janela maior, mesmo para quantidades pequenas de exemplos de treinamento. Conjeturamos que
este desempenho pobre do operador sobre a janela menor é conseqiiéncia da inabilidade do operador,
em qualquer estigio de iteragdo, de capturar as caracteristicas das formas (importantes nas letras),
devido ao tamanho reduzido da janela.
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5.4.1 Exemplos

Suponha que o tamanho maximo da janela esta estabelecido e, portanto, qualquer operador projetado
nao deve depender de janela maior que a fixada. Esta é uma hipdtese razoavel pois, na pratica, a im-
plementagao de operadores pode estar sujeito a varias limitagoes, tais como a velocidade de aplicacao
dos mesmos e, principalmente, a quantidade de portas légicas (ou circuitos) para a implementagéo
de hardware dedicado, como o caso de impressoras. Desta forma, iteragao sobre janelas pequenas e
numeros menores de iteracdes tornam-se caracteristicas desejaveis. Portanto, gostariamos de saber
qual é o melhor operador multi-estagio que pode ser projetado a partir de um conjunto de exemplos
disponiveis e que cuja janela nao ultrapassa o tamanho maximo estabelecido.

Aqui investigamos, experimentalmente, o comportamento de varios operadores iterados, sobre
diferentes janelas e diferentes quantidades de exemplos de treinamento. A janela maxima é fixada
como sendo um multiplo da janela W3x3, e consideramos a tabela de equivaléncia 5.1 para efeitos de

comparacao.
2VV3><3 lvv5><5
3VVI5><3 1VV7><7
4Ws3y3 | 2Wius 1 Wy
5 Wsxs
6W3><3 3VVS><5 2VV7><7 1VV13><13
TWsxs
8Wisyxs | 4Wsxs 2 Wyxog
IW33 3Wryxr
10W3><3 5VV5><5
11 W33
12VV3><3 6VVS><5 4VV7><7 3W9><9 2VV13><13

Tabela 5.1: Iteragoes equivalentes

Por exemplo, a quinta linha da tabela indica que 6 iteracGes sobre a janela W33 sdo equivalentes
a 3 iteracOes sobre a janela Wsyxs5; o qual, por sua vez, é equivalente a 2 iteragOes sobre a janela
W7, que é equivalente a 1 iteracdo sobre a janela Wigx13. Se a janela méxima é Wi3x13, qual das
possibilidades resulta no melhor operador ?

A figura 5.15 mostra o desempenho de operadores iterados sobre diferentes janelas (seguindo a
tabela 5.1), para diferentes quantidades de exemplos de treinamento, para o problema de reconheci-
mento de letra “s”. Omitimos a curva para a janela W3x3 pois o erro é muito maior comparado ao
das demais janelas, prejudicando a visualizagdo da curvas.

A figura 5.16 mostra uma pequena parte de uma imagem de teste e os resultados obtidos
aplicando-se os operadores de 1 e 2 iteracoes sobre a janela Wy 7.

A figura 5.17 mostra os desempenho dos operadores iterados sobre diferentes janelas, para dife-
rentes quantidades de imagens de treinamento, para o modelo de ruido Booleano.

A figura 5.18 mostra uma pequena parte de uma imagem de teste e os resultados obtidos
aplicando-se os operadores de 1 a 6 iteragoes, treinados a partir de 6 pares de imagens sobre uma
janela Wgys5, para o modelo D, = 0.06, D, = 0.06.
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Figura 5.16: Resultados para reconhecimento de caractere “s”.

sobre a janela W77, usando 6 pares de imagens de treinamento.

Duas iteragoes



5.4 Iteracoes

sobre Diferentes Janelas

77

6 training images

12 training images

0.016 T T 0.016 . . .
3x3 —— 33 ——
BX5 —-x--- 5X5 —-x---
TXT e X7 e
0.014 4 0.014 i
0.012 | 4 0.012 | 4
w 0.01 - - w 0.01 4
S <
= =
*-.
0.008 |- 4 0.008 |- 4
* .
0.006 Bl 0.006 * * 4
-
0.004 |- i 0.004 | T i
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 10 12 0 2 4 10 12

Figura 5.17

6 8
Iterations on 3x3 window

(a)

6 8
Iterations on 3x3 window

(b)

: Diferentes janelas de itera¢io — modelo Booleano (D, = D, = 0.02).

L

"‘ii-*::

s
M

T

(a) Teste

(b) Iteracao 1

(c) Tteracao 2

(d) Iteracao 3

L
-

s

&
i .‘;
‘i

s

. .I,.j'_u".. .
i ";. . i
Y

(e) Iteracao 4

(f) Tteracao 5

(g) Tteracao 6

Figura 5.18: Modelo Booleano (D, = 0.06, D, = 0.06). Imagem de teste e
resultados de 1 a 6 iteracdes.
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5.5 Diferentes Formas de Treinamento

O erro dos operadores projetados sobre janelas grandes em relacao as imagens de treinamento é, em
geral, muito préximo de zero (veja a Fig. 5.19). Em outras palavras, para uma dada imagem de
treinamento S, ¥(S) é muito préxima da respectiva imagem ideal I. Portanto, o segundo operador
Wy projetado a partir dos pares (W1(S),I) e os operadores das iteracoes subseqiientes pouco ou nada
precisam fazer para melhorar ¥(S). Entretanto, quando estes operadores sdo aplicados sobre as
imagens que nao foram utilizadas para o treinamento, eles podem apresentar um desempenho bem
diferente. O operador Wy provavelmente nao produzird erro tao préximo de zero e os operadores
subseqlientes nao serdo, por sua vez, capazes de corrigir os erros deixados por ¥, uma vez que eles
néao foram treinados para isso. Esta é uma das razoes que explicam porqué os operadores projetados
sobre janelas grandes possuem curvas de erro quase horizontais, ou as vezes até crescentes.
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Figura 5.19: Erro sobre imagens de teste e de treinamento.

5.5.1 Subdividindo os Dados de Treinamento

O efeito descrito acima pode ser atenuado usando-se imagens de treinamento adicionais de um estagio
de iterag@o para os subseqiientes. Entretanto, como o ntimero de imagens de treinamento disponivel
é limitado em geral, este aumento de dados de uma iteragdo para outra nao pode ser arbitraria. Aqui
consideramos a seguinte estratégia : em vez de utilizarmos todas as /N imagens para o treinamento,
utilizamos ciclicamente um subconjunto de M (M < N) imagens em cada iteragdo. Fazendo isso,
algumas imagens que nao foram utilizadas em uma iteracdo serao utilizadas na iteragdo subseqiiente.
Por exemplo, se consideramos N = 10 e M = 6, entdo na primeira iteracdo as imagens a serem
utilizadas sdo {1,2,3,4,5,6}, na segunda iteracdo serdo utilizadas as imagens {7,8,9,10,1,2}, na
terceira as imagens {3,4,5,6,7,8}, e assim por diante. Se N = 10 e M = 8, entdo na primeira
iteragao serdo utilizadas as imagens {1,2,3,4,5,6,7,8}, na segunda as imagens {9,10,1,2,3,4,5,6},
e assim por diante. KEm outras palavras, as imagens sdo numeradas de 1 a N e sdo utilizadas
ciclicamente.

As figuras de 5.20 a 5.24 mostram o desempenho dos operadores treinados para N = 4, N = 6,



5.5 Diferentes Formas de Treinamento 79

N =11, N =15 e N = 20, respectivamente, sobre as imagens de teste, com M variando de (N+1)/2
a N. O eixo das abscissas indica o valor de M e os rétulos das curvas indicam o estdgio de iteragao.
Nas primeiras iteracoes, quanto maior o valor de M, menor o erro MAE. No entanto, nas ultimas
iteracdes, o MAE é minimo para M menor que N (isto é, para casos em que um subconjunto das
imagens de treinamento foi utilizado em cada estagio de treinamento em vez do conjunto todo). Logo,
o uso de todas as imagens de treinamento em todas os estdgios de treinamento pode nao resultar,
necessariamente, no melhor operador multi-estigio (em termos estatisticos).
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Figura 5.20: Desempenho sobre as imagens de teste (N = 4).
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Figura 5.21: Desempenho sobre as imagens de teste (N = 6).
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Figura 5.22: Desempenho sobre as imagens de teste (N = 11).
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Figura 5.23: Desempenho sobre as imagens de teste (N = 15).
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Figura 5.24: Desempenho sobre as imagens de teste (N = 20).

Por que subdividir os dados de treinamento pode ser vantajoso ?

Alguns dos resultados experimentais indicam que, para janelas grandes, operadores obtidos
utilizando-se parte dos dados de treinamento em cada estigio de treinamento resulta em opera-
dores com melhor desempenho do que aqueles obtidos utilizando-se todos os dados de treinamento.
A seguir analisamos este fenomeno para entender porqué ele acontece. Para evitar notacoes compli-
cadas, restringimo-nos ao caso de dois estagios de iteracdo, cuja andlise pode ser estendida para um
numero de iterages quaisquer.

Seja T uma colecdo de dados de treinamento, isto é, 7 = {(S1,11), (S2,12),...,(Sn,In)}, N > 0.
No caso em que todos os exemplos de treinamento sdo utilizados em ambos os estagios de treinamento,
o operador da primeira iteracao ¥, .. é estimado a partir de 7 e o operador da segunda iteragao W, .- é

estimado a partir de {(\ill‘T(Sl), 1), (\i'l,’T(S(Z)? I),..., (‘i’l,T(SN), In)}. Podemos escrever o erro MAE
de lillj da seguinte forma :

MAE(Y, ) = MAEQY, ;% ) + A, 0,0, ). (5.4)

1,70 X2, T *1,T

No caso em que apenas parte dos exemplos de treinamento é utilizado em cada estagio de treina-
mento, seja 73 C T o conjunto de exemplos utilizados para projetar o operador de primeira iteracio

v,

1,71
v, . Neste caso, ¥, ;. ¢é estimado a partir de (S;,1;) € 71 e ¥, ;. ¢ estimado a partir de (¥, ;. (S;),Li)
onde (S;,1;) € To. Em geral, temos que

MAE(Y, ) > MAE(Y, ) (5.5)

e seja To C T o conjunto de exemplos utilizados para projetar o operador de segunda iteracao

pois 71 C T. Podemos escrever,

MAE(Y, ) = MAE(Y, ) + A(Y, 0, ) (5.6)

1,730 “1,T

Além disso,

MAE(Y, )= MAE(Y, ¥ )+ A, 8, ¥ ) (5.7)

2,73 71,7y
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Das equacéGes 5.6 e 5.7 obtemos
MAE< > +A( 1,7 a‘ij ) = MAE<¢'2,TZ\1}1,71> +A(\II1,717\I"2,72‘I'1,71) (5'8)

Substituindo MAE{\ilLH pela equacao 5.4, obtemos

MAB, 0, )+ A 0 )+ A, 0 ) = MAB, 0 )+ A, 8, 8 ) (5.9)
MAE< 2 T‘Il1 ) MAE( 2, 72\1’1 T1> = A(\iﬂ.ﬁ ) \112772 A1 7’1) —A( A1,Ta \ilz,T‘ill,T) A(\111,7’1 ) \111,7) (5.10)

Logo,

MAE(, ¥, )~ MAE(Y, ¥ ) >0

2,7 71, T

A(

1,77 72,75 71,71

) > A, U+ AT ).

Em outras palavras, a subdivisdo de dados pode ser vantajosa (MAE(\i'2 \i' ) < MAE(Y, @ )

2.7 1T
se, e somente se, a melhora obtida pelo operador de segunda iteragéo (A(\Ill e ¥, ‘Il 7, ) for maior
que a soma da melhora devida ao segundo operador (no caso em que se usa todos os exemplos de trei-
namento, A(¥, e, ¥, T\Ill 7)) mais 0 aumento de erro de 0, 7, em relagdo ao erro de \Il (A(\I'l 7% 7))

devido ao fato de utilizar menos exemplos na primeira iteragao.

Analisamos agora em quais situacdes a condicdo acima pode ocorrer. Seja mg = M (n,d) o maior
numero de exemplos de treinamento para o qual o erro de treinamento de \iﬁ,fr ¢ menor que 4. Para
um valor de § fixo, M(n,d) é uma funcdo de n, crescente em n. Logo, para n grande, é possivel
termos um valor relativamente grande para m e ainda assim termos erro de treinamento menor que
8. Se 6 é bem pequeno, entdo \Il‘ (S;) é bem préximo de I; e portanto \Il t (¢ é o operador
identidade). Neste caso, '

MAE(Y, ¥, ) =~ MAE(Y, ) (5.11)

e portanto A(\I'l T,III \I' ) = 0. Relativo ao segundo caso, o erro de treinamento de \111.71 sobre

71 é menor que §, mas sobre T pode ser significativamente maior que §. Logo, \112% pode ser bem
diferente do operador identidade e em conseqiiéncia A(\i! \il \i' . ) pode ser significativo. Se
\ \Il \Il n) > A(\I! U W )+

tivermos A(, - AP A g

A

1,71’

e ) também pequeno, entdo podemos ter A(

\Ifl +), que é a situagdo na qual subdividir os exemplos de tlemamento é vantajoso.

5.5.2 Variando as Janelas de um Estagio para Outro

Até agora consideramos e analisamos casos nos quais os operadores em todos os estagios foram pro-
jetados sobre uma mesma janela. Porém, os operadores multi-estagio nao precisam necessariamente
ter todos os componentes projetados sobre uma mesma janela.

De fato, observamos experimentalmente casos nos quais a utilizacdo de janelas diferentes de uma
iteracao para outra produz melhores resultados em comparagdo ao uso de uma unica janela. A
figura 5.25(a) mostra a curva de erro para 3 iterac¢oes sobre uma janela Wry7, contra a curva de erro
do operador iterado sobre a seqiiéncia de janelas Wyy7, Wsx5 € W3x3. Note que Wyyr @ Wryr =
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W77 @ Wsxs @ Wix3. Portanto, tanto o operador de dois estagios sobre a janela Wr7x7, quanto
o operador de trés estagios sobre as janelas Wrx7, Wsxs € W3x3, respectivamente, sao operadores
definidos sobre a janela Wyy 7 & Wry 7.

Different ways of combine windows Different ways of combine windows
0.0021 T T 0.04 T T T

T T
7X7-5x5-3x3 —+— 5X5-5x5 —+—
TXT-TXT-TXT —----- 5x5-21pt --x---

0.00205 —
0.035 - B

0.002 -

0.00195 -

MAE

0.0019 % 0.025
=

0.00185 |- "
0.02 |- “x 4

0.0018

0.015 - —

0.00175 |-

0.0017 L L L L 0.01 L L L L L
0

4 6 15
Iterations on 3x3 window Iterations

(a) Reconhecimento de letra s (livro 1) (b) Ruido Booleano
Figura 5.25: Diferentes janelas de uma iteracao para outra.

A figura 5.25(b) mostra a curva de erro do operador de 2 iteragbes sobre a janela Wgy5, contra a
curva de erro do operador de dois estagios, sobre as janelas Wgy5 € Way pontos (a janela Wgy5 sem
os quatro pontos dos cantos), respectivamente. Mesmo que Wgx5 ® W55 D Wsxs ® Waq, 0 segundo
operador apresenta desempenho superior ao primeiro.

Para concluir esta secdo, vamos relembrar a questdo da escolha da janela no caso de projeto
simples (de um estdgio). Vamos supor trés janelas Wi, Wa e W3 tais que W1 C Wy C W3. Sejam

Uoiowys Uoiw, € Wi, 0s operadores otimos nos espagos ¥, , W, e W, , respectivamente. Suponha
que existe um conjunto de dados de treinamento e trés operadores estatisticamente étimos, \i{)ptﬁwl,
\i{jpth e \i{)ptw3, sao projetados a partir destes exemplos.

E possivel escolher as janelas de tal forma que tenhamos MAE(\i{)wW2> < MAE(@{,MW}
e MAE(Y ) < MAE(Y . ). No primeiro caso, MAE(Y . ) — MAE(¥ ) >
A(\i{th,\’\727W()pc,\’V2) — A(\i{th,VVl"Popt,VVl)’ isto é, o erro do operador étimo em W; é muito maior do

que o erro do operador étimo em Ws; o que acaba sendo decisivo para que o primeiro tenha
desempenho inferior, mesmo que o erro de estimagao no segundo seja maior. No segundo caso,
AW \j ) — AU v ) > MAE<II{WW2> - MAE(\I{)NIWJ, isto é, o erro de estimacao

opt W3 ? “opt W3 opt,Wo ? “opt,Wo

do terceiro operador é tao grande que a diferenca de erro entre os 6timos ¥ _ .. e ¥ . tem pouca
5 pt.Wo opt, W3
importancia na pratica. Este raciocinio mostra que, para um dado ntmero fixo de exemplos de

treinamento, existe uma janela que produz o melhor operador estimado.

No caso de operadores multi-estagio iterados, existe uma janela étima para o operador ¥; da
primeira iteracio em relagdo as imagens de treinamento (S,I). Uma vez que as imagens iniciais s&o
processadas, as imagens (¥, (S),I), que serdo utilizadas para projetar o segundo operador, formam
um outro par de processos aleatérios e, portanto, é natural que a janela 6tima para este processo nao
seja necessariamente a mesma da primeira iteracdao. Portanto, saber selecionar uma janela étima para
a quantidade de dados de treinamento disponivel é uma questao-chave para o problema de projeto
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de operadores em geral.

5.6 Analise e Comentarios

Conforme resultados ja conhecidos e reforcados pelos experimentos realizados, a escolha de uma
janela sobre a qual um operador sera projetado ndo é trivial. No caso de projeto iterativo de
operadores, ndo se pode dizer que a iteracao sobre uma janela menor é sempre melhor, ou pior, do
que a iteragdo sobre uma janela maior, pois os resultados dependem da quantidade de exemplos
de treinamento disponiveis e também das imagens consideradas. Os experimentos apontam que os
melhores resultados sao obtidos escolhendo-se uma janela adequada para cada estiagio de iteragao.

Um outro aspecto que devemos considerar quando projetamos operadores multi-estagio é o custo
associado & implementacdo do operador projetado. Como ja vimos, o operador multi-estagio é um
operador que consiste da composicido de varios operadores. Na pratica, um bom desempenho é o
principal critério na escolha de um operador. Porém o custo de implementacdo pode ser um fator
decisivo. Por exemplo, o caso (a) analisado na se¢do 5.4 mostra que duas iteragdes sobre uma janela
menor resultam em um operador cujo desempenho é similar ao do operador projetado diretamente
sobre a janela maior. Sabe-se que em implementacdes convencionais, o tempo gasto por dois W-
operadores é menor que o tempo gasto pelo W & W-operador correspondendo a composicao dos dois
operadores.

No mesmo contexto, podemos considerar também o ntmero de iteragoes a serem efetivamente
consideradas. Em geral, M AE(¥%) > M AE(¥'+1). No entanto, se A(¥?, ¥t1) ¢ pequeno, pode ser
vantajoso escolhermos W a W'+l para a implementacio, pois o primeiro é um operador sobre uma
janela menor e, portanto, seu custo de implementacao é menor.

O estudo realizado neste capitulo é essencialmente sobre projeto multi-estagio de operadores com
caracteristicas seqlienciais, isto é, projeto multi-estagio nos quais o projeto de cada um dos operadores
projetados depende dos resultados do operador projetado no estdgio anterior. No entanto, projeto
multi-estdgio de operadores com caracteristicas paralelas, bem como combinacgoes de ambos, também
sdo possiveis. Por exemplo, a decomposicdo de um operador como a unifo entre um operador anti-
extensivo e um anti-extensivo complementar permite que o operador possa ser obtido projetando-se
seu componente anti-extensivo e seu componente anti-extensivo complementar.



Capitulo 6

O Uso de Operadores Projetados a
Priori

Neste capitulo estamos interessados em saber se um operador projetado heuristicamente ou automa-
ticamente pode ser utilizado para projetar operadores mais precisos.

No capitulo anterior vimos uma técnica iterativa de projeto. Cada iteracdo produz operadores
que, compostos com os operadores das iteracdes anteriores, resultam em um operador mais preciso.
Logo, um operador que tenha sido projetado, heuristica ou automaticamente, pode ser utilizado como
o operador da primeira iteragao e operadores mais precisos podem ser obtidos a partir dele.

Neste capitulo estudamos uma outra técnica para melhorar a precisdo de um dado operador a
partir de exemplos adicionais de treinamento. A técnica proposta é baseada em chaveamentos, isto
é, o valor do operador dado é alterado em alguns pontos de forma que o operador resultante seja
mais preciso. Uma das motivagdes para este estudo é a possibilidade de termos uma representagio
mais compacta do operador projetado.

6.1 Descricao da Técnica Proposta

Seja ¥ um W-operador projetado (heuristica ou automaticamente) para resolver um dado problema.

Podemos expressar a diferenca entre ¥, e o W-operador 6timo ¥ _ .. através da diferenca simétrica
S[¥,, ¥ . ] (veja definicdo 3.2). Este pode ser expresso por S[¥,, ¥ ]= 5" UST, onde

ST ={XeP(W):4(X)=Te g, (X)=0}

ST={XePW):¢(X)=0e Yoo (X) = 1}

e onde ¥, e 1 ... sdo, respectivamente, as fungoes caracteristicas de ¥ e ¥ . O conjunto S~
optW ’ ? 5 o opt,W
corresponde aos elementos que precisam ser retirados do ntcleo de ¥, enquanto St sdo os que

precisam ser acrescidos, para se obter ¥ a partir de ¥ .

opt,W
O operador que resulta ao chavearmos o valor de ¢, nos elementos em S[¥,, ¥ _ .| é o préprio

operador ¥ Mais precisamente, sejam ¥~ e W' dois W-operadores definidos respectivamente

opt,W*

85
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pelas fungoes caracteristicas

_ 1, se X€ S~
¢(X)_{0, se X&Z€ 8™
e
1, se Xe St
+ _ b
¢(X)_{O, se X g ST
Entao,
\I{)pt,VV = (\I{) - \Il_) \/ ‘Il+ (61)

onde @ — V¥ =0 Apv¥.

Conseqiientemente, um operador 6timo pode ser projetado a partir de ¥ projetando-se os dois
componentes, ¥~ e U+, O operador ¥ serd denominado um operador a priori. Um caso particular
deste, onde ¥ = ¢, foi proposto em [54], sob o nome de “differencing filters”. A generalizacdo proposta
aqui aparece também em [50, 14, 51].

Na prética, porém, a funcao 1 ,, nao é conhecida e, portanto também ndo sao conhecidos os

conjuntos S~ e S*. Para utilizar a equacdo 6.1 podemos estimar os conjuntos S~ e ST a partir de
exemplos de treinamento, da seguinte forma :

St={XeP(W):¢(X)=0e P(1|X) > 0.5}

ST={XePW):¢(X)=1e P(1|X) <0.5}.

Estes conjuntos estimados podem ser utilizados para gerar os estimadores 1~ e ¥t de ¢~ e ¢,
respectivamente. Podemos, entao, escrever o estimador ¢ ,, de ¢, :

%pt}’v = (wo - 12’7) U ¢+ . (6.2)

Neste caso, para os pontos X ndo observados na amostra de treinamento, xéphw (X) =4, (X).

6.2 Confianca sobre um Operador a Priori

Na construcdo apresentada acima, diferentes operadores podem ser utilizados como o operador a
priori. Se um operador a priori estd proximo do operador ideal, entdo nao é desejavel que pequenos
erros sejam permitidos com freqiiéncia na construcdo dos conjuntos ST e S~. Para possibilitar
algum tipo de controle sobre o operador a priori, introduzimos um fator de confianca 0 < 0 < 0.5 e
redefinimos S~ e St da seguinte forma :

St={XeP(W):¢4,(X)=0e P(1|X) > 05+0}

ST={XeP(W):¢(X)=1e P(1]X) < 05— 0}

Quanto maior o valor de ©, maior a resisténcia de ) no sentido de que uma forte evidéncia ao
contrario serd necessaria para que o valor de ) seja alterado. Por outro lado, se ® = 0, temos entao
a formulacao apresentada anteriormente, e o valor de 3 é modificado perante qualquer evidéncia
minima.



6.3 Procedimento Pratico 87

Para que o modelo permita alguma flexibilidade (i.e., permita independentes valores de ©® para
diferentes X), definimos Ox = 6x/Nx, onde 6x > 0 é um valor que define o fator de confianca
associado a X e Nx é o numero de vezes que o padrao X foi observado na amostra de treinamento.
Para que ©x nao seja maior que 0.5 convencionamos :

o 0.5, se j’v—*; > 0.5,
X = . [
g,—{*(, caso contrario.

A seguinte tabela ilustra o valor de Ox para diferentes valores de 8x e Nx. A primeira linha contém
os diferentes valores 8x e a primeira coluna diferentes valores Nx.

Valor de 6x

0.1 1 10 50 100

1 0.1 0.5 0.5 0.5 0.5

10 0.01 0.1 0.5 0.5 0.5

Num. 25 0.004 0.04 0.4 0.5 0.5

Observ. 50 0.002 0.02 0.2 0.5 0.5

(Nx) 100 0.001 0.01 0.1 0.5 0.5

500 0.0002 0.002 0.02 0.1 0.2

1000 0.0001 0.001 0.01 0.05 0.1

Usando estas notagoes, temos :
St={XeP(W):¢,(X)=0e P(1]X) > 0.5+ Ox} (6.3)
e

ST={XePW):¢(X)=1e P(1|X) < 0.5 — Ox} (6.4)

Diferentes valores de 0x possibilitam diferentes graus de confianca : quanto maior for 8x, maior
serd a confianca, isto é maior serd a evidéncia necessaria para que o valor de ¢, seja alterado. A
formulagdo acima leva em consideracdo o nimero de vezes que cada elemento é observado, isto é, se
X é observado 1000 vezes, é muito provavel que a estimativa ]5(1|X) seja mais proximo da verdadeira

do que a de um outro elemento Y observado apenas 10 vezes.

6.3 Procedimento Pratico

6.3.1 Escolha de uma Janela

Até agora consideramos apenas as situagdes nas quais, tanto o operador que queremos projetar como
o operador 1), sdo operadores que dependem de uma mesma janela. O que acontece quando a
janela associada a eles é diferente, i.e., quando a janela W utilizada no processo difere da janela W,
(possivelmente desconhecida) associada ao operador ¥ ?
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a) W, CW

Neste caso ¥ é também um W-operador e Lw(¥) = {X € P(W) : 4, (X N'W,) = 1}. Logo, os
conjuntos S~ e ST estao bem definidos.

b) WC W,

Neste caso o operador ¥, que depende de uma janela W,, serd aproximado a um operador ¥ .
que depende de uma janela W menor que W,. O operador ¥, pode ser melhorado desta forma se, e
s6 se, o desempenho de W, é pior que o de W . (i.e., se MAE(¥) > MAE(Y_ )). Isto signiﬁca
que esta técnica sé deve ser aplicada sobre operadores a priori que dependem de janela muito grande
se o0 seu desempenho nao é bom. Além disso, janelas W muito menores que aquelas associadas ao

operador ¥ nao devem ser utilizadas para tentd-lo melhorar, pois nesses casos dificilmente teremos
uma situacao na qual MAE(¥) > MAE(¥

opt,W >

6.3.2 Algoritmo

Descrevemos a seguir um procedimento pratico para implementar o operador conforme a construcao
apresentada. Seja 71 = {(S;,1;) : i € I} um conjunto de pares de imagens de treinamento e seja X a
cole¢ao de todos os exemplos distintos de P(W) coletados a partir das imagens S;. Para todo X € X:

0, se P(1]X) < 0.5 —Ox
, se P(1|X) > 0.5 + Ox
2, caso contrario

class(X) =

—

onde P(1|X) é estimado a partir de 77.

Os elementos X tais que class(X) = 0 ou class(X) = 1 sdo os que satisfazem o fator de confianca
fx. Portanto,
t={XeX ¢ (X)=0eclass(X) =1}

T={XeX :¢(X)=1c¢eclass(X) =0}

Nem sempre a fun¢ao caracteristica ¢ de ¥ ¢é dada. Para calcular St e 87, precisamos saber o
valor de ¢, para todos os padrdes X € X. O que podemos fazer é estimd-lo a partir de um conjunto
de pares de imagens 7o = {(S;, ¥ (S;)) : ¢ € [}. Para todo X € &,

1, se P(1]X) > 0.5,

% (X) = { 0, se P(11X) <05

onde P(1[X) é estimado a partir de 7. Se W, C W entao P([X) =0ou P(1|X) = 1; caso contrario,
(1|X) € [0,1]. Os conjuntos St e S~ podem ser estimados a partir de class e 7,0 da seguinte forma:

Para cada X € X,
se class(X)=0e 1/30(X) = 1 entdo coloque X em S~
se class(X) =1 e ¢ (X) = 0 entdo coloque X em S+.
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Nos casos em que W, C W, a colegdo X de exemplos que precisam ser examinados pode ser restrito
aqueles observados nos pontos da diferenga simétrica ¥ (S;) AT;.

6.4 Resultados Experimentais

Exemplo 6.1 A técnica proposta foi utilizada para a extracdo das bordas externas de caracteres

com rutdos pontuais,

como a mostrada na figura 6.1.

Foram utilizados dois operadores a priori:

C)f&?@@é’f@?’ﬁf

fﬁ%(lf@f”@.@@.@

GY&TQ/@’W%Q’JZ

' wéad.@fyﬁ |
/}%lﬂ&ﬂapgw-.}_-ﬁ

s 15 w v @ . v y a

ST B CD EGF Y G
G BB oA O PER
&S T Y G G L Y E

@ @ d @) g b o

S GG o @@ @

s bw o @z g s

(a) Observada

(b) Ideal

Figura 6.1: Imagem com ruidos pontuais e respectiva imagem ideal.

(1) Mediana pela janela W3xs3 seguida de extragdo de borda externa (i.e.,

dilatagcdo pelo elemento

estruturante B = 3 x 3 menos a identidade) e (2) um operador dtimo no espago dos 3 x 3-operadores,
para projetar operadores no espaco de operadores com W = Wsy5. Os resultados sao comparados com
o operador projetado pelo treinamento padrdo. A tabela 6.1 mostra o resultado (tempo de treinamento
e erro) dos operadores projetados usando a priori 1, a priori 2 e pelo treinamento padrao. Cada linha
da tabela indica o nimero total de exemplos utilizados, a quantidade de diferentes padrédes observados,

e o tempo de treinamento e o respectivo erro, para cada um dos casos. Observe que o treinamento

Priori 1 Priori 2 IN

| Total | Distintos | Tempo | Erro | Tempo | Erro | Tempo | Erro
321912 14559 00:00:34 | 892 | 00:00:33 | 265 | 00:29:29 | 427
643824 20863 00:00:41 | 654 | 00:00:40 | 265 | 01:37:01 | 399
965736 26169 00:00:49 | 619 [ 00:00:47 | 265 | 03:17:01 | 381
1287648 30722 00:00:58 | 580 | 00:00:55 | 265 | 05:15:45 | 373
1609560 35338 00:01:05 | 560 | 00:01:02 | 204 - -
1931472 39074 00:01:13 | 535 | 00:01:09 | 201 - -
2253384 42780 00:01:21 | 517 | 00:01:17 | 202 - -
2575296 45983 00:01:29 | 504 | 00:01:24 | 199 - -
2897208 49139 00:01:36 | 493 | 00:01:29 | 199 - -

Tabela 6.1: Comparagdo entre uso de priori e ndo uso.

padrao foi interrompido em 1.3 milhdo de ezemplos pois o tempo de processamento excedeu 5 horas.
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O erro da priori heuristica (priori 1) é maior que o dos outros dois casos. O resultado da priori 2 é
melhor que o do treinamento padrao.

A figura 6.2 mostra parte de uma imagem de teste, a correspondente imagem ideal, e os resultados
para cada um dos casos acima.

Y BC| B EC| |7 D@

T L
S TUY

T ZE R
S T Y

(a) Teste

(b) Ideal

(c) Projetado sem priori

Y B C
T LR
& & Y

> B @
TR
S T U

(d) Priori 1

(e) Projetado a partir da
priori 1

S B @
T IES
S T Y

7 B @
T L
& T W

(f) Priori 2

(g¢) Projetado a partir da
priori 2

Figura 6.2: Extragao de borda de uma imagem ruidosa.
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Exemplo 6.2 A técnica proposta foi aplicada também para extracdo de segmentos de retas com
inclinagao entre 10 e 80 graus, de imagens com segmentos de retas com vdrios angulos de inclinagao.
Novamente foram considerados dois operadores a priori e o treinamento padrao. A priori 1 € uma
abertura por um segmento de reta de comprimento 5 e inclina¢do de 35 graus. A priori 2 é um
operador treinado pelo método padrao para a janela Wsyxs. A janela utilizada no processo € a janela
Wrx7. A tabela 6.2 e a figura 6.3 mostram os resultados obtidos. Note que a janela assoctada ao
operador priort 1 € maior que Wrx7, mas como seu desempenho nao € bom, foi possivel melhord-lo
com a janela Wry7. Foi utilizado o fator de inércia Ox = 0.2. Neste caso o resultado do treinamento

Priori 1 Priori 2 IST

‘ Total ‘ Distintos | Tempo ‘ Erro | Tempo | Erro | Tempo ‘ Erro
253000 23050 00:01:07 | 1455 | 00:01:07 | 250 | 00:01:39 | 45
506000 35690 00:01:18 | 538 | 00:01:17 | 249 | 00:04:18 | 28
759000 45369 00:01:29 | 480 | 00:01:28 | 248 | 00:07:14 | 26
1012000 53763 00:01:39 | 437 | 00:01:37 | 246 | 00:09:20 | 26
1265000 61291 00:01:50 | 370 | 00:01:48 | 205 - -

1518000 67089 00:01:58 | 373 | 00:01:57 | 50 - -

1771000 72856 00:02:09 | 364 | 00:02:05 | 46 - -

2024000 77947 00:02:20 | 353 | 00:02:16 | 46 - -

2277000 82796 00:02:27 | 353 | 00:02:25 | 45 - -

Tabela 6.2: Comparacdo entre uso de priori e ndo uso.

padrdo € melhor que os operadores obtidos aplicando-se o método proposto para ambos os operadores
a priori.

6.5 Comentarios

Se o operador a priori possui desempenho razoavelmente aceitavel, entdo qualquer melhora deste
operador pode ser obtido a partir de poucos chaveamentos, isto é, a representacio de 1/~ e ¥T envolve
poucos elementos. Nessas situacoes, a utilizagao da técnica proposta possibilita considerarmos grande
quantidade de dados de treinamento e representagao relativamente econémica.

Uma vez que o grande gargalo nos treinamentos padroes é o tamanho da janela, esta técnica pode
ser utilizada para melhorar o desempenho de W-operadores obtidos por algum método de treinamento
padrdo, para janelas pequenas. Isto é, os pontos para os quais o operador projetado atribui valor
incorreto podem ser corrigidos utilizando-se o método descrito com uma janela maior. Este processo
pode ser iterado sucessivamente com janelas cada vez maiores.

Os experimentos realizados mostram que a escolha heuristica de um operador a priori ndo é
uma tarefa facil. Em ambos os casos a utilizagdo do operador subdtimo, projetado pelo treinamento
padrdo sobre uma janela menor, resultou em operadores mais precisos do que a utilizagdo de um
operador heuristico.
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Figura 6.3: Reconhecimento de segmento de linhas a certo grau de inclinacao.




Capitulo 7

Projeto de Operadores Crescentes
Otimos

O interesse em projetar operadores crescentes tem motivacdo em alguns fatos :

e operadores crescentes podem ser expressos como unifo de erosdes e portanto sua implementacao
é facil ;

e a interpretacio do efeito de um operador crescente através da andlise dos elementos estrutu-
rantes da sua base é relativamente simples ;

e operadores crescentes constituem uma classe largamente utilizada na pratica (envolvem as
aberturas, fechamentos e os filtros em geral).

e apesar da maior parte dos trabalhos existentes sobre projeto de operadores ser restrito a classe
de operadores crescentes, nao se conhece um algoritmo eficiente para projeta-los.

Sob o ponto de vista de projeto de operadores, restringir o espaco de operadores ao espago de
operadores crescentes implica duas conseqiiéncias antagonicas: por um lado, reduz-se o tamanho do
espaco de busca, o que é uma caracteristica desejavel; mas por outro lado, a restricdo pode resultar
em subotimalidade. Esta segunda conseqiiéncia é, a primeira vista, uma caracteristica indesejavel.
No entanto, na pratica, a precisdo do operador projetado em um espago reduzido pode ser maior do
que daquele projetado sobre o espaco todo (ver capitulo 3 para maiores detalhes). Esta é uma das
razoes que justificam o projeto de operadores com restricoes. Além disso, operadores com restricao
algébrica podem possuir estruturas de representagdo interessantes que podem ser exploradas pelos
algoritmos de busca.

Neste capitulo apresentamos um algoritmo eficiente para projeto de operadores crescentes, utili-
zando o método de chaveamentos (uma idéia originalmente proposta em [119]). Analisamos também
a estimacao de custos de chaveamento no contexto Bayesiano.

Apresentamos, a seguir, uma formulagdo do problema de projeto de operadores crescentes estatis-
ticamente étimos e uma breve revisiao das técnicas para projeto de operadores crescentes encontradas
na literatura consultada.

93
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7.1 Descricao do Problema e Algumas Técnicas de Solucao

Um operador W : P(E) — P(E) é crescente sse ¥(X) C ¥(Y) sempre que X C Y, VX,Y € P(E). Se
V¥ é um W-operador caracterizado pela funcdo Booleana ), esta condicao é equivalente a dizer que

Y(X) < Y(Y), VX, Y sempre que X C Y.

Qualquer operador crescente e i.t. pode ser expresso como o supremo de um conjunto de
erosdes [118] (veja também a secdo 2.2.3). Além disso, a fun¢ido Booleana caracteristica i pode
ser expressa como soma de produtos onde nenhuma varidvel aparece complementada. Outra impor-
tante propriedade é que estes termos (os produtos) correspondem aos elementos minimais de ¥ (1).
Mais ainda, se um dado elemento X € P(W) pertence a ¢(1), entdo todos os elementos Y € P(W)
tais que Y > X também pertencem a ¥ (1). Portanto, projetar W-operadores crescentes equivale a
escolher um conjunto de elementos que correspondem aos elementos minimais do nicleo do operador.
Isto equivale, por sua vez, a escolher o conjunto de produtos que fazem parte da expressao Booleana
ou equivalentemente, o conjunto de erosdes que definem a decomposicio de Matheron [118].

Utilizamos uma notagao simplificada para a base de um operador crescente : em vez de B(¥) (uma
colecdo de intervalos maximais contidos em P(W)) denotamos a base de operadores crescentes por
Bas[¥] (uma cole¢do de elementos minimiais de Ky (W), mais precisamente, todas as extremidades
inferiores dos intervalos em B(W)).

No contexto visto no capitulo 3, a subclasse de operadores ¥_ considerada aqui é a classe de
W-operadores crescentes. Estamos interessados em encontrar um operador MAE-6timo em ¥.. O
tamanho deste espaco néo é conhecido para um n genérico. Este é um problema em aberto, conhecido
como Problema de Dedekind e apenas alguns limitantes sdo conhecidos [101].

Um dos primeiros trabalhos sobre projeto de operadores crescentes estatisticamente 6timos coin-
cide com os primeiros trabalhos sobre projeto de operadores morfolégicos no contexto de estimacao
estatistica [39, 40]. Neles, uma formulacio baseada na representacio de Matheron, a saber a repre-
sentacao de quaisquer operadores crescentes como uma uniao de erosoes, é apresentada. O problema
fundamental consiste em escolher uma colegdo de elementos estruturantes cuja unidao de erosdes re-
sulte em um operador estatisticamente 6timo no sentido visto no capitulo 3. A solugao apresentada
é o método da forca-bruta.

Uma primeira tentativa de sistematizacdo para resolver o problema é baseado em um teorema,
denominado Teorema do MAFE [111, 109]. A idéia basica do teorema é uma férmula recursiva que
permite o cdlculo do MAE de uma uniao de m-erosdes a partir do MAE da unido de (m — 1)-erosdes
e dos MAEs individuais. Inicialmente, o MAE de uma erosio pode ser facilmente calculado a partir
das probabilidades conjuntas de X e y:

MAB(Bs) = Elly - Bg(X)[|= Y. PX,00+ Y. P(X,1) (7.1)
{X:XCB} {X:XgB}

A partir dos MAEs individuais, o MAE de qualquer operador crescente pode ser calculado através
de uma férmula recursiva. Isto é, se ¥ é um operador crescente cuja base é dada por Bas[¥] =
{B1,Ba,...,B,}, entdo seu MAE pode ser expresso como :

MAE(¥®) = MAE(V'Y + MAE(Eg, ) — MAFE(®) (7.2)
onde ¥’ e ® sado caracterizadas respectivamente pelas bases dadas por :

Bas(\Il') = {Bl,BQ, e ,Bmfl}
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Bas(®) ={B1UB,,,BoUB,,,...,B,,_1 UB,,}

Esta formula recursiva pode ser implementada, por exemplo, utilizando técnicas de programagao
dinamica (veja, por exemplo [31], capitulo 16) para evitar repeticdo de cédlculos. No entanto, este
teorema ndo reduz o ntmero de combinagdes de elementos estruturantes que devem ser analisados,
o qual é de ordem exponencial.

Abordagens alternativas que tentam evitar a busca no espago de todas as combinagdes possiveis
comecaram a ser propostas. Em [110, 109], trés abordagens que impdem restri¢des sobre o espago de
busca sao propostas :

1. Fixar o nimero maximo de elementos estruturantes na base do operador a ser projetado. Com
isso, ao invés de todas as possiveis combinagoes de elementos estruturantes, apenas combinacoes
que envolvem um nimero maximo (fixo) de elementos estruturantes sdo analisadas.

2. Em vez de considerar todos os subconjuntos de uma janela W como sendo os possiveis elementos
estruturantes, consideram-se apenas subconjuntos de uma subjanela W' C W.

3. Reduzir o conjunto de elementos estruturantes segundo algum critério. Uma possibilidade é
uma biblioteca especializada contendo os elementos estruturantes que possuem caracteristicas
adequadas ao problema que se deseja resolver. Este tipo de conhecimento pode vir, por exemplo,
de experiéncias acumuladas com problemas semelhantes. Outra possibilidade é a biblioteca de
primeira-ordem, ou seja, o conjunto formado por elementos estruturantes que individualmente
apresentam os menores MAEs.

Na pratica é comum o emprego simultaneo das restricoes em 1 e 3. Estas abordagens fornecem
resultados sub-6timos.

O conjunto de operadores crescentes forma um reticulado completo, e este pode ser representado
por um grafo. Por exemplo, para uma janela de 3 pontos, o grafo de todos os operadores crescentes
estd mostrado na figura 7.1. Neste grafo, a diferenca entre o ntcleo de dois operadores vizinhos

5
- @i@ v @i@w

Figura 7.1: Grafo representando o espago de operadores crescentes.



96 Projeto de Operadores Crescentes Otimos

quaisquer é de apenas um elemento. O MAE de um operador crescente ¥, obtido acrescentando-se
apenas um elemento X ao nucleo de um operador crescente ¥, pode ser expresso da seguinte forma :

MAE(I,) = MAE(D,) — P(X,1) + P(X,0)

Observe, no entanto, que este elemento X nao pode ser arbitrario, ele deve ser um elemento tal que
U, também é crescente. Um algoritmo que realiza uma busca percorrendo este grafo a partir do
né que corresponde ao operador cujo nicleo é K(¥,) = {W} é proposto em [69]. A partir de um
dado né ¥,, examinam-se todos os noés vizinhos ¥y e percorre-se o grafo pela aresta que conduz ao
vizinho ¥, (com um elemento a mais no nicleo) que mais reduz o MAE em relacido a ¥,. Algumas
caracteristicas interessantes propostas nesse artigo sao a propriedade ‘greedy’ de passeio, isto é, dado
um conjunto de elementos que podem ser adicionados ao nticleo de ¥, de forma que ¥, é crescente,
a propriedade greedy garante que a escolha daquele elemento X que mais diminui o MAE, se existir
algum, é o caminho que leva ao operador com MAE minimo no grafo todo. Se nao existirem elementos
que diminuem o MAE, entdo os candidatos devem ser empilhados e processados um a um. A outra
caracteristica do algoritmo é a condicdo de “bound”. Isto é, se a partir de um vértice, todos os
vértices que podem ser atingidos possuem apenas elementos que aumentam o MAE, entdo nao ha
necessidade de se prosseguir o percorrimento a partir daquele vértice (neste caso, supde-se que os
vértices que fazem parte do caminho a frente deste vértice ja haviam sido percorridos a partir de
outro vértice processado anteriormente). Embora esta represente uma técnica mais elaborada que
evita calculos desnecessdrios, é possivel encontrarmos casos para os quais o algoritmo percorre todo
o espaco de operadores crescentes.

E possivel também formular o problema como um problema de programagao linear (PL) [127].
Esta abordagem foi proposta no contexto de projeto de “stack filters” [33] mas foi abandonada devido
a sua complexidade [108, 170].

Outra abordagem é sugerida em [119]. Trata-se da abordagem baseada em chaveamentos. Esse
artigo apresenta a formulacdo do problema no contexto de chaveamentos, a nocao de conjuntos
violadores (referidos como conjuntos de inversio), custos de chaveamento e conjuntos de chaveamento
otimo em relacdo a propriedade crescente. Porém, nenhum algoritmo para escolha do conjunto de
chaveamento étimo é dado nesse artigo.

A generalizacio destes conceitos para restrigoes algébricas quaisquer é apresentada na secdo a se-
guir. O algoritmo que propomos neste capitulo, utilizando estes conceitos, é justamente um algoritmo
para calcular um conjunto de chaveamento 6timo em relagdo a propriedade crescente.

7.2 O Método de Chaveamentos

Seja ¥ um W-operador. Ele pode ser modificado chaveando-se seu valor para algumas de suas
entradas (i.e., mudando o valor de ¢(X) de 0 para 1 ou de 1 para 0, para alguns elementos X € P(W)).
Um chaveamento sobre W pode ser visto como uma modificacdo no nicleo de ¥ : um elemento é
removido de (1) e agregado ao conjunto ¥ {0), ou vice-versa. Uma sucessao de ¢ chaveamentos sobre
U define uma seqiiéncia de operadores ¥ = ¥,4,...,v;. Estes chaveamentos podem ser efetuados
de modo que o operador resultante, 1}, esteja contido em algum subespaco ¥_.. Os elementos para
os quais o valor de ¥ é chaveado é denominado conjunto de chaveamento.

Na secao 3.3.3, vimos que um operador subétimo em W, com relagao a um subespaco W . ¢

aquele que possui o menor aumento de erro em relacao a ¥

.. Portanto, um operador 6timo em ¥
opt W ) c
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pode ser projetado aplicando-se chaveamentos sobre ¥ ., de forma que o operador resultante esteja
em ¥, e seu aumento de erro seja minimo. Esta idéia estd mostrada na figura 7.2. Se denotamos

Figura 7.2: O método de chaveamentos.

o conjunto de chaveamentos por A, o operador resultante do chaveamento sobre ¥ _ .. é denotado
¥ e sua funcio caracteristica é dada por :
optW 47 3
bow(X),  seXgA
e (X) = { 1 I_H;p ’(X) se X € .A’ (7.3)
opt W ? ‘
O aumento de erro de 1, em relacao a ¢, pode ser escrito em funcao de A :
A(%pt,wAﬂ/épt,w) = Z C(X) (7-4)

XeA

onde ¢(X) é o aumento de erro devido a X, denominado custo de chaveamento de X. No caso especifico
do risco MAE, ¢(X) = |2 P(1|X) — 1| P(X). Um conjunto de chaveamento dtimo é um conjunto de
chaveamento para o qual o somatério da Eq. 7.4 é minimo.

O método de chaveamentos é util para projetar operadores com restrigoes algébricas. O pro-
cedimento para obter um operador 6timo em W, a partir de chaveamentos sobre 1 pode ser

esquematizado como segue :

ptwW

1. Estimar 1@)})

W

2. Calcular o custo de chaveamento ¢(X) para cada X € P(W). Se um particular elemento X néo
foi observado nas amostras de treinamento, entdo podemos considerar P(X) = 0.

3. Escolher um conjunto de chaveamento 6timo A.

4. Calcular ¢

Dot 0 © operador otimo em W

Conjunto Violador

Seja U um W-operador e seja ¥. C ¥,. O conjunto violador de ¥ com respeito a W_, denotado
Qy, € o conjunto de elementos de P(W) que violam a condi¢do que deve ser satisfeita por V.

Por exemplo, o conjunto violador de ¥ com respeito ao subespago dos operadores anti-extensivos
é o conjunto Qy = {X € 9(1) : 0o € X}; e com respeito ao subespaco dos operadores crescentes é
conjunto de todos os elementos de ¥ (1) que sdo menores do que pelo menos um elemento de ¥(0), e
por todos os elementos de 1(0) que sdo maiores do que pelo menos um elemento de ¥ (1).
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Um operador ¥ é um elemento de ¥, se, e somente se, o conjunto violador de ¥ com respeito
a W, ¢é vazio. Chaveamentos podem ser efetuados de forma que o conjunto violador do operador
resultante seja menor em relagdo ao conjunto violador do operador inicial.

Em alguns casos, o conjunto de chaveamento étimo pode ser determinado facilmente; é o préprio
conjunto violador. Por exemplo, para se obter um operador anti-extensivo, basta que todos os
elementos de

(]

sew (1); que ndo contém a origem, sejam chaveados de 1 para 0. Neste exemplo, o
conjunto de chaveamentos é o conjunto A = {X € 1, (

caso em que a restricdo é a propriedade crescente ou idempotente, a determinacdo de um conjunto

1) : o ¢ X}. Em outros casos, como no

de chaveamento 6timo pode ser extremamente complexa. Neste capitulo apresentamos um novo
algoritmo, baseado no método de chaveamentos, para projetar operadores crescentes.

7.3 Um Novo Algoritmo Baseado no Método de Chaveamentos

Escolher um conjunto de chaveamento para gerar um operador crescente 6timo nao é trivial. Por
exemplo, se existe um elemento Y em (0) maior do que um elemento X em (1), entdo existem
duas possibilidades quando estes dois elementos sdo analisados isoladamente: ou chaveia-se 1(X) de
1 para 0 ou chaveia-se ¥(Y) de 0 para 1. Entretanto, ao se chavear ¥ (X) para 0, todos os elementos
de (1) que sdo menores do que X também precisam ser chaveados para 0; por outro lado, ao se
manter 1(X) = 1, todos os elemento de 1(0) que sdo maiores que X precisam ser chaveados para 1.
Portanto, a decisdo de chavear X ou Y pode afetar as decisdes sobre outros elementos no conjunto
violador e, estes por sua vez, podem afetar sucessivamente a decisdo sobre outros elementos [119].

A figura 7.3(a) mostra os conjuntos ¥(1) e 1(0). O conjunto violador é mostrado na Fig. 7.3(b).
A Fig. 7.3(c) mostra um exemplo de um conjunto de chaveamento (os elementos indicados por
dupla borda), e a Fig. 7.3(d) mostra o operador crescente resultante apds os chaveamentos. A
Fig. 7.4(a) mostra um subconjunto do mesmo conjunto violador que nao é, entretanto, um conjunto de
chaveamento (valido). O operador resultante apés os chaveamentos, que nao é crescente, é mostrado

na Fig. 7.4(b).

7.3.1 Reestruturacao do Problema como um Problema de Particao

A partir daqui, vamos assumir implicitamente que um operador étimo 1), é dado. Qualquer mengao
a conjuntos violadores, conjuntos de chaveamentos e custos de chaveamentos devem ser entendidos
como referentes a Y.

Dado um conjunto violador @, um par ordenado (L,U) tal que LUU = Q, LNU = {, e tal que
nenhum elemento de L é maior do que um elemento de U (ou equivalentemente, nenhum elemento
de U é menor do que um elemento de L) é denominado uma parti¢cao vdlida de Q). Os conjuntos L e
U sao denominados respectivamente, parte inferior e parte superior da partigao.

Proposicao 7.1 Seja Q um conjunto violador, A C Q um conjunto de chaveamento, e (L,U) uma
parti¢do vdlida de Q. Considere os conjuntos L4 = (Q(0)\ A(0)) UA(1), Ug = (Q(1)\ .A(1)) U.A(0),
e Appy = (LN Q(1)) U (U N Q0)). Entdo,

(a) (La,U4) € uma parti¢ao vdlida de Q,

(b) Ay € um conjunto de chaveamento,
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(a) Os conjunto-1 e o conjunto-0.

G [ [

G| ool

(c) Um conjunto de chaveamento. (d) Apds os chaveamentos.

Figura 7.3: Um operador crescente produzido por chaveamentos.

(C) ‘A(LA,UA) = .A €
(d) (LA(LVU)ﬁ UA(L'U)) = (L7 U)

Dem.: (a) Provamos que LAaUU4 = Q, LyNU4 =0, e que nenhum elemento de Uy € menor que
qualquer elemento de L 4.

LauUa = [(Q0)\ A0))
[((

L,nUy =
U AL N [((1) N A(1)7) U A(0)]
N(Q1) N A1) U A0)]]

N A1) U A0)]]

Suponha por absurdo que existe Y € Ly tal que 3X € Uy, X < Y. Como Ly C ((0) \ A(0)) U
A1) = 4(1) e Uxg C (9(1) \ A(1)) UA(0) = ¢ 4(1), o operador 1p 4 (segundo a defini¢ao dada pela
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(a) Elementos a serem chaveados. (b) Apds os chaveamentos.

Figura 7.4: Chaveamentos que resultam em um operador nao-crescente.

Eq. 7.3) € tal que YA(X) =1 e p4(Y) =0, o que € um absurdo porque 14 deveria ser crescente
(pois A é um conjunto de chaveamento).

(b) Por definigao, ALy € um conjunto de chaveamento se e somente se w-A(L,U) € um operador
crescente. Suponha por absurdo que A(r ) ndo € um conjunto de chaveamento. FEntao, w-A(L,U)
ndo € crescente, i.e, existe X e Y, X <Y, tal que X € Ya, (1) €Y € Yhu, ,(0), onde

bage (D) = [ON(LNQMNIU(UNQO) = [»(1) \ L] L U(0)
bacp, (00 = [${0)\ (UNQ0))] U (LN Q1)) = [¢(0) \ U(0)] U L(1)

Portanto, por um lado, ou X € ¥(1) \ L(1) ou X € U(0) e, por outro lado, ou' Y € ¥(0) \ U(0) ou
Y € L(1).

Mostraremos que todas as posstbilidades tmplicam X € U e Y € L, o que € um absurdo porque
(L,U) é uma parti¢io valida de Q.

(i) O caso X € U(0) e Y € L(1) € trivial.

(i) se X € U{0) e Y € (0) \ U(0), entao X € Q (pois U(0) C Q), i.e., existe Z € P(W),
Z < X, tal que Y(X) = 0 e Y(Z) = 1. Portanto, Y € Q (pois Y > X > 7Z e ¢¥(Y) = 0), i.e.,
Y € [%(0) \U(0)] N Q@ = L(0).

(111) se X € Y(1)\L(1) e Y € L(1), entao Y € Q, X € Q também, e portanto X € [(1)\ L(1)]NQ =
U(1), pelo mesmo raciocinio em (ii).

(iv) se X € (1) \ L(1) e Y € (0) \ U(0), entdo (X)) =1 e (YY) =0, e portanto X,Y € Q (pois
Y > X), o que significa que X € [Y(1) \ L{1)]N Q@ =U(1) e Y € [¢(0) \ U(0)] N Q = L(0).

(c)
A vy = (LanQ(1))u(UagnQ0))
= [((Q(0) \ A(0)) U A(1)) N Q(1)]
ul((Q(1) \ A(1)) U A(0)) N Q(0)]
— AL UA(0) = A
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(d)
Lag .y (QO0) \ AL.)(0)) U Az (1
= (Q(0)\ (UNQ(0))) U (LN Q1))
= (0)\U{0)) U L(1)
= L{O)UL(l)=1L
A igualdade UA(L,U) = U pode ser provada de forma similar. |

Para ilustrar os conceitos definidos acima, seja @ = {0001,0010,0101,0110,1001, 1101}, conforme
Fig. 7.5(a). Neste caso, Q(0) = {0110,1001,1101} e Q(1) = {0001,0010,0101}. Considere o conjunto
de chaveamento A = {0001,0010,1101}. Entao, A(0) = {1101}, A(1) = {0001,0010}, e a particdo
correspondente é L4 = (Q(0)\ A(0))U.A(1) = {0001,0010,0110,1001} e U4 = (Q(1)\ A(1)) U A(0) =
{0101,1101}. Por outro lado, considere a particdo (L,U) = ({0001,0010,0110,1001},{0101,1101}),
ilustrado na Fig. 7.5(b). Entéo, o conjunto de chaveamento correspondente é Az ) = (LN Q(1)) U
(U n Q(0)) = {0001,0010} U {1101} = {0001,0010,1101}. As figuras 7.5(c) e 7.5(d) mostram,

respectivamente, dois outros conjuntos de chaveamento e as respectivas partigoes.

(a) Conjunto violador. (b) A = {0001, 0010, 1101},
L. = {0001,0010,0110, 1001}, U4 = {0101, 1101}

(c) A; = {0110,1001,1101}, (d) As = {0001,0101,0110},
Lg, = 0, Ug, =0 La, = {OOOLOlOLlOOLllOl}, Ua, = {0010,0110}

Figura 7.5: Conjuntos de Chaveamento e suas respectivas particoes.

Devido a equivaléncia entre conjuntos de chaveamentos e partigoes validas, dado um conjunto
de chaveamento A, o aumento de erro de ¥opt 4 (Eq. 7.4) pode ser reescrito em termos da particao
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vélida (L 4,U4) como :

ALgpUd)= > X))+ D eX) (7.5)
XeU 4(0) XeL4(1)

i.e., A(LA, U_A) = A(¢optA;¢0pt)-

Em suma, podemos dizer que os seguintes problemas sdo equivalentes :

Calcular um operador crescente dtimo.

Calcular um operador crescente com menor aumento de erro em relagao a ¥qpt.

Calcular um conjunto de chaveamento 6timo, isto é, aquele que minimiza Eq. 7.4.

e Calcular uma partigao 6tima, isto é, aquela que minimiza Eq. 7.5.

7.3.2 O Problema da Particao Otima

O problema original de projetar um operador crescente 6timo é equivalente ao problema de calcular
uma particao étima do conjunto violador de 1)y;.

O Problema da Partigio Valida Otima (OVP): Sejam dados Yopt + P(W) — P(W) um
W-operador com conjunto violador Q e os custos de chaveamento ¢(X), X € Q. Encontrar uma
particao valida de Q que minimiza a Eq. 7.5.

O espaco de solugbes para este problema consiste de todas as particoes validas de Q. Uma vez
que o tamanho de Q pode ser bem grande, algoritmos de forca-bruta ndo sdo indicados para este
problema. Trata-se de um problema essencialmente combinatério. Um bom algoritmo para resolver
problemas de otimizagdo combinatéria deve ser capaz de encontrar uma solucao 6tima apds analisar
apenas poucos candidatos a solucdo. Para tal, ele deve saber tirar vantagens de alguma propriedade
ou estrutura especial do espaco de solugoes.

A seguir apresentamos uma série de definicoes e proposicoes que serdo utilizadas para mostrar
que o espaco de solugdes do problema de particdo 6tima possui uma propriedade “greedy”, o qual
serd explorado pelo algoritmo que propomos mais adiante.

Proposicao 7.2 Seja (L,U) uma parti¢iao valida de Q e seja F' um subconjunto de Q tal que (Q \
F,F) € também uma parti¢iao valida de Q. As seguintes afirmagoes sao verdadeiras.

(a) Se F C U, entdo (L, U\ F) € uma parti¢ao vdlida de Q\ F (Fig. 7.6(a)).

(b) Se F C L, entao (L \ F,U U F) € uma parti¢ao vdlida de Q (Fig. 7.6(b)).

(c)Se FZU eF ¢ L, entio (L\ (LNF),UU(LNF)) € uma parti¢io vdlida de Q e (LNF,UNF)
€ uma parti¢ao vdlida de F' (Fig. 7.6(c)).

(d) Se (L',U') € uma parti¢io vdlida de Q \ F, entao (L',U' U F) € uma parti¢io vdlida de Q
(Fig. 7.6(d)).

(e) Se (L",U") é uma parti¢ao vdlida de L, entao (L",UUU") = (L",Q\ L") € uma parti¢ao vdlida
de Q (Fig. 7.6(e)).
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Dem.: (a) Como LU(U\F)=LU({UNF°)=Q\F eLN(U\F)=0, entao (L,U\ F) € uma
particao de Q\ F. Além disso, como nenhum elemento de U \ F' € menor que um elemento de L,
(L,U\ F) € uma parti¢ao vdlida.

(b) Note que (L\F)U(UUF') = Q. Como (Q\F,F) € uma parti¢ao vdlida de Q, nenhum elemento
de F' € menor que um elemento de Q \ F' e, portanto, nenhum elemento de F' € menor que um
elemento de L\ F. Além disso, como (L,U) € uma parti¢ao vdlida de Q, nenhum elemento de U
€ menor que um elemento de L e, portanto, nenhum elemento de U € menor que um elemento de
L\ F (pois L\ F C L). Portanto, nenhum elemento de U UF é menor que um elemento de L\ F.
Logo, (L\ F,UU F) € uma parti¢io valida de Q.

(¢) Como (L\(LNF)UUU(LNF)=Qe(L\(LNF))N(UU(LNF)) =0, seque que
(L\(LNF),UU(LNFY)) é uma parti¢cio de Q. Além disso, como (Q\ F, F') é uma parti¢ao valida
de Q, nenhum elemento de F' é menor que um elemento de L\ (LN F') (pois L\ (LNF)C Q\ F)
e, entdo, nenhum elemento de L N F' € menor que um elemento de L\ (LN F) (pois LNF C F).
Mais ainda, como (L,U) € uma parti¢ao vdlida de Q, nenhum elemento de U € menor que um
elemento de L\ (L N F') (pois L\ (LN F) C L). Logo, nenhum elemento de U U (L N F') € menor
que um elemento de L\ (LN F).

O par (LNF,UNF) é uma parti¢io vdlida de F pois (LNF)U(UNF)=F e (LNF)N(UNF)=0.
Além disso, como (LNF)C L eUNF C U, nenhum elemento de UNF' € menor que um elemento
de LN F.

(d) Como 'U(U'UF)=(L'UUYUF = (Q\F)UF=Q e L'N(U'UF) = (L'NnUYU(L'NF) =
PUD =0, entdo (L',U' UF) € uma particio de Q. Para mostrar que nenhum elemento de U' U F
€ menor que um elemento de L', basta mostrarmos que nenhum elemento de F' € menor que um
elemento de L', ji que nenhum elemento de U' € menor que um elemento de L' (pois (L',U’) €
uma parti¢ao valida de Q\ F'). Mas isto seque do fato de que (Q\ F, F') é uma parti¢ao vdlida de
Q.

(e) Como L" C L, nenhum elemento de L" é menor que um elemento de U. Além disso, como
(L",U") € uma particao vdlida de L, entdo nenhum elemento de L' ¢ menor que um elemento de
U". Logo, nenhum elemento de L" € menor que um elemento de UUU" = Q\ L". [ |

‘Q ‘Q(
(a) (b) (¢)

Figura 7.6: Ilustragdo para a proposigao 7.2.

-
»E

Resultados duais aos da proposicao acima sao também validos em relacao a subconjuntos F' de
Q tais que (F,Q\ F') é uma partigao valida de Q.

Proposicao 7.3 Considere a particao vdlida trivial (Q,0) de Q. Entao

A= ¥ eX)

XeQ(1)
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Dualmente, com relagio a outra particio vélida trivial (0, Q) vale que A(, Q) = Yxeo(o) ¢(X).
Estes s@o os aumentos de erro nos casos em que, respectivamente, todos os elementos de Q(1) sdo
chaveados para 0 e todos os elementos de Q(0) sdo chaveados para 1.

Se (L,U) é uma particao valida de Q, entdo o seu aumento de erro A(L, U) (Eq. 7.5) pode ser
reescrito em termos de A(Q, D), como

ALU)=AQ,0)+ Y X)— Y oX) (7.6)

XeU(0) XeU(1)

ou, dualmente, como
ALU)=A0,9+ > X)— Y eX) (7.7)
XeI(1) XeL(0)
Logo, podemos dizer que uma particdo (L,U) é preferivel & particio (Q,0) se e somente se
Yxeu(o) ¢(X) — Xxerqye(X) < 0; ela é preferivel a particio (0, Q) se e somente se Yxerqy¢(X) —
Yoxero) c(X) <0.

Para simplificar a apresentacdo de alguns resultados, definimos a nog¢ao de peso de um subcon-
junto.

Definicao 7.4 O peso de um subconjunto Z de Q € definido como

Note que, em particular,
) eX),  seX e Q0)
w({X}) = { _¢(X), se X € Q(l)

Dado um subconjunto 7 C Q, suponha que apenas duas escolhas sao permitidas: ou chavear
todos os elementos de Z(0) para 1, ou entéo, chavear todos os elementos de Z(1) para 0. Neste caso,
se 0 objetivo é minimizar o aumento de erro, deve-se escolher aquele conjunto de chaveamentos com
o menor custo de chaveamento. Por exemplo, se > xez1) c(X) > 2xez(0) c(X), i.e, w(Z) < 0, entao
é melhor que os elementos de Z(0) sejam chaveados para 1 do que o contrario. Se w(Z) > 0, entao é
melhor que os elementos de Z(1) sejam chaveados para 0 do que o contrario. Se w(Z) = 0, ambas as
escolhas produzem o mesmo aumento de erro. Neste caso, utilizamos a convencao de sempre chavear
de 1 para 0. Os dois primeiros casos estdo ilustrados nas figuras 7.7(a) e 7.7(b), respectivamente. Os
numeros ao lado de cada elemento representam o custo de chaveamento.

Proposicao 7.5 Dados dois subconjuntos disjuntos Z1 e Zs de Q, w(Z1 U Za) = w(Z1) + w(Z2).
|

Proposicao 7.6 Seja (L,U) uma parti¢ao vdlida de Q. FEntao

A(L,U) = A(Q,0) + w(U)
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3

(a)w=4-7T=-3 bPw=242-3=1
Figura 7.7: Custo de chaveamento e peso.

Dem.:

XeL(1) XeU(0)
= cX)+ D X+ D X)= > eX)
XeL(1) XeU(0) XeU(1) XeU(1)

A proposicdo 7.6 reexpressa a Eq. 7.6 em termos de peso e afirma que o aumento de erro de
uma particido pode ser expressa em termos do aumento de erro da particio trivial e o peso da parte
superior da particio. Dualmente, com relagdo & Eq. 7.7, vale que A(L,U) = A(0, Q) — w(L).

Proposicao 7.7 Seja (L,U) uma particao vdlida de Q, e (L',U') uma particao vdlida de L (veja
figura 7.8(a)). Entdo, (L\U',U UU’") € uma parti¢ao vdlida de Q e

AL\U, UUU" = A(L,U) 4+ w(U")

(a) Q (b) Q
Figura 7.8: llustragdo para a proposigao 7.7.

Dem.: O par (L\U',UUU') é uma parti¢io vdlida de Q (Proposi¢io 7.2(e)). Além disso,

A(L\U, UUU") = A(Q,0)+w(Uul")
(0,0) + w(U') + w(Y)
(L' UU,U) + w(U)
(L, U) +w(U')

|
[>z Dx >
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A Proposicdo 7.7 é uma generalizacdo da proposicdo 7.6. Quando um conjunto de elementos é
transferido da parte inferior para a parte superior, a variagao no aumento de erro entre a particao

,

original e a nova partigdo é dado pelo peso do subconjunto transferido. Dualmente, se (L",U") é
uma parti¢do vélida de U, entdao (L U L", U\ L") é uma particdo valida de @ e A(LUL", U\ L") =

A(L,U)—w(L") (veja Fig. 7.8(b)). Este corresponde ao caso onde um subconjunto da parte superior
é transferido para a parte inferior.

Para encontrar uma particao 6tima, poderia-se escolher uma particao inicial e transferir, suces-
sivamente, pequenos subconjuntos da parte superior para a parte inferior e vice-versa, tomando-se o
cuidado de que o aumento de erro da particdo resultante (Proposicio 7.7) sempre diminua. Entre-
tanto, existem certas questdes nfo triviais com respeito a escolha da particdo inicial e o nimero de
iteracOes necessarias até que haja uma convergéncia. Também n&o se sabe se a escolha inicial pode
ou nao afetar a convergéncia para a particdo étima.

Propomos aqui uma outra abordagem que consiste em analisar pequenas por¢des do conjunto
violador de cada vez. Isto é, se pequenas por¢oes sao analisadas, pode ser possivel decidir se esta
porcao deve pertencer a parte superior ou inferior da partigao étima. Supondo que tais decisdes sejam
possiveis, o procedimento consistiria em iniciar o processo com ambas as partes, superior e inferior,
vazias e remover as pequenas porgoes do conjunto violador para a parte adequada da particao. Esta é
uma abordagem construtiva, na qual os elementos sdo pouco a pouco agregados as partes da partigao,
enquanto o conjunto violador vai diminuindo.

Note que na segunda abordagem o tamanho do problema (tamanho do conjunto violador) é gra-
dualmente reduzido, enquanto que na primeira abordagem o problema é sempre do mesmo tamanho.

Para ilustrar as idéias basicas da segunda abordagem, consideramos o conjunto violador e os
respectivos custos de chaveamento mostrados na Fig. 7.9(a). Se analisamos o subconjunto {g, h,i},
podemos verificar que o custo para chavear g de 0 para 1 é menor que o custo para chavear ao mesmo
tempo h e ¢ de 1 para 0. Uma vez que chavear g de 0 para 1 nao afeta outros elementos no conjunto
violador, podemos afirmar que {g,h,7} pode ser transferido para a parte superior com seguranca
(Fig. 7.9(b)). Os elementos removidos do conjunto violador séo indicados por linhas pontilhadas,
dentre os quais aqueles que sdo escuros indicam elementos da parte superior, enquanto aqueles nao
hachurados indicam os elementos da parte inferior. A seguir, como o ato de chavear f de 1 para
0 nao afeta outros elementos, e como o custo para chavear f para 0 é menor do que o custo de
nao chaved-lo (pois isto implicaria que pelo menos d teria de ser chaveado para 1) o subconjunto
{d, f} pode ser removido para a parte inferior com seguranga (Fig. 7.9(c)). Analisando o restante do
conjunto violador, {a, b, ¢, e}, podemos ver, por exemplo, que {a,c} pode ser removido com seguranga
para a parte superior (Fig. 7.9(d)). Neste caso, os dois tltimos elementos ndo precisam ser chaveados
e portanto podem ser movidos para a parte superior também (Fig. 7.9(e)). A particdo resultante é
mostrada na Fig. 7.9(f), onde os elementos chaveados estdo indicados por circulos duplos.

Note que no exemplo anterior a seqiiéncia na qual os subconjuntos foram removidos do conjunto
violador nédo é unica possivel. Além disso, os subconjuntos removidos nfo precisam ser necessari-
amente aqueles ilustrados no exemplo. Por exemplo, em vez de se escolher {a,c} e depois {b,e},
poderiamos ter escolhido {a,b,c,e}, ou {a,b} e entdo {c,e}, e ainda assim obteriamos o mesmo re-
sultado. Mais ainda, estes subconjuntos devem ser escolhidos com bastante cuidado. Por exemplo,
no caso mostrado na Fig. 7.10, poderia-se simplesmente remover todos os elementos para a parte
superior ja que w < 0; porém a escolha étima é {a,c} na parte superior e {b,d} na parte inferior.
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& (@4 @10
B D ® © D2 \Wsz Dua

o O @ ©On
(a) Conjunto violador (b) w(ig. h,i}) = —37

{314

(c) w({d. £}) = 11

(e) w({b,e}) = —16 (f) Resultado, A = 26.

Figura 7.9: Dinamica do particionamento.
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Figura 7.10: Um conjunto violador.

7.3.3 Conjuntos Viaveis

Para formalizar a nogao de remover um conjunto com seguranca e eliminar as ambigiiidades na
escolha dos subconjuntos a serem removidos, introduzimos a no¢ao de conjuntos vidveis. Depois
mostramos que um algoritmo que sempre remove um conjunto vidvel gera uma particdo 6tima de Q.

Definicao 7.8 Seja Fy a classe dos subconjuntos nao-vazios F' de Q (veja Fig. 7.11(a)) satisfazendo
1. (Q\ F, F) é uma particao vdlida de Q, e
2. w(F) <0.

Um subconjunto ' € Fy € U-viavel se e somente se F' € minimal em Fy com relag¢do a C.

Definicao 7.9 Seja Fr, a classe dos subconjuntos nao-vazios F' de Q (veja Fig. 7.11(b)) satisfazendo
1. (F,Q\ F) € uma parti¢do vdlida de Q, e
2. w(F)>0.

Um subconjunto F' € Fr, € L-vidvel se e somente se F' € minimal em Fp com rela¢do a C.
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Q Q
(a) (b)

Figura 7.11: Tlustracao para as defini¢cdes 7.8 e 7.9.

Por conveniéncia, (§,0) é considerada uma particdo valida 6tima de ). Para nos referirmos aos
conjuntos U- ou L-vidveis, sem uma distincdo explicita, usamos simplesmente o termo conjuntos
vidveis.

Lema 7.10 (a) Se um conjunto violador Q nao contém um subconjunto U -vidvel, entao ele contém
um subconjunto L-vidvel.

(b) Se um conjunto violador Q ndao contém um subconjunto L-vidvel, entdo ele contém um subconjunto
U -vidvel.

Dem.: (a) Se Q nao contém um subconjunto U-vidvel, entdao, pela Def. 7.8, para qualquer parti¢do
vdlida (L,U) de Q, tem-se w(U) > 0. Em particular, temos que (L,U) = (0, Q), o que significa
que Fr € ndao-vazio.

(b) A prova € andloga. [ |

Teorema 7.11 Seja F' um conjunto vidvel de Q, e seja (L',U") uma parti¢io étima de Q\ F. Entao,

(a) se F' € U-vidvel, entdo (L',U" U F) € uma parti¢iao dtima de Q, e

(b) se F € L-vidvel, entao (L' U F,U") é uma parti¢ao dtima de Q.

Dem.: (a) Para provar que (L', U' U F') é uma parti¢ido étima de Q, precisamos apenas provar que
ela € otima, uma vez que ja sabemos, pela Proposi¢ao 7.2(a), que ela € uma parti¢iao vdlida de Q.

Vamos supor, por absurdo, que ela mdo € otima, e entdo mostraremos que esta hipotese sempre
conduz a uma contradi¢ao.

Se ([:', UUF) ndo € uma parti¢io dtima de Q, entdo existe alguma particdo vdlida (L,U) de Q tal
que A(L,U) < A(L',U'UF). Vamos escolher, em particular, uma parti¢ao étima, que denotaremos
(L*,U™).
Vamos analisar a relagdo de F' com U* e L*, e mostrar que todos os possiveis casos ((1) F C L*,
(2) FCU* e (3) FZU* e F ¢ L*), conduzem-nos a alguma contradi¢do.
Caso 1: Se F' C L*, entao (L*\ F,U* U F') é uma particao vdlida de Q (proposi¢ao 7.2(c)). Da
Proposicao 7.7 e do fato de que F' € um conjunto U-vidvel seque que

AL\ F,U*UF)=A(L*,U") + w(F) < A(L*,U*).
Isto € um absurdo, pois (L*,U*) é uma particdo otima de Q.

Caso 2: Se ' C U*, entdo (L*,U* \ F) € uma particdo vdlida de Q' (Proposicao 7.2(b)). Mais
ainda, da Proposicdo 7.7, temos que

ALY, U")=A(L*,FU(U*\ F)) =
A(L*U (U*\F),F)+w(U*\ F) = A(Q",F) + w(U* \ F)
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AL UUF)=A(Q\U,FUU") =A(Q,F) +w(U").

Como (L*,U*) € uma parti¢ao détima de Q, entdo A(L*,U*) < A(L’,U’ UF'), o que significa que
das duas expressoes acima seque que w(U*\ F') < w(U"). Note que a igualdade ndo pode valer pois
(L',U' U F) seria uma partigio étima de Q, contradizendo a hipdtese. Logo, deve ser verdade que
w(U*\ F) < w(U'"), e entdo, da Proposi¢ao 7.6, seque que

A(L*,U*\F) = A(Q,0) + w(U*\ F) < A(Q,0) + w(U") = A(L,U")

o que é um absurdo pois (L',U') é uma particio étima de Q'.

Case 3: Se ' ¢ L* e F € U*, entao seja X = FNL*. Da Proposi¢ao 7.2(d), (L*\X,U*UX) € uma
parti¢ao valida de Q. Também sabemos que w(X) > 0 pois em caso contrdrio, pela Proposi¢cdo 7.7,
(L*\ X, U*UX) seria uma particao vdlida de Q com aumento de erro menor que (L*,U*), o que é
um absurdo. Como w(F') < 0 (pois F' € um conjunto U-vidvel), da Proposicdo 7.5 concluimos que
w(F\X)+w(X)=w(F) <0. Disto, e do fato de que w(X) > 0, seque que w(F\X) < —w(X) <0.
Isto, w(F'\ X) <0, € um absurdo pois F\ X C F € Fy, o que viola a condi¢do de minimalidade
de F.

b) A prova € andloga. [ |
(b) Ap g

7.3.4 O Algoritmo

O teorema 7.11 é a base para o algoritmo que propomos. O algoritmo comeca com as partes inferior
e superior vazias e sucessivamente remove subconjuntos viaveis do conjunto violador para uma das
partes. Como o processo é guloso, uma vez que um subconjunto é removido do conjunto violador, ele
nunca serd colocado de volta ao conjunto violador. O lema 7.10 mostra que sempre existe pelo menos
um subconjunto vidvel no conjunto violador restante, portanto pode-se garantir que o algoritmo
termina.

Teorema 7.12 Dado um conjunto violador Q e custos de chaveamento ¢(X) para cada elemento X
de Q, o seguinte algoritmo (algoritmo OVP) produz uma solu¢do dtima para o problema OVP.

Entrada: Um conjunto violador @Q; custos de chaveamento ¢(X), VX € Q
Saida: Particao étima (L,U) de Q.

1.Faga U+ { e L+ 0.
2.Se Q & vazio, entdoc devolva (L,U) e pare.

3. Procure um conjunto viavel F em Q.
Se F é U-viavel, ent8o faga U+ UUF;
se F é L-viavel, ent8o faga L+ LUZF.
Faga Q + Q\ F e retorne ao passo 2.

Algoritmo 7.1 Algoritmo OVP.
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Dem.: O caso Q = ( € trivial. Caso contrdrio, existe pelo menos um conjunto vidvel em Q (Le-
ma 7.10). Seja entdo Fyi,Fs,...,Fy, t > 1, a seqiéncia de conjuntos vidveis encontrados pelo
algoritmo. Note que @ = F1 U Fo U ... U F;.

Se F; € um conjunto U-viavel, entao (0, F;) € uma parti¢gio dtima de Fy e, se Fy € um conjunto
L-vidvel entio (Fy,0) € uma partigio étima de Fy (Teorema 7.11), com (L',U") = (0,0).

Agora suponha que (L',U') é uma parti¢ao étima de Fj4q1U...UF;. Pelo teorema 7.11, se F; é um
conjunto U-vidvel, entdo (L',U' U F;) € uma parti¢ao dtima de F; U F;x1U...UFy, e se F; € um
conjunto L-vidvel entao (L'UF,U'") é uma parti¢cao étima de F;UF;411U...UF;, i =t—1,t—2,...,1.
Em outras palavras, dada uma particao otima de Fy1U...UFy, a particdo otima de F;UF;1U. . .UF}
pode ser construida adicionando-se F; a parte superior ou inferior, dependendo se F; € um conjunto
U ou L-vidvel, respectivamente.

Logo, a particdo de Q tal que suas partes superior e inferior sdo formadas por todos os conjuntos
U e L-vidveis, respectivamente, € uma parti¢do otima de Q. Como esta € eratamente a parti¢do
devolvida pelo algoritmo, ela € otima. |

As figuras 7.12 e 7.13 mostram dois exemplos de aplicagao do algoritmo proposto. Elas ilustram
uma seqiiéncia de subconjuntos viaveis sendo removidos de dois conjuntos violadores diferentes. As
figuras mostram, respectivamente, o estado inicial do conjunto violador, os estados intermediarios
gerados pelo algoritmo (onde os subconjuntos vidveis encontrados sdo evidenciados por uma curva e
os elementos removidos sdo indicados por linhas pontilhadas), e a parti¢ao resultante.
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Figura 7.12: Aplicacao do algoritmo OVP - exemplo 1
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Figura 7.13: Aplicacdo do algoritmo OVP - exemplo 2.
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Figura 7.13: Aplicagdo do algoritmo OVP - exemplo 2 (continuacio).
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7.3.5 Como Encontrar Conjuntos Viaveis

Nesta secao apresentamos uma estratégia de busca por conjuntos vidveis e discutimos uma imple-
mentagao relaxada, cujo objetivo é controlar a complexidade do algoritmo.

Definicao 7.13 Seja T = {Z1,Z2,...,Z1}, k > 1, um subconjunto do conjunto violador Q. Defini-
mos

UT)={X€Q:3ZeTX>17}
LT ={X€Q:3ZeT,X <7}

Proposicao 7.14 (a) Se (Q\ F, F) é uma parti¢iao vdlida de Q e X1,Xa,...,X}, sdo os elementos
minimais de F', entdo F' = U[{X1,Xa,..., X}

(b) Se (F,Q\ F) € uma parti¢io valida de Q e X1,Xa,...,X} sdo os elementos mazimais de F,
entao F' = L[{Xl,Xg, e ,Xk}]

Dem.: (a) Se X € F', entdo, pela condi¢ao de minimalidade, X > X; para algum i € {1,2,... k}.
LOgO} Xe U[{X17X27 cee JXk}]'
Por outro lado, se X € U[{X1,Xa,...,X}}], entdo existe X;, para algum i € {1,2,...,k}, tal que
X > X;. Suponha por absurdo que X ¢ F. Neste caso, teriamos X € Q\ F, e (Q\ F, F') ndo seria
uma parti¢ao vdlida de Q, pois X; € F' € menor que X € Q\ F. Isto é um absurdo.

b) A prova € andloga. [ |
(b) Ap g

Proposicao 7.15 (a) Todos os elementos minimais de um conjunto U-vidvel F' de Q sdo elementos

de Q(1).

(b) Todos os elementos mazimais de um conjunto L-vidvel F' de Q sao elementos de Q(0).

Dem.: (a) Suponha por absurdo que alguns elementos minimais de F estao em Q(0), e seja X um
deles. Por defini¢ao, w({X}) > 0. Logo,

w(F) = w(F\{X})+w{X})
W(F\A{X}) = w(F) -w({X}) <w(F) <0

Entdo, ({X}, F\{X}) € uma parti¢io valida de F' e w(F\ {X}) <0, o que contradiz o fato de que
F' € um conjunto U -vidvel, pois F'\ {X} C F.

b) A prova € andloga. [ |
(b) Ap g

Das proposicoes 7.14 e 7.15, fica claro que quando procurando @ por conjuntos U-vidveis, um
algoritmo precisa considerar apenas os subconjuntos da forma U[{Xy,Xa,...,X;}], & > 1, onde
X; € Q(1), para todo i € {1,2,...,k}. Mais ainda, devido a condi¢do de minimalidade de conjuntos
vidveis, o algoritmo precisa garantir que nenhum subconjunto préprio do conjunto sendo analisado é
um conjunto U-viavel. Em outras palavras, U[{X1, X2, ..., X} }] deve ser testado somente apds todos
os seus subconjuntos da forma U[{X;;,X;,,..., X }], 1 <j <k, iy €{1,2,... .k}, 1 <1< g, 4 #4
se [ #£ t, terem sido testados. O mesmo tipo de raciocinio vale também para conjuntos L-vidveis.
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Na pratica, o procedimento de busca é realizado sobre o grafo correspondente a Q. Os elementos
de Q correspondem aos nés do grafo. Dois nés correspondendo aos elementos X e Y, onde X < Y, sdo
ligados por uma aresta se e somente se nao existe nenhum outro elemento 7Z € Q tal que X < Z < Y.
Um né correspondendo a um elemento X serd referenciado por X também.

Para facilitar a descrigao do procedimento de busca, definimos a no¢ao de nivel de um né. Os néds
maximais de Q(1) sdo definidos como néds no nivel 0. Um né X € Q(1) estd no nivel 1 se e somente
se todos os 1-elementos em U[{X}]\ {X} estdo no nivel 0. Em geral, se ¢t é o nivel mdximo de todos
os nés em (U[{X}]\{X}) N Q(1), entdo o nivel de X é definido como ¢+ 1. Denotamos o nivel de X
por [(X). Logo, VX € Q(1), tal que X ndo é maximal em Q(1),

(X) = maa{I(Y) : Y € (U[{X}]\ {X}) N Q(1)} +1.

Suponha que U[{X}], X € Q(1) e {(X) = t. Os subconjuntos de U[{X}] que potencialmente podem
ser U-viaveis sdo aqueles cujos elementos minimais estdo em (U[{X}]\ {X})NQ(1), o que significa que
o nivel desses ndés é menor do que t. Portanto, contanto que todos os subconjuntos correspondentes a
combinagdes de elementos de Q(1) com nivel menor do que t tenham sido examinados (e néo sejam
U-vidveis) o algoritmo poderd proceder para examinar o conjunto U[{X}]; ele apenas precisa verificar
se este satisfaz a condi¢do (2) da Def. 7.8, i.e., se w(U[{X}]) < 0. Mais precisamente, o algoritmo pode
proceder o teste com U[{X}] se todos os subconjuntos correspondendo as combinagées de elementos
em Q(1) N (U[{X}]\ {X}) j4 tiverem sido examinados. Generalizando esta idéia, um subconjunto
U[{X1,Xa2,...,X}}] deve ser examinado somente apds todos os seus subconjuntos correspondendo as
combinacoes de elementos em ([J*_; U[{X;}]) N Q(1) terem sido examinados.

Temos, portanto, o seguinte procedimento de busca. Primeiramente, examinam-se todos os sub-
conjuntos da forma U[{X}], onde X € Q(1) e [(X) = 0. A seguir, examinam-se subconjuntos da forma
U[{X1, X2}], onde tanto X1 e X3 estdo em Q(1) e tem nivel 0. Prossegue-se tomando combinagdes de
trés, quatro e mais elementos do nivel 0. Uma vez que todas as combinagoes de elementos no nivel
0 forem examinadas, examinam-se os subconjuntos com um elemento minimal no nivel 1. Antes de
examinar combinagoes de dois ou mais elementos no nivel 1, cada elemento X no nivel 1 precisa ser
combinado com cada combinagdo de elementos do nivel 0. A seguir, combinacées de dois elementos
no nivel 1 precisam ser combinados com todas as possiveis combinacoes de elementos no nivel 0, e
assim por diante. O numero de possiveis combinacoes cresce rapidamente com o aumento dos niveis.
Porém, cada vez que um conjunto viavel é encontrado, o grafo e o nivel do elementos afetados preci-
sam ser atualizados e o procedimento de busca deve ser reinicializado no nivel 0 sobre o novo grafo.
Estritamente falando, somente as combinacdes que envolvem elementos X tais que alguma porgao de
U[{X}] foi removido é que precisam ser analisados novamente. No caso dos conjuntos L-vidveis, a
mesma idéia se aplica; neste caso, os niveis aumentam de baixo para cima.

Observa-se na pratica que, em geral, os conjuntos vidveis possuem poucos elementos mini-
mais/maximais. Portanto, o procedimento de busca nfo precisa, em geral, testar todas as possiveis
combinacgoes descritas anteriormente. Entretanto, é possivel que em alguns casos, em algum passo do
algoritmo, todos os conjuntos vidveis existentes sejam muito grandes. Nestes casos, o algoritmo pre-
cisard examinar um numero grande de combinacOes até encontrar um conjunto viavel, constituindo
uma situacao critica em termos de tempo de processamento necessario.
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7.3.6 Busca Relaxada

Para controlar a complexidade combinatéria do problema de busca, impomos algumas restrigoes
sobre o numero de elementos minimais/maximais em um conjunto viével.

Definicao 7.16 Seja Fy (k) uma classe de subconjuntos nao-vazios F' de Q satisfazendo
1. (Q\ F, F) é uma parti¢cao vdlida de Q,
2. w(F)<O0,e
3. F' tem mo mdrimo k elementos minimais.

Um subconjunto F' € Fy(k) € U-k-viavel se e somente se F' € minimal em Fyr (k) com relagdo a C.

Conjuntos L-k-vidveis sao definidos de forma similar, apenas trocando os elementos minimais por
maximals.

Estas duas defini¢Ges introduzem o que chamamos simplesmente de conjuntos k-vidveis. Se so-
mente conjuntos k-vidveis sdo procurados, entdo o procedimento de busca descrito anteriormente
precisa verificar combinacdes de no maximo k elementos minimais/maximais, e portanto o tempo de
processamento pode ser controlado através do parametro k. Este relaxamento pode introduzir subo-
timalidade, no sentido de o resultado nao ser étimo. Vale notar, entretanto, que sempre é possivel
escolher um £k suficientemente grande para obter um resultado étimo.

Dagqui para frente, referimos ao algoritmo que procura somente conjuntos k-vidveis como algoritmo
k-relazado em oposicdo ao algoritmo original (nfo-relaxado). Analisamos a seguir algumas situacoes
que podem decorrer devido ao relaxamento.

Seja @ o conjunto violador mostrado na Fig. 7.14(a). Existe apenas um subconjunto 1-vidvel,
Ul{i}], em Q. Como U[{i}] = Q, apds remover Q para a parte superior o algoritmo 1-relaxado
para, retornando como resultado a particao (0, Q), como mostra a Fig. 7.14(b). Entretanto, U[{i}]
ndo é um conjunto viavel no sentido estrito pois ele contém os subconjuntos U[{d, f}|, L[{g,h}],
L[{g,e}] e L[{e,h}] que sdo vidveis. Todos estes conjuntos vidveis possuem mais de 1 elemento
minimal/maximal, e isto explica porque eles ndo podem ser encontrados pelo algoritmo 1-relaxado.
O resultado 6timo (A = 9) é mostrado na Fig. 7.14(c). Note que o algoritmo 2-relaxado é capaz
de encontrar todos os conjuntos viaveis, isto é, kK = 2 seria suficiente, neste caso, para se calcular a
particao 6tima de Q.

Seja F' um conjunto k-vidvel sendo removido de @ pelo algoritmo k-relaxado. Como o algoritmo
k-relaxado ndo examina subconjuntos com mais de k elementos minimais/maximais, se existir pelo
menos um subconjunto com mais de k£ 1l-elementos minimais em F' e se F' é um conjunto U-k-
viavel, ou se existirem subconjuntos com mais de k& 0-elementos maximais em F e se F for um
conjunto L-k-viavel, entdo existe a possibilidade de que conjuntos viaveis (no sentido estrito) nao
serem encontrados. Note, entretanto, que a existéncia de tais subconjuntos ndo necessariamente
implica que os mesmos sdo vidveis (no sentido estrito).

Em alguns casos, mesmo quando o algoritmo relaxado perde (deixa de identificar) um conjunto
viavel, o resultado final pode ser étimo. Consideramos o conjunto violador Q da Fig. 7.15(a) para
ilustrar um caso desses. Se o algoritmo 1-relaxado for aplicado sobre Q, entdo dois conjuntos 1-
viaveis, a saber U[{i}] e U[{k}] (o segundo em Q \ U[{i}]), serdo encontrados. Novamente, U[{i}]

nao é um conjunto vidvel no sentido estrito. Apesar disso, o resultado final, mostrado na Fig. 7.15(b),
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(a) Conjunto violador. (b) Resultado do algoritmo 1- (c) Resultado 6timo.
relaxado.

Figura 7.14: Resultado do algoritmo relaxado nao é étimo.

é 6timo (compare com o resultado do algoritmo 2-relaxado na Fig. 7.15(c)). Este exemplo mostra
que, contanto que nenhum elemento seja removido para a parte errada da particao, existem chances
de que o resultado final seja 6timo, mesmo que durante o processo alguns conjuntos vidveis no sentido
estrito tenham sido perdidos.

First
feasible
set
Result
@: @
®s ®s
®s
(a) Conjunto violador (b) Resultado relaxado (¢) Resultado ¢timo.

Figura 7.15: Resultado do algoritmo relaxado é 6timo.

Seja Q o conjunto violador mostrado na Fig. 7.16(a). O algoritmo 1-relaxado encontra apenas um
conjunto 1-vidvel, L[{e}] (Fig. 7.16(b)). Nao existem conjuntos 1-viaveis no restante do conjunto vio-
lador {a,b,c,d, f} (Fig. 7.16(c)). Em termos gerais, se em algum momento durante o processamento
o algoritmo k-relaxado ndo encontra nenhum conjunto k-vidvel no conjunto violador restante, entao
esta porcao restante nao podera ser processada. Tais porcoes serdo denominadas por¢édes irredutiveis.
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(a) Conjunto violador. (b) Um conjunto 1-vidvel (c) Porgao irredutivel

Figura 7.16: Exemplo de uma porgao irredutivel

Para processar uma porgao irredutivel, digamos Q’, uma estratégia simples consiste em calcular
A(Q,0) e A(D,Q'), e entio remover Q' para o conjunto superior caso A(Q',0) < A(0, Q') ou para
o conjunto inferior em caso contrdrio. Uma outra alternativa, quando Q' é relativamente pequeno,
seria aplicar o método da forca-bruta, i.e., testar todas as possiveis particdes validas de Q' e escolher
uma com o menor aumento de erro. O algoritmo OVP relaxado é apresentado a seguir :

Entrada: Um conjunto violador Q; custos de chaveamento ¢(X), VX € Q, fator de
relaxamento k, & > 0
Saida: Particio étima (L,U) de Q.

1.Faga U+ () e L+ 0.
2.Se Q & vazio, entdo devolva (L,U) e pare.

3. Procure um conjunto k-vidvel F em Q.

eSe F for encontrado, e se ele & U-viavel, entfo faga U <+ U U
F; se F é L-viavel, ent8o faga L+ LUF. Faga Q<+ Q\F.

eSe I n#o for encontrado, calcule A(Q.0) e A(B,Q). Se
A(Q,0) < A(), Q) entdo faga L + LU Q, senfio faga U «+ U U Q.
Faga Q «+ 0.

Volte ao passo 2.

Algoritmo 7.2 Algoritmo OVP relazado.

Suponha uma situacdo na qual nenhum conjunto viadvel (no sentido estrito) foi perdido, até o
momento em que uma porcao irredutivel é encontrada. Mesmo apds o processamento da porcéo
irredutivel conforme descrito acima, o resultado final pode ser étimo. Considere a porgao irredutivel
Q' mostrada na Fig. 7.17(a) (nenhum de seus subconjuntos L[{a}], L[{b}], ou U[{c}] sdo 1-vidveis.)
O algoritmo 1-relaxado quando aplicado sobre Q', calcula A(Q,0) = 4 ¢ A(0,Q') = 6 e decide
remover Q' para o conjunto inferior. Como L[{a,b}] = Q' é um conjunto vidvel (no sentido estrito)
ele seria removido para o conjunto inferior pelo algoritmo nao relaxado também (Fig. 7.17(b).)

Por outro lado, a mesma estratégia pode produzir resultados nao-étimos, como mostramos no
seguinte exemplo. Seja Q' a porgao irredutivel mostrada na Fig. 7.18(a). Entao, A(Q',0) = 15 e
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3@ M3

©a

(a) Porgao irredutivel Q'. (b) Resultado.
Figura 7.17: Porcao irredutivel é processada corretamente.

A(0, Q") = 13. Logo, Q' serd removido para a parte superior conforme ilustrado na Fig. 7.18(b).

Entretanto, a solucdo étima (A = 11) é ilustrada na Fig. 7.18(c).

@
5® ©s
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®

4

(a) Porgao irredutivel Q. (b) Resultado do algoritmo 1- (¢) Resultado Stimo.
relaxado.

Figura 7.18: Porcao irredutivel é processado incorretamente.

Em resumo, o relaxamento pode produzir resultados nao-6timos devido aos conjuntos vidveis que
néo sdo detectados, ou devido ao processamento incorreto da porcao irredutivel. Entretanto, deve-se
manter em mente que a existéncia de tais subconjuntos nao necessariamente implica que o resultado é
sub-6timo. Estas situacbes nas quais existem porgoes irredutiveis, ou nas quais subconjuntos viaveis
podem nao ter sido detectados, serdo denominados casos incertos. A auséncia de casos incertos
implica que o resultado é 6timo.

7.3.7 Limitantes para o Aumento de Erro

O resultado do algoritmo relaxado pode ser sub-6timo, conforme mostramos na segao anterior. Nesta
secao apresentamos limitantes para o aumento de erro do operador projetado em relacdo ao operador
crescente 6timo. Seja A o aumento de erro do operador crescente 6timo (aquele que corresponde a
particdo étima de Q). Entdo,

0<A< min{A(Q,@),A(@, Q)}

Agora, sejam U’, L' o conjunto de elementos na parte superior e inferior, respectivamente, quando o
algoritmo depara com um caso incerto pela primeira vez durante o processamento de Q. Nesta fase
do processamento, sabe-se que os elementos de U’ e L’ sao, respectivamente, elementos das partes
superior e inferior da partigao étima. O aumento de erro devido a U’ e L’ sdo dados, respectivamente,
por
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XeU'(0) XeL/(1)

Portanto, o aumento de erro no momento em que o algoritmo depara com um caso incerto pela
primeira vez é dado por ¢t (U")+¢~(L'), o que constitui um limitante inferior para o verdadeiro valor
de A, i.e.,

0<cH(UY+e (L)) <A

Por outro lado, denote por A, o aumento de erro da particio final calculada pelo algoritmo.
Entao, A é menor ou igual a min{A(Q,0),A(}, Q)}. Portanto, temos a seguinte relagao :

0<cH(U) +e (1) <A < Ay <min{A(Q,0),A0, Q)} (7.8)

Conforme ja dissemos anteriormente, se o algoritmo nao depara com um caso incerto, entado
o resultado por ele produzido é 6timo e, neste caso, teremos Ay = A. Veremos nos resultados
experimentais que muitas vezes Aj é muito préoximo de A.

7.3.8 Resultados Experimentais

Testamos o uso de diferentes valores para k. Os experimentos foram conduzidos em um computador
Pentium II, 300 MHz, usando diferentes modelos de imagens (A,B,C, e D), ilustrados nas Figs. 7.19

a 7.22.

Imagem observada. (MAE = 0.1391) Imagem ideal

Figura 7.19: Grupo A : 15% de ruido sal-e-pimenta

number number number

Imagem observada (MAE=0.0158) Imagem observada (MAE=0.0102) Imagem ideal

Figura 7.20: Grupo B: Ruido de borda, diferente densidades.
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-
" u
Imagem observada (MAE=0.0612) Imagem observada (MAE=0.0579) Imagem ideal
Figura 7.21: Grupo C: Modelo Booleano com graos quadrados e subconjuntos
do quadrado 3 x 3 como ruido.
L | Al . I|| -
Imagem observada Imagem ideal Imagem observada Imagem ideal

(MAE=0.0162) (MAE=0.0579)

Figura 7.22: Grupo D : Retangulos com ruido de borda, com diferentes densida-

des.

Algoritmo OVP

Se, durante o processamento, o algoritmo k-relaxado nao depara com um caso incerto, entao A} é
6timo. Além disso, se Ay é 6timo, entio A; = Ay, para todo [ > k. Note que, mesmo nos casos em
que o algoritmo depara com um caso incerto, o resultado pode ainda ser étimo, conforme discutimos
anteriormente.

A tabela 7.1 mostra os resultados relativos a 67 experimentos com a janela W3x3. Aqui enfati-
zamos a relacio entre Aq, Ay e As. Estes resultados estio separados em dois grupos principais : os
dtimos (aqueles nos quais o algoritmo ndo deparou com um caso incerto para pelo menos um dos k,
k=1,2,3) e os incertos (aqueles nos quais o algoritmo deparou com um caso incerto para k = 1,2, e
3). Cada um desses dois grupos estao subdivididos em subcasos. Para a classe dos 6timos, a coluna
2 indica qual o menor valor de k para o qual o algoritmo nao deparou um caso incerto. Isto significa
que o resultado étimo foi encontrado e que o algoritmo, se executado com k maior, iria produzir o
mesmo resultado. A coluna 3 indica quantas vezes cada um desses casos foi observado. A coluna 4
indica a relagio entre A1, Ag e A, e a coluna 5 indica quantas vezes cada uma das relagoes indicadas
foi observada. Finalmente, as duas tltimas colunas especificam o modelo e a quantidade de imagens
utilizadas nos experimentos. A tabela 7.2 mostra o mesmo para 69 experimentos com a janela Wis.

A tabela 7.3 fornece maiores detalhes dos 17 casos, da janela Wiz, onde Ay > Ajz. A coluna
1 mostra o MAE do operador 6timo %),; e as colunas 2 e 3 mostram, respectivamente, o MAE do
operador crescente obtido usando k = 3 e k = 1. Observe que a variacdo do MAE entre estes dois
operadores néo é significante, como indicado na coluna 4.
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‘ Grupo ‘ Caso ‘ Ocorr. ‘ subcaso ‘ Ocorr. ‘ Modelo ‘ Ocorr. ‘
A 1
k=1 34 Aq (= Ay = Aj) 34 C 3
D 30
otimo k=2 11 Al = A2 (= Ag) 11 D 11
A=Ay = Ag 6 D 6
k=3 8 A1 > Ay = Ag 2 B 1
D 1
A=Ay = Ag 13 B 2
incerto 14 D 11
Al > AQ = Ag 1 B 1
total | | 67 | | 67 | | 67
Tabela 7.1: Desempenho do algoritmo OVP: janela W3x3.
‘ Grupo ‘ k ‘ Ocorr. ‘ subcaso ‘ Ocorr. ‘ Modelo ‘ Ocorr. ‘
k=1 22 A1 (= Ay = Ag) 22 A 1
D 21
A1 = As (= Ag) 7 C 1
otimo | k=2 8 D 6
A > Ag (: Ag) 1 A 1
k=3 8 A=Ay = Ag D 6
Ay > Ay = Ag 2 C P)
A=Ay = Ag 17 B 2
D 15
A1 > Ay = Ag 7 B 1
incerto 31 D 6
Ay = Ay > Ag 1 D 1
A1 > Ay > Ag B 1
D 5
| total | | 69 | 69 | | 69

Tabela 7.2: Desempenho do Algoritmo OVP: janela Wi3.
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| MAE(Yopt) | MAE(opt) + Az | MAE(hopt) + A1 | A1 — Az |

5.6226e-03 6.0367e-03 6.0368e-03 le-07
7.6559e-03 8.1047e-03 8.1048e-03 le-07
5.2408e-04 7.8244e-04 7.8259e-04 1.5e-07
4.9300e-03 5.3283e-04 5.3265e-04 1.8e-07
3.9749e-04 4.4473e-04 4.4492e-04 1.9e-07
5.1621e-03 5.6847e-03 5.6849e-03 2e-07
7.1254e-03 7.6549e-03 7.6551e-03 2e-07
1.8423e-04 2.7528e-04 2.7552e-04 2.4e-07
6.2505e-03 8.9047e-03 8.9051e-03 4e-07
1.5442e-03 1.9622e-03 1.9629e-03 7e-07
3.1494e-03 3.2061e-03 3.2069e-03 8e-07
2.1721e-03 2.7239e-03 2.7248e-03 9e-07
1.9718e-03 2.2409e-03 2.2425e-03 1.6e-06
2.1792e-03 2.7267e-03 2.7289e-03 2.2e-06
5.0711e-04 9.9452e-04 9.9836e-04 3.84e-06
5.2177e-04 9.9219e-04 9.9659e-04 4.4e-06
1.0535e-02 1.4451e-02 1.4465e-02 1.4e-05

Tabela 7.3: Aumento de Erro: fator de relaxamento k =1 e k = 3.
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A tabela 7.4 mostra o tempo de processamento para variadas janelas e diferentes tamanhos do
conjunto violador. O tempo é dado em segundos. Para simplificar, eles foram aproximados para o
valor inteiro nao nulo mais préoximo. Quando o ntmero é marcado pelo simbolo *, significa que o
resultado correspondente é 6timo, enquanto o simbolo x indica que o tempo nao foi calculado para
aquele caso. O tempo de processamento é o tempo gasto para a) o célculo do conjunto violador,
b) construgdo de um grafo correspondendo ao conjunto violador, ¢) aplicagido do algoritmo OVP, d)
calculo dos elementos minimais de 1t (1), e) I/O. Cabe notar que cada um dos experimentos com
a janela W3y3 levaram menos de 0.27 segundos.

Tamanho da | Exemplos | Conjunto | Arestas | Base | Tempo=£0.5 (em segundos)
janela violador k=1 | k=2 | k=3
3671 622 1516 41 1 1 1
8180 902 1084 596 2 2 2%
8185 2452 8778 215 3 6 96
13 8185 70 42 831 1* X X
7892 3090 12718 165 3 8 40
5864 4492 22762 69 4 15 1125
6605 5020 26368 81 5 26 1483
16 47648 5277 20139 1856 66 67 72
56706 14063 13209 1485 223 393 18621
74253 7066 10532 2820 137 148 161
17 68011 18656 52716 1995 397 1028 X
95439 24539 14549 2153 779 2595 X
52615 5101 73541 212 87 88* X
290892 5376 97878 5183 288 289 311
74914 10090 42771 198 203 204 204
25 92565 10899 45789 8 449 465 1571
597965 19885 68891 9384 3749 4075 5830
368717 87732 808285 | 6151 11459 | 66518 X
836334 198168 | 2040243 | 8375 | 16 horas | 7 dias X

49 | 1173140 | 445 426 [37376 | 678 [ 671" | X

Tabela 7.4: Tempo de processamento do algoritmo OVP.

Algoritmo OVP versus o Algoritmo Baseado na Representacao MAE

Comparamos a seguir o algoritmo OVP com outro algoritmo cuja implementacdo é baseada no
teorema de representacdo do MAE. Neste segundo, utilizamos uma implementacao ja citada em
estudos anteriores, que consiste dos seguintes passos :

1. Calcular o MAE para cada um dos 2" elementos estruturantes (ou seja, cada elemento de

P(W)) (Eq. 7.1.)

2. Selecionar 100 elementos estruturantes com os menores valores MAFE para construir a biblioteca
de primeira-ordem.
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3. Calcular o MAE para todas as combinaces de no maximo m elementos estruturantes desta
biblioteca (m é o tamanho maximo da base), usando um algoritmo recursivo que implementa
a Eq. 7.2.

Implementagdes mais eficientes da Eq. 7.2, que ndo s@o recursivas, sdo possiveis. Por exemplo, um
algoritmo baseado em programacao dinamica poderia utilizar o fato de que o MAE de um operador
com m erosdes pode ser computado a partir do MAE de dois operadores com (m — 1) erosdes e mais o
MAE de um elemento estruturante [111]. Porém, uma dificuldade nesta abordagem é a quantidade de
dados que precisam ser armazenados, uma vez que a quantidade de operadores consistindo de (m —1)
erosoes é enorme. Mesmo que o espago para armazenamento seja suficiente, outra dificuldade estd
relacionado com a forma de armazenamento: os MAEs de todos os operadores constituidos por (m—1)
erosoes precisam ser armazenados de tal maneira que os mesmos possam ser localizados facilmente.

A tabela 7.5 mostra algumas comparagoes entre o desempenho do algoritmo OVP e o algoritmo
baseado na representacao MAE, cuja implementagao foi descrita acima. Para o algoritmo baseado
na representagdo MAE, o tamanho da base foi restrito conforme indicado na coluna Restricdo de
tamanho da tabela. A superioridade do algoritmo OVP é evidente. O algoritmo OVP foi utilizado
para janelas de 25 e de 49 pontos, com o tamanho da base na ordem de milhares. Mesmo em
aplicagOes industriais, para aplicar o algoritmo baseado na representacdo MAE, o tamanho da base
é limitado a um ntmero pequeno de elementos estruturantes selecionados de uma biblioteca também

relativamente pequena [112].

Tamanho da OVP representacio MAE
janela Tamanho da A tempo | Restricio | Tamanho A tempo
base de tamanho | da base
4 2.0488e-04 1 6 4 2.0488e-04 2202
4 1.2631e-03 1 6 4 1.2631e-03 2190
10 4.5525e-05 1 6 6 3.4783e-04 2499
9 22 2.2020e-06 1 6 6 2.5304e-04 4541
100 0.0 1 6 6 1.1874e-02 8433
100 0.0 1 8 8 1.3307e-02 | 13.7 dias
24 6.8646e-04 1 6 6 1.0895e-03 4158
34 0.0 1 6 6 4.7806e-04 7047
13 276 1.3440e-04 1 6 4 2.1947e-02 19152
831 6.8237e-06 1 6 5 1.8189e-02 19192

Tabela 7.5: Algoritmo OVP contra algoritmo baseado na representacao MAE.

7.4 Distribuicoes a Priori para as Probabilidades Condicionais

Para janelas relativamente grandes, as estimativas das probabilidades condicionais px

Py =

1/X) e das probabilidades P(X) geralmente ndo sdo muito precisas pois a quantidade de dados a
partir do qual elas sdo estimadas é pequena. Para determinar o operador étimo, a precisdo de px é
fundamental. Uma abordagem proposta para melhorar a estimativa destas probabilidades considera
que px sao varidveis aleatérias que seguem uma distribuicdo a priori f(px) [47]. Dada uma amostra
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de treinamento, a distribui¢do a posteriori de px é denotada f(px |px), onde px é a probabilidade
condicional estimada a partir desta amostra.

Estas distribuigdes a priori sdo diferentes para diferentes observagoes X € P(W). Para simplificar
a notagdo, eliminamos X daqui em diante (assim, p significa px, para um dado X). Seja m a
quantidade de vezes que a configuragao X foi observada na amostra de treinamento, das quais u
vezes associada ao valor 1. Supondo a estimagdo usual, p = u/m, a densidade condicional de p dado
p, é dada por

P'=56) = 11 0lp) fo) dp (79)

O operador 6timo pode levar em consideracido a distribuicdo a priori juntamente com os dados
de treinamento. Como f(p|p) é a distribuicdo de p dado p, entdo o operador étimo, a ser denotado
Y € dado por

f(p

o _ I(pp) f(lp) f(p)
(

1, se E[p|p] > 0.5
0, caso contrario.

'd)pwﬂ (X) = { (710)

onde E[p|p] é o valor esperado da distribuicao f(p|p).

7.4.1 Custos de Chaveamento a Partir de Distribuicoes a Priori

Propomos aqui a utilizacao de distribuicoes a priori das probabilidades condicionais para estimar os
custos de chaveamento. Estimativas mais precisas das probabilidades condicionais implicam custos
de chaveamento mais precisos e, conseqiientemente, operadores mais precisos.

Se Elp
de |2p — 1] P(X), e para cada valor p > 0.5 hd um decréscimo de erro de |2p — 1| P(X). Logo, o custo
de chaveamento total relativo a X, quando ¢,,;(X) é chaveado de 0 para 1, é dado por

p] < 0.5 e Ypri(X) é chaveado de 0 para 1, para cada valor p < 0.5 hd um aumento de erro

r r0.5 1
a(X) = /0 120 — 1] £ (pl) dp — /0_5|2p—1|f(p|ﬁ)dp P(X) (7.11)

Analogamente, o custo de chaveamento quando ¥,,;(X) é chaveado de 1 para 0 é dado por :

rrl 0.5
X) = || Pp-1stlpdp ~ [ p-11(lp) dp | PCO (7.12)

L/0.5 0 i

A expressdo 7.11 pode ser simplificada conforme mostramos a seguir :
0.5 1
() = | [ 2o 11slp) e~ [ 12011 70619) dp | POX)

= [[To-msena - [

1
L/ 0 5

(2= 1) f(plp) dp | P(X)

r r0.5 0.5 1 1

— || red 2 [ sl -2 [ prGlpde + [ 10l dp| PX)
L/ 0 J0 J0.5 J0.5

r r0.5

= [ e+ [ solpvd -2 [ pildp + [ psip)d) | POY

= [1-2 [ psin) ] POY)

= [1-2B0plp] |P(X) (7.13)
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De forma andloga, a Eq. 7.12 também pode ser simplificada :

ex(X) = [2E[plp] —1] P(X) (7.14)

Uma vez que na Eq. 7.13 temos que E[p|p] < 0.5 e na Eq. 7.14 temos que E[p|p] > 0.5, ambos podem

p] — 1] P(X).
Levando em conta os resultados obtidos até agora, o calculo do custo de chaveamento depende
somente de F[p|p] e P(X). Daqui em diante utilizamos uma particular distribui¢io a priori, a exemplo

do que é feito em [47]. A distribui¢do considerada é a distribuicio beta, que possui dois parametros

a,f>0:

ser expressos como ¢(X) = |2 Elp

samP L= p)7h if0<p<1

0, caso contrario.

onde B(-,-) é a funcdo beta definida por
1
Bla,g) = [ 7 (1= d
J0

Supondo que f(p) é uma distribui¢io beta com parametros o e § e dados m = mx, u = ux e
p = m/u, a equagdo 7.9 pode ser reescrita como :

u m—u p* L (1—p)P—1
(™) p" (1 = p) pt (A-p)"

. u B(a,p)
flolp) = — T
my u m—u PO (1= )p—1
Jo (u)p (1_p) E B(a,g) dp
et
—B((é,)ﬁ’) Jo petu=t(1 = p)ftm-u—tdp

pa+u—1 (1 _ p)/5’+7n,—u—1
Bla+u,84+m—u)

que é a distribuigao beta a posteriori (com parametros o/ = a+ue 8 = 8+m—u). Se a distribuigao
a priori de X néo é conhecida, podemos usar a distribui¢do uniforme (i.e., « = § = 1, e neste caso a
equacdo 7.10 é equivalente a equacdo 3.4, o caso sem distribuicées a priori).

O valor esperado de p|p, F[p|p], é dado por

Blp

9 —1|P(z). (7.15)

7.4.2 Resultados Experimentais

No exemplo a seguir, consideramos ruido de borda em imagens de texto. Supomos que o ruido de
borda tem intensidade parametrizada por 4, o qual segue uma distribui¢do conforme ilustrada na
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Figura 7.23: Distribui¢do de § (parametro da intensidade de ruido).
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Figura 7.24: Exemplos de ruido de borda.

figura 7.23. A intensidade de ruido é inversamente proporcional ao valor de §. A figura 7.24 mostra,
respectivamente, parte de uma imagem ideal, e simulacdo de ruido para § = 45,35,25 e 21.

Se consideramos uma amostra de imagens com ruido de borda seguindo esta distribuicao, imagens
com 6 = 21 (bastante ruidosa) sdo observadas com muito menor freqliéncia do que imagens com
8 = 45, por exemplo.

Como escolher uma distribuicdo a priori é uma questdo importante, muitas vezes polémica, que
nao serd discutida neste trabalho. O objetivo no momento é apenas mostrar que o uso de distribuicoes
a priori adequadas é util para obter operadores precisos, principalmente quando a quantidade de
exemplos de treinamento é pequena.

Para obter uma distribuicdo a priori para cada X, foram obtidas diversas estimacdes para px a
partir de uma amostra de treinamento, cujas imagens com densidades de ruido diferentes aparecem
de acordo com a proporcao da figura 7.23. Para cada m imagens com densidade de ruido § = 21
foram consideradas 2m imagens com densidade § = 23 e § = 25, 3m imagens com densidade § = 27
e assim por diante. Para cada grupo de m imagens foi estimado um valor de px, e em seguida
foi calculada uma distribuicao beta cujas realizagoes mais se aproximam destes dados, utilizando a
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técnica de maxima verossimilhanga.

Trés distribuigoes a priori foram obtidas a partir de valores distintos para m. A priori 1 foi obtida
a partir de m = 2, a priori 2 a partir de m = 10 e a priori 3 a partir de m = 50. Comparamos o
desempenho de operadores crescentes projetados utilizando estas prioris em relacgdo ao desempenho
de operadores projetados sem o uso de prioris para particulares valores de 4. Utilizamos a janela
Wisx3, e o algoritmo OVP proposto no capitulo 7, com o operador étimo dado pela equagao 7.10 e
com os custos de chaveamento conforme equagao 7.15.

Para § = 45 (pouco ruido), o uso da priori 3 resulta em operadores bons a tal ponto que o
treinamento com numero crescente de exemplos nao tem efeito algum. A priori 2 também resulta
em operadores bons. A priori 1 resulta em operadores que funcionam melhor que o caso sem priori,
e melhora ligeiramente & medida que o exemplos de treinamento aumentam. O treinamento sem
priori, aproxima-se do da priori 1 quando utiliza uma grande quantidade de exemplos. No limite,
isto é, infinitos exemplos de treinamento, todas as 4 curvas devem convergir para o mesmo erro (erro
minimo).

0.00055 T T
no prior —+—
prior 1 ----e---
prior 2 &
prior 3 ---a---
0.0005 1
¢ 0.00045
g0
0.0004 £ e
1..7.7.'.7.’.111
DAY U e . . .
B e e Y eeee @ B e B R @ R
0.00035 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

Number of training examples (x10000)

Figura 7.25: Curva de erro para § = 45.

Para o caso § = 35, a priori 3 também funciona bem de forma que o treinamento quase nao tem
efeito. A melhora dos operadores resultantes da priori 2, & medida que aumenta a quantidade de
exemplos de treinamento, é mais evidente que para o caso § = 45. A priori 1 comega com erro inicial
menor que o caso sem priori, mas este alcanca a priori 1 e passa a ser melhor quando a quantidade
de exemplos de treinamento é relativamente grande.

Para o caso § = 25, a priori 3 resulta em operadores que melhoram com o aumento da quantidade
de exemplos de treinamento. A melhora é mais evidente para a priori 2. A priori 1 ndo tem bom
desempenho no comeco e rapidamente é alcangada pelo caso sem priori. O fato do caso sem priori
funcionar melhor que a priori 1 mostra que o uso da priori estd sendo prejudicial. Isto ilustra um
exemplo de uso de priori nao adequada.

Para o caso § = 21, a priori 1 ajuda basicamente quando nao ha treinamento algum. Rapidamente
é ultrapassado pelo caso sem priori. Para quantidade grande de exemplos de treinamento, tanto a



130 Projeto de Operadores Crescentes Otimos

0.0026 T T
no prior —+—
prior1 ----e---
prior 2 &
prior 3 ----a---
0.0025 B
0.0024 B
w
<
=
0.0023 | B
0.0022 B
® R I8
Uoagoeas -
oEEEgg = o o : p 2
RALALLLLALALLLL - & A& dh A-AA &k &k heoon oo e coos oo ke e ke - -
0.0021 B
Il Il Il Il Il Il
0 50 100 150 200 250 300

Number of training examples (x10000)

Figura 7.26: Curva de erro para § = 35.

priori 2 como a priori 3 sdao alcangadas pelo sem priori.

Em todos os casos, a priori 3 é superior a priori 2, que por sua vez é superior a priori 1, como
esperado. No entanto, para alta intensidade de ruido (§ = 21,25), a partir de um certo momento, o
uso de priori comeca a ser prejudicial. Isto tem explicacdo no fato de que a priori foi obtida de um
conjunto de imagens onde predominou ruidos de intensidade baixa.

7.5 Comentarios

Uma das caracteristicas interessantes do algoritmo proposto neste capitulo é que ele manipula apenas
os elementos de P(W) que foram observados nas imagens de treinamento, enquanto as demais técnicas
conhecidas manipulam todo o espago P(W). Esta caracteristica permite que operadores sobre janelas
relativamente grandes sejam projetados.

Além disso, ele é extremamente eficiente nos casos em que o tamanho do conjunto violador é
pequeno. Heuristicas, ou fatos baseados nos conhecimentos sobre o problema que desejamos resolver,
podem ser utilizados para reduzir o tamanho do conjunto violador e, conseqiientemente, o tempo de
treinamento.
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Capitulo 8

Filtros “Stack”

Filtros “Stack” ! formam uma classe de operadores sobre imagens em niveis de cinza que podem ser
implementados via operadores sobre imagens bindrias [165]. Um exemplo classico de filtro stack é o
filtro da mediana. Pode-se mostrar que a mediana de uma imagem em niveis de cinza € igual a soma
das medianas (bindrias) de cada um de seus cortes [60]. No contexto de morfologia matematica, os
filtros stack aparecem relacionados a uma classe de operadores denominados “flat” [75] e também a
classe de operadores que comutam com o threshold [114, 115].

Um fato interessante é que o erro MAE de um filtro stack pode ser expresso como a soma do erro
MAE (binério) sobre cada um dos cortes. Isto significa que, para projetar estes operadores, basta
projetarmos os operadores binarios que o implementam.

Neste capitulo apresentamos (1) filtros stack no contexto de morfologia matematica [114, 115, 75],
porém restrito ao dominio das imagens em niveis de cinza com numero de niveis finito e discreto,
(2) uma prova construtiva da equivaléncia entre filtros stack e fun¢des Booleanas positivas baseada
em alguns resultados conhecidos e (3) revemos a representacio de filtros stack em termos de unido
de erosOes. Analisamos filtros stack étimos segundo o critério MAE e mostramos como e porqué
o algoritmo OVP pode ser utilizado para projetar filtros stack étimos. Por fim, descrevemos um
algoritmo para o projeto de filtros stack.

Os operadores binérios sdo representados por letras gregas (¥, ®, ...), conforme no restante do
texto. Os operadores de imagens em niveis de cinza sao representados pelas mesmas letras, porém
com um apdstrofe, como em W', &', etc.

8.1 Definicoes e Propriedades

Vimos que dado E = Z? ¢ K = {0,1,...,k}, onde k é um inteiro positivo, uma imagem em niveis
de cinza é uma funcao f de E em K. O conjunto de todas as imagens em niveis de cinza definidos
sobre E é denotado por K®, e o conjunto K é o conjunto dos valores de niveis de cinza. O conjunto
(E,+), onde + é a adicio usual de vetores, é um grupo abeliano. A translacio de f € K® por um
vetor z € E é denotado f, e definido por, Va € E, f.(z) = f(z — 2).

Seja W C E uma janela (conforme utilizada até agora). A restri¢ido de f € K® por W em torno

!Optamos por utilizar a grafia em inglés.
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de z define uma imagem f_,|w in KW dado por (f_.|w)(w) = f(w+ 2), para qualquer w € W. Note
que se W=E, entdo f_.|w = f_.. Dados f,g € KV, f <g& f(z) < g(z),Vz € W.

Recordamos brevemente, por conveniéncia, algumas defini¢es e resultados:

o corte de uma imagem f € KW, no nivel i, é o conjunto T;[f] = {x € W : f(z) > i};

a fungdo 1x € {0,1}W ¢ definida por 1x(z) = 1 <= = € X, para todo X € P(W),

e se f € KWV é uma imagem em niveis de cinza, 17,4 € uma imagem bindria;

se f €{0,1}W entéo Inip=1f

Consideramos também a limiarizacdo de um valor v € K. O limiar de v no nivel ¢ é definida por

T,;(v)z{ 1, sev>q, (8.1)

0, sewv <z

Note que enquanto T;[] resulta em um conjunto, T;() resulta em um valor bindrio.

Proposicdo 8.1 (Decomposicao threshold [165]) Qualquer imagem f € KW pode ser represen-
tada através da soma de uma seqiéncia de imagens correspondentes aos cortes T;[f], i =1,2,...,k,
t.e.,

]if
F=> lny- (8-2)
=1

A figura 8.1 mostra a decomposi¢ao threshold de um sinal. Ao lado esquerdo estd o sinal e ao
lado direito os cortes do sinal nos niveis 1, 2 e 3. Ao se somar os cortes, obtém-se o sinal original.

1 -0-0-0----0-0-0 -0 -0

0

111011111

threshold no nivel 1

Y - 0 -0 -0 ---- o-
0
T2 010011101

threshold no nivel 2

121032212 I3

sinal em niveis de cinza 1-eeeeeens CARRRERRE

0

000010000

threshold no nivel 3

Figura 8.1: Decomposicao threshold.

Proposicao 8.2 Seja W C E, t1,to € K e f € KW. Se t; < to, entio Ty,[f] C Ty, [f] ou,
equivalentemente, 1r, (7 < 17, (1] [83].
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Proposicao 8.3 Para quaisquer f,g € KW, f < g <= Ti[f] C Ti[g],Vt € K. Equivalentemente,
f[<g<—= ]‘Tt[f] < 1T,M,Vt € K.

Dem.: (=) se f < g, entao f(z) < g(z),Yo € W. Logo, {y e W: f(y) >t} C{ye W:g(y) >
t} para todo t € K, i.e., Ty[f] C T¢lg],Vt € K.

(=) para qualquer x € W, & € Ty,[f]. Se Ti[f] C Tilg],Vt € K, entdo para qualquer z € W,
z € Tyulf] = ¢ € Tywlgl = {y € E:9(y) > f(2)}. Logo, g(z) > f(x), para qualquer x € W,
e, f<g. |

Definiciao 8.4 (Operadores crescentes) Um operador W' : K® — K ¢ crescente se e somente
se, para quaisquer f,g € K2, se f < g, entdo U'(f) < W(g).

Seja ¥’ : K® — K um operador de imagens em niveis de cinza e seja ¥ : P(E) — P(E) um
operador definido por, VS € P(E),
U(8) = T[¥'(1s)] (8.3)

O mapeamento que associa ¥ a ¥’ é denotado por b, isto é, b(¥') = .

Defini¢ao 8.5 (Operadores que comutam com o threshold) Seja ¥ : KB — KF e W =
b(¥'). Dizemos que W' comuta com o threshold sse

TI'(f)] = C(Ti[f]) (8.4)
para todo i € K e f € K,
Proposicao 8.6 (Propriedades de operadores que comutam com o threshold) Se um ope-
rador W' : K® — K® comuta com o threshold entdo
(a) tanto W' como W = b(W') sao crescentes e
(b) vale a decomposi¢io
V(f)(z) =maz{t € K :z € U(Ty[f])} (8.5)
para qualquer f € K® ez € E.

Dem.: Veja demonstragao em [11]] (Theorem 3, pag. 1156). |

Qualquer operador ¥’ : K® — KP para o qual existe um operador binario crescente ¥ tal que a
equacao 8.5 vale é denominado um operador plano (Heijmans [75], pdgina 364). Se ¥’ é um operador
plano entdo, por construgao, ¥’ comuta com o threshold e, além disso, ¥(X) = T1[¥'(1x)]. Logo
operadores que comutam com o threshold e operadores planos sdo os mesmos elementos. Observe
que se W(0) = () entdo

'(1x) = ly(x) (8.6)

isto é, nestes casos, imagens binarias sdo mapeadas em imagens bindrias.

Filtros Stack sao definidos como uma classe de operadores que obedecem a estrutura de decom-
posicdo threshold e que possuem a propriedade stack 2 [33, 170].

2Em [33, 170], funcdes Booleanas positivas sio referidas como fungdes que possuem a propriedade stack.
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Proposicao 8.7 (Estrutura de decomposicio threshold) Se ¥ : K® — KB comuta com o
threshold, entdo W' obedece a estrutura de decomposi¢do threshold, i.e., Vf € K®,

Z IR (8.7)

=1

o~

onde ¥ = b(T').

Dem.: Da proposicio 8.1, seque que W'(f) = Sk | Lror(pys pois W'(f) € K®. Por outro lado,
fazendo o somatério em ambos os lados da Eq. 8.4, temos

Y Inpw = le[ﬁ

1=1

bl

A partir das duas igualdades, temos o resultado. |

Proposicao 8.8 (Comuta com o threshold) Um operador ¥’ : KE® — KB comuta com o th-
reshold sse W' obedece a estrutura de decomposicao threshold e € crescente.

Dem.: (=) jd foi provada nas proposi¢oes 8.7 e 8.6.

(<) Por um lado, W'(f) = Zle Lyjwi(gy (proposicio 8.1).  Por outro lado, W'(f) =
fo;l Ly(Ty[f)) Pois U’ obedece a estrutura de decomposicao threshold. Isto ¢,

=~

k

> e = X uni

1=1 =1
onde ¥ = b(¥').
Como tanto os termos do lado esquerdo quanto os do lado direito obedecem a propriedade stack, o
primeiro por constru¢ao e o segundo por hipdtese (pois W € crescente), entdo Lrw sy = Lemi)s
para todo i € K. Isto €, T;[V'(f)] = U(Ti[f]).

Note que a estrutura de decomposicao threshold juntamente com a propriedade crescente de ¥
implica a equagao 8.5. Esta observagao e a anterior implicam que operadores planos, operadores que
comutam com o threshold e filtros stack sdo os mesmos objetos.

8.2 Filtros W-Stack

Relembramos a nocao de operadores i.t., operadores 1.d. e W-operadores, no contexto de operadores

sobre imagens em niveis de cinza.

Definicao 8.9 (Invariante por translagao) Um operador ¥': K¥ — K® ¢ invariante por trans-
lagio (i.t.) se e somente se, para qualquer f € K® e z € E,

U'(f) = [V (f)] (8.8)
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Definicio 8.10 (Localmente definido) Um operador ¥': K® — K® ¢ localmente definido (1.d.)
em W se e somente se, para qualquer x € E e quaisquer f,g € K®, se f_.|lw = g_o|w entdo

V' (f)(x) =¥ (g)(z) . (8.9)

Definicao 8.11 (W-operador) Um operador ¥' : K® — K¥ ¢ um W-operador sse ¥ ¢ i.t. e Ld.
em W.

Proposi¢ao 8.12 (Caracterizagao de W-operadores através de fungoes) Um operador W' :
KP® — K¥ ¢ um W-operador sse existe um mapeamento ' : KW — K tal que, para todo f € KP ¢
x € E,

W (f) () = 0 (fa ) (8.10)

Dem.: Veja maiores detalhes em [8]. [ |

De forma analoga ao caso binario, operadores de imagens em niveis de cinza que sdo invariantes por
translacdo podem ser vistos como W-operadores utilizando-se W = E. Logo, todos os resultados
apresentados a seguir para W-operadores sdo validos para operadores i.t. em geral.

Definicio 8.13 (Filtro W-stack) Um W-operador W' : K® — K® ¢ um filtro W-stack sse W'
comuta com o threshold.

Apesar da denominacgéo filtros W-stack, estes operadores sdo aqueles conhecidos usualmente como
“stack filters”. Adotamos este nome para uniformizar a nomenclatura com o restante deste texto e
também para explicitar a existéncia de uma janela W na sua definicao.

Proposicao 8.14 Se ¥ : K® — KP ¢ um W-operador, caracterizado pela fun¢io ¢' : KWV — K,
entdo W = b(V') € um W-operador (bindrio) caracterizado pela fung¢ao definida por, ¥X € P(W),

$(X) =T (¢'(1x)) (8.11)
Dem.: De fato, para todo x € E e S € P(E),

(1)

re¥(S) < zeTi[V'(1g)]
£ W(Is)(z) > 1
Ly (1o, lw) 2 1
L T (1s_,lw)) =1
L (S, NW)=1

A equivaléncia (1) seque da definicdo de b (eq. 8.3), (2) da defini¢cao de threshold, (3) pois W' €
um W -operador caracterizado por ', (4) da eq. 8.1 € (5) pela eq. 8.11. |

Observe que um W-operador ¥’ : K® — K® é um filtro W-stack (comuta com o threshold) sse a
sua funcéio caracteristica também comuta com o threshold, isto é, sse para qualquer i € K e f € KW,

T (f)) = (Tl - (8.12)
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Exemplo 8.15 Um exemplo cldssico de um filtro W -stack € o filtro da mediana. A figura 8.2 ilustra
a equivaléncia entre a mediana, com W = {—1,0,1}, calculada diretamente sobre o sinal em niveis
de cinza e a soma das medianas calculadas sobre os sinais bindrios correspondentes aos cortes do
sinal.

12103221 2—»[mediana|— — 1112222 _

threshold stack

00001000 0—3[mediana]—» — 0000000 —
010011101—[mediana]—= —0001111-—
11101111 1—[mediana]— —1111111-_

Figura 8.2: Propriedade stack.

A seguir mostraremos que o espago das fungbes Booleanas positivas e dos filtros W-stack sao
isomorfos. Primeiramente, mostramos que o filtro W-stack associado a uma funcao Booleana positiva

¥ é o W-operador caracterizado pela fungio ¢'(f)(z) = max{t € K : ¢Y(1;[f]) = 1} e esta associacao
serd denotada por s, isto é, ' = s(v)). A fungdo Booleana associada a um filtro W-stack ¥’ ¢ a
funcio dada por (X) = T1(¥'(1x)) e esta associacdo é denotada também por b, isto é, ¥ = b(¢').
Mostraremos que os mapeamentos s e b definem um isomorfismo de reticulados.

Lema 8.16 Seja W € P(E) e seja i : P(W) — {0,1} uma fun¢do crescente. Entdo a func¢do dada
por, para qualquer f € KW,

¥(f) = s(@)(f)] = maz{t € K :w(T[f) =1} (8.13)
caracteriza um filtro W -stack.

Dem.: Inicialmente mostramos que b(s(v)) = ¢. De fato, para qualquer X € P(W),

~
Z

[b(s(¥))I(X)

T (s()(1x))
11 (maz{t € K : y(Ti[1x]) = 1})

~
IIs
&

Ty (O)a sep =0,
2§ 1), se =1,

Ty (v (T1[1x])), caso contrdrio.
< U

A igualdade (1) seque da Fq. 8.11, (2) da Eq. 8.13, (3) do fato de que Ti[1x| = 0 para qualquer
t>2, e(4) do fato de que Th[1x] = X.

Agora mostramos que s(1)) comuta com o threshold. Para qualquer g € KW ei € K,

Ti(s(W)(g) =1 <5 s(¥)(g) >i
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& maz{t € K : [b(s()(Tilg)) =1} > i
Ly maz{te K :(Tilg) =1} > i
L Y (Tilg) =1

A equivaléncia (1) seque da Eq. 8.1, (2) da Eq. 8.13, (3) do fato de que b(s(¢))) = ¢, e (4) da
propriedade do mazx. |

Proposicao 8.17 (Isomorfismo entre filtros stack e fungées Booleanas crescentes) O es-
pago de todos os filtros W-stack e o espago das fung¢ées Booleanas positivas com |W| varidveis sao
isomorfos.

Dem.: Para mostrar que estes dois espacos sao isomorfos, precisamos mostrar que existe uma bijecao
entre eles que preserva a relagcdo de ordem. Sejam os mapeamentos definidos pelas equacoes 8.11

e 8.138 (veja também Fig. 8.3).

Func¢des Booleanas Filtros Stack
positivas

Figura 8.3: Isomorfismo entre fungdes Booleanas positivas e filtros stack.

Primeiramente, mostramos que os mapeamentos s e b constituem uma bijecdo entre os dois espacos.
Por um lado, seja ¢ uma fung¢ao Booleana positiva. Entdo, pelo lema 8.16, s(¢) caracteriza um
filtro stack. Além disso, pelo mesmo lema, sabemos que b(s(¢)) = . Por outro lado, seja ® um
filtro stack caracterizado por ¢' . Entao, b(¢') € uma fun¢ao Booleana por construcdo e além disso,
ela € positiva conforme a proposi¢do 8.6. Mais ainda, s(b(¢')) = ¢', como mostramos a seguir.

s 2 maz{t e K :b(¢)(T,[f]) = 1}
Y az{te K Ti(¢' (17yp5)) = 1}
D maz{t € k: b(&')(Tillppn)) = 1}
Y maz{t € K : b(¢')(T,[f]) = 1}
& maz{t € K : Ty(¢'(f)) = 1}
S0

A igualdade (1) seque da Eq. 8.13, (2) da Eq. 8.11, (3) e (5) porque ¢' comuta com o threshold,
(4) porque T1[1x] = X; e (6) da defini¢ao de threshold.

Mostramos agora que s e b preservam a relagdo de ordem parcial. Para quaisquer filtros stack
1,85 KB — KB e X € P(W), se &) < ®), entdo

b)) (X) 2 Ti(44(1x)
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(2)

< Ti(eh(1x))
2 b(@h)(X)
A equivaléncia (1) segue da Eq. 8.11; (2) porque ®) < @, & ¢ < ¢); e (3) da Eq. 8.11.
Para quaisquer fung¢ées Booleanas positivas 1,12 : P(W) — {0,1}, se 1 < 2, entdo para
qualquer f € KW ez e W,
sWo(f) 2 maz{te K (T =1}

(2)

< maz{t € K : Yo(Ty[f]) = 1}

= s(y2)(f)
A igualdade (1) segue da Eq. 8.13; (2) € verdade porque 1 < . [ |

A proposicao 8.17 implica que cada filtro stack é unicamente caracterizado por uma funcao
Booleana positiva e, analogamente, cada funcdo Booleana positiva unicamente caracteriza um filtro
stack. Os mapeamentos s e b mostram, respectivamente, como construir o filtro stack correspondente
a uma dada fun¢io Booleana positiva e como construir uma funcdo Booleana a partir de um dado
filtro stack.

8.3 Representacao de Filtros W-Stack

Filtros stack podem ser representados como o supremo de erosdes por elementos estruturantes planos.
Em [115] existe uma secdo dedicada ao estudo da relagao entre a representagdo Booleana e morfoldgica
de filtros stack. Esse resultado é reapresentado aqui explicitamente. Para isto revemos algumas
definicoes.

Definicao 8.18 (Erosao) Seja B C W, B finito. O mapeamento Ef : K¥ — K¥ dado por, para
qualquer f € K® ez € E,
Eg(f)(z) = ep(f-alw) (8.14)
onde para qualquer g € KW,
ep(g) = min{g(y) : y € B} (8.15)

€ denominado a erosao de f pelo conjunto B.

Note que Ef é um W-operador.

A erosdo bindria Ep : P(E) — P(E) pode ser definida a partir de Ef; da seguinte forma : para
todo S € P(E),
HANS EB(S) — E]I](ls)(m) =1. (8.16)

A funcédo caracteristica eg que corresponde a £y é dada por, para qualquer X C W,
SB(X) =1<= EIB(lx) =1 (8.17)

Note que eg(X) =1 <= B C X. Além disso, tanto a erosdo como o supremo (maximo) de erosdes
comutam com o threshold [114].
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As funcées Booleanas positivas podem ser representadas como soma de produtos onde nenhuma
variavel complementada aparece. Conforme recordamos no capitulo 2, cada implicante primo de
uma funcao Booleana positiva corresponde a um intervalo maximal do ntcleo do operador corres-
pondente. Todos estes intervalos possuem extremidade superior igual ao conjunto W e, portanto,
na representacao morfoldgica a funcao pode ser expressa como uniao de erosoes, onde os elementos
estruturantes séo a extremidade inferior dos intervalos. Ou seja, se ¢ : P(W) — {0,1} é uma fungéo
Booleana positiva caracterizando um W-operador bindrio ¥, entdo, para qualquer X € P(W),

P(X) = max{ep(X) : B € Bas(¥)}. (8.18)

Proposicao 8.19 (Representacao de filtros stack) Se ¥' : K® — KE® ¢ um filtro W-stack,
entdo para qualquer € E e f € KP,
V() = marleh(f olw): B € Bas(¥)} (8.19)
Dem.: Como W' (f)(z) =4¢'(f .|lw), Vf € K e 2 € E, devemos apenas mostrar que
V(f-ulw) = maz{ep(f-slw): B € Bas(¥)}
De fato, ¥g € KW,

V' (9)

~

1

~

maz{y € K : Ty(¢'(g)) = 1}

maz{y € K : (T,[g]) =1}

maz{y € K : maz{en(Tylg]) : B € Bas(¥)} = 1}

maz{y € K : maz{T,(s'5(g)) : B € Bas(¥)} =1}
y(ep(g)) =1} : B € Bas(¥)}
(9) >y} : B € Bas(¥)}

2

~
<

—~
)
=

~
N
~

maz{maz{y € K : T,

5

,\
Nl

maz{maz{y € K : e5(g

maz{ep(g) : B € Bas(¥)}

A igualdade (1) segue da defini¢do de threshold e max, (2) porque ¥ comuta com o threshold, (3)
da equagdo 8.18, (4) pois a erosdo por elemento estruturante plano comuta com o threshold, e (5)

da definicao de threshold. |

Proposicao 8.20 Seja U' : K® — KP® um W-operador cuja funcdo caracteristica e v'. Entdo
as sequintes afirmacoes sao equivalentes :

1. V' € um filtro W -stack.

2. V' comuta com o threshold.

3. W' obedece a estrutura de decomposi¢do threshold e € crescente.
4. Y =b(y') € uma fun¢do Booleana positiva.

5. W' € o supremo de erosoes por elementos estruturantes planos.

Dada uma imagem em niveis de cinza f, um filtro W-stack ¥’ e ¥ = b(¥’), pode-se computar
U'(f), Vo € E, das seguintes formas :
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e calculando-se o supremo das erosoes pelos elementos estruturantes na base de ¥, i.e.,
V'(f)(z) = maz{e’p, (f-z|w) : Bi € Bas(¥)}

e determinadno-se o maior nivel de corte para o qual o resultado em = é 1, i.e.,
V' (f)(x) = maz{t € K : (Th[f-o|w]) = 1}

e ou somando-se o resultado binario correspondente a cada um dos cortes, i.e.,

k
V() (@) = Ly wl)
=1

8.4 TFiltros W-Stack Otimos

O erro MAE tem sido largamente utilizado para avaliar o desempenho de filtros stack, pois o MAE
de um filtro stack ¢ igual a soma dos MAEs da correspondente funcdo Booleana sobre cada um dos
cortes [33].

Sejam f, fo € K uma imagem a ser filtrada e sua correspondente imagem ideal. O MAE de um
filtro stack W', caracterizado por 7', é dado por

MAEW) = B[|fo(z) =4/ (F:Iw)]] (8.20)

Seja ¥ o operador binério correspondente a W', caracterizado por 1. O MAE de ¥ no corte 7 é dado
por

MAE(W) = E[|T(fo(2)) — w(Ti[f-|W])]] . (8.21)

Proposicao 8.21 Seja V' um filtro stack e ¥ o operador bindrio correspondente. A seguinte igual-

dade € verdadeira (veja [33]).

k

MAE(V') =Y " MAE;(9) (8.22)
=1

|

Se [ e fo sao conjuntamente estacionarios, o valor 17,14,(.)] pode ser considerado uma realizagao
de uma varidvel aleatéria bindria y; e o conjunto T;[f—,|W] uma realizacio de um conjunto aleatério
X;. Denotamos por P;(X) a probabilidade de X, = X (i.e., P(X) = P(X; = X)) e por P;(y|X) a
probabilidade condicional de y; = y dado que X; = X (i.e., P;(y|X) = P(y; = y|X; = X)), onde
X € P(W)eye {0,1}. Usando estas notagdes, a Eq. 8.21 pode ser reescrita como

MAE (%) =Y (X)) ly = v(X)|Pi(ylX) . (8:23)
X Y
Expandindo a Eq. 8.22, obtemos
k
MAEW) = Y P Yy — o(X)|PlX) (3.24)
i=1 X Yy
k
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Um filtro stack é MAE-6timo se ele possui o menor erro MAE dentre todos os filtros stack. A
minimizacao da Eq. 8.20 é equivalente a minimizacdo da Eq. 8.24. Nenhuma solugao simples para
encontrar um filtro stack étimo é conhecido. A dificuldade esta relacionada ao fato de que ¢ precisa
ser crescente, o que significa que os termos Mx () ndo podem ser minimizados independentemente;
se (X) ¢ fixado como 1, entdo ¢(Y) para qualquer Y > X também precisa ser fixado em 1. Inver-
samente, se (X) é fixado em 0, entdo 1(Y) para qualquer Y < X também precisa ser fixado em

0.

A minimizagao da equagao 8.24 pode ser formulada em termos de custos. A seguir inserimos este
problema num contexto similar ao do projeto de operadores crescentes que foi discutido no capitulo 7.

Seja M(¢) =X | MAE; () = X8 | Mx () (note que M (1)) = MAE(T') se, e somente se, ) é
crescente, i.e., se ¥ é um filtro stack). Consideramos primeiramente o problema de determinar uma
funcdo Booleana (nfo necessariamente positiva) que minimiza M. M é minimizado quando My é
minimizado para cada X. Como y € {0, 1},

k k
= Y RX)$(X) B(0IX) + Y Bi(X) (1 - $(X)) P(LX).
=1

=1

Se fixamos ¢ (X) = 0, entdo o valor com o qual X contribui para o valor total de M (X) é
k
=Y P(X) B(1X)
1=1

e, por outro lado, se fixamos ¢¥(X) = 1, entdo este valor é

c1(X) = Z Pi(X) P;(0X) .

Logo, M (%)) é minimizado pela seguinte fungdo Booleana :

1, se co(X) > eqf

¢opt(X) = { 0’ se CQ(X) < Cl(i)’ (825)

Note que esta fungdo pode néo ser positiva.

Se examinarmos o aumento de erro Mx (v)) — Mx (¢opt) de uma funcdo Booleana qualquer ¢ com
relacao a v,,¢, entao o total que X contribui para este aumento é dado por

c(X) = Mx(¥) — Mx(topt)
k k
_ ZR Bi(0IX) + ) Pi(X) (1 = (X)) Ri(1]X)
i=1
k k
= Pi(X) thopt (X) Pi(01X) = Pi(X) (1 — 9ot (X)) Pi(1[X)
=1 =1
k k
= Y BX)POX)[W(X) = top (X)] + D LX) P(1X) [0t (X) — (X)]
=1 =1
= aX)[P(X) = Yopt (X)] + co(X)[thopt (X) — ¥(X)]
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{ (c1(X) — eo(X)) ¥ (X), se Yopt(X) = 0,
(c1(X) = co(X))Y(X) + co(X) — c1(X), se Yope(X) =1
c1(X) — co(X), se Yo(X) =0e ¢(X) =1,
= co(X) — c1(X), se (X)) =1e ¢(X) =0,
0, se Yopt(X) = P(X)

Encontrar uma funcdo Booleana positiva que minimiza a Eq. 8.20 é equivalente a encontrar uma
funcdo Booleana positiva ¢ que minimiza Aps(¢, opt) = D Kithopt (X)£$(X)} € (X), onde g é dada
pela Eq. 8.25 e os custos ¢ (X) séo dados, para qualquer X € P(W), por

= Cl(X) - CO(X)’ se 1/}0]71‘/()() = 07
c(X) = { co(X) —e1(X),  se Yope(X) = 1. (8.26)

8.5 Projeto de Filtros W-Stack

Um filtro stack pode ser projetado utilizando-se o algoritmo OVP, com custos de chaveamento dados
pela equacao 8.26.

Sejam dados um conjunto de imagens de treinamento (pares de imagens observadas-ideais) e
sejam

N, o numero total de observacoes nos cortes de nivel ¢

e N;(X) o nimero de vezes em que X foi observado nos cortes de nivel i

N;(X,1) o nimero de vezes em que X foi observado nos cortes de nivel i com y =1

N;(X,0) o numero de vezes em que X foi observado nos cortes de nivel ¢ com y =0

Consideramos a estimacdo usual para as probabilidades P;(X), P;(1|X) e P;(0/X). Estes sao dados,
respectivamente, por

A1) = e
P(0[X) = %

A partir destas estimacdes, um estimador 1/}opt para a funcdo Booleana étima pode ser obtida apenas
substituindo-se as probabilidades da Eq. 8.25 pelas respectivas estimativas, i.e., para qualquer X €
PW),

17 se é(](X)

R > 6
Yopt(X) = { 0, se éo(X) < é1(X). (8.27)

onde
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k

éo(X Z 5 (X) P (1]X) .

=1

O estimador para os custos da Eq. 8.26 é dado por
amz{ ! o % (8.28)
1 1

Em particular, as imagens binarias correspondentes a cada corte da imagem em niveis de cinza
possuem o mesmo tamanho, i.e., N; = N para todo i € K (N é um inteiro positivo). Logo, op e
¢ (X) podem ser simplificados. Obtemos :

Do(X) = 1, se ¥k, Jfl(X)P,(HX) > ZZ ) Pz(X)J:DZ'(0|X),
opt 0, se YF, A(X)P(1X) < TE, P(X)E(0X)

1, se’ N}\(,X) ]\Zf\’]
0, se > N}\(]f() N (X,

N, N(X) ®

f(l) >2N(X)N(X0)
1) <2N(X)N(XO

{ Ni(X) N, N,(X)
_ 1, se £ N;(X,1) > £ 3 N;(X,0),
B 0, se %ENZ(Xal) < %ZNZ(X7O)
_ )1, se N(X,1) > 30 Ni(X,0),

1 : _ : if o) =
& (X) _ ]}] [Z N; (X, 0) Z N; (X7 1)]7 lf ’(/fopf(X) 0, (8.29)
¥ Ni(X,1) =3 Ni(X,0)], i thope(X) = 1.
Isto mostra que nao ha necessidade de se estimar as probabilidades para cada um dos niveis de corte.

Os k cortes de tamanho N obtidos de uma imagem de tamanho N podem ser considerados como

uma unica grande imagem com kN pontos.

Conseqlientemente, (1) podemos aplicar o algoritmo OVP sobre os custos estimados acima para
projetarmos um filtro W-stack étimo e (2) podemos considerar um custo alternativo ¢, (X) = v ¢(X)
(v > 0) para transformar custos em custos inteiros, que teremos um problema de otimizagao equiva-
lente.

A seguir descrevemos o algoritmo que propomos para projetar filtros stack MAE-6timos a partir
de uma colegao de imagens de treinamento :
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Entrada: Pares de imagens de treinamento (S;,1;). janela W
Saida: Base de um operador crescente étimo (estimado)

k k
. Ni(X . ©ON(X
1. Estimar as probabilidades P(X) = % e P(1IX) = % a
=1

partir das imagens de treinamento.
2. Calcular 1/A)npt(X) =l p(1|X) > 0.5
3. Calcular o conjunto violador Q:Qlﬁom
4. Calcular os custos de chaveamento ¢é(X) como especificado na Eq. 8.29

5. Aplicar o algoritmo OVP sobre (). Denotemos por A o conjunto de
chaveamento resultante.

6. Calcule os elementos minimais B de z/)optA(l), que sdo os elementos da
base do operador crescente 6timo estimado.

Algoritmo 8.1 Algoritmo para o projeto de filtros stack.

Os elementos da base correspondem aos elementos estruturantes que caracterizam um filtro stack
(Eq. 8.19).

8.6 Alguns Resultados Experimentais

8.6.1 Filtragem de Ruido do Tipo Impulso

No exemplo a seguir ilustramos o uso de filtros stack para filtragem de ruido tipo impulso de imagens
em niveis de cinza. O ruido considerado é uma composi¢gdo de pulsos aditivos e subtrativos (os
quais sdo uniformemente distribuidos com probabilidade de ocorréncia de 10% e amplitude 200) com
pulsos aditivos continuos (i.e., segmentos de linhas horizontais de intensidade 255 com probabilidade
de ocorréncia 0.35%, cujo comprimento segue uma distribuicao normal com média 5 e variancia
49). A figura 8.4 mostra o par de imagens observada-ideal que foi utilizada para treinamento de
um filtro stack sobre uma janela de 17 pontos. O tempo de treinamento foi de aproximadamente
5 minutos. O numero de exemplos distintos foi 129254 e o ntimero de elementos estruturantes do
operador projetado foi 833.

A figura 8.5 mostra a mesma imagem corrompida por uma outra realizacdo do mesmo processo
de ruido e a respectiva imagem filtrada pelo operador projetado.

A figura 8.6 mostra uma outra imagem corrompida com uma outra realizagdo do mesmo processo
de ruido e a respectiva imagem filtrada pelo mesmo operador. Podemos notar que o operador
projetado é bastante robusto.

8.6.2 Filtragem de Ruido Speckle

Speckle é um tipo de ruido que aparece em imagens obtidos por sistemas de imageamento coerente
tais como os baseados na tecnologia de radares de abertura sintética (“synthetic aperture radar”
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(a) Observada (MAE = 13.934361) (b) Ideal

Figura 8.4: Imagens de treinamento.

(a) Teste (MAE = 14.0028) (b) Resultado (M AE = 3.2352)

Figura 8.5: Filtragem de ruido impulso.

(SAR)) [106, 116]. Os ruidos speckle podem ser de amplitude ou intensidade e estar associados a
diferentes numeros de visadas.

Asimagens SAR de intensidade com 1 visada foram simuladas de acordo com a descricdo apresen-
tada em [106]. Utilizamos o método iterativo apresentado no capitulo 5 para projetar um operador
de 4 iteracOes sobre a janela de 21 pontos, utilizando um total de 5 pares de imagens de treinamento,
4 pares em cada iteragao. O tempo total de treinamento foi de aproximadamente 15 horas. O ntimero
de elementos estruturantes dos operadores projetados foram, respectivamente, 42305, 6292, 1726 e
483. A figura 8.7 mostra uma imagem sintética, uma imagem ruidosa (teste), e os resultados obtidos
pelas iteracoes de 1 a 4, respectivamente.
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(a) Teste (MAE = 13.2344) (b) Resultado (M AE = 1.4053)

Figura 8.6: Filtragem de ruido impulso - robustez.

(a) Ideal (b) Teste (MAE = 21.8212) (c) Iteracao 1 (M AE = 6.8640)

(d) Iteracao 2 (M AE = 4.5953) (e) Iteracao 3 (MAE = 3.8472) (f) Tteracao 4 (M AE = 3.5682)

Figura 8.7: Filtragem de ruido speckle (intensidade com 1 visada).
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Um experimento similar foi repetido para filtragem de ruido speckle de amplitude com 4-visadas.
Um operador de 5 iteracoes sobre a janela de 17 pontos foi projetado. Cada um dos 5 filtros foi
projetado a partir de 6 pares de imagens de treinamento, de um total de 10 pares. O tempo total
de treinamento total foi de aproximadamente 30 minutos. A figura 8.8 mostra, respectivamente,
a imagem ideal (composta de quatro regides verticais com valores de niveis de cinza crescentes),
uma simulacdo de imagem SAR de amplitude com 4-visadas (imagem observada), e os resultados
obtidos pelas iteragoes de 1 a 5. O numero de elementos estruturantes dos 5 operadores foram,
respectivamente, 10995, 2875, 1194, 984 e 286. O indice médio de redugdo de ruido speckle E(f),

onde g = %w, sobre as 4 regites homogéneas é 0.2622 para a imagem ruidosa original,

0.07968 para o resultado do filtro de 1 iteracio e 0.04326 para o de 5 iteracdes.

8.7 Comentarios

Neste capitulo apresentamos uma visao geral sobre filtros stack, unificando as defini¢Ges utilizadas no
contexto de morfologia matematica e fora dele. Uma prova construtiva da equivaléncia entre filtros
stack e func¢oes Booleanas positivas foi apresentada.

Mostramos também que a soma dos MAEs binarios relativos aos cortes é proporcional ao MAE
bindrio quando os exemplos sdo considerados sem vinculo ao nivel de corte que o originou. Com
isto, mostramos que o algoritmo de chaveamento proposto no capitulo 7 para projetar W-operadores
binarios e crescentes pode ser diretamente aplicado para projetar uma fungdo Booleana positiva que
caracteriza um filtro stack étimo.

Para concluir este capitulo, lembramos que existem varios algoritmos para projeto de filtros stack.
Entre eles merecem destaque os desenvolvidos por um grupo da Purdue University e da Tampere Uni-
versity. Inicialmente [33] o problema foi modelado como um problema de programacéo linear [127],
porém esta abordagem foi abandonada [108]. Um algoritmo adaptativo [108], no sentido de que os
dados sao processados a medida que sao obtidos e o filtro sendo projetado é adaptativamente modifi-
cado para ajustar-se aos dados obtidos, foi proposto em seguida. Uma versao modificada do mesmo
algoritmo é proposto em [107], onde a adaptagio ocorre a cada ciclo regular e ndo necessariamente
apds cada exemplo observado. A mais recente proposta em torno deste algoritmo é sua paraleli-
zacdo [170]. Na Tampere University, a abordagem proposta apresenta uma construcdo em parte
similar a nossa proposta, isto é, eles também utilizam a nogdo de conjunto violador. O algoritmo
proposto por eles é denominado FASTAF [155] e uma melhora deste mesmo algoritmo, denominado
FASTAR, é proposto em [154]. A grande diferenca entre estes algoritmos e o nosso é o fato de que
estes manipulam todos os 2V elementos da janela, enquanto o algoritmo OVP manipula apenas os
padrées observados nas imagens de treinamento.



(a) Ideal (b) Teste (MAE = 16.5794)

(c) Resultado da iteragao 1 (d) Resultado da iteracao 2 (e) Resultado da iteracao 3

(MAE = 5.4542) (MAE = 3.4711) (MAE = 2.7515)

(f) Resultado da iteracao 4 (2) Resultado da iteracao 5
(MAE = 2.3977) (MAE = 2.1779)

Figura 8.8: Filtragem de ruido speckle (amplitude com 4 visadas).




Capitulo 9

Exemplos de Aplicacoes

Neste capitulo apresentamos varias aplicacbes que ilustram a utilizacdo de operadores projetados
pelas técnicas apresentadas. Todos os experimentos foram realizados utilizando-se computadores
com processadores Pentium II ou III, de 133MHz a 450Mhz, com 128Mb a 192Mb de memoéria RAM.
A indicagdo do tempo de processamento nfo é precisa e serve apenas como uma referéncia.

9.1 Filtragem de Ruido Tipo Impulso

Os ruidos do tipo impulso consistem de falhas espalhadas irregularmente na imagem, geralmente
consistindo de pulsos de alta ou baixa intensidade e de pouca duracdo. KEste exemplo mostra a
aplicacao de operadores binarios crescentes para filtragem deste tipo de ruido em imagens sintéticas.
A figura 9.1 mostra um par de imagens de treinamento, 15% de ruido aditivo e 15% de ruido subtrativo
(ver detalhes do experimento na tabela 9.1).

(a) Observada (b) Ideal

Figura 9.1: Filtragem de ruido: exemplo de imagens de treinamento.

A figura 9.2 mostra uma imagem de teste, o respectivo resultado obtido aplicando-se o operador
projetado e a diferenca simétrica entre o resultado e a imagem ideal, sobreposta sobre a imagem
ideal.

151
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Problema: Filtragem de ruido sal-e-pimenta

Propriedade do operador crescente

Janela W55
Funcéo de perda MAE
Algoritmo OVP
Exemplos distintos 288604
|1(0)] 193190
Intervalos 5134

Imagens de treinamento 20 pares

Tempo de treinamento 50 segundos

Tabela 9.1: Filtragem de ruido sal-e-pimenta: detalhes do treinamento.

(a) Teste (b) Resultado (c) Diferenca simétrica

Figura 9.2: Tmagem de teste, resultado, e diferenca simétrica (erro 335 pixels).

Para este problema em particular, filtros de ordem!, com a escolha adequada do parametro de
ordem, produzem resultados bastante satisfatérios. A figura 9.3 mostra o resultado do filtro de ordem
15 composto com o filtro de ordem 11, ambos com relacdo a janela Wrxr, para a imagem teste da
figura 9.2.

O operador gerado pelo algoritmo OVP produz imagens com algumas falhas no interior do circulo
e do quadrado, enquanto o filtro de ordem gera imagens com erro na borda destes objetos. A
combinac¢ao destes dois resultados, através da unido, gera uma imagem com erro menor, conforme
mostrado na figura 9.4.

A figura 9.5 mostra o resultado para outra imagem de teste.

!Filtro de ordem: veja, por exemplo, [75], p4g.98, ou [1]
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(a) Filtro de ordem - resultado (b) Diferenca simétrica

Figura 9.3: Resultado do filtro de ordem e diferenca simétrica (erro 324 pixels).

. ’
. F

(b) Diferenga simétrica

(a) Resultado combinado

Figura 9.4: Resultado da combinacio, diferenga simétrica (erro 199 pixels).
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(a) Teste (S) (b) ,.(5)

(c) Filtro de ordem - resultado (d) Uniao de (b) e (c)

Figura 9.5: Imagem de teste, resultado do operador projetado (erro 303 pixels),
resultado do filtro de ordem (erro 258 pixels), e unido dos dois resultados (erro

175 pixels), respectivamente.
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9.2 Reconhecimento de Padroes em Diagramas

Os diagramas funcionais sdao largamente utilizados para expressar as principais caracteristicas de
processos e fenomenos em diversas areas. Localizar certos elementos funcionais nestes diagramas
pode ser interessante para planejar sua implementacdo ou automatizar sua especificacdo dentro de
um banco de dados, por exemplo.

Consideramos diagramas funcionais de sistemas de controle bindrio e o problema de localizar
elementos circulares que correspondem a somadores/multiplicadores de sinais. A figura 9.6 mostra
um par de imagens de treinamento.

(a) Observada (b) Ideal

Figura 9.6: Reconhecimento de padroes: exemplo de imagem de treinamento.

Problema: Reconhecimento de somadores/multiplicadores
Tteracao 1 Tteracao 2

Propriedade do operador anti-extensivo anti-extensivo
janela Woxr Wixs
Funcéo de perda MAE MAE
Algoritmo ISTcomp=2e k=25 1ISIcom k=25
Exemplos distintos 28688 8234
Intervalos 313 149
Imagens de treinamento 6 pares 6 pares
Tempo de treinamento 110497 segundos 31 segundos

Tabela 9.2: Reconhecimento de somadores/multiplicadores: detalhes do treina-
mento.

Para resolver este problema, foram utilizados um total de 10 pares de imagens de treinamento,
semelhantes aos mostrados na figura 9.6. Um operador de duas iteracoes foi projetado sobre as
janelas Wgyx7 e Wy, respectivamente. O primeiro operador foi projetado a partir dos 6 primeiros
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pares e o segundo a partir dos 4 Ultimos mais os 2 primeiros pares. O resultado deste operador para
uma imagem de teste é mostrado na figura 9.7.

(b) Resultado da iteragao 1 (¢) Resultado da iteracao 2

Figura 9.7: Reconhecimento de padrdo em diagramas: imagem (teste) observada,
resultado da primeira iteracado e resultado da segunda iteracao, respectivamente.

Os pequenos pontos isolados (ruidos) remanescentes podem ser eliminados por uma abertura por
area’, por exemplo. No entanto ela também elimina os pontos isolados que fazem parte do objeto
que desejamos extrair. Da mesma forma, maior ntimero de iteracdes também tendem a causar o
mesmo efeito (o qual pode ser observado no resultado da segunda iteragdo em relagdo ao resultado
da primeira iteragdo). Para filtrar o ruido remanescente, sem estragar o objeto extraido, utilizamos
o seguinte filtro :

1. Filtro de ordem? 12 por um circulo de raio 9. Este tem o efeito de marcar as regides da imagem
que correspondem aos objetos de interesse. Este efeito é mostrada na figura 9.8.

2 Abertura por drea: veja, por exemplo, [142]
3Filtro de ordem: veja, por exemplo, [75], pag.98.
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® [

(a) Resultado da iteracao 2 (b) Resultado do filtro de ordem

Figura 9.8: Reconhecimento de padrdao em diagramas: resultado do operador e
filtro de ordem 12 por uma janela circular de raio 9, respectivamente.

2. Reconstrucio? do resultado do operador projetado a partir do resultado do filtro de ordem. O
resultado da reconstrugdo é mostrada na figura 9.9.

@ o @ O

(a) Reconstrucao (b) Resultado final

Figura 9.9: Reconhecimento de padrdao em diagramas: resultado da reconstrucao
(resultado final) e 0 mesmo sobreposto a imagem original, respectivamente.

Resultados obtidos para outras imagens de teste sdo apresentados no apéndice A.

*Reconstrugio: veja, por exemplo, [11], pag.139.
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9.3 Reconhecimento de Textura

Uma textura pode caracterizar um objeto ou uma regiao de interesse nas imagens. Quando estas sao
distinguiveis em imagens binarias, as técnicas apresentadas podem ser utilizadas para segmenta-las.
As figuras 9.10 e 9.11 mostram pares de imagens de treinamento. O objetivo aqui é segmentar a
regido da imagem com listras horizontais. Observe que as listras ndo sao perfeitas.

% Na data da morte de Abubecre, 634
% No inicio da dinastia omiada, 661

|||||||l Na queda da dinastia omiada, 750
4

© 200 400 60D A0D
—t L
Mithas

(a) Observada

(b) Ideal

Figura 9.10: Imagem de treinamento para reconhecimento de textura.

A tabela 9.3 mostra os detalhes do experimento. O resultado do operador de duas iteracoes
(ambos anti-extensivos) sdo mostrados nas figuras 9.12 e 9.13.
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Problema: Reconhecimento de textura
Iteracao 1 Iteracao 2

Propriedade do operador anti-extensivo anti-extensivo
janela Wrxs Wrxs
Funcéo de perda MAE MAE
Algoritmo ISTcomp=8e k=20 ISIcomp=4ek=20
Exemplos distintos 87217 32333
Intervalos 2987 1146
Imagens de treinamento 2 pares 3 pares
Tempo de treinamento 6727 segundos 18737 segundos

Tabela 9.3: Reconhecimento de textura: detalhes do treinamento.

Figura 9.11: Outra imagem de treinamento para reconhecimento de textura.
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(a) Observada

(b) Ideal
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(c) Resultado da iterac¢ao 2

Figura 9.12: Reconhecimento de textura: imagem teste 1, resultado da primeira
e segunda iteracdes, respectivamente.
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(Ar-bstan ] Caj e
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(a) Teste

(b) Resultado da iteracao 1

Figura 9.13: Reconhecimento de textura: imagem teste 2, resultado da primeira

e segunda iteracdes, respectivamente.

(c) Resultado da iteracao 2
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9.4 Reconhecimento de Caracteres

Reconhecimento de caracteres é um problema classico na area de processamento de documentos.
Paginas escolhidas aleatoriamente de um livro foram digitalizadas através de um “scanner”, com
resolucao de 200dpi. Estas imagens foram binarizadas por uma operagao de limiarizagdo simples
e em seguida seu tamanho foi reduzido pela metade. Uma imagem ideal, consistindo de todas os

(192

caracteres “a” mintsculos (com e sem acentuacdo), e outra consistindo de todas os caracteres “s
minusculos foram geradas para cada imagem.

Para o reconhecimento do caractere “a” foi projetado um operador de 2-iteracdes (ambos anti-
extensivos), sobre as janelas Wox7 € W75, respectivamente. Para projetar o primeiro operador foram
utilizadas 8 imagens e para projetar o segundo, além das 8, foram utilizadas mais duas imagens.

Problema: Reconhecimento de caractere “a”
Iteracao 1 Iteracao 2

Propriedade do operador anti-extensivo anti-extensivo
janela Wox7 Wrxs
Funcao de perda MAE MAE
Algoritmo ISI com p = 8 (nmax=30000) e k =25 ISI com k = 25
Imagens de treinamento 8 pares 8 pares
Intervalos 1012 99
Tempo de treinamento 12438 segundos 7.65 segundos

44

Tabela 9.4: Reconhecimento de caracteres “a”: detalhes do treinamento.

A figura 9.14 mostra o resultado da primeira e segunda iteragoes, respectivamente, para o reco-
nhecimento do caractere “a”, em uma pagina de teste. O resultado estd sobreposto sobre a imagem
observada para melhor visualizagdo. O operador da primeira iteracdo gera marcadores para todas
as ocorréncias do caractere “a”. No entanto, aparecem alguns pequenos marcadores sobre outros
caracteres. A maior parte destes pequenos marcadores sao filtrados pelo operador da segunda ite-
racio, enquanto os marcadores sobre os caracteres de interesse sdo mantidos. Daqui em diante, ndo

mostraremos o resultado do operador da primeira iteragdo, mas apenas os da segunda iteracao.

A figura 9.15 mostra o resultado para uma outra pagina de teste. Os circulos sobre a imagem
destacam os erros, i.e., caracteres que foram marcados pelo operador projetado mas que nao sao os
caracteres de interesse.

O treinamento foi repetido para o reconhecimento do caractere “s” (mintusculo) nestas mesmas

imagens e também em um segundo livro. Os resultados sdo apresentados no apéndice A.
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(b) Resultado da iteracao 2

Figura 9.14: Reconhecimento do caractere “a”: resultado da primeira e segunda

iteracoes, respectivamente.
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(a) Resultado da iteracao 2

Figura 9.15: Reconhecimento do caractere “a”: resultado do operador projetado.
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9.5 Segmentacao de Texto

Uma péagina de documento (livro, revista, etc) contém, em geral, objetos tais como texto, figuras,
tabelas, fotos, entre outros. A tarefa de um sistema de reconhecimento de caracteres pode ser
facilitada através de um pré-processamento que segmenta as regioes da imagem que correspondem ao
texto, das demais regides [130, 58, 100, 4, 28]. Nesta se¢do mostramos o uso das técnicas propostas
nesta tese para projetar operadores para segmentacao de texto.

Algumas paginas de uma revista foram digitalizadas a 200dpi e binarizadas através de uma
limiarizagdo simples. Em seguida elas foram reduzidas em tamanho de modo a se obter imagens
correspondentes a 100 dpi aproximadamente. Um total de cinco pares de imagens (como as ilustradas
na figura 9.16) foram utilizadas para projetar um operador de duas iteragdes. Uma vez que a imagem

(a) Observada (b) Ideal

Figura 9.16: Um par de imagem de treinamento para segmentagao de texto.

ideal é necessariamente um subconjunto da imagem observada, os operadores foram projetados de
modo a satisfazer a propriedade anti-extensiva. O primeiro operador foi projetado sobre a janela
Wrxs (usando as 4 primeiras imagens), e o segundo sobre a janela Wa; (usando o resultado do
primeiro operador para as 4 dltimas imagens).

Problema: segmentacao de texto

Iteracao 1 Iteracao 2
Propriedade do operador anti-extensivo anti-extensivo
janela Wrxs Wy,
Funcéo de perda MAE MAE
Algoritmo ISlcomp=14ek=15 ISlcomp=2ek=15
Imagens de treinamento  4/5 pares 4/5 pares
Intervalos 4992 1328
Tempo de treinamento 25004 segundos 1179 segundos

Tabela 9.5: Segmentacdo de Texto: detalhes do treinamento.
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A figura 9.17(b) mostra o resultado do operador para uma particular imagem de teste (figu-

ra 9.17(a)).

(b) Tteracao 2

Figura 9.17: Segmentagio de texto : (a) imagem (teste) observada e (b) resultado
do operador projetado.

A densidade de pixels acesos é muito maior nas areas correspondentes ao texto do que nas de-
mais areas. Portanto, um filtro de pds-processamento que aproveita esta caracteristica foi projetado
heuristicamente. O filtro consiste de :

filtro de ordem® 18 com relacio a janela Wyyag,

fechamento® por uma linha vertical de comprimento 10,

operador preenche buracos’, e

= W N =

abertura por area® (supomos que objetos com drea menor que um dado valor nio correspondem
a regiao de texto).

Verificamos que os parametros dos dois primeiros filtros é globalmente ajustivel (isto é, um mesmo
valor para o conjunto de todas as imagens de um mesmo dominio). No entanto, o parametro da
abertura por drea precisa ser manualmente ajustado para cada imagem.

A figura 9.18 mostra os resultados destes filtros para uma imagem de teste. O resultado do
filtro de pds-processamento foi satisfatdrio para todas as paginas de teste (um total de 15 péginas).
No entanto, como ja comentamos anteriormente, o parametro do filtro de abertura por area teve
de ser ajustado manualmente, pagina por pagina. Além disso, pequenas dreas de texto (como por
exemplo, a pagina) foram perdidas em alguns casos por se tratar de uma drea menor do que uma
area correspondente a ruido.

SFiltro de ordem: veja, por exemplo, [75], pag.98.
®Fechamento: veja, por exemplo, [147], pag. 50.
"Preenche buracos: veja, por exemplo, [11], pag. 202.
8 Abertura por area: veja, por exemplo, [142]
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(d) Preenche buracos (e) Abertura por area (f) Resultado final

Figura 9.18: Efeitos do filtro de pds-processamento para segmentagdo de texto:
resultado do (a) operador, (b) filtro de ordem, (c) fechamento vertical, (d) pre-
enche buracos, (e) abertura por area e (f) resultado final sobreposto & imagem

observada.
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Um outro filtro foi utilizado para gerar os marcadores para as componentes que correspondem as
areas de texto, com o intuito de maximizar a automatizacdo do processo de segmentacao. Para as
imagens de teste, este filtro funcionou com os mesmos parametros para 14 das 15 imagens de teste.
O filtro corresponde aos seguintes subfiltros :

abertura por drea (drea 3),

Fechamento seguido de abertura por uma linha horizontal de comprimento 3,
Fechamento seguido de abertura por uma linha vertical de comprimento 5,
Fechamento seguido de abertura por uma linha horizontal de comprimento 12

O resultado deste filtro foi usado como marcador para reconstruir o resultado do operador pre-
enche buracos do filtro anterior. A figura 9.19 mostra os resultados intermediarios deste filtro para

uma particular imagem de teste.

(a) Iteragao 2 (b) Abertura por area 3 (c¢) fechamento e abertura
horizontal 3

(d) fechamento e abertura (e) fechamento e abertura (f) Reconstrucao de 9.18(d)
vertical 3 horizontal 12 a partir de (e)

Figura 9.19: Efeitos do filtro para geracdo de marcadores para a segmentacao de

texto.
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Um segundo grupo de imagens foi obtido digitalizando-se algumas paginas de um livro a 300dpi.
Estes também foram reduzidos de forma a obtermos imagens correspondentes a 100dpi. Um total de 8
imagens de treinamento foram utilizadas para projetar um operador de trés iteracoes, sobre as janelas
Wrxs, Wisxg € Wrks, respectivamente. Na primeira iteracao foram utilizados 6 pares de imagens de
treinamento e nas demais foram utilizados todos os 8 pares. O mesmo filtro de pds-processamento
utilizado para o primeiro grupo de imagens também foi aplicado para as imagens deste grupo. A
figura 9.20 mostra o resultado para uma pagina de teste.

e i Resomane -

(a) Teste (b) Iteracao 3 (c¢) Resnltado final

Figura 9.20: Segmentacao de texto : imagem observada, resultado do operador
e resultado final, respectivamente.

Resultados para varias imagens de teste, dos dois grupos de imagens, sdo apresentados no
apéndice A.



Capitulo 10

Conclusoes

Neste trabalho estudamos o problema de projeto de W-operadores, com énfase sobre a questio da
precisdo de operadores projetados a partir de uma quantidade limitada de exemplos de treinamento.
Algumas técnicas que exploram conhecimentos a priori para projetar operadores mais precisos e
algoritmos eficientes foram propostos.

Uma técnica de projeto baseada no modelo de aprendizado PAC foi utilizada como ponto de
partida para as investigacdes [18, 15]. Formas para contornar as limitagdes desta técnica, quais sejam,
a imprecisdo dos operadores projetados (devida ao ntimero limitado de exemplos de treinamento) e
a complexidade de tempo dos algoritmos de aprendizado, constituiram o objetivo deste estudo.

10.1 Resumo das Contribuicoes

Vimos que a utilizagao de conhecimentos sobre o problema que desejamos resolver, quando adequa-
damente modelados, permitem a redugéo do espaco de operadores e, portanto, podem ser explorados
para projetar operadores mais precisos. Para que estes conhecimentos sejam efetivamente utilizados,
as estratégias de busca devem ser capazes de explorar as estruturas e propriedades dos espacos de
hipéteses bem como aproveitar caracteristicas das imagens consideradas. Além disso, elas devem
estar apoiadas em algoritmos de busca eficientes.

Introduzimos modificagoes no algoritmo ISI para tornéd-lo eficiente e conseguimos reducio
de tempo da ordem de 10 em relagio as implementacdes anteriores. As principais modificacoes
introduzidas sdo: (1) a sua generalizacdo para trabalhar com a extracio de um conjunto de elementos
(intervalo) em uma iteracdo em vez de um tnico elemento, (2) a introdugdo de um parametro que
define o passo para célculo de cobertura minima e (3) a paralelizagdo do algoritmo. Apresentamos
também uma prova formal de sua corretude.

A técnica de projeto iterativo [84, 80] (vista no capitulo 5) foi investigada como forma para
projetar operadores sobre janelas grandes a partir da composicao de operadores projetados sobre ja-
nelas menores. Verificamos que se os exemplos de treinamento forem distribuidos de forma adequada
entre as iteracoes em vez de todos eles serem utilizados em cada uma das iteragoes, os operadores
resultantes podem ser mais precisos. A técnica de projeto iterativo pode ser vista como um caso par-
ticular do projeto multi-estdgio. Cada estidgio adicional corresponde a um refinamento do operador
em termos de precisdo.

169
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O uso de operadores projetados a priori [50, 14, 51] (capitulo 6) pode ser também visto no
mesmo contexto de refinamento de solugdo. A técnica proposta consiste em melhorar a precisao de um
operador a partir de exemplos de treinamento. Introduzimos um fator de confianga, controlado pelo
usuario, que indica quanta evidéncia os exemplos de treinamento devem fornecer para que o valor do
operador em um determinado ponto seja alterado. A técnica pode ser vista como uma generalizacao
dos “differencing filters” [54], onde o operador a priori é o operador identidade. Estudamos também
questoes ligadas a escolha de uma janela e mostramos que uma escolha inadequada pode ser critica.

O projeto multi-estagio é interessante se a técnica de refinamento utilizada garante que a cada
estdgio o operador obtido é mais preciso (em termos de erro) do que o operador do estdgio anterior.
A escolha de um operador inicial adequado, de preferéncia préximo da solugdo étima, é importante
para a obtencgdo de um operador preciso.

Apresentamos um novo algoritmo eficiente [81, 82] para projetar operadores crescentes dtimos,
a partir de uma formulacao nova do problema. A grande vantagem do algoritmo proposto é que ele
depende apenas dos padrdes observados nas imagens de treinamento e portanto pode ser aplicado
para projetar operadores sobre janelas relativamente grandes. Os outros algoritmos existentes sdo
formulados de tal forma que dependem de todos os 2/W! possiveis padrées dentro de uma janela W.
Logo eles sdo extremamente ineficientes para janelas relativamente grandes.

Uma conseqiiéncia natural deste algoritmo foi a utilizacdo do mesmo para o projeto de filtros
“stack” [78], pois estes sdo caracterizados por operadores crescentes binarios. Nos estudos envol-
vendo filtros “stack”, unificamos as notagoes utilizadas no contexto de morfologia matematica e fora
dele. Mostramos também que a formulacdo que considera cada um dos cortes da imagem em niveis
de cinza como um conjunto aleatério e a que considera a unidao dos cortes como um unico conjunto
aleatdrio sdo equivalentes sob o ponto de vista de minimizacdo do erro MAE de um filtro stack.
Como existem poucos trabalhos publicados sobre filtros stack no contexto de morfologia matematica,
o estudo apresentado neste trabalho é uma contribuicio neste sentido.

Uma abordagem Bayesiana [83] foi utilizada no contexto de estimacdo dos custos de chaveamento
para projeto de operadores crescentes (secdo 7.4). As probabilidades condicionais foram considera-
das variaveis aleatdrias com funcao de densidade Beta. Constatamos que em situagoes nas quais
as distribuices a priori das probabilidades condicionais sdo conhecidas, os resultados obtidos sao
notadamente melhores.

Quanto mais e mais conhecimentos sfo considerados, a estruturacdo do espaco de hipdteses bem
como as técnicas de busca tendem a tornar-se mais especificas e complexas. Neste trabalho tentamos,
dentro do processo de incorporar conhecimentos, manter uma preocupacgdao pela generalidade das
técnicas. Por exemplo, no caso do método de chaveamentos, a técnica para encontrar o conjunto de
chaveamentos 6timos é especifica para cada tipo de restricdo, porém o conceito de chaveamento nao
depende da particular restricdo considerada.

A sintetizagao e andlise dos diversos aspectos relacionados com projeto de W-operadores, em um
unico material, é também uma das contribuicoes desta tese.



10.2 Comentarios Finais 171

Resultados praticos

As técnicas propostas foram implementadas!, testadas e aplicadas para resolver problemas reais de
processamento de imagens tais como segmentacdo de texto [79], reconhecimento de caracteres [19],
reconhecimento de objetos em diagramas funcionais, reconhecimento de padroes e filtragem. As
publicacoes decorrentes deste trabalho de pesquisa estao listadas no apéndice B.

10.2 Comentarios Finais

Para que as técnicas propostas possam ser aplicadas adequadamente, é preciso entendermos qual é
0 mecanismo comum a estas técnicas que sdo importantes para o aumento da precisdo do operador
projetado. Sob a perspectiva apresentada na tltima secao do capitulo 3, as restrigoes impostas ou as
informagoes oriundas dos conhecimentos a priori sao importantes para definir um subespaco de ope-
radores candidatos. Entender qual é o espaco de candidatos associado a cada técnica é fundamental
para a escolha de uma técnica adequada para um particular problema.

Além disso, a partir do fato de que conhecimentos sobre os problemas podem ser utilizados para
reduzir o espaco de candidatos (ou, equivalentemente, preencher um maior nimero de linhas da
tabela-verdade que definem as fungdes caracteristicas), novas técnicas para gerar operadores mais
precisos podem ser desenvolvidos.

A extensdo do método de chaveamentos para o projeto de operadores auto-duais, idempotentes
e outros, assim como a do projeto multi-estigio para projetos ndo necessariamente iterativos e a do
projeto de operadores bindrios para operadores niveis de cinza [40, 86, 88] sdo alguns dos passos futu-
ros desta pesquisa. Outras questdes que merecem ser investigadas sao varios aspectos do problema,
especificos ou genéricos, tais como a robustez dos operadores projetados, a questao da escolha de uma
janela 6tima para uma quantidade fixa de dados de treinamento, a utilizacao de algoritmos paralelos,
a implementacéo eficiente dos operadores projetados [113], uso de técnicas multi-resolu¢do, modela-
gem de dados, decomposigao funcional dos operadores, complexidade de exemplos de treinamento,
entre outros.

Desafios muito maiores aparecem quando pensamos em modelagens que sejam capazes de combi-
nar diferentes tipos de conhecimentos e também técnicas que sejam capazes de explorar propriedades
das imagens ideais (e ndo apenas das imagens observadas). Devemos notar também que a com-
plexidade computacional no caso de projeto de operadores ndo-binarios é muito maior, assim como
a imprecisdo decorrente da quantidade limitada de exemplos de treinamento. Portanto, o uso de
conhecimentos a priori ocupa um papel ainda mais relevante neste caso.

Finalmente, um objetivo das pesquisas futuras nesta area deve ser a busca de uma formulacao
que possibilite a integragao das técnicas existentes e as que venham a ser desenvolvidas. Acreditamos
que o presente trabalho traz algumas contribuigoes neste sentido.

!Todos os programas computacionais foram implementados no sistema Khoros [104], com a preocupagio de manté-
los independentes de plataforma. Mais precisamente, apenas a parte de interface dos programas depende desse sistema.
Todos os programas foram escritos em lingnagem C padrao e atualmente constitunem, excluindo a parte correspondente
aos codigos de interface e juntamente com rotinas relativas ao projeto de operadores em niveis de cinza, uma biblioteca
de rotinas com aproximadamente 45000 linhas de cédigo e documentacao.






Apéndice A

Resultados (Imagens) Adicionais das
Aplicacoes

Este apéndice é um complemento ao capitulo 9. Para as aplicacGes de reconhecimento de somado-
res/multiplicadores em diagramas funcionais, reconhecimento de caracteres e segmentacao de texto
apresentados naquele capitulo, mostramos os resultados obtidos para véarias imagens de teste.

A.1 Reconhecimento de Padroes em Diagramas

173



174 Resultados (Imagens) Adicionais das Aplicagdes

@ ©® ®

©
>

A.2 Reconhecimento de Caracteres

As imagens a seguir mostram os resultados obtidos pelo operador projetado para reconhecimento do

caractere “s” em imagens de paginas de um livro. O circulo sobre a imagem destaca um erro.
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Os resultados obtidos pelo operador treinado para um segundo livro sdo mostradas a seguir.
O circulo sobre a imagem destaca um erro, enquanto os retangulos destacam o reconhecimento do
caractere quando este aparece em diferente tipo de fonte (itdlico ou “small cap”).
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A.3 Segmentacao de Texto

Dois grupos de imagens foram considerados para o problema de segmentagao de texto: paginas de
uma revista e paginas de um livro. Os resultados de segmentagao de texto para algumas paginas da
revista sdo mostrados a seguir. Para cada pagina de teste sdo mostradas duas imagens : (1) imagem
observada (binarizada), (2) resultado do operador projetado, e (3) resultado final sobreposto sobre
a imagem observada.
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Os resultados de segmentagao obtidos para o segundo grupo de imagens sao mostrados a seguir.
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§15 Zusammensetzung und Zerlogung von Kesften % 313 Zusammensetzung und Zerlegung vin Krdften w

figung stehonden Wassermengn neigt man dia Schaufeln durch einen in dic Achse singe-
bauton Mechanism us mehr oor weigor stark. Den angeschlossonen Ganaratar zur Strom-
erzeugung zeigt Abb 2623
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0 Kol 0-Turbtne, @ esamtansichss by L 161 bei 251ellungen v Setnteln

Aufgaben:

1. Zohle an Hand von Bespiclen dic Energicfarmen ouf, in die sich die van der Sonme xu uns kommende
Energie wimongatn konn!

% i CHung T e FTONILTe, i by o GG von 195 in 5o 94 W
durchiaufen wird, wen n Verlusten absicht? Wieviel %, belrogen alsa die Varlucts in dom im
Textangagebantn Bapial?

§15 Zusammensetzung und Zerlagung von Kraften

1. Zusammensetzung von Kraften, Wenn zwei Kifte (z. B. 25 kp und 18 kp) in glaich er
Richtung am selben Punki angreifen, addieren wir einfach ihre Betrage und orhalton
als ,Resultar™ baider Krdfte die Resultie-
rends 43 kp (Abb. 30.2).

Nach Abb. 38.3 ziehen zwei Hunde am Arm
itres Herrn nach verschiedenen Richtun-

echic Jung b mitaoe Kraft 4 p e Reaul-
anden aus 19 ko Urd 13 ki 055 Glicrgemcit

03 Zosammenselaung von Keiften

Tqung stehcnden Wasserrenan nelgt man te Schautdln durch einen in die Achse einge
310 Nechanismus mehi odor waniger ctare Den angesehiassonon Genaratar rur Sirom
srzeugung ~eigt Ab. 2%
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: ane e uilinie die e sinea untgie fon 175 in ¢
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s b m orr

1 Zusammeonseteung von Kréton. Wenn zwel Ksufte oz 5. 25 iy

s Punk angraiten,
el Kuifte dic Resuit

rondo 43 kp 1ABD 3

bun 1% kng in adeicie
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"ach Ab,. 18, vz\ehen 2w Honde am Arm '
s et nnach ver 5< hredenen Mahtun B
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481 Schnit dureh dan VW-Hotor
Wahrend beim 4-Taktmotor Ansaugen und Ausstalen einen besanderen Takt be-

anspruchen, erfogen tisso boldn Verginge boim ETakdotosin der sob lurzon Ze
Arbeits- und Sei ergibt sich nach

Abb, 1101
It ersten Takt driickt der Kolben auf dem Weg nach oben das Gemisch fiber sfch zu-
sammen, wihrend or den AusisOkanai und don Uberstromanal verschiielt. Zu glaicher
Zlt strémt frisches Gasgemisch durch den vom Kolben freigegebensn Einlakanal
in das darunterliegende Kurbelgehduse, Ist der Kolben oben angelangt, wird das Ge-
misch geziindet und drdckt den Kolben wisder nach unten. Dabsl wird tas Gomisch im
Kurbelgehausa vorverdichtet undt kann am Ende des Arbe
stedmkanal in den Zylindsr Obortreten, wihrend gleichzei die Yerbrennungsgase
durch dis AusiaB3inung Eine Naso am Kolbenhoden sargt dfir, ded da
friseha Gemlgeh nicht unmittelbar durch den AuslaBkanal don Zylinder wieder verlaBt.
Dt Vol des B-Taklers ggen don 4Tair gt n or Ersaris g Ve nd dr
inrer Becton arichan. zalreichen bewegilchen Tlla (Nocken . Vet
tengr, Vntitedern.

itstakies durch den Uber-

Kin wosanticher Nchtel st e, da das Kuroalgohsuss mitdar Kutiehwel n dlo Aot dor
Zylinder einbezogen ist und In Kammern (fur jeden Zylinder eine) abget:

cachuert don Bal mebryindriger et hach dom ST tgdnds mosondhon. Burch e
Konzantration des Avspufi- und den
Talten ist es schwer, elne saubore Learung und Neutillung des Zylinders zu errelchan, was
an Brenomoerbrauch ungingt bes . Das &-Takprzip hannts alch doshal be Oto-
motaren bishor nur bei Ksinan Leistungen durchsetzen

m Warmelshra
. ‘ tebase
Ub st .
- bt selwatle
Lodie o
. B et
27N

R S o fssonm

E

Senait duteh dan VW Motor

Wahrend baim 4 Taktmotor Ansaugen und Ausstofien sinen besonderen “akt be.
anspruchen, erfolgen diese baiden Yorginge hair o-Uaktmetas in dar sahe kurzan Zei
Arheits- und E?

Abb, 11044

i ersten Tat driickt dor ¥othon auf dem Weg nach oban das Lamisch Dsorafch zu-
r, wihrend or den AusleBkanst und den Gberstramhan u gisiaher
Zelt strémt irisches Gasgemisch durch den vom Koiben re’qagehen:n rmlm&knnm
in das darunteriiegerde Kurbe!yehduse, 16t der Koiben oben 2ngelangt, wird das Gie
misch gezindot und drickt den ‘alben wieder nach untan. Dabe! wird das Gemisch im
Kurbelgehauso vorvardichtot und kann am Ende des Arbeitstaktes durch den Lber
stromkanai in den Zytinder Obersreten, wéhrend gleichzeitig die Yerbrennungsgase
durch die Auslailifinung entwsichen. Fine iase am Kolberboden sorgt daflr, dag das
trischa Gemiseh micht uamittelbar durch den AusiaCkanas dan Zylndor wieder vertaBt.
Gy Vorth des 2-¥aitars gegen can & Takiar logt In der Erspar's dor Vondo und dor zu
ifer Ecgionung erforderfichan wegtichen Tals (lockenwalls, Hocken, Yenti
stangan, Yentifedarn).

i wesoncher Nachet . os, dof das Huroalganiee e der Kuroohuel i die Arost do

Zulinde; efnbezogen i i (Fir 3sdon Zyiinder ipe; abgeteiit

Crsehears Hon s rbrlnirer Hetoron ot S B € kenihon ot
&uspull and [

Takten ist 65 schwer, elne saubore Learung und i oufii'ung des fytinders zu errelchan, was
dan Brennsiofiverbrauch unginstip basinlult Dag 2 “akiprinzip konnte sich dashalb bei Otto.
motoren hishor aur boi kieinen Leistungen duichastzen.

540 Warmeenargiomaschinen s

Vst

145.1 Lokomotive i Schrinl

Durch einen Wassorkessel (Abb. 113.1) laufen zahireiche Heizrohre, durch welche die
Flammengase stramen und das Wassar vordampfen lassen. Der Wasserdampf sammelt
sich im sag. Damptdom und wird von dort aus (ber die Schiobersteuerung (Abb. 115.2)
In den Zylinder geleitel. Hiar schisbt der Dampf den beweglichen Kolben var sich her
und verrichtet dabel Arbeit, Die Schicberstauerung sorgt dafiir, dad bereits nach etwa
1 des 2urlickgelegtan Kolhenwegee dle Dampfzufuir abgesperrt wird. Dar im Zylinder
abgesparrte Damf dehnt sich von da an aus und schiebt durch seinan Druck den Kolben

mofaucn
Schicter
B, Sehisbenstange

Foithdar gleinin
o] oo

bis zum &uBersten rachten Ende des Zylindars. Jotet wird durch den Schisber die Aus-
laBbfinung auf dor linken Seite dos Kalbens freigegeber, durch dis der Dampf ins Freia
treten kann. Gleichzeitig tritt frischer Dampf aus dem Kessel durch die Eintrittssfinuna
in dan rachts vor Kolben lisganden Zsfinderraum oin. Dar Vorgang wiederholt sich dann
in dor entgegengesetzten Richtung.

Der Druck des Wasserdampfs ist seit dom Bau der ersten Dampimaschinen immer meh
gestaigert warden. In modernan Lokamotiven wird mit Drucksn bis zu 20 at gearbaitat.
Trotzdam ist der Wirkungsarad, d.i. der Bruchteil dr win m Vonichten van Arbeit
ausgenutzten Warme noch recht pering und betragt im gBnstigsten Falle 30—35%. Der
Rest der Wérma gaht ungenutet mit dom Abdampf oder mit den Verbrannungsgasen
durch den Sehernstein ins Freie-

40 Wirmeenergiomaschinen ns
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Dureh enen Wassorkessel (/bb. 145.) iauten zahirsiche Heizrofre, durch welche die
Flemmengase strimen und das Wassar vordamefen iassen. Der Wasserdampf sammeii
dio Schiobcrsteuerung fABD. 115.2)

und verrictet dabel Arbeit, Die Sthieberatauerang sorgt datur, dad bersits nach etwa
*. des 2urt kyelagtan Kohenwegee d'e Damfzufunr ubgesper wird Dar im 7 iinder
sbgespante fiampt dehnt sich +n da an aus und schiebt durch seinan Druck den otben

115.2 Damefe nger it Setisborateverung

bis zum auTersten vachten Fnde des Z;"'ndars. otel wird durch den Schisber die Aus-
\26binung Aut dor linken Seite dax Kaibens freigegeben, durch dis dar Dampt ins -reie
treten kenn Gieichzeitia triti fnscher Dampt aus dem Kesset durch diz Fintrittsofinuna
i dan rechts vom Keiben isganden Zyiinderraum < Dar vorgang wiedernat sich dann
in dor entgegengesetetan Richtuna.

Der Druk des Wasserdampfs ist seit dorn Bau der ersten Dampim 1schincn immer meh
Drucken bis zu " at gearbaltat

aungenutzen Virme noch rocht gering und betrast im ginstigsten F
Rest der Warma gaht ungenutst mit dem Abdampt oder mit den Verbrannungsgasen
durch den Seiernstein ins Freie

2 Lehre vom Magnstismus

man die Lufl wegpumpl: Die magnetischen Kedfte wirken durch Luft, durch Glas, Ja
sogar durch das Vakuum. Den Raum, in ciem sie auftretan, nennt man <fn magretisches
Feld oder ain Magnstfeld. fn dan Vorsuchan 14 bis 16 untarsuchan wir des Magnatiald
eines Stahmagneten:

Yf4? Nach Abb.224.1 ndhera wir einen Stabmagneten mit den Polen N* und §° dem
Nordpol N der senkrécht schwimmenden magn fisierten Stricknadel. Ihe Nordpol N
bisschraibt dia blau gestrichalte, wait ausiadanda Kurve von N’ nach S Dann er wird
von N’ abgestoBen und zu § hingezagen'). Man nesnt disse Bahn aine magnetiscl

aftiinlo. Wi zeichnen sie im folgenden bla.

».A,l s
i, kﬁ L
. g e e
ac
(
| UDMEEEREL |
4 Wogromagln sl 243 Geglpine machen dae Fod
e iung der T Sinen e

Tangento o magnot-
achs Rraftinien sin

Seretchnsty

VA%, Wir bringen eine kicine Magnetnadel in das Feld des Stabmagneten. Sie stellt
sich nach einigen Schwingungen in die Richtung der Tangente an die jeweilige Kraft-
linie ein (Abb. 224.2) (beachte die beiden roten Kraftpfeils!).

Rau Krattiinlon,
o dlasas Krattiold dchzlohom, orishren Magnstpals e aaraaon s
n sich tangential zu diasan Krattlinian o

auf einon Magneten ein Stick Karton, streue Eis enfeils pine darauf
und Mame Torsiattigh Gl Spine ordnen sich Iango der Kratinien ketterformiy an
(Abb.224.8}; denn durch Influgnz werden die Elsensplltter 2u Kolnon Magnetnadeln.
Nord- und Sidpels bonachbarier Seino sishan sichan (ih. Abb. 82451 Dis Kot
werden im ganzen Feld auf einmal sichtber.

Damit wir uns kanftig kurz und eindeutlg ausdrlcken kinnen, zeichnen wir an die Kraft-
linign Poila. Disse sollan angsban, nach weicher Richtuag ain Nordpol gazogen wird.
Ein Sidpol bowegt sich dann entgegen der so fesigelegten Kraftlinisnrichtung. Wia
Konnte man dies in V 14 zeigen?

Die Pfeile an den Kraftlinien geben die Richtung 2n, nach der ein Nordpol gezogen
wird.

) Von der Krattwirkung aut den Sdpol der Stricknadel durfen wir absahen, da er welter ant-
fermt ist; auch soll sieh dls Nadal nur langsam bawagan|

E hre vom Magnetismus
man dle Lufl wogpumpt. Die magnesis-hen Keltte wirken durch Luft, durck. Glas, ja
sogar durch das Vakuum Den Raum, in cem sio auftreten, nennt man ein magnetiosaos.

Feld oder ain & agnetfeld. in den Versuchan 14 I
eines Stahmagneten

16 untarsuchan wir das Magnatleld

ach b, 221 nanera wir einen Stabmagneten mit den Polen +* und . dem
* dor senkrecht schwimmenden magneisierten Stricknadel, thr Nordpc!

dends Kurso von * nach 4 “enn er wird
abgestofien und zu + hingezagen'). Man nemnt disse Pahn eine magnetische

341 Der dvgort dor_ i
o el o

Bk ot sellen 4249 Gesriolngene washon dos id
ng der el

onainc s Faanet

ache Rraftosien ein

sind n
Aeveichngty
L A% Wit brngen eine wieine Magnetnade! in das Feid des Stabmagneten. Sie stellt

aith nach einigen Schwingungen in wie Richtung der Tangente an die jewelige Kraft
inig ein (#bb. 2842} (beartite #e beiden roren Kraftpferic".

h

teht Krattitnlon,
i, eriahron hiaguetpole *uite  lagastnadeln stol
fon cich tangensial zu diassn Krs-thinian

ge auf cioen Magneten ein Stuck Kartan, streue Bisenteits péne darauf
fe sorsihiig® U2 Spane srinen sich iinga der Krallinen iattertomig an
(A 22/.3) donn durch influsnz werden die Pt Kioinan Magnetnadein.
Nord-und Sidels bonachbarto S5 ishen s1chen i, Akb. 54 3. Dis Koltiman
werden im ganzen ~ld aut einma sichtar

Damit wir uns knflig kur- und sindeutiy zuscricken kinnen, zeichen wir an die Kraft
ion Ploi'a Disge solian angsben, nach weicher Richtuag ain 40 rdpal gazogen wird
Fin 5idpo; bewsgt sich dann entgegen der so fesigelegien Keaftiinisnrichtung  Wia
Konnte man dies in ¥ 14 zeigen”

Die Pleite an den” raftfinien 1ehen die Ficktung an nach der ein Mardpo! gezogen
wird.

Van dor Krattwiriung aut den Sadpot der Stricnadel durfen wir absehen, da or wllor ant
fermt ist, auch soi! sieh dis Nada, nur iangasm bawagan
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§96 Messung der elaktrischon Siromstirke 265

Pt in dor 20 1 e Ladung @ durch Menge] Stromstarke |
rochni berech-
o e Sitomatirin 7 .u Quotiant

e e Wasser | 1Liter | 1 LtoSokund
Srkratst N
2. (21

Die Elnholt der slokirischen Stromsthrke
1 Ampers (A). Untor 14 varstoht man

die Stomstirke, bei der 1 Coulomb in

13 durch elnen’ Querschnitt des Leltars
at.

Nach §85 bedeutet diss:

£ suom ow stiwe
‘Ncm‘ Knall 01' II"C lmd

a0 oy oder s ma Sioer 01
tassE. s

1 mA (Milliampere) =" A. Q6531

Fiegen 10C i 2. 50 st die Simatits [ =q)

=10CRE=5Cls = om
Strom die Ladeng 1 A . A, tanataechar Phyter
JrTe=taom (51 aus demGeutshen
—r.=5A.Ws=GC/ 23— Vinchens orh
Q=1.1=5A.205=(5C/s) 203 =10C, finghen) antoruchie d
e s et s S et
i dissa Wikung 2 arairken

286l einar bostimmien Stomsitrio flact in
der doppelten bzw. dreifachen Zeit
plte b, drafache Ladung. Dor Quotint Q/i=2021-= 511 blabt kontent. Bel
 Stromstérke flieft dagegen in der gleichen Zeit mehr Ladung. Der Strom ent-
ik dann aueh o Sekunse mehr Warme und Obt oo siarkers megnotischa
Wirkung aus. Da sich der Hitzdrant starker veriangert, kann men das Hitzdrahtinstru-
mant unmittatbar fn Ampero (= Coulomb Jo Seku und als Strommasse
verwanden. Des gleiche gilt fur Malgerkta suf magnetischer Grundiage {§ 84):

dop-

ruhenden . Dlose Gerdto werdon
o dor meicnen Zelt1 von dor gschn Lasung b0 dwchﬂc:san unabhéngig von der
Refhenfolgo. Die Stromstirke T=Q ist in ihnon gleich; dio Angabe der tnstramente
Ko o a1 9o GogantoncHung sacgopet wocde. Em Stmmmnsasv gestattet mit
ainem Bl

Diesartaichidom T acharmotar i Avt,dos ahas Masnan von Weg (3 ord Zeh
die Geschwindigheit v s{f unmittelbar anzoigt.

[T —————rp ]

55 Hessung der elektlachen Strom stirke 2%,

FlaBt In der Zelt  die Lidung © durh Fenge  Stromstarke
sinen Quersehnitt des Leiters, so Jersch
net man Gie Stramstarke ¢ als “tuogant
ub der ~adung (2 und dor

Wasser 7 Lites " LitoriSskunde

Eleatrizitit
.o

B Hotlt Gar_sllachen Siomaticks B

iat 1 Ampers (A} Untor 18

die Stromsturke, bei dor i Juulomb in
1% durch einan S2usrachnltt 415 meffars
tHont,

Naca 36) bedeutst dios:

i Siom don St 1 Arapars auhe
torsam o ala (el 67
[ oo 053 g

1a: 1§ 3

2o s0 st g Sromatine - 107
0282 a5 Taes B2, 8t boi diosern
trom die Ladung

S50 6 M Nt antbacha Payaer
i

£oi bA BsEC Ba100C

i Bel_dner bostimmton Stromstérie fledt m

U dsan ¢ u ersE

dung. Der w 20;20- 3043, blolbt konstent. Bet
o5k dugogen i dor giichen Zalt ot Ledung. Our Siom ont
Sekunde mehir Wirme und Sbt elne stirkere magn etischa
Wirkung aus. Da sich der Hitzdraht stdrker verzangert, kann man das Hitzdrahtinstru-
ment unmitelbar in Ampere - mb Jo Sekunas) eichian und ais Firommausor
verwendan. Des gieiche gilt fir MeRgeriita auf magnetischer Grundiage (4 3¢,

: g
5 St kung herubenden i . Dlose Gerkte wordon
akie in der gleichen Zoit £ ¥on der gieichen Ladung ) durcifiossen, unabhangig von der
Rethenfolgo. is Stromstarka 10" ist in ihnon gleich; die Angabe der ‘astrumente
Jamn so e der Gasaniwiiung nachgeprt werdon. Fin Strommessar gostatot mit
sinem Bl u Ladung und
D\:snnlsv It dam a cho met et m Auto, das ohne essung von Wag (-, und Zalt (i
die Gaschwindigieit s - - 32 unmittelbar anzeigt.

m unvercweigten Stromkrsls lst die Girematirke Eberall gleich grod.

I
i

“Nach 95 bedeutet dies;
D i

200 V. Einlge technlscha Anwendungen der Elektrizitat

Wenn man auf diess Gegenkratt verzichtet, dreht sich die Spule so weit, bis it Stidpol
dem Nordpol des Hufeisenmagneten gegeniibersteht (Abb.290.1). Andert man In dle-
sem Augenblick de Stramrichtung, o siehen sich 2wel gllehnamigs Polo gagentoor

510Gen sich ab. Infolge #hres Schwungs drent sich dia
Spuin in dar trapringlichen Richtung wettr. Han muf nur
immar dann dan Strom in ihr umpolen, wenn der Spulen-

otierérde: Wickiurg dus Kebfebisster
Anlier Flektiamagaelen

204 Prinzip des Ellaro o2 i Moot e Ao 0w st e, Dt
it Steomn: el gegennandari e Windanamn sateht dor b
wendr und Birston Kannis sienmilias Lo

Er basteht aus. wol gegoneinandor fsolierten Halbringen, die sich mit der Spula
(In Abb.2901 durch 1 Windung angedeutet) drehen. Auf ihnen schieifen zwei fost-
stahande Kohlastifte, Birstan genannt. Dureh sle lo8t der Strom sa dan Halbringen
und damit der Spule zu, daB ihre obere Fldche ein $idpal ist und deshalb nach rechts
gezogen wird CAbb. 290.1). Wenn ar dortankommt, wechselt jede Birste auf den andern
Halbring tiber. Dann lst die sich nunmohr nach oben drehende Fléiche Sidpol; die Rota-
tlon wird forigesstzt, - Lim die Kréfte zu vergrifiern, ersetzt man den Davarmagneten
direh sinan Etektromagneten und it auch das Innere dor Spule mit Eisen aus. Der
Luftspalt zwischen den kreisformiy ausgetristan Polsehuhan dos Magneten und dem
zylinderférmigen, rotierenden Anker wird, wie beim Elckiromagneten, méglichst Kein
gebalten (Abb. 2%0.2)

§109 Bik-siaikironinaguetische tndukliod. .+ /!

1. Darsted entdeckie 1820, daB der elohirischo Strom von sinem Magnetfeld umgeben
ist. Es erzeugt im Elektromotor Kraft und Bewagung. Umgekehrt gelang es 1831 M. Fara-
day (S.260), aus Bewegung in Magnatieldern Spannung zu erzeugen:

Fiihra nach Abb. 281.1 den roten Leiter in das ruhende Magnetfeld von ohen ein
(inducara, Iat.; einfdhren). Der angeschlossene Spannungsmesser zeigt, dad Spannung

o tochnischs Anwendungen der Exektrz:tit

Wionn mat a1t diose Goganlrat e, drohtsich die Spule 30 el b i S
dom ordt des ufasanmagneten gepeniherseht (Abb. 5.5 Andert rien

Staan sich ab infoiaa hres Schwungs drcht sich dia
. Spuin m der ursnringiichen Richtung wetter. Man mu3 nur
P immar dann den Strom in ihr umpalen, wern der Spuien

“nler et Ratelen

2 ten ot
it dor

0 Prioay sea el
i i

a1y Metr v 7w
st s duna

Sendar und

e iy

Pt am iagnetpal vorbeilzut, Dios besergt selbstandip der Kommutator (Stromwander.
& bestohy aus 2w gegonsinandes isolicten ‘a

§n AbD. 2007 gurch + Windung angedeutet; drehen
Stshend Kohisstifis, Zurstan genann, Durch sie e
und damit der Spuie 2u, dad ihre obere Fache ¢in Sadpol ist und deshaib nach rechts
gezogen wird (Abb. 231, Wenn or dortankornmt, wechselt jed = Busste auf den andera
Malbring Gber Dann ist die sich nunmohr nach ohen drehende Flache Sudpos, die ota
sion wird forfgesetzt, i die Kréfte zu vergrifiern, eretct Man den Davarmagnatan
durch sinen Fiektromagneten und fu
witspelt zwischen den creistorrtig ausgetriston Poischuhan dos Magneten uad dem
Ainder{Grmigen, rotierenden Anker wird, wio boim Ficktramagneten, mogtichst Kein
gehaiien (Abb. 2.2},

Oarsted entdeckte 1820, da8 der elektrisine Strom von sinam Magnetteld umgeben
ist. Fs erzeugtim Elektromotor Krat und Bewagung. Jmgekehrt gelang es 144 M. F.
day ($.2:0) aus Bewegung in Magnatleldorn 3pannung zu erzeugen.

1 Fohra nach Ab. 201  don roten uoler n das mnunuumgnenm von ohen eir
@ infdhren) Der t, dafk ipannung

ii Il“

ie.

268 IV. Elektrische Gosetro und Grélen

Wemn cwischan dan Enden sines Loirndle
Strom_dor
Eﬂrk! ' aiont weroinme man e Wi
and R des Lalters nach

2. (oufiition des Widerstande). (2581}

2.6.8
stand eines Draftes

Erhitze it dem Buasenbrenner alne Wendsl
Sus dinnem Elsendraht, die nach Abb.2683 In ciners
Suomireis gl Die Shromstarka 1 sind ecablch,
‘abuahl dle Spannung U konetant bieibt, N i
stlgalso bom Ervarrian der Widostand o s 11 oo Sy on e 0 8
an (Abb. 262.4). Konstantan behalt aach Abb. 2t in 9
T Eitaon kontanten Witarsiand. Deshalo i
‘Widerstand trotz der Enwrmung des Kon-

Qlelchen Grund bendtzt man diess und anniiche Legle-
rungon o egorsn. B Kohte ikt bem Erwérmen

dar Widers
w w ﬁ!
N s o
= T i
F—— 03 50im
o s lmm( ﬂ.r wmu
% S e

¥ M3 nch ¥/ 76 don Widarstand einer Ghihlampa hel
Sehr Keiner Stromstirkel Auf welchen Wert steigt or bal
normaler Belastung Infolge dor Erwdrmung?

erstand von Wetallen it it al-
Gomatnen hetm Erhrn

Stollt man durch Varsuch den Zusammenhang zwischen
Widsrstand und Temparatur fest, 50 kann man nach har
aus dem gemossanen Widorstand auf dis Temperatur

Di

schvier zuginglichen Ortan sowle bel groBer Hitze v som rm,,wm‘,,w,,m,,
assan (Flugzeugmetoren, Ofen). Siahe auch 5112
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Apéndice B

Publicacoes Decorrentes da Pesquisa

Os artigos que foram produzidos a partir das pesquisas realizadas durante a elaboragao desta tese
estao listados a seguir.

[1]

[7]

J. Barrera, E. R. Dougherty, and N. S. Tomita'. Automatic Programming of Binary Morpho-
logical Machines by Design of Statistically Optimal Operators in the Context of Computational
Learning Theory. FElectronic Imaging, 6(1):54—67, January 1997.

E. R. Dougherty, J. Barrera, and N. S. Tomita. Optimal Filters from Prior Filters. In Nonlinear
Image Processing VIII, volume 3026 of Proc. of SPIE, pages 2-7, San Jose, CA, USA, February
1997.

J. Barrera, E. R. Dougherty, and N. S. T. Hirata?. Design of Optimal Morphological Operators
from Prior Filters.  Acta Steriologica, 16(3):193-200, 1997. Special issue on Mathematical
Morphology.

J. Barrera, R. Terada, R. A. Lotufo, N. S. T. Hirata, R. Hirata Jr., and F. A. Zampirolli. An
OCR based on Mathematical Morphology. In Nonlinear Image Processing IX, volume 3304 of
Proceedings of SPIFE, pages 197-208, San Jose, CA, January 1998.

E. R. Dougherty, A. M. Grigoryan, J. Barrera, and N. S. T. Hirata. Binary Filter Design:
Optimization, Prior Information, and Robustness. In Mathematical Modeling and Estimation
Techniques in Computer Vision, volume 3457 of Proc. SPIE’s International Symposium on Optical
Science, Engineering and Instrumentation, pages 230-241, San Diego, CA, July 1998.

N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. Design of Large-Window Binary Filters via
Iteration. In Intelligent Robots and Computer Vision XVII: Algorithms, Techniques, and Active
Viston, volume 3522 of Proc. of SPIFE, pages 173-182, Boston, Massachussets, November 1998.

N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. Efficient Switching Algorithm for Desig-
ning Increasing Binary Filters. In E. R. Dougherty and J. T. Astola, editors, Nonlinear Image

Processing X, volume 3646 of Proc. SPIE, pages 185-196, San Jose, CA, January 1999.

!Este é um artigo decorrente do trabalho de mestrado [157], que foi premiado como a melhor dissertacio de mes-

trado [158] no Concurso de Teses e Dissertagioes da Sociedade Brasileira de Computacao, no ano de 1996.

2 Alteracio do estado civil.
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8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

N. S. T. Hirata, J. Barrera, and E. R. Dougherty. Design of Statistically Optimal Stack Filters.
In J. Stolfi and C. L. Tozzi, editors, Proc. of Sibgrapi’99, pages 265-274, Campinas, SP, Brazil,
1999.

H. M. F. Madeira, J. Barrera, R. Hirata Jr, and N. S. T. Hirata. A New Paradigm for the
Architecture of Morphological Machines : Binary Decision Diagrams. In J. Stolfi and C. L. Tozzi,
editors, Proc. of Sibgrapi’99, pages 283-292, Campinas, SP, Brazil, 1999.

J. Barrera, R. Terada, R. Hirata Jr, and N. S. T. Hirata. Automatic Programming of Morpho-
logical Machines by PAC Learning. Fundamenta Informaticae, 41(1-2):229-258, January 2000.

N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. A Switching Algorithm for Design of Optimal
Increasing Binary Filters Over Large Windows. Pattern Recognition, 33(6):1059-1081, June 2000.
Special Issue on Mathematical Morphology & Nonlinear Image Processing.

N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. Bayesian Switching Algorithm for the Optimal
increasing Binary Filter. In Proceedings of EUSIPCO - 2000, volume IV, pages 1889-1892, 2000.

N. S. T. Hirata, J. Barrera, and R. Terada. Text Segmentation by Automatically Designed
Morphological Operators. In Proc. of SIBGRAPI’2000, pages 284-291, Gramado, Brazil, 2000.

N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. Iterative Design of Morphological Binary
Image Operators. To appear in Optical Engineering.
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