MAC5811 Projeto e Analise de Algoritmos

DCC-IME-USP, 2 de marco de 2007

Instrucoes

(i) Esta prova contém oito questoes sendo seis de dois pontos e duas de trés pontos.

(ii) A banca considerard questoes cujos valores somem até 10 pontos de modo que a soma
total das notas obtidas seja maxima. Um aluno, para ser aprovado, precisa obter nessas
questoes pelo menos 7 pontos.

(i) Enuncie os teoremas e propriedades usados para justificar suas afirmagcoes.

(iw) Vocé pode utilizar como subrotina qualquer algoritmo do CLRS sem reescrevé-lo, como,
por exemplo, algoritmos para ordenagao. No entanto, vocé deve descrever clara e sucinta-
mente o que o algoritmo recebe, devolve ou faz e o seu consumo de tempo. Exemplo

“O algoritmo BLA-BLA-BLA usa como subrotina o algoritmo ORDENACAO-
LERDA (A,n) que recebe e rearranja um vetor A[l..n| de modo que ele fique
em ordem crescente. O consumo de tempo do algoritmo ORDENAGAO-LERDA

é O(n™).”

(v) Nao é permitida a consulta a livros, anotacoes, colegas, calculadoras, Internet, computa-
dores ...

Duracao da prova: 5 horas



Questao 1 [2 pontos]
Suponha que f(n) e g(n) sdo fungoes dos inteiros nao-negativos nos inteiros nao-negativos.
Demonstre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

e existem numeros reais a > 1,b > 1,¢ > 1 e existe um numero inteiro ng > 0 tais que
af™ < p9) < f™) para todo n > ny ;

* g(n) ¢ O(f(n)).

Questao 2 [2 pontos]
Considere os problemas a seguir.

Problema PARTIGAO(A,n): Dado um vetor A[l..n| de niimeros inteiros positivos,

decidir se existe um subconjunto I de {1,...,n} tal que
S Al =D Ali] .
il il

Problema TRi-PARTIGAO(A,n): Dado um vetor A[l..n| de nimeros inteiros posi-

tivos, decidir se existem subconjuntos disjuntos I e J de {1,...,n} tais que
DA =Y Al =) Ali] .
iel icJ igIUT

Sabe-se que o problema PARTIGAO é NP-completo. Um aluno alega que o problema TRi-
PARTICAO também é NP-completo. O aluno estd certo? Justifique cuidadosamente a sua
resposta.

Questao 3 [2 pontos]
Suponha que, para entradas de tamanho n, vocé tenha que escolher um dentre trés algoritmos
A, BeC.

a) Algoritmo A resolve problemas dividindo-os em cinco subproblemas de metade do tama-
nho, recursivamente resolve cada subproblema e entao combina as solugoes em tempo O(n).

b) Algoritmo B resolve problemas dividindo-os em dois subproblemas de tamanho n — 1,
recursivamente resolve cada subproblema e entdo combina as solugoes em tempo O(1).

¢) Algoritmo C resolve problemas dividindo-os em nove subproblemas de tamanho n/3, re-
cursivamente resolve cada subproblema e entao combina as solugoes em tempo O(n?).

Qual o consumo de tempo de cada um desses algoritmos? Expresse as suas respostas em termos
da notacao O, mas procure dar as respostas mais justas possiveis. Qual algoritmo ¢é assintotica-
mente mais eficiente no pior caso? Justifique as suas respostas.



Questao 4 [2 pontos]
Considere o seguinte algoritmo que recebe como entrada um vetor A[0..n — 1] de nimeros
inteiros:

CAIXA-PRETA (A, n)

1 E<—~0 i1 5«0

2 enquantoi<nek+j+1<n faga
se Ak + j] = A[(i + j) mod n]

4 entao j «— j+1

5 senao se Afk + j] < A[(i + j) mod n]
6 entdo i« i+j+1 je O

7 senao se A[k + j] > A[(i + j) mod n]
8

9

w

entao h — max{i,k+j+1} k<—h i—h+1 ;<0
devolva k

Qual o consumo de tempo desse algoritmo? Expresse a sua resposta em termos da notacao O,
mas procure dar a resposta mais justa possivel. Justifique a sua resposta.

Questao 5 [2 pontos]
Considere uma seqiiéncia de n operacoes

Ol OQ OS O4 05 v On74 On73 On72 Onfl On

'

n operacoes VERMELHA e AzUL, O; = VERMELHA e Oy = AZUL

Cada operacao O; é VERMELHA ou AZUL sendo que O; é VERMELHA e Oy é AzUL. O tempo
de execugao de cada operacao AZUL é constante. O tempo de execugao da primeira operacao
VERMELHA ¢é constante, mas cada operacao VERMELHA a seguir consome o dobro do tempo
da operacao VERMELHA anterior. Qual o consumo de tempo de uma seqiiéncia de operacoes
VERMELHA e AZUL em cada uma das situacoes a seguir. Expresse as suas respostas em termos
da notagao O, mas procure dar as respostas mais justas possiveis. Justifique as suas respostas.

a) A seqiiéncia possui O(1) operagoes AZUL entre operagoes VERMELHA consecutivas.

b) A seqiiéncia possui O(y/n) operagoes AZUL entre opera¢oes VERMELHA consecutivas.

¢) Na seqiiéncia, se O;,0, e Oy, sdo operagoes VERMELHA consecutivas, i < j < k, entao o
ntimero de operacoes AZUL entre O, e Oy, é pelo menos duas vezes o niimero de operacoes
AzUL entre O; e O;.



Questao 6 [2 pontos]

Considere uma estrutura de dados padrao de dicionario com operagoes INSERIR, BUSCAR e
REMOVER. Agora desejamos ampliar essas operagoes com MIN-GAP que devolve a menor
diferenca entre os dois niimeros mais proximos no dicionario. Explique como implementar esse
dicionario ampliado de tal forma que o consumo de tempo de cada uma das operacoes INSERIR,
BuscARr, REMOVER e MIN-GAP seja O(logn) no pior caso, onde n é o nimero de elementos
no dicionario. Voce pode utilizar qualquer arvore balanceada de busca como caixa preta.

Questao 7 [3 pontos]

Alice deseja fazer uma festa e esta decidindo a quem convidar. Ha n pessoas que sao candidatas
a serem convidadas. Ela preparou uma lista de pares de pessoas que se conhecem. Alice deseja
convidar o maior nimero possivel de pessoas de tal forma que na festa cada pessoa conheca pelo
menos cinco pessoas e nao conheca pelo menos cinco pessoas.

Descreva um algoritmo eficiente que receba como entrada uma lista de n pessoas e uma lista
dos pares que se conhecem e devolva uma melhor escolha de pessoas a serem convidadas. Qual
o consumo de tempo do seu algoritmo? Uma resposta plenamente satisfatoria deve ser um
algoritmo que consome tempo o(n?). O seu algoritmo é plenamente satisfatério? Justifique as
suas respostas.

Questao 8 [3 pontos]
Uma seqiiéncia X[1..m] é subseqiiéncia de uma seqiiéncia Y[1..n] se existem indices iy < iy <
... < i, tais que

X[jl=Yli;] paraj=1,...,m.

Por exemplo,

1 2 3 4

1 2
X = ¢ uma subseqiiéncia de Y =[G [ C]|

com indices 2 <3 <5< T.

[ w
Q|
[=| ot
Qo
Q| ~

Um subseqiiéncia é palindromo se é a mesma ao ser lida da esquerda para a direita ou da
direita para a esquerda. Por exemplo, a seqiiéncia

1 2345607891011 12 13 14
YV=|A|C[G[T|G|T|C|A[A[A[A[T[C]|G]

tem varias subsequiéncias palindromos, inclusive

Escreva um algoritmo PALINDROMO-MAX(Y), n) que receba uma seqiiéncia Y[1..n], e devolva o
maior comprimento de um subseqiiéncia palindromo de Y. Seu algoritmo deve consumir tempo
O(n2). Explique sucintamente porque seu algoritmo esta correto e tem o consumo de tempo
pedido.



