EXAME PRELIMINAR PARA O DOUTORADO

IME-USP, Agosto, 1997

Prova de Analise de Algoritmos

Instrucgoes:
(i) O candidato pode resolver todas as questoes.

(i) A banca considerard questdes cujos valores somem até 10 pontos de modo que a soma total das
notas obtidas seja maxima.

(#i) Mencione os teoremas e propriedades usados para justificar suas afirmagoes.

Questdo 1 [1 ponto]
Suponha, que estamos procurando pela chave 363 numa arvore binaria de busca cujas chaves sao ntimeros
naturais entre 1 e 1000. Durante a busca, uma certa seqiiéncia de chaves é examinada. Quais das
seguintes sequiéncias sao impossiveis? Justifique.

(a) 2, 399, 387, 219, 266, 382, 381, 278, 363.

(b) 935, 278, 347, 621, 299, 392, 358, 363.

Questdo 2 [1 ponto]
(1) Defina um heap. Explique como um heap pode ser representado num vetor.

(2) Rearranje o vetor abaixo de modo que ele seja um heap.
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Questdo 3 [1 ponto]
Considere o seguinte problema:

e dado um conjunto S de nimeros naturais (distintos dois-a-dois) e um nimero natural x, decidir
se S contém dois elementos sy e s9 tais que s1 + sy = .

Esboce um algoritmo que resolva o problema em tempo O(n log n) no pior caso, onde n = |S|. Justifique.

Sugestdo: Ordene o conjunto.

Questao 4 [1 ponto]
Mostre que

i k99 — @(nIOO)_
k=1



Questdo 5 [2 pontos|

Considere o seguinte algoritmo, cujo argumento n é uma poténcia de 2. (O algoritmo nio faz nada de
util.)

ALco(n)

{

sen <1 entdo devolva 1;
para i < 1 até 8 faca z < ALGO(n/2);
para i + 1 até n® faca z < O;

}
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(1) Seja T'(n) o nimero de vezes que a atribuigdo “z <— 0” é executada. Escreva uma recorréncia que
define T'(n).

(2) Mostre diretamente (sem usar o Master Theorem) que T'(n) é Q(n?logn).

(3) Troque “8” por “7” no algoritmo e mostre diretamente que T'(n) é O(n3).

Questao 6 [2 pontos]

Digamos que um ponto é um certo tipo de objeto (a natureza exata desses objetos é irrelevante).
Suponha que f é uma funcao que leva ternos ordenados de pontos em nimeros racionais.

Suponha que z1,...,z, é uma seqiiéncia de pontos tal que f(x1,z9,z;) > 0 para todo i > 3.
O seguinte algoritmo recebe z1,...,x, e devolve uma subseqiiéncia p1, ..., p;:
ALGo(zy,...,zp)
{
p1 < Z1;
P2 & T2;
t <+ 2;

para i < 3 até n faca {
enquanto f(pi—1,pt,x;) <0 faga t <t —1;
Piy1 € T53
t—t+1;

}

devolva p1, ..., py;

Mostre que o algoritmo consome tempo O(n) no pior caso (supondo que o célculo de f(u, v, w) consome
tempo O(1)).

Sugestdo: Note que p1,...,p; funciona como uma pilha.

Questao 7 [3 pontos]

Suponha que T' é uma &drvore (isto é, um grafo conexo sem circuitos) com n nés. Para quaisquer dois
vértices = e y de T, seja Q(z,y) o seguinte problema:

Q(z,y): encontrar o caminho em T que liga x a y.



(1) Elabore uma estrutura de dados para a drvore T' que permita resolver Q(z,y) em tempo O(d),
onde d é a distanciade z a y em 7.

(2) Esboce um algoritmo que resolva Q(z,y) em tempo O(d). Justifique.

(3) Sugira como montar a sua estrutura em tempo O(n). Justifique.

Sugesties: (i) Note que, no item (1), pede-se O(d) e portanto O(n) ndo basta. (ii) Para construir a
estrutura, faca uma busca em largura a partir de um né arbitrario.

Questao 8 [3 pontos]
Sejam v1,...,Un, P1,---,Pn € P nimeros naturais.

Problema (da mochila): Encontrar zi,...,z, em {0,1} tais que
p1&1+ o+ pp2p < P
e v1z1 + -+ + vy, € maximo.
O algoritmo guloso consiste no seguinte:

e ajuste a notacao de modo que
%S s, (*)

P P2 pa
epara k=1,...,n faca
se p1x1 + -+ pp—1ZTk—1 +px < P
entao Ty < 1
senao zp < 0

(1) Mostre que o algoritmo guloso, em geral, nao resolve o Problema.
(2) Suponha que p; < P para todo i. Mostre que o vetor z1,...,z, calculado pelo algoritmo guloso
é uma, “solucao aproximada” do Problema no seguinte sentido:
VT + o+ vpTn > 3V
ou

1
max{vi,..., v} > 5V,
onde V =wviz] + -+ + vpz) e z7,. ..,z é qualquer solugdo (6tima) do Problema.
Sugestio: Como se sabe, a versdo relaxada do Problema (isto é, a versdo que obtemos ao substituir

“r; € {0,1}” por “0 < z; < 17) tem como solu¢do (6tima) o vetor z1,...,z, definido pela seguinte
variante do algoritmo guloso acima: supondo novamente que (*) vale, seja k o maior indice tal que

p1+--+pg <P

entao xy =---=x =1,
L [, i
Tpy1 = —— —2_Dbi
Pk+1 i1 Z’

e ry = 0 para todo £ > k + 1. Use este fato.



