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2 Calculo proposicional
Referéncias para esta parte do curso: capitulo 1 de [Mendelson, 1977], capitulo 3 de [Whitesitt, 1961].
Proposigao

Proposigoes sao sentencas afirmativas declarativas que nao sejam ambigiias e que possuem
a propriedade de serem ou verdadeiras ou falsas, mas ndo ambas.

Exemplos:

. “Gatos tém quatro patas”
-1 4+2=3

. “A Terra é quadrada”

. “3 é um namero primo”

Exemplos de sentencas que nao sao proposigoes:
. “O que estou dizendo agora é mentira”

. “Ir4 chover amanha”

. “Onde estd a chave 77

Calculo proposicional

E uma sub-érea da algebra da logica que estuda um conjunto formal de regras que permitem
a andlise e manipulacao de proposicoes.

Conectivos logicos

Proposigoes simples podem ser concatenadas através de conectivos légicos E, OU, NAO
para formar novas proposicoes compostas.

Exemplos: Das proposicoes “Fulano estd cansado” e “Ciclano estd cozinhando”, pode-se
formas as proposicoes “Fulano estd cansado E Ciclano estd cozinhando”, ou “Fulano estd
cansado OU Ciclano estd cozinhando”, ou “Fulano NAO estd cansado”.

Notacgoes

Proposigoes serao representadas por letras como x, y, 2z, p, ¢, etc. Em geral, as letras que
representam proposigoes simples sdo denominadas varidveis (16gicas).

Proposigoes tém valor légico ou V (VERDADEIRO) ou F (FALSO).

Utilizaremos os seguintes simbolos para representar os conectivos légicos:

Conectivo ‘ simbolo
E A
ou Vv
NAO -
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Os conectivos implicagao condicional (—) e bicondicional «

Em adicao aos trés conectivos vistos acima, é comum também a utilizagao dos condicionais

SE-ENTAO (—) e SE-E-SOMENTE-SE (<).

Para proposicoes z e y quaiquer, expressoes do tipo “SE & ENTAO y” sio relativamente
comuns, especialmente na matematica. No contexto de cdlculo proposicional devemos nos
limitar aos valores V' e F. Nosso interesse é saber o valor da expressao x — y. Parece
razoavel pensar que se z ¢ V e y é V, entao a expressao r — y é também V. Similarmente,
sexéVeyéF, entao x — y é F. Para completar a definigdo, associa-se V para z — y
quando = é F.

Uma outra forma de encarar este condicional é pensar que partindo de uma verdade chega-
se a uma verdade. Entao “partir de uma verdade e chegar a uma verdade” é verdadeiro
enquanto “partir de uma verdade e chegar a uma falsidade” é falso. Ja quando se parte
de uma falsidade pode-se chegar tanto a uma verdade quanto a uma falsidade.

Representamos expressoes do tipo “x se, e somente se, y” por x < y. A expressao z < y €
verdadeira quando x e y tomam o mesmo valor e é equivalente a expressao (z — y) A (y —

Expressao logica

As proposicoes podem ser representadas por expressoes envolvendo varias varidveis como
em z Ay, (x ANy)V -z, etc. As regras para a formacao de expressoes sao:

(1) Qualquer variavel (letra) representando uma proposicao é uma expressao légica

(2) Se p e q sdo expressoes logicas, entao (—p), (p Aq), (pVq), (p — q) e (p < q) s@o
expressoes logicas.

Exemplos: Alguns exemplos de expressoes légicas

(z = (yV (21 (-2))))
(xAYyAz)V(mx Ay A -z)

Os parénteses servem para explicitar as precedéncias (da mesma forma com que estamos
acostumados em relagao as expressoes aritméticas usuais).

Tabela-verdade

Da mesma forma que proposicoes simples podem ser ou verdadeiras ou falsas, proposicoes
compostas podem também ser ou verdadeiras ou falsas. O valor-verdade de uma expressao
que representa uma proposicao composta depende dos valores-verdade das sub-expressoes
que a compoem e também a forma pela qual elas foram compostas.

Tabelas-verdade sao diagramas que explicitam a relacdao entre os valores-verdade de uma
expressao composta em termos dos valores-verdade das subexpressoes e varidveis que a
compoem. Mostramos a seguir as tabelas-verdade para os conectivos légicos =, A, e V.
Suponha que z e y sao duas varidveis logicas.

Ny

—x
A%
F

< s
< <1 HER
< =8
< < <=8
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A tabela-verdade lista todas as possiveis combinacoes de valores-verdade V e F para as
varidveis envolvidas na expressao cujo valor légico deseja-se deduzir. Assim, quando a
expressao possui duas varidveis, sua tabela-verdade contém 4 linhas. Em geral, se uma

expressao possui n variaveis, sua tabela-verdade contém 2" linhas.

As tabelas-verdade dos condicionais SE-ENTAO e SE-E-SOMENTE-SE sio mostradas a

seguir.

Tanto — como <> podem ser expressos em termos dos demais conectivos. Por isso, eles
)
poderiam ser considerados nao necessarios. Porém, a sua utilizacao é comum devido a

conveniéncia para expressar certas proposicoes.

Exemplos de tabela-verdade

A tabela verdade da expressao (z V (y A z)) — y é mostrada a seguir

x|yl z|ynz|lazV(yAz) |(@V(yAz)—y
F|F|F F F v
F|F |V F F v
F|V|F F F v
F|V|V \Y% A% A%
V|F|F F A% F
VIF |V F A% F
V|V |F F A% A%
ViV |V A% \Y A%

A mesma tabela pode ser expressa em formas mais concisas, como as mostradas a seguir. Os nimeros
na ultima linha da tabela indicam a ordem na qual as respectivas colunas devem ser preenchidas.

( v (y A 2) | =y zlylz|@ VvV ¥ A 2)|—ly
F F F F F |V |F F|F|F F F V
F F F F V|V |F F|F|V F F A%
F F V F F |V |V F|V|F F F A%
F V V V V|V |V F|V]V \Y A% A%
v V F F F |F|F VI|F|F \Y F F
v VvV F F V |F |F VIF |V A% F F
v v V F F |V |V V|V |F \% F \%
vV V.V F V |V |V V|IV|V A% F A%
1 3 1 2 1 4 |1 11171 3 2 4

Exercicio: Faca a tabela-verdade para as expressoes:

a) =(zAy) ¢) 2((zVy) = 2)

b) ~(zVy) — =z

d) y A=(xVy)
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Tautologias e contradigoes

Uma expressao é uma tautologia se ela toma valor V para todas as possiveis atribuicoes
de valor V e/ou F para as varidveis presentes nela.

Exemplo: As expressdes © — x e x V —z sdo tautologias.

Uma expressao é uma contradicao se ela toma valor F para todas as possiveis atribuicoes
de valor V e/ou F para as varidveis presentes nela.

Exemplo: Se a expressao x é uma tautologia, entdo —x é uma contradi¢ao. Similarmente,
se x ¢ uma contradicao, entao —x é uma tautologia.

Exercicio: Para cada expressao abaixo, responda se ela é uma tautologia, uma contradicao ou ne-
nhuma das duas.

a) x A d) (zVy)A(mxzVy)A(zV-y)
b)(z—y)—y) —y e) (= (y—2) < (zAy) —2)
¢) (xA-y)V (~z AYy) f) (z—=y)V(y—2)—(r—(yV2)

Implicagao e equivaléncia légica

Dizemos que uma expressao x implica logicamente uma expressao y se, e somente se,
cada atribuicao de valor as varidveis que torna x verdadeira torna y verdadeira também.
Utilizamos a notacao x = y para dizer que x implica logicamente y.

Teorema: Uma expressao x implica logicamente y se, e somente se, x — y é uma tauto-
logia.

Prova: x implica logicamente y se, e somente se, sempre que = for verdadeira, y também
o for. Portanto, x implica logicamente y se, e somente se, nunca se da o caso em que = é
verdadeira e y é falsa. Mas isto significa que a expressao x — y nunca é falsa, ou seja, que
r — y é uma tautologia.

Duas expressoes sao logicamente equivalentes se a tabela-verdade delas forem iguais.
Utilizamos a notacao <.

Teorema: r e y sao logicamente equivalentes se, e somente se, x < y é uma tautologia.
Equivaléncias légicas

e E1. Comutatividade

—(a)zVyesyVer
- (b)zAhysyAx

e E2. Associatividade

—(a) (xVvVy)VzezV(yVz)
— b)) (zAyY)NzexzA(yAz)
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e E3. Distributividade

E4. Idempoténcia

- (a)zVrex
- (b)zAhzex

E5. Leis de absorcao

—(d) (zVy) Ay ez Ay

E6. Dupla negacao
—(a) &
e E7. Leis de De Morgan

= (a) =z Vy) & (2 A -y)
= (b) ~(zAy) & (mzV —y)

E8. Tautologias e contradigoes

—(a) (VAz)ex
—(b) (VVve)eV
—(c) (FAzx)&e F
- (d) (Fve)ex

Exemplo: Vamos verificar a equivaléncia E7(a). Para isso montamos a tabela-verdade:

(z y) )

w’-qnj<<g
wlidk /- e <>

o< < < i<
e o< <
ol < o <ld

=< <M dR
< H < He
wlmd H e <

é uma tatutologia. Ou ainda, podemos ver que
sao iguais para todas as linhas da tabela. Logo,

~—

Podemos ver que —(z V y) < (—z A~y
o valor-verdade de —(xz V y) e (—x A~y
(@ Vy) < (hz A -y).

~—

Exercicio: Mostre as equivaléncias E3(a), E5(a), E5(d), E8(a) e E8(c).

Outras equivaléncias
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e E9. Contrapositivo
— T oY= Y — T
e E10. Eliminagao de condicionais

—(a)x—>y&s aVy
- d)r—ye @Ay

e E11. Eliminacao de bicondicionais

—@zeoye (@Ay)V(mzAy)
—brzeoyes (zVy) Ay V)

Exercicio: Mostre as equivaléncias E9, E10(a), E10(b), E11(a) e E11(b).

Exercicio: Mostre que

a) (@Ay) V(@ A-y) o
b) (x — y) < (-y — —x) (Prova por contradigao)

Algumas implicagoes légicas
e Il. p=(pVyq)
e I2. (pNg)=0p
e I3. (p — ¢) = —p (c é uma contradicao)
e . [pA(p—q)]=q
o I5. [(p—q)A—ql = —p
e 16. [(pVg)A—pl=q
e I7.p=lg— (p1q)
e B lpeghlgor)]= @)

e 9. [p—N(g—=7)]={@—r)

Exercicio: Mostre as implicagoes 11, I3, 14, 16, I8 e 19.

Mais dois conectivos

Barra de Sheffer (Sheffer’s stroke): Significando “n&o ambos verdadeiro”, é definido
pela seguinte tabela-verdade

8
<

< H < e
< <<

T
F
F
v
v
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Negacao conjunta (joint denial): Significando “nem um e nem outro”, é definido pela
seguinte tabela-verdade

< < m— |8
oo <[

Exercicio: Mostre que ~z < x|z e v <z | .
Exercicio: Mostre que zVy < (z|2)|(yly) ez Vy < (z | x) | (v | y).

Redundancias ou Sistemas adequados de conectivos

Toda expressao determina uma funcao-verdade que pode ser expressa via tabelas-verdade.
Existem 2(2") fun¢oes-verdade de n varidveis jd que existem 2" possiveis atribuicoes de
valor-verdade para essas n varidveis e para cada uma dessas atribuigoes a funcdo pode
tomar valor V ou F.

Teorema: Toda funcao-verdade pode ser expressa por uma expressao envolvendo apenas
os conectivos V, A e —.

Um conjunto de conectivos é dito formar um sistema adequado de conectivos se to-
da funcao-verdade pode ser expressa por expressoes que envolvem apenas conectivos do
conjunto.

Os seguintes conjuntos sdo sistemas adequados de conectivos:

Exemplo: As quatro fungoes-verdade de uma variavel sao :

fo| f1 | fo I3
T || x -z | xV-x | xA\x
F|F |V |V F
JdHMMEH

Exercicio: Liste todas as funcoes-verdade com duas varidveis.

Métodos de prova

As provas matemadticas com as quais lidamos todos os dias (?) s@o muito baseadas em
elementos da légica proposicional.
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Nao é objetivo estudarmos métodos de prova neste curso, mas apenas para dar uma idéia,
alguns métodos de prova sao apresentados a seguir de forma informal.

Prova direta: E a situacao tipica em que temos um conjunto de hipéteses hi, ho, ..., hy,
e queremos derivar uma conclusao c¢. Ou seja, queremos mostrar

hiANhaoAN...Nhy, = ¢

Prova indireta: Temos a prova contrapositiva
—c= (hi Aha A ... A hy)
e a prova por contradicao

hi Aha A ... A h, A —c = uma contradi¢cao

Observe ainda que
hiANhaAN...Nh, = c

é equivalente a
(hi=c)e(ha=c)e ... e (hy,=¢)

que leva-nos a prova por casos.
A idéia de prova formal pode ser expressa no contexto da légica proposicional. Maiores
detalhes podem ser obtidos, por exemplo, em [Ross and Wright, 1992].

Discussao

Quais semelhancgas podemos ver entre a dlgebra dos conjuntos e o cédlculo proposicional ?

. As operagoes /relagbes entre conjuntos e os conectivos e os condicionais, como mostrado
na tabela a seguir.

Algebra dos conjuntos | Céalculo proposicional
N

o C
T 1 1 <>

1N

. As leis fundamentais dos conjuntos e as equivaléncias légicas.
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