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6 Minimizacao de multiplas funcoes

6.1 PLA

A minimizagao légica dois-niveis ganhou impulso devido aos dispositivos conhecidos como PLA (Pro-
grammable Logic Arrays). Eles consistem de um conjunto de entradas, com uma malha programaével
de conexoes para um conjunto de portas E, e uma malha programével de conexoes entre as saidas das
portas E para um conjunto de portas OU.

A figura 1 mostra um modelo 16gico bésico de um PLA tipico, com 3 varidveis de entrada e trés saidas.
Os circulos sobre o cruzamento das linhas indicam onde hé conexao. No exemplo, as portas légicas E
realizam as funcdes (produtos) ab, @b, bc e at, respectivamente; as portas légicas OU realizam as
funcoes fi(a,b,c) =abe+ab, fa(a,b,c) =abec+bce f3(a,b,c) =abc+ac.
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Figura 1: Esquema léogico de um PLA.

Para nao sobrecarregar o diagrama, em geral desenha-se de forma simplificada como o mostrado na
figura 2.

PLAs comerciais tém tipicamente entre 10 e 20 entradas, entre 30 e 60 portas E e entre 10 e 20 portas
OU. Portanto, um numero consideravel de funcoes relativamente complexas podem ser realizadas via
um PLA. Claramente, quanto menor o nimero de varidveis e termos produtos utilizados na expressao
de uma fungao, menor serd o “tamanho” do PLA necessario para a realizacao da funcao.

6.2 Minimizagao dois-niveis de multiplas funcoes

Uma vez que em um PLA podem ser realizadas varias fungbes, a minimizagao de um conjunto de
fungoes (e nao apenas de uma tnica fungao) torna-se o alvo de interesse.

Vamos analisar dois exemplos:
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Figura 2: Esquema simplificado de um PLA.

Exemplo 1: Considere as funcoes f1 e fo dadas pelas seguintes tabelas :

rr 223 | fi(wr, 2, x3) 1223 | falwy, ®2, 73)
000 1 000 0
001 1 001 0
010 0 010 0
011 0 011 0
100 0 100 0
101 1 101 1
110 0 110 1
111 0 111 1

A minimizagao destas duas fungoes resulta em fi(x1 xo x3) = T1 To+T2 23 € fo(r1 T2 x3) = x1 x3+21 T2.
Para implementd-las, sdo necessarias 6 portas (quatro E e duas OU).

Note, porém, que fi(z1xox3) = T1T2 + Toxs = T1T2 + 1 T2 23 € fo(x1x223) = 2123 + T3 X2 =
T1T9 + X1 T X3, OU seja, hd um produto comum as duas funcées. Neste caso, para implementéa-las sao
necessarias 5 portas (trés E e duas OU), pois uma das portas E é compartilhada pelas duas funcoes.

Exemplo 2: Considere as fungoes (j4 minimizadas) :

fo=a
Ji=b
jb =bc+ab
ﬁgZZEEﬁ—EC

Para implementé-las, sao necessarias 6 portas légicas E.

No entanto, note que elas podem ser reescritas como:
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f(] :aE—i-ab
fi =ab+ab
fo =abc+ ab
f3 =ab+abc

e neste caso sao necessarias apenas 4 portas E.

Estes exemplos mostram que minimizar individualmente as funcées nao necessariamente representa
a melhor solucao para a minimizacao conjunta. Observe também que, no segundo exemplo, na mi-
nimizacao conjunta pode-se reduzir o nimero total de produtos, mas o nimero de somas aumentou.
Existe alguma vantagem nisso 7 Que impacto isto tem no custo de implementagao ? Por essas e
outras, minimizacao de multiplas func¢Ges é um problema mais complexo.

Exercicios:

1. Desenhe UM circuito que implementa as duas funcoes do Exemplo 1, utilizando apenas portas
NAO-E.

2. Desenhe o PLA que realiza as quatro fungoes do Exemplo 2, utilizando 4 portas E.

Consideragoes sobre o custo a ser minimizado

Quando pensamos em minimizar um conjunto de fungoes, reduzir o ntimero de certos elementos
necessarios para a sua implementacao é a principal preocupacao. Entre este elementos, alguns sao
bastante intuitivos:

e reduzir o nimero total de produtos. Em um PLA, significa reduzir o niimero de linhas no plano
E.

e reduzir o nimero de entradas para as portas E (tentar usar produtos com o menor nimero
possivel de literais)

e reduzir o nimero de entradas para as portas OU (ou seja, utilizar o menor nimero possivel de
produtos para cada fungao)

Estas noc¢oes podem ser equacionadas da seguinte forma :

CUSTO = numero total de portas E + a (nimero total de entradas para as portas E) +
B(numero total de entradas para as portas OU).

com 0 < o, < 1 (i.e., minimizar o nimero total de produtos é o principal critério; os outros sao
considerados secunddrios ou irrelevantes).

Em um PLA com certo niimero fixo de entradas, portas E e portas OU, a area do chip também
¢é fixa. Portanto, reduzir o nimero de entradas para as portas E ou reduzir o nimero de entradas
para as portas OU néo tem impacto no custo. Assim, na minimizagao de fungdes com o objetivo de
implementacgao em PLA é razodvel considerarmos o = =10 .

Quando consideramos a minimizacao de multiplas fun¢oes, podemos aplicar um processo andlogo ao
do algoritmo QM. Numa primeira etapa sao calculados todos os implicantes primos e numa segunda
etapa é escolhida uma cobertura minima. O problema da escolha de uma cobertura minima pode
ficar mais simples se considerarmos o = (§ = 0 na equagao do custo acima (veremos isso mais adiante
através de exemplos).
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A nogao de implicante primo é agora definida com relagao as multiplas fungoes. Dadas k fungoes, que
podem ser representadas por um vetor f = (f1, fo, ..., fx), dizemos que um produto p de k' (k' <= k)
dessas fungoes é implicante primo se ele é implicante primo de uma delas (no sentido visto até agora)
ou se nao existe nenhum outro produto dessas k' funcoes que o cobre.

O algoritmo QM adaptado para o calculo de primos de multiplas fungoes

Exemplo 3: Considere as fungoes do exemplo 1, escritas na forma SOP canénica fi(x1,x2,x3) =
T1Tox3 + T1T2xT3 + T1Tox3 € fg(xl, T2, xg) = X1T2x3 + T1X2T3 + T1XT2X3.

A tabela 1 mostra o célculo dos implicantes primos de f = (f1, f2). Note que 101, que é um produto
de ambas as funcoes, é implicante primo pois nao existe um produto que o cobre e que seja também
produto de ambas as fungoes.

r1x223 | f1 fo

o — T
001 1 \/ X01 5
101 1 1 e X1 T
110 LV 11X 1 d
111 T

Tabela 1: Método tabular para célculo dos implicantes primos de f = (f1, f2).

A tabela 2 mostra a tabela de implicantes primos de f = (fi, f2), utilizada para a selecdo de uma
cobertuta minima. A tabela contém colunas correpondentes a cada um dos mintermos de cada uma
das fungoes. Na tabela da esquerda sao identificados os dois primos essenciais (00X e 11X). Apéds a
reducao da tabela, obtemos a tabela da direita.

S fo
000 | 001 | 101 || 101 | 110 | 111 f1 fo
11 [(@00X || | 101 | 101
1 [ (b) X01 NERY. 1 [ (b) X0l |
> [ (o) IX1 v, v, > [ (o) IX1 v,
¥ 2 | (d) 11X NERY 12 (@101 | «/ | V
1,2 [ (e) 101 J v

Tabela 2: Tabela de implicantes primos de f = (f1, f2).

Se levarmos em consideracao apenas a minimizacao do numero de produtos, podemos dizer que o
primo (e) domina os primos (b) e (c¢). Portanto, as linhas (b) e (c) podem ser eliminadas, resultando
apenas a linha (c¢). Temos entao o resultado 00X, 11X e 101.

No entanto, se levarmos em conta também, além da minimizagao do nimero de produtos, o niimero
de literais em cada produto, ndo podemos dizer que a linha (e) domina as outras duas. Neste caso
temos uma table ciclica, e utilizaremos o método de Petrick para resolvé-lo.

Para cobrir ambas as colunas, a seguinte igualdade deve ser verdadeira:
(b+e)(c+e)=1
Escrevedo a expressao acima na forma SOP, temos

bc+be+cet+e=1



Notas de aula de MAC0329 (2003) 54

Daqui podemos concluir que a solugao de menor custo é escolher (e). Assim, temos o resultado 00X,
11X e 101 (o mesmo do custo mais simples).

Exercicio: Desenhe o PLA que realiza as duas fun¢oes minimizadas do exemplo 3.

Nem sempre as solugoes relativas ao custo mais simples serao as mesmas das relativas ao custo mais
complexo, como veremos no seguinte exemplo.

Exemplo 4: Considere as seguintes funcgoes.
fala,b,e,d) =5" m(2,4,10,11,12,13)
fala,b,c,d) =" m(4,5,10,11,13)
fy(a,b,e,d) =3 m(1,2,3,10,11,12)

O método tabular para determinagao dos implicantes primos é mostrado na tabela 3.

fo fs [y |IP fo fs [y |IP
0001 IV 00X1 1| f
0010 | 1 IRV 001X 1|
0100 | 1 1 i X010 | 1 1| g
0011 1]V 010X 1 d | fa f3 [y ]|TP
0101 1 Vi X100 | 1 b X01X | 1|
1000 11 1|y X011 1]
1100 | 1 1] X101 1 e
o011 1 1|y 101X |1 1 1 |h
1101 | 1 1 k 110X | 1 c

Tabela 3: Método tabular para célculo dos implicantes primos de f = (fq, f3, f-)-

O célculo de cobertura minima é mostrado a seguir. Primeiramente sao identificados os primos essen-

Ja /s fy
2 [4f10[11]12[13 4[5 1013 1[2]3[10][11]12
v | (a) X01X VIVIVIY
a | (b) X100 N N
a | (c) 110X NERY:
p | (d) 010X VARY
B | (e) X101 v v
* |y | (F) 00Xl v v
* | oy | (g) X010 || v v v
" | afy | (b) 101X ViV VAR VAR
aB | (i) 0100 N N
" ey | () 1100 v Y
af | (k) 1101 N N
I VI VIV [ [ [VIVI [VIVIVIVIVIV]

Obtemos os essenciais: f, g, h, j
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Caso 1: Minimizar APENAS o ntimero de produtos

fa fﬁ
4 1131 41| 5|13
a | (b) X100 || v/
a | (c) 110X Vv
3 | (d) 010X J
5 (o) Xi01 VARV
= af | (1) 0100 || v/ Vi
1 ap | (k) 1101 Vv Vv

e o numero de literais presentes nos IP nao interessa: b e c podem ser eliminados pois sao dominados
por ¢ e k, respectivamente.

e 7 ¢ k sao essenciais secundarios.

e Para cobrir 5 podemos selecionar d ou e.

RESULTADO (ao selecionarmos d)

fa=g+h+i+j+k
fo=d+h+itk
fv=f+g+h+j

Caso 2: Minimizar nimero de produtos E nimero de literais nos produtos

fa f,@
4 1131 4|5 |13
a | (b) X100 || v/
a | (c) 110X Vv
3 | (d) 010X J
B | (e) X101 V
| af | (1) 0100 || /
[ af | (k) 1101 I

e a tabela acima é ciclica

e devemos aplicar o método de Petrick
b+i)(c+Ek)(d+i)d+e)(e+k)=1

que resulta em
cet + bede + eik + dik + bdk

Desses, os de menor custo sao cet e bdk

e Para cada funcao, selecionar o menor subconjunto que a cobre.
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RESULTADO (ao selecionarmos cei)

fa=cHg+hti
fgze—i-h—f—i
Jy=f+g+h+yj

Exercicio: Para cada uma das solugbes do exemplo 4, desenhe o PLA correspondente. Comente as
diferengas.

6.3 O algoritmo ESPRESSO

Algoritmos de minimizacao tabular (como o Quine-McCluskey) tém algumas desvantagens do ponto
de vista computacional:

e cles listam explicitamente todos os implicantes primos, cuja quantidade é de ordem exponencial
no numero de variaveis n

e requerem que a fungéo a ser minimizada esteja na forma SOP canonica. Nao é raro que, junta-
mente com os don’t cares, o nimero de produtos candnicos seja da ordem de 27!

e a tabela-ciclica pode ser bem grande.

ESPRESSO [Brayton et al., 1984] é o resultado de uma série de esforcos, realizados principalmente na
década de 1980, com o objetivo de contornar as limitagoes do algoritmo QM. Hoje em dia, ESPRESSO
é a referéncia para minimizacao 1égica dois-niveis. Para maiores detalhes veja [Brayton et al., 1984],
capitulo 7 de [Micheli, 1994], secao 6.10 de [Hill and Peterson, 1993] (deste iltimo ha cépia disponivel
na segao de reprografia do bloco B).

Na década de 1990, técnicas que nao armazenam os implicantes primos explicitamente foram desenvol-
vidas (trabalhos de Coudert e Madre) [Coudert and Madre, 1992, Coudert, 1994 e mais recentemente
apareceu um algoritmo denominado BOOM [Hlavicka and Fiser, 2001]. Aqueles que tiverem interesse,
consultem as referéncias indicadas ou venham falar comigo.
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