Calculo proposicional

Proposigao

Proposigoes sao sentencas afirmativas declarativas que nao sejam ambigiias e que possuem
a propriedade de serem ou verdadeiras ou falsas, mas nao ambas.

Exemplos:

. “Gatos tém quatro patas”
. “1 + 2 — 377

. “A Terra é quadrada”

. “3 é um numero primo”

Exemplos de sentengas que nao sao proposigoes:
. “O que estou dizendo agora é mentira”

. “Ira chover amanha”

. “Onde esta a chave ?”

Calculo proposicional

E uma sub-drea da légica simbdlica que estuda um conjunto formal de regras que per-
mitem a andlise e manipulacdo de proposicoes. Algumas referéncias para este assunto
sao [Ross and Wright, 1992], [Garnier and Taylor, 1992], capitulo 1 de [Mendelson, 1977].

Conectivos légicos

Proposig¢oes simples podem ser concatenadas através de conectivos légicos E, OU, NAO
para formar novas proposi¢oes compostas.

Exemplos: Das proposicoes “Fulano estd cansado” e “Ciclano estd cozinhando”, pode-se
formas as proposigoes “Fulano estd cansado E Ciclano esta cozinhando”, ou “Fulano esta
cansado OU Ciclano estd cozinhando”, ou “Fulano NAO estd cansado”.

Notagoes

Proposigoes serao representadas por letras como z, y, 2, p, ¢, etc. Em geral, as letras que
representam proposigoes simples sdo denominadas varidveis (légicas).

Proposigoes tém valor 16gico ou V (VERDADEIRO) ou F (FALSO).

Utilizaremos os seguintes simbolos para representar os conectivos légicos:
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Conectivo ‘ simbolo

E A
OI~J \%
NAO -

Os conectivos implicagao condicional (—) e bicondicional «

Em adicao aos trés conectivos vistos acima, é comum também a utilizacdo dos condicionais

SE-ENTAO (—) e SE-E-SOMENTE-SE (<).

Para proposicoes x e y quaiquer, expressoes do tipo “SE z ENTAO y” sio relativamente
comuns, especialmente na matematica. No contexto de calculo proposicional devemos nos
limitar aos valores V e F. Nosso interesse ¢ saber o valor da expressao x — y. Parece
razoavel pensar que se z é V e y é V, entao a expressao x — y é também V. Similarmente,
sex é VeyéF, entao x — y é F. Para completar a definicao, associa-se V para x — y
quando x é F.

Uma outra forma de encarar este condicional é pensar que partindo de uma verdade chega-
se a uma verdade. Entao “partir de uma verdade e chegar a uma verdade” é verdadeiro
enquanto “partir de uma verdade e chegar a uma falsidade” é falso. J& quando se parte
de uma falsidade pode-se chegar tanto a uma verdade quanto a uma falsidade.

Representamos expressoes do tipo “x se, e somente se, y” por & < y. A expressdo r < y é
verdadeira quando z e y tomam o mesmo valor e é equivalente & expressao (x — y) A (y —

Expressao logica

As proposicoes podem ser representadas por expressoes envolvendo vérias varidveis como
em z Ay, (x Ay)V -z, etc. As regras para a formacao de expressoes sao:

(1) Qualquer variavel (letra) representando uma proposicao é uma expressao légica
(2) Se p e ¢ sao expressoes logicas, entao (—p), (p A q), (pV q), (p — q) e (p < q) sdo
expressoes logicas.

Exemplos: Alguns exemplos de expressoes 1égicas

(z = (y V(21 (-2))))

(xANyAz)V (—zA-yA—z)

Os parénteses servem para explicitar as precedéncias (da mesma forma com que estamos
acostumados em relacdo as expressoes aritméticas usuais).

Tabela-verdade

Da mesma forma que proposicées simples podem ser ou verdadeiras ou falsas, proposicoes
compostas podem também ser ou verdadeiras ou falsas. O valor-verdade de uma expressao
que representa uma proposicao composta depende dos valores-verdade das sub-expressoes
que a compoem e também a forma pela qual elas foram compostas.

Tabelas-verdade sao diagramas que explicitam a relacao entre os valores-verdade de uma
expressao composta em termos dos valores-verdade das subexpressoes e varidveis que a
compoem. Mostramos a seguir as tabelas-verdade para os conectivos légicos —, A, e V.
Suponha que z e y sao duas varidveis logicas.
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< 8

T
- F
A% F
F A%

v

A tabela-verdade lista todas as possiveis combinagoes de valores-verdade V e F para as
varidveis envolvidas na expressao cujo valor légico deseja-se deduzir. Assim, quando a
expressao possui duas varidveis, sua tabela-verdade contém 4 linhas. Em geral, se uma
expressao possui n varidveis, sua tabela-verdade contém 2" linhas.

As tabelas-verdade dos condicionais SE-ENTAO e SE-E-SOMENTE-SE sao mostradas a

seguir.
v |y x>y v |y |zeoy
F|F|[V F|F[V
F| V|V F|V]|F
V|F|F VI|F||F
VIV |V VIV|V

Tanto — como « podem ser expressos em termos dos demais conectivos. Por isso, eles
poderiam ser considerados nao necessarios. Porém, a sua utilizacdo é comum devido a
conveniéncia para expressar certas proposicoes.

Exemplos de tabela-verdade

A tabela verdade da expressao (z V (y A z)) — y é mostrada a seguir

z|lylz|yNz|zV(yAz) |(@Vynz)—y
F| F|F F F A%
F|F|V F F \Y
F|VI|F F F A%
F|V]V A% A% \Y%
V|F|F F A% F
V|IF |V F A% F
V|V |F F A% A%
V|V |V A% \Y \Y%

A mesma tabela pode ser expressa em formas mais concisas, como as mostradas a seguir. Os nimeros
na ultima linha da tabela indicam a ordem na qual as respectivas colunas devem ser preenchidas.

(z VvV (y A 2|~y zlylzl(@ VvV (y N 2)|—y
F F F F F |V |F F|F|F F F \%
F F F F V|V |F F|F|V F F \%
F F V F F|V]|V F|V|F F F \%
F V V V V|V|V F|V|V \% \% \%
V Vv ¥ F |F|F V|F|F \% F F
V. V.. v V |F|F V|F|V \% F F
V V V F F|V|V V| V|F \% F \%
V. V.V F V|V|V VIV|V \% F v
1 3 1 2 1 |4]1 111 3 2 1
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Exercicio: Faca a tabela-verdade para as expressoes:

a) ~(z Ay) c) ~((xVy) — 2)
b) ~(xVy) — = d) y A=(zVy)

Tautologias e contradigoes

Uma expressao é uma tautologia se ela toma valor V para todas as possiveis atribuigoes
de valor V e/ou F para as varidveis presentes nela.

Exemplo: As expressées x — x e x V —x sao tautologias.

Uma expressao é uma contradicao se ela toma valor F para todas as possiveis atribuicoes
de valor V e/ou F para as varidveis presentes nela.

Exemplo: Se a expressao x é uma tautologia, entdao —x é uma contradigao. Similarmente,
se x é uma contradicao, entao -z é uma tautologia.

Exercicio: Para cada expressao abaixo, responda se ela é uma tautologia, uma contradicao ou ne-
nhuma das duas.

a) r A -x d) (zVy) A(—zVy)A(xV-y)
b) (z —y) —y) —y e) (z = (y = 2)) = ((zAy) = 2)
c) (@ A=y) vV (mzAy) =y Vvy—2)—(@—(V2)

Implicagao e equivaléncia légica

Dizemos que uma expressao x implica logicamente uma expressao y se, e somente se,
cada atribuicao de valor as varidveis que torna x verdadeira torna y verdadeira também.
Utilizamos a notacao x = y para dizer que = implica logicamente y.

Teorema: Uma expressao z implica logicamente y se, e somente se, x — y é uma tauto-
logia.

Prova: x implica logicamente y se, e somente se, sempre que z for verdadeira, y também
o for. Portanto,  implica logicamente y se, e somente se, nunca se dd o caso em que x é
verdadeira e y é falsa. Mas isto significa que a expressao z — y nunca é falsa, ou seja, que
r — y € uma tautologia.

Duas expressoes sao logicamente equivalentes se a tabela-verdade delas forem iguais.
Utilizamos a notagao <.

Teorema: z e y sao logicamente equivalentes se, e somente se, x < y € uma tautologia.

Equivaléncias légicas

E1l. Comutatividade

(a) xVysyVa
(b) zAhy<=yA
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E2. Associatividade

(a) (xVy)VzexV(yVz)
(b) (xAy) ANz xzA(yA2)

E3. Distributividade

(a) zA(yVz)e (xAy)V(TxAz)
(b) zV(yANz) < (xVy A(zVz)

E4. Idempoténcia

(a) xVer e
(b) zAhz &2

E5. Leis de absorgao

(a) zV(xAy) &
(b) zA(zVy) e
(€) (Ay)V-yezV-y
(d) (zVy) Ay zh-y

E6. Dupla negacao
(a) —z &
E7. Leis de De Morgan

(a) ~(zVy) & (2 A-y)
(b) ~(zAy) & (-2 V —y)

E8. Tautologias e contradigoes

(a) (VAz)ex
(b) (VVza)eV
(¢c) (FAz)& F
(d) (FVz)&ez

Exemplo: Vamos verificar a equivaléncia E7(a). Para isso montamos a tabela-verdade:

(z Y)

w"lj"ﬂ<<1g\
w|lmhm ™" <>

]
wﬁ<ﬁ’ﬂ<g

ala << <l

< < < H|<

=< 1< g

=< < /1|98
wim "<

Podemos ver que =(z V y) < (- A —y) é uma tatutologia (coluna indicada por 4). Ou
ainda, podemos ver que o valor-verdade de —(z V y) e (—z A —y) (colunas indicadas por 3)
sao iguais para todas as linhas da tabela. Logo, =(x V y) < (—z A —y).
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Exercicio: Mostre as equivaléncias E3(a), E5(a), E5(d), E8(a) e E8(c).

Outras equivaléncias

E9. Contrapositivo
Tr— Y <= Yy — T
E10. Eliminagao de condicionais

(a) x —ye T Vy
(b) 2 =y & ~(zA-y)

E11. Eliminacao de bicondicionais

(a) 2= ye (TAY)V(mzA-y)
(b) z o ye (haVy) Ay Va)

Exercicio: Mostre as equivaléncias E9, E10(a), E10(b), E11(a) e E11(b).

Exercicio: Mostre que

a) (@Ay)V(@A-y) o
b) (z —y) < (-y — —z)

Algumas implicagoes légicas

I.p=(pVaq)

2. (pAg)=p

I3. (p — C) = —p (C denota uma contradicio)
4. [pA(p—q]=4q

I5. [(p— ) A =g =

16. [(pVa) A—pl =q

I7. p=g— (pAq)

B. [(peanlgeorn)]=(per)

. [(p—=gANlg—=7)]=@—r)

Exercicio: Mostre as implicagoes 11, 13, 14, 16, I8 e I9.
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Mais dois conectivos

Barra de Sheffer (Sheffer’s stroke): Significando “nao ambos verdadeiro”, é definido
pela seguinte tabela-verdade

8
B8
<

< < =
< |H < <
H< <<

Negacao conjunta (joint denial): Significando “nem um e nem outro”, é definido pela
seguinte tabela-verdade

Exercicio: Mostre que -z < x|z e vz < x | z.

Exercicio: Mostre que z Vy < (z|z)|(yly) ez Ay < (x| z) | (y | y).

Redundancias ou Sistemas adequados de conectivos

Toda expressao determina uma funcao-verdade que pode ser expressa via tabelas-verdade.
Existem 2(2") funcgoes-verdade de n varidveis jd que existem 2" possiveis atribuicdes de
valor-verdade para essas n varidveis e para cada uma dessas atribuigoes a fungdo pode
tomar valor V ou F.

Teorema: Toda funcao-verdade pode ser expressa por uma expressao envolvendo apenas
os conectivos V, A e —.

Um conjunto de conectivos é dito formar um sistema adequado de conectivos se toda
funcao-verdade pode ser expressa por expressoes que envolvem apenas conectivos do con-
junto.

Os seguintes conjuntos sao sistemas adequados de conectivos:
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Exemplo: As quatro funcoes-verdade de uma varidvel sao :

fo| f1 | fo /3
x x -z | xV-x | xN\-x
FI|F |V Vv F
VIV |F Vv F

Exercicio: Liste todas as func¢oes-verdade com duas variaveis.

Regras de inferéncia e Métodos de prova

Regras de inferéncia sao regras que permitem a transformacao ou combinagao de uma expressao
sem alterar o valor verdade da expressao original.

Uma prova formal é uma seqiiéncia finita de expressoes légicas tais que cada uma delas ou é uma
hip6tese (suposigao) ou uma transformagao ou combinagao das expressoes precedentes via regras de
inferéncia. A tdltima expressdo é a conclusdo e a conjuncao de sua negacao com a hipétese resulta em
uma contradicao.

Nao é objetivo estudarmos métodos de prova formais neste curso. A seguir uma breve descrigdo de
algumas técnicas comuns de prova e como elas podem ser escritas como uma expressao logica. Material
adicional (opcional) sobre esse assunto estd disponivel na pagina de cronograma das aulas.

Prova direta: E a situagao tipica em que temos um conjunto de hipéteses hi, ho, ..., h, e queremos
derivar uma conclusao c¢. Ou seja, queremos mostrar

hiANhaA...Nh, =c

Observe ainda que
hiANhoAN...Nhy, = ¢

é equivalente a
(h1=c)e(ha=c)e ... e (hy,=c)

que leva-nos a prova por casos.

Prova indireta: Temos a prova contrapositiva
—\C:>—\(h1/\h2/\.../\hn)

e a prova por contradicao

hi Aha A ... A hy, A ¢ = uma contradicao

Exemplos de casos nos quais essas técnicas de prova sao aplicadas podem ser encontradas, por exemplo,
em [Ross and Wright, 1992].
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