Loégica combinacional modular e
multi-niveis

Ultima revisao em 8 de junho de 2010.

Da mesma forma que func¢bes em programas computacionais sao reutilizadas diversas vezes, subcir-
cuitos em circuitos digitais podem ser reutilizadas varias vezes. Do ponto de vista funcional, em ambos
o0s casos, os aspectos dos médulos que realmente interessam sao a sua funcionalidade, as suas entradas
e as saidas.

No caso de circuitos digitais, alguns subcircuitos, tais como decodificadores, codificadores, multiplex-
adores e demultiplexadores, sao bastante utilizados em sistemas digitais. Em geral, a realizagao de
circuitos que utiliza médulos tende a ser multi-niveis (mais de dois niveis de portas l6gicas). Uma
conseqiiéncia imediata disso é que esses circuitos serao mais lentos que os circuitos dois-niveis. No en-
tanto, além das vantagens decorrentes da modularidade (por exemplo, possibilidade de realizar testes
por partes, uma melhor visao da estrutura global, etc), hd casos em que uma realiza¢do multi-niveis
de uma funcao utiliza menos portas légicas do que uma realizacao dois-niveis.
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1.1 Alguns exemplos iniciais

Somadores

Um exemplo tipico da utilizacao de moddulos sao os circuitos somadores de nimeros binarios vistos
anteriormente.

A soma de dois nimeros bindrios é realizada de forma similar & soma de nimeros na base 10, ou seja,
os nimeros sao somados coluna a coluna, da direita (digito menos significativo) para a esquerda (digito
mais significativo). A cada coluna somada, o excedente (vai-um) é enviado para a préxima coluna. A
unica diferenca entre a soma decimal e bindria é que os tnicos digitos permitidos no segundo caso sao
o0eol.

A soma dos digitos bindrios de uma dada coluna pode ser expressa pela seguinte tabela verdade. As
colunas a e b representam, respectivamente, os bits a serem somados, ¢;, representa o vai-um vindo
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da coluna anterior, a coluna s representa o bit soma e ¢y 0 novo bit vai-um.

a b cipn| s Cout
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 O 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

As funcoes s e ¢yt podem ser expressas por

s(a, b, cin) = (a D b) B cin
cout(a, b, Cin) =ab+ (CL ® b)czn

Essas fungoes podem ser realizadas pelo circuito mostrado na figura 1.1. Esse circuito é denominado
somador completo de bits.

) >

cin

1

— cout

Figura 1.1: Esquema de um somador completo de bits.

Um somador para um ntumero arbitario n de bits pode ser obtido concatenando-se n somadores
completos de bits, de forma que a saida ¢y de um médulo alimente a entrada ¢;;, do préximo moédulo.
A figura 1.2 mostra como seria um somador de 4 bits.

Ao se concatenar dois somadores de 4 bits é possivel obter um somador de 8 bits e assim por diante.

Um problema desse tipo de circuito é o tempo de atraso de propagacao. Observe-que, o valor do
moédulo seguinte s6 estara correto apds sua entrada c;, ter sido alimentada com o valor da saida cyy¢
do médulo anterior. Entao, se supormos que o tempo para a propagacao do sinal de entrada para a
saida em um somador completo de bits é de 8 ns (8 nanosegundos), entdo o tempo total de atraso de
propagacao em um somador de n bits serd de 8 x n ns.
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Figura 1.2: Esquema de um somador de 4 bits.

Em circuitos criticos como somadores, pode ser conveniente abrirmos mao da modularidade em troca
de reducgao no tempo de atraso de propagagao. Uma forma alternativa para a realizacdo de somadores
¢é apresentada a seguir.

Ao considerarmos um somador de bits, podemos notar que em algumas situagoes é gerado um vai-um
e em outras situacoes o vai-um é propagado. Mais especificamente,

Cin ‘ Vai-um propagado/gerado
1 propagado

1 propagado

0 gerado

1 propagado/gerado

— = = O
e = e R

Podemos escrever as equacoes que caracterizam o vai-um gerado (c4) e o vai-um propagado (cp,
considerando que um vai-um sé pode ser propagado quando ¢;;, = 1), conforme segue:

cg=ab

cp=a+b

O novo vai-um ¢,y pode ser expresso em termos de ¢4 € ¢, da seguinte forma:
Cout = Cg + Cp Cin

Assim, denotando c¢;p,; € cout; 0 vai-um entrada e saida, respectivamente, e ¢y, e ¢,, os vai-uns gerado
e propagado do mddulo i, temos para i =1

Cout, = Cg; + Cp; Ciny
e para ¢ = 2,

Cin2 = Cout,

Couty = Cgy T Cpy Ciny

Cgz + Cpy Couty
Cgy T Cpy (Cgl + Cpy Cin1)

= Cgy T Cpy Cgy + Cpy Cpy Cimy

Observe que a ultima equacao acima depende apenas dos bits a serem somados e do vai-um de entrada
do primeiro médulo (ou seja, ¢, ).
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De forma similar, podemos chegar a mesma conclusao com relagao a cout,. Além disso, os bits soma
também podem ser expressos todos em fungao apenas dos bits a serem somados e do vai-um ¢;y,,. Ou
seja, significa que o tempo de atraso devido a propagacao do vai-um foi eiminado. Como conseqiiéncia,
o calculo nao é mais modular e quanto maior o nimero de bits maior serd o niimero de niveis de portas
no circuito. Mesmo assim, um circuito desses sera mais rapido que o modular descrito acima.

Comparadores

Comparadores de igualdade de dois nimeros bindrios podem ser implementados usando-se portas
XOR (ou exclusivo). A saida de uma porta XOR é 1 se e somente se os dois bits de entrada tem
valores distintos. Para comparar a igualdade de n bits, poderiamos utilizar n portas XOR que fariam
a comparacao bit-a-bit, e a saida das portas XOR pode alimentar uma porta OU, cuja saida deve ser
negada. Desta forma, a saida serd 1 se e somente se todas as portas XOR respondem O.

Comparadores de bits podem ser projetados de forma mais geral, de forma a produzir trés saidas: (1)
a>b, (2) a=0b,ou (3)a<b. Para que um médulo destes seja utilizado para compor um comparador
de n bits, é necessario acrescentar entradas ao modulo, de modo que o “resultado preliminar” dos
modulos anteriores possa ser propagado (de forma similar ao vai-um no caso do somador).

Sejam A = a,...a1 ¢ B = b, ...b; dois nimeros bindrios de n bits. Seja um mddulo com duas
entradas a e b que sao alimentados pelos bits a serem comparados a; e b;, respectivamente, e trés
entradas <;,, =in € >in que serao alimentados pelos sinais propagados pelos médulos anteriores. As
saidas <,ut, =out € >out dependem das 5 entradas.

A regra para propagar o sinal do bit mais significativo para o do menos significativo é dada por:
<out = 1 se e somente se (<, =1 ou (=i =1e a; < b))

>out = 1 se e somente se (>, =1ou (=, =1e¢ea; > b))

=out = 1 se e somente se (=, =1¢e a; =b;)

No primeiro médulo deve-se fazer =;, = 1.

Observe que da mesma forma do somador, neste caso também ocorre o atraso de propagacao.

1.2 Decodificadores

Decodificadores sao circuitos combinacionais com n entradas e 2™ saidas. Para cada uma das 2"
possiveis combinagoes de valores para a entrada, apenas uma saida toma valor 1. A figura 1.3 mostra
um esquema genérico de um decodificador n : 2. As entradas x,—1 ... x1 xg podem ser interpretadas
como um numero binario entre 0 e 2 — 1 e tem-se z; = 1 < zz;é 2k 21 = 1.

Exemplo: Seja o decodificador 2 : 4 e suponha que as entradas sdo B A (i.e., zp = A e 1 = B). Um
circuito correpondente ao decodificador ¢é ilustrado na figura 1.4. No caso temos zy = BA, 1 =BA,
zo=BAez3=BA.

Conceitualmente, o circuito acima poderia ser extendido para realizar decodificadores n : 2™, para um
valor de n arbitrariamente grande. No entanto, na prética existem limitagdes tecnolégicas (fisicas)
conhecidas como fan-in (nimero maximo de entradas possiveis em uma porta logica) que restringem
este valor n. Para valores grandes de n, decodificadores sao realizados por circuitos multi-niveis,
conforme veremos mais adiante.



5 Légica modular

L 20
x0 —— z1
xl  —— - z2
I A
X2 ‘ Decodificador
n
n—para—2
xn—1 —— n
L 72 -1

Figura 1.3: Esquema de um decodificador n : 2™.

A —q

Figura 1.4: Circuito de um decodificador 2 : 4.

1.2.1 Memoérias ROM

Um exemplo de uso de decodificadores sao as memérias do tipo ROM (Read-Only Memory). Suponha
por exemplo uma memoria com 4 posicoes. O enderego destas posigoes pode ser codificado em dois
bits x1 xg. Decodificadores podem ser utilizados para se enderecar uma certa posicao na memoria,
gerando-se um sinal na linha de saida que corresponde a posicao a ser enderecada.

A cada endereco (x1 xg) fonecido como entrada do decodificador, apenas uma saida do decodificador
ficard ativa. A palavra na posicao de memdria enderegada (isto é, o dado armazenado na linha de saida
ativada) serd transmitida para a saida (z3 22 21 z9) (note que o esquema da figura estéd simplificado; a

rigor, cada porta OU possui exatamente 4 entradas que poderao ou nao estar conectadas a cada uma
das linhas de saida do decodificador).

Generalizando o esquema acima, para 2™ posi¢oes de meméria com palavras de m bits, precisarfamos
de um decodificador n : 2" e um plano OU com m portas (um para cada bit da palavra).

Memoérias ROM possuem uma estrutura semelhante aos PLAs (i.e., um plano de portas E e um plano
de portas OU). As diferencas em relagao a um PLA sao o fato de que ROMSs possuem necessariamente
2" portas E (todos os produtos sdo canodnicos) e apenas o plano OU é programéavel. Se o plano OU
tem conexoes fixas, trata-se de uma ROM. Se o plano OU pode ser programado, entao trata-se de
uma PROM (Programmable ROM), e se o plano OU pode ser reprogramado trata-se de uma EPROM
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uma palavra.
[ I /

<0 __| ——¢———

x1l |

decod.
2p/4

23 72 z1 20 =(1110)

Figura 1.5: Esquema de uma memoéria ROM com 4 posigoes e palavras de 4 bits.

(Erasable Programmable ROM).

1.2.2 Realizagao de funcoes com decodificadores

Uma vez que um decodificador n : 2" realiza todos os produtos candénicos de n variaveis, qualquer
funcdo com n varidveis pode ser realizada com um decodificador n : 2" e uma porta OU (com um
numero de entradas maior ou igual ao nimero de 1s da fungdo) ou uma porta NAO-OU (com um
nimero de entradas maior ou igual ao nimero de Os da fungao).

O custo da realizacdo de uma funcdo com decodifcadores é, em termos de portas légicas, (muito
provavelmente) maior que o da realizagdo SOP minimal. No entanto, a simplicidade de projeto torna-
o atraente. Além disso, quando multiplas fungoes precisam ser realizadas, menor tende a ser a diferenca
dos custos entre a realizagdo SOP minimal e a realizagdo com decodificadores.

Exemplo: A funcdo f(a,b,c) = > m(0,1,4,6,7) = [[ M(2,3,5) pode ser realizada usando decodi-
ficadores conforme ilustrado na figura 1.6. No caso da realizacdo com porta NAO-OU, observe que
fla,b,¢) =TI M(2,3,5) = My - M3 - Ms = M + Ms + Ms = my + m3 + ms.

abd

0|—ab: o—
e—o M L c—o !
b 3b— fabe) b_|; 3
gqlabc [ 4
a_ip Z_abc— a—2 2_
7 T

Figura 1.6: Realizacdo de f(a,b,c) = >~ m(0,1,4,6,7) com decodificador 3 : 8 e uma porta OU
(esquerda) ou uma porta NAO-OU (direita).

1.2.3 Realizagao multi-niveis de decodificadores™

Vimos que decodificadores possuem n entradas e 2™ saidas e que sua realizagao trivial utiliza 2"
portas E, com n entradas cada. Para contornar o problema de fan-in (nimero méaximo de entradas
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possiveis em uma porta légica), decodificadores com grande nimero de entradas podem ser realizados
por circuitos com multiplos niveis. A figura 1.7 mostra como pode ser realizado um decodificador
12 : 2'2 em trés niveis.

26...a2al — - al2all..a2al

al_|
a2_|

a3— -

64 portas

ad— ‘
a5— C i

ab— E:DM
a7 —1) 21712..‘.a78a7

a8
a9

2 12portas

T
64x64

al0—

all—
al2—

al2all...a2al
Figura 1.7: Realizacdo trés-niveis de um decodificador 12 : 212

No primeiro nivel sao usados 4 decodificadores 3 : 8. No segundo nivel, 64 portas E de duas entradas
sao usadas para combinar cada uma das 8 saidas do primeiro decodificador com cada uma das 8 saidas
do segundo decodificador. A mesma coisa para as saidas do terceiro com as do quarto decodificador.
Cada uma das saidas das primeiras 64 portas E do segundo nivel sao combinadas com cada uma das
saidas das tltimas 64 portas E no mesmo nivel, resultando em um total de 64 x 64 = 2! portas E no

terceiro nivel. As saidas dessas 2!? portas E correspondem aos produtos canonicos de 12 varidveis.

A solugao acima utiliza portas E com trés entradas no primeiro nivel e portas E com duas entradas
nos demais niveis. Se o circuito fosse realizado em apenas um nivel, as portas E teriam 12 entradas.

Em uma outra possivel realizacao, poderiamos substituir as 128 portas E de duas entradas no segundo
nivel acima por 2'? portas E de quatro entradas e eliminar as portas do terceiro nivel. Isto aparente-
mente reduziria o nimero total de portas, mas uma vez que 2'? domina de longe 128 e uma vez que
as portas agora teriam quatro entradas em vez de duas, nao se pode dizer que ha economia no custo
total.

Um outro problema devido as limitagoes tecnoldgicas é o conhecido por fan-out (nimero méaximo
de portas que podem ser alimentadas por uma saida de uma porta légica). No caso da realizacao
trés-niveis do decodificador 12 : 22 visto acima, as saidas das portas no segundo nivel alimentam 64
portas no terceiro nivel.

Para contornar o fan-out, uma possivel solucao sao as realizagoes em estruturas de arvore. A figura 1.8
mostra a realizagdo de um decodificador 3 : 8 em uma estrutura de arvore. Em vez de termos todas
as variaveis alimentando portas no primeiro nivel, temos varidveis que alimentam portas nos outros
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niveis. Usando este esquema, pode-se reduzir o nimero de portas no préximo nivel que precisam
ser alimentadas pela saida de uma porta no nivel anterior. Mesmo assim, o problema de fan-out
nao ¢é totalmente eliminado pois as varidveis introduzidas nos niveis posteriores do circuito precisam
alimentar muitas portas. No entanto, é mais facil controlar o sinal de algumas poucas entradas
(varidveis) para que eles sejam capazes de alimentar um maior nimero de portas do que fazer o
mesmo com as saidas das portas légicas. Esta solugao possui um maior niimero de niveis e um maior
nimero de portas logicas do que o esquema mostrado na figura 1.7, mas para decodificadores de muitas
entradas pode ser a tinica solugao.

)
o
e}

~
o
o

)
Sl
o

)
<
il

slelslelslelee

Figura 1.8: Decodificador em estrutura de arvore.

Na pratica, as realizagoes de decodificadores para um numero grande de entradas é baseada em uma
combinacao das estruturas da figura 1.7 e da figura 1.8.

1.3 Codificadores

Codificadores sao circuitos combinacionais que sao o inverso de decodificadores. Um codificador de
n entradas deve possuir s saidas satisfazendo

2°>n ous>logyn

Usualmente deve-se ter apenas uma entrada ativa e a saida serd o cddigo bindrio correspondente a
entrada. Isto é, se a i-ésima entrada estiver ativa, a saida serd o cédigo bindrio de i. A figura 1.9
mostra o esquema de um codificador de n entradas.

Embora usualmente os codificadores sejam definidos como um circuito no qual apenas uma entrada
encontra-se ativa, é possivel termos codificadores com propédsitos especificos que, por exemplo, para
certos tipos de combinagao de entradas gera um dado cédigo de saida e para outras combinagoes de
entradas gera outro cédigo de saida.
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x0
«1 z0
X2 z1
Codificador
n entradas
: zs—1.
xn—1___ |

Figura 1.9: Esquema de um codificador.

1.3.1 Teclado

Decodificadores e codificadores podem ser usados, por exemplo, em teclados. Suponha por exemplo
que um teclado simplificado possui 70 teclas. Em vez de se ter 70 fios conectando cada uma das teclas
a um gerador de cédigo ASCII, podemos ter um esquema como o ilustrado na figura 1.10.

O cruzamento das saidas do decodificador 3-8 com as entradas do codificador 16 x 4 corresponde a uma
tecla. Quando houver sinal na linha de saida correspondente a tecla pressionada, o sinal entrard no
codificador. A saida do codificador indica em qual das 14 colunas estd a tecla pressionada, enquanto
as linhas que ligam a saida do decodificador ao gerador de c6digo ASCII indicam em qual das 5 linhas
a tecla estd. O contador a esquerda da figura alimenta as entradas do decodificador (varia ciclicamente
de 0 a 7), tendo o efeito de gerar saida em uma das 5 linhas, ciclicamente. Obviamente hd vérias
questoes que precisam ser consideradas tais como garantir que o contador realize um ciclo completo
durante o periodo de tempo em que uma tecla esta pressionada (para “ndo perder” a tecla pressionada),
mas também ndo mais que um ciclo (para nao produzir o efeito de duas pressoes), ou entao tratar
as combinagoes de teclas que usualmente sdo pressionadas simultaneamente (como SHIFT+outra,
CTRL+outra). Essas questoes nao sao consideradas no modelo simplificado do teclado.

tecla
/
@ 4
|| .
4
Contador
Ibits ] Decod. @

| 3p/8 ®

— | |

B Codificador 16 x 4

Gerador de
c’odigo ASCII buffer

Figura 1.10: Esquema de um teclado. O decodificador identifica a linha e o codificador a linha da
tecla pressionada.
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1.4 Multiplexadores (Seletores de dados)

Multiplexadores sao circuitos combinacionais com n entradas e uma saida. Apenas uma entrada
é selecionada para ser enviada a saida. A entrada selecionada é justamente aquela que é especifi-
cada pelos seletores, que consistem de k sinais, satisfazendo k& > logan. A figura 1.11 mostra um
multiplexador 4 x 1, isto é, um multiplexador de 4 entradas.

D0—o  MUX
p1—{1 41
L 7

D2—2
D3—3

1 0

[ ]

S1 SO

Figura 1.11: Multiplexador de 4 entradas.

Se os seletores forem 575y = 00, entao teremos Z = Dy; se forem S159 = 01, entao teremos Z = Dq;
5150 = 10, entao teremos Z = Dy; 5159 = 11, entao teremos Z = Ds.

Podemos observar que Z é uma funcao das varidveis Sg, S1 e Do, D1, Do, D4. Assim, podemos escrever
Z como

Z(Dy, D1, Da, Dy, S1,S0) = Do So S1 + D1 So S1 + D2 SoS1 + D3 So S

e portanto multiplexadores podem ser realizados com circuitos dois-niveis, consistindo de n portas E
no primeiro nivel e uma porta OU no segundo nivel, conforme mostrado na figura 1.12. Note que
para cada possivel combinacao de valores de 51.5p, apenas um dos produtos toma valor 1 na equagao
acima.

DO
*—|

Figura 1.12: Circuito de um multiplexador de 4 entradas.
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1.4.1 Realizacao de fungoes com MUX

Fungoes podem ser realizadas utilizando-se MUX. Para tanto, deve-se escolher as varidaveis que fun-
cionarao como seletores e, em seguida, as n entradas que poderao ou nao depender das demais variaveis.

Exemplo: Realizar a funcdo f(a,b,c) = @b+ ac usando um MUX 4 x 1, com as varidveis a e b como
seletores.

Uma possivel forma para fazer isso é expandir a expressao da funcao de forma que os literais corre-
spondentes as varidveis a e b aparecam em todos os produtos da expressao resultante. No caso da
funcao dada, fazemos

fla,b,c) = ab+ac
= ab+a(b+b)c
= ab+abc+abe

Assim, no MUX 4 x 1 basta fazermos s1 = a, so=b, Dy =1, D1 =0, Dy =ce D3 =c.

Exercicio 1: Escreva a realizacdo da fungao f(a,b,c) = ab + ac usando um MUX 8 x 1, com as
varidveis a, b e ¢ como seletores.

Exercicio 2: Escreva a realizacao da fungao f(a,b,c,d) = > m(0,1,3,6,7,8,11,12,14) usando um
MUX 8 x 1, com as variaveis a, b e ¢ como seletores.

Exercicio 3: Escreva a realizacao da fungao f(a,b,c,d) = > m(0,1,3,6,7,8,11,12,14) usando um
MUX 4 x 1, com as varidveis a e b (neste caso, as entradas possivelmente dependerdo das variaveis ¢
e d e serao necessdrias portas adicionais para a realizagao de f).

1.4.2 Realizagao de MUX como composicao de MUX

Um MUX pode ser realizado como composigao de MUXes com um menor niimero de entradas. Por
exemplo, um MUX 4 x 1 pode ser realizado através de 3 MUX 2 x 1, conforme ilustrado na figura 1.13.

1

po—{o MUX
DI 3
T MUX
B R
2 0
p2—o MU |
| A
D31
0
[
B

Figura 1.13: Realizagao de um MUX 4 x 1 como composicao de trés MUX 2 x 1.

Note que se AB = 00, entao como B = 0 a saida do MUX 1 é Dg e a do MUX 2 é D5 e, como A = 0,
a salda do MUX 3 é Dg. Se AB = 01 entao as saidas sao, respectivamente, D1, D3 e Dy. Se AB = 10,
entdo as saidas s@o, respectivamente, Dy, Dy e Ds. Finalmente, se AB = 11, entao as saidas sao,
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respectivamente, D1, Do e D3. Em todos os casos, a terceira saida é a mesma de um MUX 4 x 1 com
AB como entrada para seletores.

Pergunta: E se trocarmos as entradas para os seletores na figura acima? Se colocarmos A no seletor
dos MUX 1 e 2 e B na do MUX 3, ainda é possivel realizar um MUX 4 x 1 com AB como entrada
para seletores ?

1.4.3 Realizagao multi-niveis de fungoes com MUX

Uma fungao pode ser realizada com multiplos niveis de multiplexadores. Para cada nivel deve-se definir
as variaveis que alimentarao os seletores. Em func¢ao disso fica definida as varidveis que alimentarao
as entradas dos multiplexadores no primeiro nivel.

Considere a fungao f(a,b,c,d) = > m(2,5,8,9,11,12,14,15). Se for utilizado um MUX 8 x 1, entao
serao necessarios trés varidveis para alimentar os seletores. A quarta varidvel pode ser diretamente
alimentada nas entradas, conforme mostrado na figura 1.14.

MUX
8-1

0—o
d—1
d—2
0—3
1—{4
d—|5
i—6
1—{7

2

o —O

1
]
a b
Figura 1.14: Realizacao de f(a,b,c,d) = m(2,5,8,9,11,12,14,15) com um MUX 8 x 1.

Se pensarmos em utilizar MUX 4x 1 e MUX 2 x 1 na realizacao de f, duas possiveis solu¢oes, mostradas
na figura 1.15, sao:

1. dois MUX 4 x 1 no primeiro nivel, alimentando um MUX 2 x 1 no segundo nivel

2. 4 MUX 2 x 1 no primeiro nivel e 1 MUX 4 x 1 no segundo nivel.

Estas estruturas podem ser obtidas a partir da analise dos mintermos arranjados em forma tabular,
conforme mostrado a seguir. A tabela da esquerda considera o uso das entradas b e ¢ como seletores
dos MUZXes 4 x 1 no primeiro nivel e o uso da varidvel a como seletor do MUX 2 x 1 do segundo nivel.
A tabela da direita faz o andlogo para a implementacao com 4 MUX 2 x 1 no primeiro nivel e 1 MUX
4 x 1 no segundo nivel.

abcd H a ‘ be ‘ d input abed H ab ‘ c ‘ d input
0010 |0 |01|0 d 0010 {00 [1]0 d

0101 lo[ 101 4 0101 fo1 |01 d

1000 ({1000 = 1000 [ 1000 =

1001 || 100 [T FHd=1 w01 |10 o1 ¢Td=1
1100 || 1 [10]0 d 1100 ({1100 d

1w {1110 = 1101110 =

111 1] 11 1 4td=1 111 11|11 4td=1
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MUX
MUX 0o
0 _
_ 0 d—/1
d-{1 0
| OUT —
d 2 !
043 ¢ MUX
1 0 d—0 MUX
1 MUX 01 ] 0
b ¢ —o0 f(ab,c,d) 0 X
— I
— | ouT
MUX 0 c 2
140 | 1o MUX 3 ¢
d—-1 a
_ | ouT — d—1 — 10
d—2 0 1
13 | ab
S (o]
|1 ? MUX
b ¢ d—o
1
0

Figura 1.15: Realizagao de f(a,b,c,d) = > m(2,5,8,9,11,12,14,15) com (a) dois MUX 4 x 1 no
primeiro nivel e um MUX 2 x 1 no segundo nivel e (b) 4 MUX 2 x 1 no primeiro nivel e 1 MUX 4 x 1
no segundo nivel.

Outra abordagem para determinar a estrutura hierdrquica dos MUXes na realizacoes de fungoes com
multiplos niveis de MUXes é baseada na aplicacao sucessiva da expansao de Shannon. Dependendo da
seqiiéncia de varidveis em torno das quais a expansao é aplicada, pode-se chegar a diferentes estruturas.

O teorema de Expansao de Shannon afirma que qualquer funcao f de n variaveis pode ser escrita
em termos de fungoes de n — 1 varidveis da seguinte forma:

flxr, . o @y ymn) =Tif (1, ..,0, oo xn) +xif(ag,. o0, 100 xy)

As fungoes f(z1,...,0,...,2,) e f(x1,...,1,...,2,) s@o fungdes de n — 1 varidveis. O teorema pode
ser aplicado recursivamente nessas duas funcoes.

Exemplo: Consideremos novamente a funcao f(a,b,c,d) = > m(2,5,8,9,11,12,14,15). Sua real-
izacao com um MUX 8 x 1 estd mostrada na figura 1.14 acima. Vamos mostrar agora que aplicando-se
sucessivamente a expansao de Shannon é possivel obter diferentes estruturas de realizacoes de f usando

MUX.

f = abed+abed+abéd+abed+abed+abed+abed+abed
= abcd+abéd+abed+abed+abed+abed+abed+abed (rearranjo)
= abcd+abed+acd+abd+abc (algumas simplificacdes)
= a(bcd+bed)+a(éd+bd+bc) (expansdo em torno de a)
= a(b(cd)+b(ed)) +a(b(ed+d)+b(cd+c)) (expansdo em torno de b)
= ab(cd)+ab(cd)) +ab(d+d)+ab(cd+c) (distribuigio com respeito a a)
= ab(e(0) +c(d)) +ab(e(d) + c(0)) + ab@ (1) + c(d)) + ab(¢(d) + c¢(1)) (expansdo em torno de c)
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A dltima expressao acima pode ser realizada com 4 MUX 2 X 1 no primeiro nivel, com ¢ como entrada
para os seletores, mais um MUX 4 x 1 no segundo nivel, com a e b como entrada para os seletores.

Nas equacdes acima, logo apds a expansao em torno de b, poderiamos ter prosseguido da seguinte
forma:

f = a(b(cd)+bcd) +a(b(cd+d) +b(ed+c)) (expansio em torno de b)
= a(be(d)+be(0) + b2 (d) +bc(0)) +a(be (1) +be(d) + be(d) + be(1)))

Esta tltima expressao pode ser realizada com 2 MUX 4 x 1 no primeiro nivel, com b e ¢ como entrada
para os seletores, mais um MUX 2 x 1 no segundo nivel, com a como entrada para os seletores.

1.5 Demultiplexadores (Distribuidores de dados)

Demultiplexadores sao circuitos combinacionais inversos aos multiplexadores, isto é, possuem ape-
nas uma entrada que é transmitida a apenas uma das n saidas. A saida a ser escolhida é selecionada
pelos valores dos seletores. Se o demultiplexador possui n saidas, entdo sdo necessarios k seletores,
com 2F > n.

Pergunta: Para que serve um demultiplexador? Suponha que hé dois sistemas A e B e que A possui
n saidas que geram ciclicamente sinais que devem ser transmitidos para os respectivos n receptores
de B. A transmissdo seria direta se houvesse um canal de comunicacdo entre cada saida de A para a
respectiva entrada de B. Se houver apenas um canal de transmissao entre A e B, pode-se utilizar um
multiplexador na saida de A e um demultiplexador na entrada de B. Os seletores devem ser ajustados
para que, no multiplexador, seja selecionado o sinal que se deseja transmitir a B e, no demultiplexador,
seja selecionada a saida conectada a entrada de B para o qual se deseja direcionar o sinal transmitido.

1.6 Légica combinacional multi-niveis*

Existem funcoes cuja realizagao por circuitos com mais de dois niveis é natural e simples enquanto
que sua realizacao por circuitos de dois niveis é proibitivamente ineficiente ou caro.

Um desses exemplos € o circuito verificador de paridade. Suponha que em um sistema de transmissao
os dados sao codificados em 7 bits. O oitavo bit é utilizado para guardar a informacao sobre a paridade
desses 7 bits. Se o numero de bits 1 no dado é impar, o oitavo bit é 1; se é par, o oitavo bit é 0.
Assim, a cada grupo de oito bits transmitidos deve-se ter necessariamente um nimero par de bits 1.
Apés a transmissao dos dados, verificar se a paridade a cada 8 bits é par é um teste simples que pode
detectar erros (nao todos) na transmissao. De fato, pode-se mostrar através de uns célculos que, por
exemplo, quando a probabilidade de ocorrer erros na linha de transmissdo é de 1 em cada 10* bits
transmitidos, as chances de erro diminuem de 7 x 10™* para 28 x 1078 caso seja feita a verificacio de
paridade.

Como poderia ser realizado o circuito para verificar a paridade? Suponha inicialmente uma situagao
com 4 bits (3 de dados e um de paridade). Entao, o seguinte circuito produz saida 1 se, e somente se,

se a paridade é impar.

Isto pode ser verificado analisando-se a seguinte tabela.
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x1
x2

x3
x4 z2

Figura 1.16: Circuito para verificacao de paridade para uma entrada de 4 bits.

# de x;s iguais a 1 | # de z;siguaisa 1l | z
0 0 0
1 1 1
2 0 ou 2 0
3 1 1
4 0 0

Note que o nimero de saidas z; = 1 é impar se, e somente se, o numero de entradas x; = 1 é também
impar. Se o numero de z; = 1 é impar, entdao z = 1. Assim, se a paridade é par, temos z = 0 e se é
impar temos z = 1.

O circuito acima pode ser extendido para verificar a paridade de 8 bits, simplesmente conectando-se
a saida de dois circuitos daqueles a uma porta XOR, conforme mostrado na figura 1.17. Para realizar
tal circuito sdo necessarios 7 portas XOR ou entao 21 portas NAO-E e 14 inversores.

x1
x2

X

X6

N

X7.
x8

Figura 1.17: Circuito para verificacao de paridade para entradas de 8 bits.

Se considerarmos a forma SOP, é facil constatarmos que nao é possivel fazer nenhuma minimizagao a
partir da forma SOP canonica. Portanto, no caso de 4 varidveis, como sao 7 mintermos correspondentes
a entradas de paridade fmpar, seriam necesséarias 7 portas E com 4 entradas e uma porta OU com 7
entradas (se pensarmos somente em portas com duas entradas, claramente a forma SOP é muito pior
que a apresentada acima).

De uma forma geral, podemos dizer que a légica multi-niveis é mais flexivel que a légica 2-niveis, isto
é, circuitos multi-niveis oferecem maiores possibilidades para reduzir a quantidade de portas légicas
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necessarias. No entanto, o problema de otimizacao associado a légica multi-niveis pode ser muito
mais complexo. Nao existem técnicas para, dada uma fungao f qualquer, encontrar a realizacao étima
multi-niveis de f, para um nimero de niveis fixo qualquer (exceto para 2 niveis).

Algumas das abordagens existentes para minimizacdo légica multi-niveis resumem-se & composicao
seqliencial de circuitos de subfungoes (médulos) mais simples. Este assunto nao serd tratado em
detalhes neste curso. A seguir serdo apresentadas duas abordagens utilizadas para projeto de circuitos
multi-niveis.

1.6.1 Decomposicao funcional e estrutural de fungoes

Nao é objetivo deste curso aprofundar-se nestes topicos. Aqui apresentaremos apenas uma breve
introdugao. Detalhes adicionais podem ser encontrados, por exemplo, em

e Jacobi, R. (1996). Sintese de Circuitos Légicos Combinacionais. Décima Escola de Computagao,
Campinas.

e Perkowski, M. A., Grygiel, S., and the Functional Decomposition Group (1995). A Survey of
Literature on Function Decomposition - Version IV. Technical report, PSU Electrical Engineering
Department.

Na decomposigao funcional, o objetivo é, dada uma funcao f de n varidveis, escrevé-la como
composicao de duas ou mais fungées com menor nimero de variaveis.

Exemplo: seja f uma funcdo com n variaveis x1, o, ..., x,. Uma possivel decomposicao de f pode
ser dada por

flxi, e, ... xn) = g(h(x1, 22, ..., Tk), Tha1y- -, Tn)
Tanto g como h sao funcoes que dependem de menos variaveis. Consequentemente, pode ser mais facil
encontrar uma realizagao eficiente e barata de g e h do que uma realizagao eficiente e barata de f.

Os circuitos resultantes da decomposicao funcional possuem uma estrutura hierarquica, ou seja, de
multiplos niveis, onde cada uma das subfungoes pode ser vista como um moédulo. Veja a figura 1.18.
Esta estrutura de decomposicao é apenas um exemplo de uma possivel forma de decomposi¢ao. Dada

)g]_

xk—]
xkt—— &

XN——

Figura 1.18: Exemplo de decomposicao funcional.

uma funcao qualquer, verificar se ela pode ser expressa em uma certa estrutura de decomposicao nao
é tarefa facil.

Na decomposigao estrutural, o objetivo é, dada uma funcao f de n varidveis, encontrar subfungoes
comuns que possam ser compartilhadas. Essa idéia é mostrada através de um exemplo. Consideremos
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a funcao f dada por
f=x123T4 + 2125 + T2 03T4 + T2 x5 + T3 T4 T7 + T T7 + Tg

Rearranjando os produtos e efetuando algumas manipulacées,

f = x123%4 + 222374+ T1 25 + T2 T5 + X3 T4 T7 + T5 X7 +T6
(71 + T2) 2374 (21 + 22) 25 w7 (T3T4 + T5)
—— —— —

Y1 Y1 y2

= Y1234+ Y1T5+Yy227+ Tg

y1 (2374 + x5) Y3
—_——
Y2

= NY2+Ys3

O compartilhamento de subfungoes resulta em uma estrutura de rede de fungoes, conforme mostrada
na figura 1.19. Este tipo de decomposicao pode ser realizado levando-se em conta a implementagao

(7))
3. o y4 1 -
— /

X7
Figura 1.19: Exemplo de decomposicao estrutural.

de mais de uma funcao booleana.

O projeto multi-niveis é um problema computacionalmente dificil. Para aborda-lo, é necessério es-
tabelecer as condigoes de contorno que caracterizam o tipo de decomposicao desejada. Entre estas
condigoes, podemos citar o niimero maximo de niveis, o nimero maximo de varidveis de entrada em
cada subfuncao, a utilizacdo de determinados componentes, etc. A solugao do problema, mesmo em
condicoes de contorno bem limitadas, nao é trivial ou entdo nem existe ainda.



