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Resumo

A morfologia matematica vem sendo largamente utilizada para processamento e andlise
de imagens digitais. O projeto de operadores morfolégicos é em geral realizado de for-
ma heuristica. Devido a dificuldade inerente a este procedimento, técnicas de projeto
automatico sao de grande importancia e interesse. Viarias abordagens neste sentido vem
sendo propostas, dentre elas técnicas que projetam operadores a partir de exemplos de
treinamento (obtidos de amostras de imagens observadas-ideais) que representam de for-
ma simples a transformacao desejada pelo usuario. Tomando uma técnica de projeto de
operadores baseada no modelo de aprendizado PAC (do inglés, “Probably Approximately
Correct”) como ponto de partida, investigamos de forma geral algumas das limitagdes
dessas abordagens. Com base nessa investigacao, estudamos o projeto de W-operadores,
colocando énfase sobre questoes relacionadas com a precisdao de operadores projetados a
partir de uma quantidade limitada de exemplos de treinamento. Os frutos deste estudo,
apresentados neste trabalho, sdo técnicas que exploram conhecimentos sobre o problema
que desejamos resolver para projetar operadores mais precisos e algoritmos eficientes pa-
ra implementar as mesmas. Solugdes para problemas reais de processamento de imagens
ilustram a aplicacdo das técnicas propostas.

Abstract

Mathematical morphology is being widely used in image processing and analysis. De-
signing morphological operators is usually done by heuristic methods. However, due to
the inherent difficulty of such procedures, automatic design techniques are of increasing
interest. In recent years, several approaches for the automatic design of morphological
operators have been proposed. Some of them are based on learning from training examples
(sampled from observed-ideal pairs of images representing the desired image processing
mapping). Starting from a technique based on PAC (Probably Approximately Correct)
learning model, we investigate some limitations of those approaches. From this investi-
gation, we study the design of W-operators emphasizing questions related with precision
of operators designed from a limited number of training examples. The results of this
study, presented in this work, are techniques which exploit knowledge (about the image
processing problem being solved) in order to design more accurate operators and efficient
algorithms for implementing them. Solutions for some real image processing problems
are given to illustrate the application of the proposed techniques.



Indice

1 Introducao
1.1 Projeto Automatico de Operadores Morfolégicos . . . . . .. ... ... ... .....
1.2 LimitacGes das Técnicas Existentes . . . . . . . . . . . . ... ... ... ........

1.3 Propostas e Organizacdo da Tese . . . . . . . . . .. .. . L o

2 Operadores Morfolégicos de Imagens Binarias
2.1 Notacdes e Definigoes Bésicas . . . . . . . . . . . Lo
2.1.1 Imagens Binarias e Conjuntos . . . . . . . . . . . . .. .. ... ... ...
2.1.2 Operadores de Imagens . . . . . . . . ... L L L Lo
2.2 W-operadores e Sua Representacdo . . . . . . . . . .. ... oo
2.2.1 Algumas Familias de W-operadores . . . . . . . . . ... ... ...
2.2.2 Nucleo e Base de W-operadores . . . . . . . . .. .. L oo
2.2.3 Representacoes em Termos de Ntacleoede Base . . . . . . . .. ... ... ...
2.3 Funcoes Booleanas e sua Representacao . . . . .. .. . ... ... .00
2.3.1 Representagao Tabular . . . . . . . .. ... L L L o
2.3.2 Expressoes Booleanas . . . . . . . ... L L e
2.4 Equivaléncia entre Representacoes Morfolégicas e Booleanas . . . . . . . ... ... ..
2.4.1 Conversao Intervalo-Expressdo . . . . . . .. .. .. L oL,
2.4.2 Conversao Expressao-Intervalo . . . ... ... ... ... ... .........
2.4.3 Representagdes Associadas as Particbes de P(W) . . . . .. ... ... ... ..
244 Resumo . . . . . . .. e e e e e e

2.5 Comentarios . . . . . . . . L e e e e e e e e e e e e e

3 Projeto de W-Operadores
3.1 Descricdo do Problema . . . . . . . . . . ...

10
10
12
14
14
15
17
17
18
21
21
22
22
24
24

25



ii INDICE
3.2 O Problema Visto no Contexto de Aprendizado Computacional . . . . . ... ... .. 26
3.3 Avaliacdo de W-operadores . . . . . . . .. L 27

3.3.1 Comparagoes Simples . . . . . . . L. e e 28
3.3.2 W-operadores Estatisticamente OBIMOS « v v o 28
3.3.3 Subotimalidade . . . . . . . .. 32
3.4 Projeto baseado no modelo de aprendizado PAC . . . . ... ... ... ... 32
3.5 LimitagOes . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e 34
3.6 Como Contornar as Limitagbes . . . . . . . . . . . ... e 36
3.7 Comentdrios . . . . . . . . oL 38

4 O Algoritmo ISI 39

4.1 Minimizacao de Fungbes Booleanas . . . . . . . . . . ... L o oL, 39
4.1.1 Algoritmos Classicos . . . . . . . . . . . e 41
4.1.2 O Algoritmo ISI . . . . . . . . 41

4.2 Minimizacao na Existéncia de “Don’t Cares” . . . ... ... ... ... ... ... . 48
4.2.1 Variantes do Algoritmo IST . . . . . . . .. .. .o Lol 49
4.2.2 ISI modificado para manipular “don’t cares” . ... ... ... ... ...... 50

4.3 Algoritmo ISI como um Algoritmo de Aprendizado . . . . . . . .. ... ... ... .. 53

4.4 Paralelizacdo do IST . . . . . . . . L L 54

4.5 Comentarios . . . . . . . . L L e e e e e e e e e e e 59

5 Projeto Multi-estdgio de W-operadores 61

5.1 Consideragoes Iniciais . . . . . . . . . .. L e e e e e 62
5.1.1 Detalhes do Projeto . . . . . . . . . . 63
5.1.2 Detalhes dos Experimentos . . . . . . .. . ... .. ... .. ... ... ... 63

5.2 Numero Crescente de Iteragoes . . . . . . . . . . . .. o e 66

5.3 Numero Crescente de Dados de Treinamento . . . . . . ... ... ... ... ..... 67

5.4 Tteracdes sobre Diferentes Janelas . . . . . . . . . ... Lo Lo Lo 69
5.4.1 Exemplos . . . . . . 75

5.5 Diferentes Formas de Treinamento . . . . . . .. . ... ... ... ... ... 78
5.5.1 Subdividindo os Dados de Treinamento . . . . . ... ... .. ... ...... 78
5.5.2 Variando as Janelas de um Estagio para Qutro . . . . . .. ... ... ... .. 82

5.6 Anadlise e Comentadrios . . . . . . . . . L e e e e e e e e e e e 84



INDICE iii
6 O Uso de Operadores Projetados a Priori 85
6.1 Descricao da Técnica Proposta . . . . . . . . ... Lo Lo L 85
6.2 Confianca sobre um Operador a Priori . . . . . . . . . .. ... ... . L. 86
6.3 Procedimento Pratico . . . . . . .. .. e 87
6.3.1 EscolhadeumaJanela. . . ... ... ... . L Lo L 87

6.3.2 Algoritmo . . . . . .. 88

6.4 Resultados Experimentais . . . . . . . . .. .. L Lo e 89
6.5 Comentdrios . . . . . . . . L L e 91

7 Projeto de Operadores Crescentes Otimos 93
7.1 Descricao do Problema e Algumas Técnicas de Solugao . . . . . . .. ... ... .. .. 94
7.2 O Método de Chaveamentos . . . . . . . . . . . . Lo e 96
7.3 Um Novo Algoritmo Baseado no Método de Chaveamentos . . . .. ... .. ... .. 98
7.3.1 Reestruturagdo do Problema como um Problema de Particdo . . . .. ... .. 98

7.3.2 O Problema da Particao Otima . . . . oo o 102

7.3.3 Conjuntos Vidvels . . . . . . . . . L e 107

7.3.4 O Algoritmo . . . . . . . e e e 109

7.3.5 Como Encontrar Conjuntos Vidaveis. . . . . . .. ... ... ... .. 114

7.3.6 BuscaRelaxada . . . . . . . . . . e 116

7.3.7 Limitantes para o Aumentode Erro . . . . . . . ... Lo oL L. 119

7.3.8 Resultados Experimentais . . . . . . . . . . . . . ... .. ... ... 120

7.4 Distribuicoes a Priori para as Probabilidades Condicionais . . . . . . ... .. ... .. 125
7.4.1 Custos de Chaveamento a Partir de Distribuicées a Priori . . . . .. ... ... 126

7.4.2 Resultados Experimentais . . . . . . . . . ... L Lo oo 127

7.5 Comentarios . . . . . . . L L e e e e e e e e e e e e e 130

8 Filtros “Stack” 133
8.1 Definicoes e Propriedades . . . . . . . . .. L L Lo 133
8.2 Filtros W-Stack . . . . . . . . e 136
8.3 Representacao de Filtros W-Stack . . . . . . .. ... o 0oL 140
8.4 Filtros W-Stack Otimos . . . . . o v o v it e 142
8.5 Projeto de Filtros W-Stack . . . . . . . . . . 144
8.6 Alguns Resultados Experimentais . . . . . . . . .. .. ..o o oo 146



iv INDICE

8.6.1 Filtragem de Ruido do Tipo Impulso . . . . . .. ... ... ... ... .. 146

8.6.2 Filtragem de Ruido Speckle . . . . . . . .. . .. .. 146

8.7 Comentarios . . . . . . . . . e e e e e e e e e 149

9 Exemplos de Aplicagoes 151
9.1 Filtragem de Ruido TipoImpulso . . . . . . . .. ... ... o oL 151
9.2 Reconhecimento de Padroes em Diagramas . . .. .. ... ... .. ... ....... 155
9.3 Reconhecimento de Textura . . . . . . . . . . ... Lo e 158
9.4 Reconhecimento de Caracteres . . . . . . . . . . . . . o o e 162
9.5 Segmentacaode Texto . . . . . . . . . . 164

10 Conclusoes 169
10.1 Resumo das Contribuigdes . . . . . . . . . . . . Lo e e 169
10.2 Comentarios Finais . . . . . . . . . o . o o e 171

A Resultados (Imagens) Adicionais das Aplicagdes 173
A.1 Reconhecimento de Padroes em Diagramas . . . . . .. ... ... ... ........ 173
A.2 Reconhecimento de Caracteres . . . . . . . . . .. .o Lo e 174
A.3 Segmentacdo de Texto . . . . . . . . . L 176

B Publicagoes Decorrentes da Pesquisa 185



Lista de Figuras

1.1
1.2

1.3
1.4

21

2.2
2.3

2.4
2.5

3.1

3.2

3.3
3.4
3.5
3.6

4.1

Sistema para geragao automaética de operadores de imagens. . . . . . .. ... ... L.

Exemplos de descrigao de processamento de imagens por meio de pares de imagens
observadas-ideais : (a) Reconhecimento de textura. (b) Filtragem de ruido. . . . . ..

Erro de operadores projetados em espacos de tamanho diferentes. . . . . . . .. .. ..

Complexidade de treinamento para operadores projetados em espacos de tamanho
diferentes. . . . . . . . L L e

Representacao grafica da funcdo 9(z1,x2,23) = z122 + z123 + o3, onde Y(1) =
{011,101,110,111} e 9(0) = {000,001,010,100}. . + .+« o e v e e e et

Representacao de ¢ através do diagrama de Hasse. . . . . . . .. ... ... ... ...

Os intervalos maximais de On(y) (esquerda) e os intervalos da expressdo minimal
(direita). . . . . . o

Esquema da expansdao de Shannon de uma fungao Booleana. . . . . . .. ... ... ..

Decomposicdo do operador ¥ : ¥ = ¥, U, = ¥, NY, (U, = L,NY e ¥, = YUY, ), onde
P, é anti-extensivo, W, é anti-extensivo complementar, ¥, é extensivo, ¥, é extensivo
complementar, e ¥, é o complemento. . . ... ... ... o oL oL

Procedimento computacional baseado no modelo PAC para o aprendizado de W-
OPEradores. . . . v v i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

Erro de operadores projetados em espago de tamanhos diferentes, para diferentes
numeros de exemplos de treinamento. . . . . . . . ... Lo

Os candidatos sdao todos os operadores. . . . . . . . ... L.l
Os candidatos sdao os operadores no subespaco. . . . . . ... ... L.
Os candidatos sdao os operadores consistentes com os exemplos de treinamento.

Os candidatos sao os operadores no subespaco que sdo consistentes com os exemplos
de treinamento. . . . . . L L L Lo e e e e

Implicantes primos e cobertura minima. . . . . . .. .. ... ... ... ........

19



vi

LISTA DE FIGURAS

4.2

4.3
4.4

4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15

5.1
5.2
5.3
5.4
5.5
5.6
5.7

5.8

5.9

5.10
5.11
5.12
5.13
5.14

Minimizagéo pelo algoritmo de Quine-McCluskey. (a) Os 0-cubos 000,001, 100, 101, 110.
(b) Os 1-cubos obtidos a partir dos 0-cubos em (a). (¢) O 2-cubo obtido a partir dos

1-cubos em (b). (d) Os implicantes primos X0X e 1X0. . . . . .. ... ... ..... 42
Extracao do elemento 011 do 3-cubo resulta nos 2-cubos X00, 1X X, X0X. . ... .. 44
Calculo de implicantes primos pelo algoritmo ISI. ¢(0) = {010,011,111} e (1) =

000,001,100, 101,110}, « oo 46
ISI com diferentes periodos (n = 15, [1)(1)| = 9110 e |(0)| = 14538). . . . . . . . . .. 51
ISI com diferentes perfodos (n =17, [1(1)| = 1609 e |1(0)| = 11410). . . . . . .. . .. 51
ISI com diferentes periodos (n = 17, [(1)| = 8517 e |(0)| = 12251). . . . . . . . . .. 52
ISI com diferentes periodos (n = 25, [1(1)| = 1340 e |1(0)| =8126). . ... ... ... 52
Erro MAE para ISI com diferentes periodos (n = 15, |¢(1)| = 9110 e |[¢(0)| = 14538).. 54
Erro MAE para ISI com diferentes periodos (n = 17, |¢(1)| = 1609 e |[¢(0)| = 11410).. 54
Erro MAE para ISI com diferentes perfodos (n = 17, |1(1)| = 8517 e |1(0)| = 12251).. 55
Erro MAE para ISI com diferentes periodos (n = 25, |¢(1)| = 1340 e [¢(0)| = 8126). . 55
ISI x ISI paralelo (n =17, |¢(1)| = 10351 e |¢(0)| = 16107). . . . . .. .. ... ... 57
ISI x ISI paralelo (n =49, |¢(1)| =9924 e |¢(0)| = 122284). . . . ... ... .. ... 58
ISI x ISI paralelo : tempo de processamento variando [¢p(1) U9(0)|. . . . . . ... .. 59
Composicao de operadores. . . . . . . ..o o Lo o e e e e 62
Duas possibilidades para projeto multi-estagio. . . . . . . . . ... ... 64
Imagens com ruido do tipo sal-e-pimenta. . . . .. . .. ... ... 0L, 65
Modelo Booleano. . . . . . . . . . L 66
Reconhecimento de letra s (livro 1). . . . . . . ... .. ... 67
Reconhecimento de letra a (livro 2). . . . .. . ... ... L L L 67

Evolugao das curvas de erro ao longo das iteragoes. Janela de iteragao e quantidade
de imagens de treinamento fixas ao longo das iteragbes. . . . . . . . ... ... L. 68

Evolugao das curvas de erro ao longo das iteragoes, para diferentes quantidades de

exemplos de treinamento (modelo Booleano - D, =0.02,D, =0.02). . . ... ... .. 69
Evolucao das curvas de erro ao longo das iteracoes, para diferentes quantidades de

exemplos de treinamento (reconhecimento de letra s). . . .. ... ... ... ... .. 70
Filtragem de ruido sal-e-pimenta : iteragdes sobre W5 X iteragoes sobre Wys. . . . . . 71
Resultados de 1 a 4-iteragdes (janela Ws). . . . . . . .. . ... L L L. 72
Resultados de 1 e 2-iteraces (janela Wig). . . . . . .. ... ... . ... ... 72
Filtragem de ruido Booleano: iteracoes sobre Wsyx3 X iteracoes sobre Wsxs. . . . . . . 73

Reconhecimento de caractere: iteragdes sobre W3yx3 X iteracoes sobre Wrxs. . . . . . 74



LISTA DE FIGURAS vii

5.15
5.16

5.17
5.18

5.19
5.20
5.21
5.22
5.23
5.24
5.25

6.1
6.2
6.3

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
7.7
7.8
7.9
7.10
7.11
7.12
7.13
7.13
7.14
7.15

Diferentes janelas de iteracdo para o reconhecimento daletras. . . . . . . . ... ... 76
Resultados para reconhecimento de caractere “s”. Duas iteracoes sobre a janela Wry7,

usando 6 pares de imagens de treinamento. . . . .. .. Lo oL Lo Lo 76
Diferentes janelas de iteracdo — modelo Booleano (D, = D, =0.02). . . ... ... .. 7
Modelo Booleano (D, = 0.06, D5 = 0.06). Imagem de teste e resultados de 1 a 6

IBeTagoes. . . . . . o e e e e e e e e e 7
Erro sobre imagens de teste e de treinamento. . . . . . ... ..o 78
Desempenho sobre as imagens de teste (N =4).. . . ... ... ... .......... 79
Desempenho sobre as imagens de teste (N =6).. . . . . . ... ... ... ....... 79
Desempenho sobre as imagens de teste (N =11). . . . . . ... ... ... ... .... 80
Desempenho sobre as imagens de teste (N =15). . . . . ... ... ... ... ..... 80
Desempenho sobre as imagens de teste (N =20). . . . . ... ... ........... 81
Diferentes janelas de uma iteragdo paraoutra. . . . . . . . .. .. ..o 83
Imagem com ruidos pontuais e respectiva imagem ideal. . . . . . . . ... .. ... .. 89
Extragdao de borda de uma imagem ruidosa. . . . . . . . .. . ... ... ... ..., 90
Reconhecimento de segmento de linhas a certo grau de inclinacdo. . ... .. ... .. 92
Grafo representando o espago de operadores crescentes. . . . . . . ... ... ... .. 95
O método de chaveamentos. . . . . . . . . ..o e 97
Um operador crescente produzido por chaveamentos. . . . . . ... ... .. ...... 99
Chaveamentos que resultam em um operador ndo-crescente. . . . . . . . ... .. ... 100
Conjuntos de Chaveamento e suas respectivas particdes. . . . . . . .. ... ... ... 101
Tlustragao para a proposicao 7.2. . . . . . . . . L 103
Custo de chaveamento e peso. . . . . . . . . . . . . . ... e 105
Ilustragdao para a proposicao 7.7. . . . . . . . . . . L e e 105
Dinamica do particionamento. . . . . . . . ... Lo e 107
Um conjunto violador. . . . . . . .. L L 107
Tlustracao para as definigbes 7.8 e 7.9. . . . . . . . . . ... Lo oL 108
Aplicacao do algoritmo OVP -exemplo 1 . . ... .. ... ... ... ... ... 111
Aplicacao do algoritmo OVP -exemplo 2. . . . . . . . ... ... oo 112
Aplicagdo do algoritmo OVP - exemplo 2 (continuagdo). . . . . . . . .. ... ... .. 113
Resultado do algoritmo relaxado nao é 6timo. . . . . . . . ... ..o 117

Resultado do algoritmo relaxado é étimo. . . . . . . . . ... oL oL 117



viii

LISTA DE FIGURAS

7.16
7.17
7.18
7.19
7.20
7.21

7.22
7.23
7.24
7.25
7.26
7.27
7.28

8.1
8.2
8.3
8.4
8.5
8.6
8.7
8.8

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5

9.6
9.7

9.8

Exemplo de uma porcdo irredutivel . . . . . ... L0000 Lo 118
Porcao irredutivel é processada corretamente. . . . . . ... .00 Lo oL L 119
Porcao irredutivel é processado incorretamente. . . . . . . . ..o o L. 119
Grupo A : 15% de ruido sal-e-pimenta . . . . . . . ... 120
Grupo B: Ruido de borda, diferente densidades. . . . . . . .. ... ... 120
Grupo C: Modelo Booleano com graos quadrados e subconjuntos do quadrado 3 x 3

como rufdo. . . ... e e e 121
Grupo D : Retangulos com ruido de borda, com diferentes densidades. . . . . . . . .. 121
Distribuigéo de § (pardmetro da intensidade de ruido). . . . . . . . ... ... ... 128
Exemplos de ruido de borda. . . . . . . ... L Lo 128
Curvadeerropara § =45.. . . . . . . . Lo e 129
Curvadeerropara § =35.. . . . . . . . . . L 130
Curvadeerropara § = 25.. . . . . . . . oo e e 131
Curvadeerropara d = 21.. . . . . . . 0 L Lo e 131
Decomposigao threshold. . . . . . . . . . . . . ... ... 134
Propriedade stack. . . . . . . L 138
Isomorfismo entre fungoes Booleanas positivas e filtros stack. . . . . . ... ... ... 139
Imagens de treinamento. . . . . . . . .. L L Lo 147
Filtragem de ruido impulso. . . . . . . . . . . . . .. 147
Filtragem de ruido impulso - robustez. . . . . . . . . ... o o o000 148
Filtragem de ruido speckle (intensidade com 1 visada). . . . . ... ... ... ... .. 148
Filtragem de ruido speckle (amplitude com 4 visadas). . . .. ... ... .. ... ... 150
Filtragem de ruido: exemplo de imagens de treinamento. . . . . . . . .. ... ... .. 151
Imagem de teste, resultado, e diferenga simétrica (erro 335 pixels). . . . ... ... .. 152
Resultado do filtro de ordem e diferenga simétrica (erro 324 pixels). . . ... ... .. 153
Resultado da combinagdo, diferenca simétrica (erro 199 pixels). . . . . . .. . ... .. 153

Imagem de teste, resultado do operador projetado (erro 303 pixels), resultado do filtro
de ordem (erro 258 pixels), e unido dos dois resultados (erro 175 pixels), respectivamente.154

Reconhecimento de padroes: exemplo de imagem de treinamento. . . . . . . . ... .. 155

Reconhecimento de padrio em diagramas: imagem (teste) observada, resultado da
primeira iteracao e resultado da segunda iteragdo, respectivamente. . . . . . . . .. .. 156

Reconhecimento de padrao em diagramas: resultado do operador e filtro de ordem 12
por uma janela circular de raio 9, respectivamente. . . . . . . ... L 0oL 157



LISTA DE FIGURAS

ix

9.9 Reconhecimento de padrao em diagramas: resultado da reconstrucgio (resultado final)
e 0 mesmo sobreposto a imagem original, respectivamente. . . . . . . .. ..o

9.10 Imagem de treinamento para reconhecimento de textura. . . . . . . . .. ... ... ..
9.11 Outra imagem de treinamento para reconhecimento de textura. . . . . . ... ... ..

9.12 Reconhecimento de textura: imagem teste 1, resultado da primeira e segunda iteracoes,
respectivamente. . . . . . . L L L L L e e e e e e e e e e

9.13 Reconhecimento de textura: imagem teste 2, resultado da primeira e segunda iteracoes,
respectivamente. . . . . . . L L L L L e e e e e e e e e e

9.14 Reconhecimento do caractere “a”: resultado da primeira e segunda iteragoes, respec-

tivamente. . . . . . L L L e e e e e e e e e e e e e e

9.15 Reconhecimento do caractere “a”: resultado do operador projetado. . . ... ... ..
9.16 Um par de imagem de treinamento para segmentacio de texto. . . . . . ... ... ..

9.17 Segmentacdo de texto : (a) imagem (teste) observada e (b) resultado do operador
projetado. . . . . . L L L e e e e e e e e e e e e e

9.18 Efeitos do filtro de pds-processamento para segmentacdo de texto: resultado do (a)
operador, (b) filtro de ordem, (c) fechamento vertical, (d) preenche buracos, (e) aber-
tura por area e (f) resultado final sobreposto & imagem observada. . . . ... ... ..

9.19 Efeitos do filtro para geracdo de marcadores para a segmentacao de texto. . . . . . . .

9.20 Segmentacao de texto : imagem observada, resultado do operador e resultado final,
respectivamente. . . . . . . L L L L L e e e e e e e e e e e






Lista de Tabelas

3.1

4.1
4.2

5.1

6.1
6.2

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5

Probabilidades e trés operadores. . . . . . . . .. Lo oo 31
Comparacao entre os algoritmos QM e ISI. . . . . . .. .. ... L Lo, 48
ISI com e sem agrupamento de elementos. . . . . . .. . ... oL oo 53
Iteragbes equivalentes . . . . . . . . L L L 75
Comparacao entre uso de priori e N&0 USO. . . . . . . ..ol 89
Comparagao entre uso de priori € N80 USO. . . . . .+ v v v v v v i e e e 91
Desempenho do algoritmo OVP: janela Waxs. . . . . . . . . o . o oo 0oL 122
Desempenho do Algoritmo OVP: janela Wiz, . . . . . . .. ..o . oo oL 122
Aumento de Erro: fator de relaxamento k=1e k=3. . . . . . ... ... ... ... 123
Tempo de processamento do algoritmo OVP. . . . . .. ... ... ... 0., 124
Algoritmo OVP contra algoritmo baseado na representagao MAE. . .. ... ... .. 125
Filtragem de ruido sal-e-pimenta: detalhes do treinamento. . . . .. ... .. .. ... 152
Reconhecimento de somadores/multiplicadores: detalhes do treinamento.. . . . . . .. 155
Reconhecimento de textura: detalhes do treinamento. . . . . . .. ... ... ... .. 159
Reconhecimento de caracteres “a”: detalhes do treinamento. . . . . . . .. . ... ... 162
Segmentacao de Texto: detalhes do treinamento. . . . . . .. ... ... ... ... .. 164

xi



Lista de Janelas

[TT] \ |

Wixs Ws W33

] [ [
\ | \ |

] O O O

Wis Wiz Wo
Wsxs

* Wrxs Wrxr

Woxr Woxg

Wizxis



Capitulo 1

Introducao

Com o avanco da tecnologia, que vem facilitando a aquisicao de imagens digitais e tornando possivel
a manipulagao de grande quantidade de dados, procedimentos computacionais que visam auxiliar o
processamento e andlise de imagens digitais [64, 134, 20, 117] vem sendo cada vez mais utilizados.
Estes sdao importantes para auxiliar diagndsticos médicos, na automacao industrial, na andlise de
safras agricolas, na previsdo de tempo, no processamento de documentos e outras aplicagoes.

Uma técnica abrangente e bastante utilizada para processamento e analise de imagens é a mor-
fologia matemdtica [118, 147]. Sob o ponto de vista formal [148, 10|, ela estuda mapeamentos (ou
operadores) entre reticulados completos [23]. Em particular, ela pode ser utilizada para modelar ma-
peamentos entre imagens [147, 75] pois estas podem ser entendidas como elementos de um reticulado
completo. No contexto de processamento de imagens, esses mapeamentos sdo geralmente denomina-
dos operadores morfolégicos (de imagens). Algumas discussdes sobre a adequacio destes operadores
para processamento e andlise de imagens podem ser encontradas, por exemplo, em [147, 138].

A morfologia matematica, originada na “Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris” em
meados da década de sessenta, ficou conhecida a partir da publicagdo dos livros de Matheron [118]
e de Serra [147]. Desde entdo, varios trabalhos foram publicados sobre este assunto, entre eles os
livros de Serra [148], de Heijmans [75] e outros tais como [41, 11, 45, 151]. Estas e outras publi-
cacoes comprovam o potencial da morfologia matematica como ferramenta para resolver problemas
de processamento de imagens, tais como segmentacao [121, 21, 22, 163, 35, 85], processamento de
imagens médicas [66, 162], processamento de imagens de documentos [17, 19, 140, 112], filtragem
de ruido [141], processamento de imagens coloridas [29, 89], entre outros. Existem também varios
trabalhos sobre implementacoes eficientes dos operadores morfologicos em “hardware” ou “software”,
tais como [12, 25, 2, 94].

A tarefa de projetar (descrever) procedimentos computacionais que realizam transformagcdes ade-
quadas das imagens para que as informacGes de interesse possam ser extraidas nao é trivial. Ela
requer do projetista conhecimentos especificos sobre as técnicas de processamento de imagens, além
de muita experiéncia e criatividade. Esta dificuldade tem motivado esforcos que buscam automatizar
o projeto (ou parte do projeto) de operadores de imagens. No contexto de morfologia matematica,
estes esforgos comecgaram a ser observados no final da década de oitenta, a medida que sua utilizagao
comecou a ser difundida.
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1.1 Projeto Automatico de Operadores Morfolégicos

Por projeto automatico de operadores de imagens entendemos qualquer procedimento computacional
que, a partir da descricao de uma transformacao de imagens, gera uma especificagao de um operador
que realiza a transformacio descrita (veja esquema na figura 1.1). Geralmente, tais procedimentos
trabalham com um espago fixo de operadores e sao baseados em algoritmos que buscam, no espago
de operadores considerado, aquele que melhor se adequa a descricdo dada.

Descricao
. Especificacdo
de uma : ) ;
. — sistema — de um
transformacao :
de imagens s operador

Figura 1.1: Sistema para geragao automatica de operadores de imagens.

As vérias tentativas para automatizar o projeto de operadores morfologicos podem ser divididas
em trés grupos de abordagens: as baseadas em técnicas de inteligéncia artificial, as baseadas em
modelagem de imagens e as baseadas em técnicas de inducdo a partir de exemplos.

A aplicagdo de técnicas de inteligéncia artificial, tais como sistemas especialistas e prova au-
tomdatica de teoremas, para automatizar a geraciao de procedimentos eficientes para andlise de ima-
gens é abordada, por exemplo, em [145, 164, 93, 92].

Alguns tipos de imagens (por exemplo, certos tipos de ruido, ou de textura) podem ser modeladas
e simuladas. Abordagens baseadas em modelagem de imagens estudam a caracterizagdo formal das
imagens e a sua manipulacdo analitica. O problema de projetar operadores é reduzido entdo ao
problema de estimar os pardmetros corretos do modelo [149, 56, 44, 146].

Nas abordagens baseadas em inducao, uma transformacao de imagens é expressa através de pares
de imagens, onde cada par é formado por uma imagem anterior e outra posterior ao processamento
desejado. Dois pares de imagens que descrevem processamentos diferentes sao mostrados na figu-
ra 1.2. O primeiro par (fig. 1.2a) ilustra um processamento que consiste em extrair regides da imagem
que correspondem a um padrao ou textura especifica. O segundo par (fig. 1.2b) expressa um pro-
cessamento cujo efeito é a filtragem de ruido. A imagem a ser processada é denominada imagem
observada, enquanto a imagem desejada como o resultado do processamento é denominada imagem
tdeal. O operador é projetado a partir de exemplos obtidos dos pares de imagens observadas-ideais.

Varias técnicas para projeto de operadores a partir de amostras de imagens observadas-ideais vem
sendo propostas. Técnicas no contexto de estimacao estatistica consideram as imagens como reali-
zagOes de processos aleatérios [43] e os operadores a serem projetados como estimadores estatisticos.
Mais especificamente, se denotamos por S o processo associado as imagens observadas e por I o
processo associado as imagens ideais, projetar um operador consiste em escolhermos um operador ¥
tal que ¥(S) seja préximo de I segundo alguma medida estatistica de proximidade. Um operador
é considerado estatisticamente 6timo em um espago de operadores, com relagdo a uma medida de
erro, se possui o menor erro entre todos os demais operadores no mesmo espaco. Em geral, a medida
estatistica utilizada é o erro absoluto médio (MAE) ou o erro quadrético médio (MSE).
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Figura 1.2: Exemplos de descricao de processamento de imagens por meio de pares de
imagens observadas-ideais : (a) Reconhecimento de textura. (b) Filtragem de ruido.

Os primeiros trabalhos sobre projeto de operadores morfoldgicos estatisticamente 6timos sao
creditados a E. R. Dougherty [39, 40]. A formulacgao inicial é restrita a classe de operadores crescentes,
porém é generalizada para a classe de operadores néo necessariamente crescentes logo em seguida [52,
13]. Varios trabalhos continuaram a ser publicados na mesma linha de pesquisa, abordando temas
como projeto de operadores crescentes [119, 55, 69|, precisao dos operadores projetados [53], projeto
de operadores nao necessariamente crescentes [52], modelagem do problema como um problema de
aprendizado computacional [15], projeto multi-estigio de operadores [55, 144], técnicas de multi-
resolucao [49, 87, 95|, o uso de conhecimentos a priori e o estudo de outros aspectos relacionados ao
projeto de operadores [47, 14, 42, 14, 47].

Outras técnicas de projeto de operadores a partir de imagens observadas-ideais utilizam técnicas
adaptativas tais como algoritmos genéticos [70, 169, 125] ou redes neurais [143, 144, 166, 152, 153].

Ainda dentro desta abordagem, observam-se trabalhos sobre projeto de filtros de mediana [60],
filtros de ordem (“rank-order filters”) e “stack filters” [165, 115, 33, 34, 107, 155], que sdo casos
especiais de operadores morfolégicos. Estes filtros foram introduzidos inicialmente independente
do contexto de morfologia matemadtica e sdo citados na literatura como filtros nao-lineares [1] em
contraposicao aos filtros classicos lineares. Eles foram inseridos no contexto de morfologia matematica
por Maragos e Schafer [114, 115].

1.2 Limitacoes das Técnicas Existentes

Ao analisarmos os trabalhos mencionados, podemos observar que algumas técnicas utilizadas sao
dependentes de conterto enquanto outras sao independentes de contexto. As técnicas dependentes de
contexto exploram, ou levam em consideragao na sua formulagao, caracteristicas especificas do pro-
blema que desejamos resolver, enquanto as independentes nao. Além disso, essas técnicas apresentam
diferentes graus de restricio em funcao do grau de dependéncia de contexto e do tipo de restricao
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imposta sobre o espago de operadores.

As técnicas dependentes de contexto sdo naturalmente restritivas pois tem aplicagao restrita por
construcao, além de serem dificeis de modelar. Para entender as limitagoes das técnicas independentes
de contexto, que sdo mais genéricas, consideramos uma técnica baseada no modelo de aprendizado
PAC (Probably Approximately Correct), proposta originalmente em [157]. Devemos salientar que
essa técnica constitui o ponto de partida de nosso estudo.

O modelo PAC, introduzido por Valiant [160] e aprofundado e extendido por outros [97, 73, 98], é
um assunto bastante estudado na area de aprendizado computacional [122, 105]. Este modelo estuda
vérios aspectos relacionados ao aprendizado de conceitos (modelados por fungdes Booleanas) a partir
de exemplos. A técnica baseada neste modelo e mencionada acima considera o problema de projeto
de operadores invariantes por translacdo e localmente definidos por uma janela W, denominados
W-operadores. A consideracdo desta classe de operadores é bastante natural uma vez que os W-
operadores sdo equivalentes as fungdes Booleanas de |W| varidveis (onde |W| é o tamanho da janela

w).

De acordo com o modelo PAC, se os operadores forem gerados de forma a serem consistentes
com os exemplos de treinamento, entdo operadores com qualquer precisdo especificada podem ser
obtidos, desde que uma quantidade suficiente de dados sejam utilizados. No entanto, na pratica, a
quantidade de exemplos de treinamento é limitada. Quais sao as conseqiiéncias desse fato 7

Na figura 1.3 comparamos o desempenho de operadores projetados pela técnica baseada no modelo
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Figura 1.3: Erro de operadores projetados em espacos de tamanho diferentes.

PAC em dois espagos diferentes para diferentes quantidades de exemplos de treinamento. Os espagos
considerados sdao os espagos definidos por duas janelas de tamanhos diferentes, uma menor contida
em uma outra maior. A janela menor define o espaco menor e a maior o espago maior. O eixo
das abscissas indica a quantidade de exemplos utilizada para projetar os operadores e o eixo das
ordenadas indica o erro MAE do operador projetado. O erro MAE foi medido sobre um conjunto de
imagens disjunto das utilizadas para projetar o operador. Uma explicacao mais detalhada do grafico
é apresentada no capitulo 3.

Podemos observar que, para uma pequena quantidade de exemplos, o operador projetado no
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Figura 1.4: Complexidade de treinamento para operadores projetados em espacos de ta-
manho diferentes.

espago menor possui erro MAE menor do que o do operador projetado no espaco maior. A medida
que a quantidade de exemplos aumenta, a diferenca entre ambos diminui, até que a situagao se
inverte.

Um outro aspecto do projeto é o tempo de processamento. Na figura 1.4 mostramos o tempo gasto
para projetar operadores nos dois espagos. O tempo de projeto no espago maior é consideravelmente
maior que no espaco menor, principalmente quando a quantidade de exemplos de treinamento é
grande.

Esta anédlise mostra que o projeto de operadores em espacos grandes pode esbarrar em problemas
de estimagao estatistica (imprecisdo dos operadores projetados) e complexidade de tempo. Este pro-
blema, que decorre da razao entre o “tamanho de amostra” e o “tamanho do espaco de operadores”,
nao depende da particular técnica utilizada. De fato, este é um problema comum a todas as técnicas
que buscam extrair informacoes a partir de dados, imagens ou néo [38, 62, 132].

1.3 Propostas e Organizacao da Tese

Neste trabalho procuramos focalizar os esforcos para entender as limitagoes da técnica baseada no
modelo PAC e, principalmente, para encontrar formas de contorna-las. Em seu conjunto, procura-
mos fornecer uma visao geral sobre o problema de projeto de operadores morfoldgicos, abordando
varios aspectos relacionados principalmente com a questdao da precisao dos operadores projetados. O
trabalho é restrito ao projeto de operadores morfolégicos binarios.

Uma solucao imediata para melhorar a precisdo dos operadores projetados seria o aumento da
quantidade de dados de treinamento. No entanto, conforme ji mencionamos, esta quantidade é
limitada em geral e, por outro lado, o aumento de dados implica no aumento do tempo de projeto.
Outra solucao seria o controle do tamanho do espaco de operadores através da reducao do tamanho
da janela W. Neste caso, o operador projetado pode nao ser satisfatério pelo simples fato de que
o operador 4timo nesse espago nao é satisfatério. Ou seja, muitas vezes existe a necessidade de
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projetarmos operadores em espagos grandes a partir de uma quantidade fixa de dados.

Uma forma natural para melhorar a precisao dos operadores projetados consiste em incorporarmos
conhecimentos sobre o problema que desejamos resolver no processo de projeto de operadores. Os
conhecimentos sobre um problema podem refletir em conhecimentos sobre o operador desejado bem
como sobre as imagens envolvidas. Por exemplo, problemas que consistem em obter marcadores
para os objetos de interesse (i.e., casos nos quais o resultado ideal é um subconjunto da imagem
observada) podem ser resolvidos por operadores anti-extensivos. Da mesma forma, conhecimentos
sobre as imagens podem permitir sua modelagem e, conseqlientemente, a manipulagdo analitica [150]
ou estimacdes mais precisas [47].

Esta tese é organizada da seguinte forma: os trés primeiros capitulos (incluindo esta introdugao)
fornecem uma visdo geral do problema como um todo, juntamente com um embasamento teérico e
referéncias bibliogréificas; cada um dos capitulos, do quarto ao oitavo, aborda um tema especifico,
que sao contribui¢bes no sentido de contornar o problema da precisao e da complexidade de tempo.

e No capitulo 2 (Operadores Morfolégicos de Imagens Bindrias) apresentamos notagdes,
nogoes e conceitos bésicos a serem utilizados no restante do texto. Definimos e revemos as nogoes
de imagens, operadores morfolégicos de imagens, representacdo canonica dos operadores, algu-
mas propriedades algébricas, composicio de W-operadores, diversas formas de representacdo de
W-operadores e a equivaléncia entre W-operadores e funcoes Booleanas. A representacdo de
W-operadores é um tépico importante para o desenvolvimento dos capitulos subseqiientes. In-
troduzimos duas novas familias de operadores, os anti-extensivo complementares e os extensivo
complementares.

e No capitulo 3 (Projeto de W-Operadores) apresentamos uma visdo geral sobre projeto de
operadores morfolégicos no contexto de aprendizado a partir de exemplos. Revemos o projeto
baseado em PAC-learning e analisamos suas limitagdes formalmente. Por ultimo, apresentamos
consideragoes sobre quais devem ser as preocupagoes das técnicas que objetivam contornar as
limitacOes existentes. Estas sdo discutidas sob uma perspectiva bastante ampla.

As técnicas de projeto de operadores devem estar baseadas em algoritmos eficientes. Uma das
contribuices desta tese é uma série de melhorias propostas para o algoritmo ISI (do inglés “In-
cremental Splitting of Intervals”), proposto recentemente [157] para o aprendizado de fungdes que
caracterizam W-operadores.

e No capitulo 4 (O Algoritmo ISI) apresentamos uma generalizacao do algoritmo (extragio de
intervalos em vez de pontos isolados), uma prova formal da corretude do algoritmo e heuristicas
para torné-lo computacionalmente eficiente, com possibilidade para paralelizacao. Os algoritmos
modificados conforme as heuristicas propostas sao avaliados e comparados quanto ao tempo de
processamento, tamanho de representacdo, e precisdo da funcao gerada (este dltimo no contexto
de processamento de imagens).

O problema de projetar um operador pode ser substituido pelo problema de projetar varios
operadores mais simples e que, compostos de forma adequada, efetuam o mesmo processamento.
Este tipo de projeto é o que denominamos projeto multi-estdgio.

e No capitulo 5 (Projeto Multi-estagio de W-operadores) estudamos um particular caso desta
abordagem: o projeto de operadores sobre janelas grandes através da composicdo de operadores
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projetados sobre janelas menores. A idéia basica consiste em projetar um operador a partir do
resultado de outro, previamente projetado, repetindo-se este processo até que o decréscimo de
erro entre um estiagio e outro torne-se desprezivel. Neste capitulo investigamos varios aspectos
praticos do método, inclusive a melhor forma de utilizacdo das imagens de treinamento. Este
estudo é uma extensado e apronfudamento do trabalho em [55].

e No capitulo 6 (Uso de Operadores Projetados a Priori) investigamos a possibilidade de
aproveitar um operador projetado previamente, seja heuristica ou automaticamente, para projetar
um outro de melhor precisdo. Propomos uma técnica baseada em chaveamentos (i.e., alteragio
do valor do operador para algumas entradas), e que leva em consideragdo um fator de confianga
definido pelo usudrio. A técnica proposta pode ser vista como uma generalizacdo do trabalho
em [54].

O espaco de operadores pode ser adequadamente restrito a um subespaco a partir do conhecimento
sobre caracteristicas ou propriedades do operador desejado, sem reduzir a janela W. Neste caso, para
que operadores possam ser projetados em um subespago especifico, tornam-se necessarios algoritmos
especificos. Por exemplo, em [119] um método baseado em chaveamentos é proposto para projetar
operadores 6timos no subespago dos operadores crescentes. A idéia basica deste método consiste
em fazer modificagdes sobre o operador étimo no espago original (supondo que este é conhecido)
de forma que o operador resultante satisfaga as restricbes impostas, ao mesmo tempo que o erro
devido as modificacOes seja o menor possivel. Na pratica o operador 6timo no espago original nao
é conhecido, mas este método pode ser aplicado considerando-se apenas os exemplos observados no
treinamento. Embora a idéia esteja presente no artigo original, nenhum algoritmo eficiente para
calcular os chaveamentos é dado. Os custos de chaveamento, i.e., o aumento de erro devido ao
chaveamento, dependem de probabilidades que, na prética, sdao estimadas a partir de exemplos de
treinamento. Portanto, o resultado do algoritmo de chaveamento pode nao ser satisfatério.

e No capitulo 7 (Projeto de Operadores Crescentes 6timos) revemos, inicialmente, os prin-
cipais algoritmos conhecidos para projeto de operadores crescentes binarios. Uma das principais
contribuicGes desta tese é um novo algoritmo eficiente, baseado no método de chaveamentos, para
projetar operadores crescentes étimos. O algoritmo proposto é baseado em uma formulagdo total-
mente nova e explora fortemente a estrutura de representacao decorrente da propriedade crescente.
Denominamos este algoritmo de OVP (“Optimal Valid Partition”) pois o problema é formulado
como um problema de particao.

Consideramos também o uso de distribuicGes a priori para as probabilidades que definem o custo
de chaveamentos, como forma para melhorar a precisdo de operadores projetados pelo método de

chaveamentos. Um estudo sobre distribui¢Ges a priori para essas probabilidades sdo introduzidas
em [47].

Existe uma classe de filtros sobre imagens em niveis de cinza que podem ser implementados
através de operadores sobre imagens binarias e cujo erro MAE pode ser relacionado ao erro MAE do
operador bindrio que o implementa. Estes sdo conhecidos como “stack filters”.

e No capitulo 8 (Filtros Stack) revemos os “stack filters” [165] no contexto de morfologia ma-
tematica, restrito ao dominio das imagens em niveis de cinza com numero finito de niveis, e rela-
cionamos a definicao utilizada no contexto de morfologia matematica com a utilizada em outros
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contextos. Propriedades e representacao destes operadores sdao revistos, sempre com a preocu-
pacao de inseri-los no contexto de projeto de operadores. Relembramos e analisamos o conceito
de filtros stack estatisticamente 6timos. Mostramos como o algoritmo OVP pode ser utilizado pa-
ra o projetar filtros stack 6timos em relagdao ao erro MAE. Mostramos também aplicacGes destes
filtros para filtragem de ruidos “speckle” e do tipo impulso em imagens niveis de cinza.

No capitulo 9 apresentamos exemplos de aplicacao das técnicas propostas para resolver problemas
reais de processamento de imagens. No capitulo 10 apresentamos um resumo das principais contri-
buicoes e as conclusoes deste trabalho. O apéndice apresenta uma secao com imagens que ilustram os
resultados obtidos para os exemplos apresentados no capitulo 9 e uma lista de artigos que decorreram
do estudo relacionado com a elaboragao desta tese.



Capitulo 2

Operadores Morfoldgicos de Imagens
Binarias

Este capitulo fornece um embasamento conceitual necessdrio para o desenvolvimento dos capitulos
subseqiientes. Comecando por algumas definicbes e notacoes basicas, revemos inicialmente o con-
ceito de W-operadores, que constituem a classe de operadores estudada nesta tese. Mostramos
também alguns exemplos destes operadores, bem como algumas de suas propriedades. Em seguida,
concentramo-nos no topico de maior relevancia para os capitulos subseqiientes: as representagoes
dos W-operadores, uma vez que para projetd-los necessitamos escolher uma representagao para os
mesmos.

A maior parte deste capitulo consiste de revisdes de resultados e propriedades conhecidas [10,
11, 157, 16, 48], organizadas de forma adequada para as necessidades deste texto. Esta organizagio
fornece uma visao global e bem estruturada sobre os W-operadores, principalmente sob a perspectiva
de projeto de operadores.

2.1 Notacoes e Definicoes Basicas

Seja E = Z2. Os elementos de E sio denotados por letras mintisculas tais como z,y e z. A origem
de E é denotada por o e a operagio usual de adicdo em E por +. Subconjuntos® de E sio denotados
por letras maitisculas tais como X e S. A cardinalidade de um conjunto X C E é denotada por |X].
O translado de um conjunto S C E por z € E é denotado S, e definido por S, ={z+z:2 € S}. O
complemento de S é denotado S¢ e definido por S° = {z € E: z ¢ S}. O transposto de S é denotado
S e definido por S = {z € E: —z € S}. A unio e a intersec¢io de dois subconjuntos A,B C E séo
denotados, respectivamente, A UB e AN B, e definidos por AUB={z € E: 2z € Aouz € B} e
ANB={zecE:z€AexecB}

Seja W C E, um subconjunto especial a ser denominado de janela. A colecao de todos os
subconjuntos de W é denotada por P(W). Assim, P(E) denota a colegdo de todos os subconjuntos
de E. Seja K = {0,1,...,k}, k inteiro e £ > 0. Uma imagem digital definida sobre W é uma funcao
f:W —= K. Se k=1, entdo a imagem é bindria; caso contririo, ela é uma imagem em niveis de

! Conhecimentos sobre nocoes basicas da teoria de conjuntos [59] e matematica discreta [139] podem ser titeis para
a leitura deste trabalho.
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cinza. A colecio de todas as imagens definidas sobre W, com valores em K, é denotada por KW.
Da mesma forma, K® denota todas as imagens definidas sobre E com valores em K. Nesta tese a
atencao serd voltada a imagens binarias, com algumas excessoes.

2.1.1 Imagens Binarias e Conjuntos

Recordamos aqui a equivaléncia entre imagens binarias e conjuntos.

Definicao 2.1 (Limiarizacdo e corte) O mapeamento Ty : KWV — P(W) definido por
zeTi[f] <= f(z) >t (2.1)

para todo f € KWV, t€ K ex € W, € a limiarizacio de f no nivel t. O conjunto T[f] é o corte de
f no nivel t.

Seja f uma imagem bindria e seja T1[f] o seu correspondente conjunto; seja S um subconjunto
de W e 1g, a funcéo indicadora de S, definida por, Vx € W,

lg(z) =1z €S, (2.2)

a sua correspondente funcio bindria. Qualquer imagem binéria f € {0,1}W define um tnico conjunto
em P(W) e vice-versa, pois para todo S € P(W) e f € {0,1}W, T [Ig] =S e Iy = f- O conjunto
de todas as imagens binarias definidas sobre W pode ser, portanto, equivalentemente denotado por

P(W).

O conjunto S define os objetos (“foreground”) da imagem
1g, enquanto S¢ define o fundo (“background”) de 1g. Nas
figuras ao longo deste texto, os objetos aparecem como os
elementos escuros enquanto o fundo aparece como regioes
brancas (ver figura ao lado). Os pontos de E sao muitas ve-
zes referidos como “pixel”; os pontos que correspondem aos
objetos sdao os “pixels acesos” e aqueles que correspondem
ao fundo sdo os “pixels apagados”. Por conveniéncia, ao
longo deste texto, um conjunto S serd denominado imagem,
mas deve ficar claro que a imagem em questao é 1g.

+— fundo

N

objetos

A colegdo P(W), com a relagdo usual de inclusdo de conjuntos, forma um reticulado Booleano
completo [23]. As operacdes de unido e intersegio sdo, respectivamente, os operadores U e N definidos
acima. O menor e o maior elementos deste reticulado sao, respectivamente, § e W.

2.1.2 Operadores de Imagens

Um operador de imagens é uma funcio ¥ : K® — K®. Um operador de imagens binarias pode
ser entendido também como um operador de conjuntos, i.e., ¥ : P(E) — P(E). Na maior parte
deste texto trataremos apenas de operadores binarios, os quais serao tratados como operadores de
conjuntos, salvo mencdo em contrario.
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Alguns operadores bésicos

Definigao 2.2 (Constante I e O) Os operadores I : P(E) —» P(E) e O : P(E) — P(E), definidos
por I(S) = E e O(S) = 0 para todo S € P(E), sdo respectivamente os operadores constante E e
constante 0.

Definicao 2.3 (Identidade) O operador.:P(E) — P(E) definido por 1(S) =S para todo S € P(E)
€ denominado o operador identidade.

Definicao 2.4 (Complemento) O operador v : P(E) — P(E) definido por v(S) = S° para todo
S € P(E) € denominado o operador complemento.

Definigao 2.5 (Translacao) Dado z € E, o operador 7, : P(E) — P(E) definido por 7,(S) = S,
para todo S € P(E) é denominado o operador translagio por z.

Definigao 2.6 (Erosao e dilatacao) Seja B € P(E). Os operadores Ep : P(E) — P(E) e Dp :
P(E) —» P(E) definidos, respectivamente, por

Ep(S)={z€E:B, CS}

Dp(S)={z€E:B,NS # 0}

para todo S € P(E), sdo denominados a erosdo e a dilatagdopor B. O conjunto B € denominado
elemento estruturante.?

Defini¢ao 2.7 (Operador sup-gerador) Sejam A,B tais que A C B C E. O operador definido
por

A(A,B)(S) = {Z ekE: Az g S g Bz} (23)
VS € P(E), € o operador sup-gerador com pardmetros A e B.
Os operadores sup-geradores sdo equivalentes aos operadores “hit-or-miss” [147]. Estes sdo denotados

Hwvy U,V € P(E), e definidos por Hyv)(S) = {z € £ : U, C SeV, C 8, para qualquer
S € P(E). Note que Ay vy = Huve)-

Definicao 2.8 (Composicao de operadores) Sejam VU, e V¥, dois operadores de P(E) em P(E).
A composicao de W, com W, € denotado W, ¥, e definido por W,¥, (S) = ¥, (¥, (S)), VS € P(E).

Dois operadores formados por composicao e que sao bastante utilizados sdao a abertura yg = Dp Ep
e o fechamento ¢p = Eg Dp.

ZNa literatura, duas defini¢bes para a dilatacio sio utilizadas. A apresentada neste texto consiste da defini¢io
utilizada por Serra [147]. A outra defini¢do, utilizada por Heijmans [75] por exemplo, usa a defini¢ao Dp(S) = {z € E:
B. NS # 0}, onde B corresponde ao conjunto transposto de B (neste caso, o elemento estruturante é o conjunto B).
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Proposicao 2.9 Um operador sup-gerador A5 By pode ser expresso em termos de uma erosdo e uma
dilatacdo, da sequinte forma:
A(A,B) = FA AvDge

Dem.: Veja demonstragido em [9]. [ ]

Defini¢ao 2.10 (Operador Invariante por Translacdo) Um operador ¥ : P(E) — P(E) € dito
ser invariante por translacdo (i.t.) se e somente se (sse) U(S,) = [¥(S)]., para todo S € P(E) e
z € E.

A invariancia por translacdo implica que o resultado de um operador transladado por z é exatamente
o resultado obtido transladando-se primeiro o objeto por z e depois aplicando o operador sobre este
objeto transladado. Sob outra perspectiva, significa que a localizacdo dos objetos nao é relevante:
objetos iguais a menos de translagao sao mapeados para objetos iguais, a menos de translagdao. Todos
os operadores apresentados acima sao invariantes por translagao.

Definicao 2.11 (Operadores localmente definidos) Um operador ¥ : P(E) — P(E) € local-
mente definido (I.d.) em W sse & € ¥(S) <=z € ¥(SN'W,), para todo x € E ¢ S € P(E).

2.2 W-operadores e Sua Representacao

Defini¢ao 2.12 (W-operador) Um operador ¥ : P(E) — P(E) € um W -operador sse ele € i.t.
eld em W.

Qualquer operador i.t. ¥ : P(E) — P(E) é localmente definido em E, pois E, = E para todo = € E e,
portanto, € ¥(S) <=z € ¥(SNE) <= = € ¥(SNE,) para todo S € P(E) . Logo, os operadores
i.t. podem ser vistos dentro do contexto de W-operadores (usando W = E). Mais geralmente, se ¥
é um W-operador, entao ele é também um W’-operador para quaisquer W’ satisfazendo W C W'.

A colecao de todos os W-operadores, denotado ¥, forma também um reticulado Booleano com-
pleto. A relagdo de ordem (<), as operagdes de infimo (A) e supremo (V), e o operador complemento
sao herdados do reticulado dos conjuntos. Isto é, para quaisquer ¥ ,¥, € ¥,

U <P < ¥ (S) CY(S),VS e PE)

(I, A,)(S) =¥,(S)NY,(S),VS € P(E)

(T, VI,)(S)=9,(S)UY,(S),VS € P(E)

(v¥)(S) =[¥(S)]°,VS e P(E).
O menor e o maior elementos deste reticulado sao os operadores O e I, respectivamente.
Proposicdo 2.13 (Caracterizacdo de W-operadores por func¢ées) Um operador ¥ : P(E) —
P(E) é um W-operador sse existe uma fungao ¢ : P(W) — {0,1} tal que
U(S)={zeE:¢(S_,NnW)=1} (2.4)

para todo S C P(E).
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Dem.:

(=) Seja ¥ : P(E) - P(E) um W-operador. Defina ¢ : P(W) — {0,1} da seguinte forma:
PY(X) =1+ o€ ¥(X)
para todo X € P(W). Entdo,

(1)

zeVS) < zeVSNW,)
L e [T(SNW,)]—a
LL e T(S_,NW)

L y(S_,NW) =1

para todo S € P(E). A equivaléncia (1) vale pois ¥ € l.d., (3) pois ¥ € i.t., e (4) pois S_,NW C W.
(<) Para todo z,z € E e S € P(E),

2 WS, <L YS.,,NW)=1
& —z+z e Y(S)
Lz e [¥(9)].

As equivaléncias (1) e (2) decorrem da defini¢ao, e (3) pela propriedade de translagdo. Portanto
W ¢ i.t. Além disso,

zeU(S) <

!

P(S_a NW) =1
P(SNWa)_z) =1

P((SAW,)_a NW) =1
Ly 2 ev(SNW,)

(2)

|

(3)

!

As equivaléncias (1) e (4) decorrem da definigdo, (2) pois S_,NW = (SNW,)_, e (3) (SNW,,)

—z C
W. Portanto ¥ € l.d. [ |

Heijmans [75] (secao 4.5) mostra que qualquer fungdo ¢ : P(W) — {0, 1} caracteriza um W-operador.
Juntando isso com a proposigao anterior, temos que todo W-operador ¥ é caracterizado por um

mapeamento ¢ : P(W) — {0,1} e vice-versa. O mapeamento 1 é denominado a fun¢do caracteristica
de U.

Exemplo 2.14 A erosio Ep e a dilatagao Da sio W -operadores com W = A, enquanto Az p) €
um W-operador com W = B. O operador que extrai as bordas internas de uma imagem bindria,
definido por ¥ =i Av Ep, onde B € o elemento estruturante 3 x 3, é um W3xs-operador. A fung¢ao
caracteristica da erosado Ea € a fungdo ep, definida por ep(X) = 1 <= A C X, VX € P(W).
A fungdo caracteristica da dilatagio Da € a fungdo 6p, definida por §p(X) = 1 <= ANX # 0,
VX € P(W).
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2.2.1 Algumas Familias de W-operadores

Os W-operadores que satisfazem certas propriedades definem subclasses de operadores. Apresen-

tamos nesta secdo algumas dessas propriedades que serdo retomadas mais adiante. Seja ¥ um

W-operador. Entéao, ¥ é

e anti-extensivo sse ¥(S) C S, VS € P(E).

e anti-extensivo complementar sse ¥(S) C S, VS € P(E).

e extensivo sse S C ¥(S), VS € P(E).

e extensivo complementar sse S¢ C ¥(S), VS € P(E).

o crescente sse S1 C So = ¥(S1) C ¥(S2), para quaisquer S1,S2 € P(E).

e decrescente sse S C So = W¥(S2) C ¥(S1), para quaisquer S1,S2 € P(E).

e auto-dual sse U*(S) = ¥(S), para todo S € P(E), onde o dual de ¥, ¥U*, é definido por ¥*(S) =
[(5)]°.

A nocao de operadores extensivo-complementares e anti-extensivo complementares, embora sim-
ples, ndo sdo conhecidas na literatura consultada.

2.2.2 Nucleo e Base de W-operadores

O ntcleo de um W-operador ¥ : P(E) — P(E) é definido por:
Kw(¥)={XeP(W):0e ¥(X)} (2.5)

Note que se W = E, entdo temos Kyw(¥) = K(¥) = {X € P(E) : 0 € ¥(X)} (a definicao classica de
nicleo para operadores i.t.).

Uma vez que o € ¥(X) <= ¢(X) = 1, para todo X € P(W), podemos reescrever
Kw(¥) ={X € P(W) : (X) = 1}.

As seguintes relagdes entre Ky (¥) e (V) sdo verificadas:
1. Kw(¥) C K(¥). De fato, VX € P(W),

XeKw(®) <= 9¥(X)=1 (definicio de Ky (¥))
= o0€YX,NW)
— o0€VY(X)

= Xek(¥)

2. SeEK(¥) <= SNW € Kw(¥). De fato,
SEL(P)©o0eTUS) YS_oNW)=19Y(SNW)=1SNW e Ly(P).
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Definigao 2.15 (Intervalo) O conjunto [A,B] = {X € P(W) : A C X C B} € denominado inter-
valo com extremidades A e B. Se A = B entao [A,B] € um intervalo trivial (i.e., contém um dnico
elemento) e se A Z B entao [A,B] é um intervalo degenerado (i.e., [A,B] =10).

Definigao 2.16 (Base) A base de um operador i.t. ¥, denotado Bw(¥), € o conjunto de todos
os intervalos mazimais de Kw(¥). Isto €, [A,B] € Bw(¥) implica que V[A',B'] C Kw(¥), se
[A,B] C [A!,B'] entao [A,B] = [A/,B’].

2.2.3 Representacoes em Termos de Nucleo e de Base

Qualquer W-operador pode ser expresso unicamente em termos de seu nucleo, isto é, como a unidao
de operadores sup-geradores caracterizados pelos intervalos do ntcleo (Barrera e Salas [16]):

¥ =\/{A@p :[A,B] CKw(¥)}. (2.6)

Esta representagdao é uma generalizagdo do resultado prévio para o caso de operadores i.t devido a
Banon e Barrera [9],

v =\/{Anp A Bl CKW)}, (2.7)

que, por sua vez, generaliza um resultado prévio devido a Matheron [118], para o caso de operadores
i.t. crescentes:

¥ =\/{Es:Bek@®)}. (2.8)
Em termos de sua base, ¥ pode ser expresso por :
w=\/{Anp :[AB] € BW)} (2.9)
e no caso de operadores crescentes, por :
w=\/{Ex:[AE] € BW)}. (2.10)

Esta ultima representagao é facilmente derivada a partir da proposi¢ao 2.9 e da equagao 2.9, pois

se ¥ é crescente, entdo todos os intervalos maximais contidos em Kyw(¥) sdo da forma [AE], e
Dg(S)¢ = Dy(S)¢ =0 =E, VS € P(E). Isto implica que Ep A vDge = Ejp.

Nicleo de Algumas Familias de W-Operadores

Os operadores que satisfazem certas propriedades algébricas possuem nicleos com caracteristicas
especiais. A seguir listamos algumas classes de operadores e a caracteristica dos respectivos nicleos.

Proposicao 2.17 Seja W C P(E) tal que o € W. Um W-operador ¥ : P(E) — P(E) € anti-
extensivo sse todos os elementos Kw(¥) contém a origem.

Dem.:

(=) Seja X € Kyw(¥). Entdo o € ¥(X) por defini¢io. Como ¥ € anti-extensivo, entao ¥(X) C X,
e portanto o € X.

(<=) Se todos os elementos de Kw(¥) contém a origem, entdo x € ¥(S) = z € {z € E :
YOz NW)=1}=0€eS_;,NW=0€8S_,=z€8S. [ |
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Proposicao 2.18 Um W-operador ¥ : P(E) — P(E) € anti-extensivo complementar sse todos os
elementos de Kyw (V) nao contém a origem.

Dem.: Andlogo ao caso anti-extensivo. |

Proposicao 2.19 Um W-operador ¥ : P(E) — P(E) € extensivo sse todos os elementos de P(W)
que contém a origem pertencem a Ky (V).

Dem.:

(=) Se ¥ é extensivo, entao VS € P(E), S C ¥(S). Seja X C W tal que o € X. Como
0 € X CU(X) entdo o € ¥(X), isto € X € Ky (P).

(<) Seja S € P(E). Para todox € S, 0 € S_, e portanto, S_,NW € Kw(¥), isto €, Y(S_,NW) =
1. Logo S C ¥(S) (ou seja, ¥ € extensivo). [ |

Proposigao 2.20 Um W-operador ¥ : P(E) — P(E) é extensivo complementar sse todos os ele-
mentos de P(W) que ndo contém a origem pertencem a Ky (V).

Dem.: Andlogo ao caso extensivo. |

Proposicao 2.21 Um W-operador ¥ : P(E) — P(E) € crescente sse X € Kw(¥) =Y € Lw(¥),
para todo X,Y € P(W) satisfazendo X C Y.

Dem.:

(=) Sejam X,Y € P(W) tal que X CY. Se X € Kw(¥) entdo o € ¥(X). Como ¥ € crescente,
entao ¥(X) C U(Y) e portanto o € ¥(Y). Logo Y € Kw(¥).

(<) Sejam S,S' € P(E) tal que S C S. Entao,
z€¥Y(S) < o0€Y(S_,)
— S_.NWEeKLy(P)
= S . _ NWeKw(¥) (poisS_,NWCS_  NW)
< o0€VY(S.,)
— z€¥(9)
|

Proposicao 2.22 Um W-operador ¥ : P(E) — P(E) € decrescente sse X ¢ Kw(¥) = Y ¢
Kw(¥), para todo X,Y € P(W) satisfazendo X C'Y.

Dem.: Andloga ao caso crescente. |

Proposicao 2.23 Um W-operador ¥ : P(E) — P(E) € auto-dual sse X € Kyw(¥) <= X°NW &
Kw(¥), VX € P(W).

Dem.:
(=) Para qualquer X € P(W), X € Kw(¥) <=0 € ¥(X) = [¥(X)]* <= 0 g ¥(X°) <= X &
Kw(®).
(<=) Para qualquer x € E, z € ¥U(S) <= 0 € ¥U(S_;) <= S_, NW € Lyw(¥) <= S°NW ¢
Kw(¥) <= 0€ ¥(S_;) <= = € ¥(S°) < z € [¥(S9)]".
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2.3 Funcoes Booleanas e sua Representacao

Nesta se¢io apresentamos uma revisdo sobre func¢des Booleanas [77, 37]. Uma funcéo f : {0,1}" —
{0,1}, onde n é um inteiro positivo, é denominado fun¢ao Booleana. Como existe uma corres-
pondéncia 1 para 1 entre elementos de P(W) e {0,1}Wl os mapeamentos ¢ de P(W) em {0,1}

podem também ser vistos como fungdes Booleanas. Supondo W = {wi,ws,...,w,}, cada elemen-
to X € P(W) pode ser visto como um elemento do espago {0,1}|W| e vice-versa: X equivale a
X = (z1,22,...,2w|) € {0,1MWlonde 2, =1 == w; € X,Vi=1,2,...,|W|. Isto é, se z1,29,...,2n

sd0 as varidveis da funcdo Booleana v, entdo o valor de ¢ é calculado para um elemento X € P(W)
fazendo-se z; = 1 & w; € X. Conseqlientemente, para representar W-operadores podemos estudar
representagoes de func¢oes Booleanas.

Daqui em diante, ndo faremos distin¢do entre mapeamentos de {0, 1}" para {0, 1} e mapeamentos
de P(W) para {0,1}. Um mapeamento ¢ : P(W) — {0,1} serd considerada uma funcido Booleana
de |W| variaveis.

2.3.1 Representagao Tabular

Uma funcio Booleana pode ser definida especificando-se o seu valor para cada elemento de {0,1}".
Uma forma simples para representar uma funcao assim especificada é através de uma tabela de 2
colunas, onde cada linha da primeira coluna contém um elemento de {0,1}", e a segunda coluna
contém o valor da fun¢do Booleana para o elemento correspondente na primeira coluna. Se alguma
ordenacdo padronizada é utilizada, entdo pode-se omitir a primeira coluna. Tabelas deste tipo séo
conhecidas como tabelas-verdade.

Exemplo 2.24 A seguinte tabela-verdade define uma fung¢io Booleana de 3 varidveis ¢ : {0,1}3 —
{0,1}. A ordem adotada para os elementos de {0,1}> é a ordem lexicogrdfica.

ry a3 | Y(T1,22,23)
000 1
001
010
011
100
101
110
111

OO OO+

Uma funcao Booleana ¢ pode também ser caracterizada em termos do seu conjunto-1, denotado
(1) e definido por (1) = {X € {0,1}" : ¥(X) = 1}. Alternativamente, pode também ser carac-
terizada pelo seu conjunto-0, denotado ¥(0) e definido por ¥(0) = {X € {0,1}" : ¥(X) = 0}. Se a
funcao é completamente especificada, i.e, se seu valor é definido para todos os elementos de {0,1}",
entdo ¥ (1) U(0) = {0,1}". A funcio que mapeia todos os elementos de {0,1}" para 0 é denota-
do por um zero em negrito, 0; aquele que mapeia todos para 1 é denotado 1. No exemplo acima,

(1) = {000,001,011,111} e ¥(0) = {010, 100,101,110}. Vale notar que (1) equivale a Ky (¥).

O conjunto {0,1}" (ou equivalentemente, P(W)) é um reticulado Booleano completo com respeito
arelagdo < (respec, C). A figura 2.1 mostra os elementos de {0, 1}"™ através de um diagrama de Hasse.
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Uma funcao Booleana v sera freqiientemente ilustrada através desse diagrama, onde elementos de
(1) aparecem como néds escuros (circulos hachurados) e os elementos de 1 (0) aparecem como nés
brancos (circulos ndo hachurados). A figura 2.1 ilustra a fungéo ¢(x1,x2,x3) = 1 T2 + @1 23 + T2 23,
conhecida como a fun¢do da mediana.

111

Figura 2.1: Representacdo grafica da funcdo v (z1, 2, 23) = x122 + 123 + 2223,
onde ¥ (1) = {011,101,110,111} e (0) = {000,001,010,100}.

Um sério problema com a representacdo tabular é que ela requer muito espago para armaze-
namento. Uma tabela-verdade de uma fungdo com n varidveis contém exatamente 2" linhas. Isto
implica que tanto a tabela-verdade quanto quaisquer outras representacoes que consistem em enu-
merar explicitamente os elementos (ou parte dos elementos) de {0,1}" podem tornar-se invidveis do
ponto de vista préatico. No contexto de operadores morfoldgicos, significa que representar o nticleo
de um W-operador explicitamente nao é uma solugao pratica.

2.3.2 Expressoes Booleanas

Funcées Booleanas podem ser definidas a partir de expressoes contendo literais (varidveis ou varidveis
complementadas), os operadores bindrios + e -, e parénteses. Mais precisamente, definimos expressoes

Booleanas em n-variaveis x1, 22, ..., &, recursivamente da seguinte forma :
e Os simbolos 0, 1 e x1,x2,...,x, sdo expressoes Booleanas ;
e Se FEy e E» sao expressoes Booleanas em z1,o,...,2T,, entdo também o sdo (Ep) + (Ea),

(E1) - (E2) e E1 (o operador - sera omitido e, em geral, os parénteses sdo omitidos).

A partir de uma expressao, podemos construir sua tabela-verdade avaliando seu valor para cada
elemento de {0,1}". Por exemplo, a tabela-verdade para a expressdo f(z1,z2,z3) = T1(T2T3 +
zox3) +3(T1T2 + x122) é exatamente a mesma mostrada no exemplo 2.24. Duas expressdes sio ditas
equivalentes se elas definem uma mesma fung¢ao Booleana.

Existem duas expressdes candnicas, SSOP (soma candnica de produtos, do inglés “standard sum
of products”) e SPOS (produto candnico de somas, do inglés “standard product of sums”), que
podem ser diretamente obtidas a partir da tabela verdade. A forma SSOP de ¢ é a soma dos
produtos correspondentes a elementos mapeados para 1, enquanto a forma SPOS é o produto de
somas correspondentes aos elementos mapeados para 0. No caso do exemplo 2.24, a forma SSOP e
SPOS sao, respectivamente, ¥ (z1,x2,23) = T1 T2 T3 + Ty To T3 + T1 &2 3 + 1 o 3 € Y(x1, T2, 23) =
(z1 4+ T2 + x3)(T1 + 22 + 23)(T1 + x2 + T3)(T1 + T2 + 23). O termo candnico vem do fato de que uma
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funcdo pode ser unicamente representada nesta forma [77]. No diagrama de Hasse, 1) é representada
como na figura 2.2.

111

Figura 2.2: Representacao de 9 através do diagrama de Hasse.

Conforme vimos nos exemplos citados, uma mesma funcao Booleana pode ser representada por
diferentes expressdes. A minimizacao de funcdes Booleanas, i.e, a sua representagao por expressoes
equivalentes minimais, é um assunto bastante estudado [77, 32, 120]. Uma das formas minimais mais
estudadas é a forma minimal de soma de produtos.

Definigao 2.25 (Expressao minimal) Uma ezpressdo escrita como soma de produtos é uma ex-
pressd@o minimal (ou MSOP) se (1) ndo existe outra expressGo equivalente envolvendo um menor
nimero de produtos, e (2) nao existe nenhuma outra expressdo equivalente envolvendo o mesmo
numero de produtos mas um numero menor de literais.

Apresentamos alguns conceitos adicionais que serdo uteis para o entendimento de expressoes que
consistem de soma de produtos. Um produto com n — k literais associa valor 1 a exatamente 2F
elementos de P(W). Estes 2% elementos formam um intervalo e sio geralmente denominados de k-
cubos. Por exemplo, um elemento {X} € P(W) é um 0-cubo enquanto P(W) é um n-cubo. A forma
SSOP de uma funcao Booleana pode ser entendida como uma colecao de O-cubos. Similarmente,
qualquer expressdo como soma de produtos corresponde a uma colecdo de cubos (ou intervalos).
Graficamente, um 0-cubo corresponde a um vértice no diagrama de Hasse, enquanto um 1-cubo
corresponde a uma aresta, um 2-cubo a uma face, e assim por diante.

Um intervalo [A,B] pode ser denotado suscintamente por uma cadeia de caracteres de compri-
mento |W|, contendo os caracteres 0, 1 ou X : para cada varidvel z;, o i-ésimo caractere da cadeia

’

é
1 sew; €A

0 sew; B
X sew; ¢ Aew;, €B

Por exemplo, o intervalo [100,110] pode ser representado por 1X0.

Fungdes Booleanas herdam a relagio de ordem do reticulado (P(W),C), i.e., para quaisquer

fun¢des Booleanas ¥ e ¢2, 1 < 1o <= 91(X) < 92(X) para todo X € P(W)

Definicao 2.26 (Implicante primo) Um implicante primo de uma fun¢do Booleana ¢ é um pro-
duto p tal que p(x1,z2,...,2,) = 1 = ¢Y(x1,22,...,2,) = 1 e nao existe nenhum outro produto p',
p <p tal que p'(z1,22,...,2,) =1 = Y(21,22,...,2,) = 1.
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Os implicantes primos de uma funcao Booleana correspondem aos cubos maximais formados por
elementos de ¥(1).

Exemplo 2.27 Os implicantes primos da func¢ao Booleana Y(x1,x2,x3) = T1ToT3 + T1To w3 +
T1 To T3 + T1 T2 3 Ao 0s produtos T1 T2, T1 X3 € To T3, que correspondem respectivamente aos cu-
bos mazimais 00X, 0X1 e X11 de ¢(1). A representagdo minimal de ¢ € dada pela expressdo
Y(x1,x2,23) = Ty To + T2 x3, que corresponde aos dois implicantes primos necessdrios para cobrir
todos os elementos de Y (1). Veja a representa¢ao através do diagrama de Hasse na figura 2.3.

0X1

00X 00X

Figura 2.3: Os intervalos maximais de On(1) (esquerda) e os intervalos da ex-
pressdo minimal (direita).

A forma MSOP da funcdo Booleana do exemplo 2.24 é a expressdo 9(z1,x2,x3) = T1 T2 + T2 3.
Existe um conjunto de regras algébricas que, quando convenientemente aplicadas sobre quaisquer
expressoes Booleanas, proporcionam um meio para se obter sua forma SSOP [77, 96]. Uma vez
que as funcoes Booleanas estejam na forma SSOP, algoritmos classicos como o mapa de Karnaugh
(para minimizagao de fungdes de até 6 varidveis) ou o algoritmo de Quine-McCluskey (QM) podem
ser utilizados para a sua minimizagdao. A minimizacao de fungoes Booleanas serd discutida em um
capitulo & parte, capitulo 4.

Expansao de Shannon

A funcdo que resulta quando algum argumento z; de ¥ é substituido por uma constante b (b € {0,1})
é denominada restri¢do de 1) ou co-fator, e é denotada por v |,,=4. Isto é, para qualquer argumento
Tiy Y lai=p (T1,...,2n) = Y(T1,...,%i-1,b,&it1,...,Tn). Note que as funcdes ¥ |g;=1 € ¥ |¢;=0 sdo
fungoes que dependem de n — 1 variaveis.

Usando esta notagao, a expansao de Shannon de i em torno de z; é dada por

V=2 |e;=1 + i |e=0 (2.11)
Por exemplo, a funcao do exemplo 2.24 expandida em torno de xo é expressa como :

Y(x1,®2,x3) = T1T2T3 + Ty T3+ T1 T2 &3 + &1 T2 T3

= 9 (T1 23 + 21 23) + T2 (T1 T3 + T1 23)

Ou seja, neste caso, os co-fatores sdo : 9 |;,=1 = T1 23+ 123 € Y |z,=0 = T1 T3 + T1 3. Cada um
dos co-fatores pode ser sucessivamente expandido em torno de uma outra variavel. A expansido da
mesma func¢ao por xo, seguida pela expansao por 1 e depois por x3 pode ser visualizado no esquema
da figura 2.4. KEsta expansao serd explorada mais adiante, quando falaremos sobre representacdes
associadas as parti¢oes de P(W).
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.’13220 .’E2=1
T1T3+T1x3=T1 T1x3+ 213
1 =0 z1=1
.’13120 I1=1
1 0 T3 T3

.’)33=0 .’113=1

3 =0 3 =1
0 1 0 1

Figura 2.4: Esquema da expansao de Shannon de uma fungao Booleana.

2.4 Equivaléncia entre Representacoes Morfoldgicas e Booleanas

Nesta secao veremos primeiramente como mapear um operador morfolégico para uma funcao Boolea-
na e vice-versa. Faremos também algumas observacoes com respeito a equivaléncia de representacoes.

2.4.1 Conversao Intervalo-Expressao

Seja [A,B] um intervalo de P(W). Definimos uma fungéo pja pj : {0,1}" — {0,1} pela seguinte
expressao :

piap) (@1, @2, ..., ) = [] 0i(A,B) (2.12)
=1
onde
x; sew; €A,
oi(A,B)=1¢ T, sew; B,
"' sew; & Aew; €B.
e ' ! indica o caractere vazio. Por exemplo, o intervalo [A,B] = [010,110] C P(W) corresponde

ao produto pjp ] = z2Z3. Note que p[a p (X) =1 <= A C X C B. Portanto, P[A,B] € a fungao
caracteristica do operador sup-gerador caracterizado pelo intervalo [A, B]. Os casos particulares sio:

e o intervalo trivial [A, A] que corresponde ao produto canénico dado por :

T, sew; €A,

oi(A,A) = { T, se w; € A.

e o intervalo [A,E] que corresponde & erosdo (neste caso nenhuma varidvel presente no produto
é complementada)

ri, sew; €A

JZ(A,W)Z{ I g wng

)
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e e o intervalo [0, B] que corresponde & anti-dilatacio (neste caso todos as varidveis presentes no
produto sdo complementadas)

T;, sew; € B
ai(@,B)={ "1 se w; €B.

Com estas regras, é possivel, por exemplo, escrever a expressao Booleana 1) correspondente a um
operador ¥ a partir de sua forma canénica. De fato, a expressao 2.6 pode ser simplificada para

¥ =\/{Amp) : [B,B] C Kw(¥)} (2.13)

que corresponde a forma SSOP da funcao caracteristica. A representacdo candnica em termos da
base (Eq. 2.9) corresponde a soma de todos os implicantes primos.

2.4.2 Conversao Expressao-Intervalo

Para mapear um produto de uma expressdo para o correspondente intervalo, o seguinte procedimento
deve ser aplicado. Seja p =[], 0}, 05 € {z;, T;,' '}, um produto. Entao, o intervalo [A, B] associado
apédadopor A={w;:0;,=2;}e B={w;:0, =2, 0u0;, = '}

Com esta regra, qualquer expressao Booleana expressa como soma de produtos pode ser facilmente
convertida para uma expressao morfolégica expressa como supremo de sup-geradores.

2.4.3 Representagoes Associadas as Partigoes de P(W)

Devido a equivaléncia entre representacoes Booleanas e representagées morfolégicas de W-operadores,
para cada representacao Booleana existe uma representacao equivalente na representagao morfolégica
e vice-versa. Aqui estudamos as representacdes que podem ser associadas as particoes de P(W).

Seja {P; :i=1,2,...,k} uma particio de P(W) (i.e., Uy Pi=P(W) e P,iNP; =0 sei#j)e
seja ¢ : P(W) — {0,1} uma funcio Booleana. Para cada i em {1,2,...,k} seja

$i(X) = { Bb,(x)’ - § ; 2 (2.14)

Entao,

b= 4.

=1

Para obter a equivalente representacao morfolégica, seja ¥ o operador caracterizado pela fungao

¥,1€{1,2,...,k}. Entdo,

¥ =

1

k
¥ (2.15)
=1

e cada um dos operadores ¥ é um W-operador.

A representacio acima é valida para o caso particular em que as partes da particdo sao intervalos
de P(W). No caso da expansao de Shannon, as partes da particdo sdo construidas sucessivamente
bipartindo-se cada uma das partes, a partir de P(W). Portanto, ela equivale a um caso particular
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desta representacao, onde as varidveis de expansado definem as particoes e os co-fatores definem as
componentes ¥; da decomposicdao. A seguir apresentamos uma nova decomposicao de W-operadores,
que é um caso particular da representacao acima.

Proposicao 2.28 Seja ¥ : P(E) —» P(E) e seja z € E. Se denotamos 7,¥ por ¥,, entdo ¥ =
Toz(L ALV T, (v, ANTL).

Dem.: A demonstragao seque do fato de que ¥ = 7_,U, I =1V v, e a distributividade de V. Ou
seja,
= U =7 (IAD), =7 [ ATV (1 AL
|

Corolario 2.29 Qualquer operador ¥ : P(E) — P(E) pode ser expresso como ¥ = (LAW)V (VA V).

Dem.: Este ¢ um caso particular da proposi¢cdo 2.28, quando z = o. |

Proposicao 2.30 Qualquer W-operador pode ser expresso unicamente como o supremo entre um
operador anti-extensivo e um operador anti-extensivo complementar.

Dem.: Seja ¥ :P(E) —» P(E). Como c AV <1 evA¥ < v, temos que t AV € anti-extensivo e v AW
€ anti-extensivo complementar. Portanto, do coroldrio 2.29 segue que existe uma decomposi¢ao de
WU como supremo entre um operador anti-extensivo e um operador anti-extensivo complementar. A
untcidade desta representagdo decorre do fato de que (L AU)A (v ATY) = (LAV) AT =O0. [ |

Em particular, se a particdo considerada na equagao 2.15 for dada por P; = {S € P(E) : o ¢ S}
e Po={Se€P(E):0€ 8}, entao U =¥, VY, e, além disso, ¥, é anti-extensivo complementar e ¥,
é anti-extensivo. Observe que ¥, e ¥, podem ser expressos de diversas formas.

Dualmente, qualquer operador ¥ : P(E) — P(E) pode ser expresso como o infimo entre um
operador extensivo e um operador extensivo complementar. Além disso, qualquer operador exten-
sivo complementar pode ser escrito como o supremo entre um operador anti-extensivo e o operador
complemento. A figura 2.5 ilustra estes conceitos.

o -®
S ¥(S)

e'.—e -é— .
¥, (S) T, (S) ¥(S) .(S) ¥, (S) B, (S)
H—e [e—
T, (S) T, (S) ¥(S) U.(S) ¥ (S) ,(S)

Figura 2.5: Decomposigio do operador ¥ : ¥ =¥, U¥, =¥, NY, (¥, =T NY,
eV, =0 UY,), onde I, é anti-extensivo, ¥, é anti-extensivo complementar, ¥,
é extensivo, U, é extensivo complementar, e ¥, é o complemento.
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2.4.4 Resumo

No quadro a seguir, resumimos a correspondéncia entre elementos da representacao Booleana e os
da representacao morfolégica.

Representagao morfolégica Representacao Booleana

intervalo cubo

operador sup-gerador produto

erosao produto sem literais complementadas
anti-dilatacao produto somente com literais complementadas
unido de sup-geradores soma de produtos

intervalos maximais do nicleo | implicantes primos

equacao 2.13 SSOP

equacao 2.9 soma de implicantes primos

Uma estrutura adequada para representar uma funcdo Booleana expressa através de soma de
produtos seria, portanto, uma colecido de intervalos onde cada intervalo corresponde a um produto
da expressao.

2.5 Comentarios

Para entender, dentro de um contexto mais abstrato, os resultados apresentados neste capitulo,
convém lembrarmos que a morfologia matematica estuda mapeamentos entre reticulados comple-
tos. Como ja mencionamos, a cole¢do P(E) munida com a rela¢io usual de inclusdo de conjuntos,
C, forma um reticulado Booleano completo. Portanto, o conjunto de mapeamentos entre imagens
binérias (conjuntos) pode ser entendido como um caso particular da morfologia matemégtica. Os
resultados referentes a representacao de operadores morfoldgicos num contexto mais abstrato podem
ser encontrados em [10, 75, 148].

Em relacio ao dominio das imagens, nesta tese nos restringimos ao plano digital Z2, porém a maior
parte dos resultados a serem apresentados valem também para outras grades como as hexagonais.
Informacdes sobre grades digitais podem ser encontradas por exemplo em [103].

Uma forma relativamente compacta para representar um operador é através dos intervalos ma-
ximais contidos no niucleo (ou, equivalentemente, os implicantes primos da fungdo Booleana ca-
racteristica). Dado um operador nesta forma (que possui uma estrutura totalmente paralela),
um problema bastante interessante e dificil é encontrar uma representacdo equivalente mais com-
pacta (expressdes curtas). Em geral, operadores podem ser representados mais compactamen-
te quando expressos em estruturas seqiienciais (composi¢do de operadores mais simples). Para
este ultimo, alguns trabalhos relacionados podem ser encontrados, por exemplo, nas referéncias
[71,173, 136, 168, 172, 128, 63]. Existem também estudos sobre decomposicao de func¢des Booleanas,
isto é, sua expressdo como uma composicdo de duas ou mais funcoées Booleanas definidas sobre um
numero menor de variaveis. Os trabalhos conhecidos nesta area tratam apenas com decomposicbes
de certas formas bem especificas. Uma das decomposicoes bastante estudadas é a decomposicao
de Curtis/Ashenhurst e suas variantes [36, 131]. A representagio de fung¢des Booleanas através de
estruturas como o BDD (Diagramas de Decisdo Bindria) [27] é utilizada para avaliar eficientemente
o valor da funcao.



Capitulo 3

Projeto de W-Operadores

Neste capitulo apresentamos uma visdao geral sobre o projeto de W-operadores a partir de exem-
plos obtidos de amostras de imagens observadas-ideais. Analisamos inicialmente os diversos aspectos
do problema no contexto de aprendizado computacional. Em seguida analisamos as limitagdes das
técnicas existentes para projeto de W-operadores. Por ultimo discorremos sobre uma possivel inter-
pretacdo que permite entendermos quais devem ser as preocupagoes das técnicas que visam contornar
as limitagoes.

3.1 Descricao do Problema

Seja ¥, o espaco de todos os W-operadores e seja & C P(E) x P(E) uma cole¢io de pares de
imagens bindrias tal que, para todo (S,I) € §, S é uma imagem observada (i.e., uma imagem que
desejamos processar) e I é a respectiva imagem ideal (o resultado que gostariamos de obter apés o
processamento de S).

As imagens em & sdo consideradas realizacoes de dois conjuntos aleatdrios, S e I, estaciondrios
com respeito a janela de observacdo W [43, 65]. Informalmente, isto significa que a probabilidade de
um dado padréo (subconjunto) ser observado através de W em qualquer parte da imagem é a mesma.
Mais ainda, consideramos que os conjuntos aleatdrios S e I sdao conjuntamente estaciondrios, isto é,
se denotamos por X os padroes observados nas imagens S e por y o valor observado na correspondente
posigio na respectiva imagem ideal I, a probabilidade de um par (X,y) ser observado é a mesma em
qualquer ponto nas imagens (S,I).

Consequentemente, podemos entender que a colegao de imagens & € associada a dois processos
aleatdrios X e y caracterizados por uma distribui¢do de probabilidade conjunta P(X,y). As reali-
zagoes de X s@o subconjuntos X € P(W) que obedecem a uma distribuicao P(X), e as realizacoes
de y sdo valores y € {0,1}. A probabilidade de se observar y em I, dado que um certo padrao X foi
observado em S é dada pela probabilidade condicional P(y|X).

Estamos interessados em encontrar W-operadores que transformam as imagens observadas S no
dominio & para as respectivas imagens ideais I. Mais precisamente, desejamos projetar (escolher)
um W-operador ¥ tal que ¥(S) seja o mais préximo possivel de I em termos estatisticos. A nogao
de “proximidade estatistica” serd explicada mais adiante.

25
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A seguir apresentamos o problema no contexto de aprendizado computacional, com o intuito de
identificar os diversos aspectos que fazem parte do problema, a partir de nocées bem estabelecidas
naquela area de pesquisa.

3.2 O Problema Visto no Contexto de Aprendizado Computacional

O problema de aprendizado a partir de exemplos é um assunto vastamente estudado, com apli-
cacOes em diversas areas. KEste e outros assuntos correlatos sao temas de pesquisa de uma drea
conhecida como aprendizado computacional (ou “Machine Learning”, em inglés). Alguns concei-
tos desta area de pesquisa sao informalmente apresentados a seguir. Referéncias para este assunto
podem ser encontrados, por exemplo, em [122, 105, 97, 3, 73, 161, 167]. Reconhecimento de pa-
drées (por poderem, muitas vezes, ser vistos como problema de aprendizado) sdo também leituras
recomendaveis [57, 61, 156, 102, 91]. O objetivo central aqui é inserir o problema de projeto de
W-operadores neste contexto.

O aprendizado de interesse é o do tipo supervisionado , i.e., aquele no qual, para cada exemplo
observado, é fornecida também a classificacio do mesmo. Os sistemas de aprendizado analisam
esses exemplos, chamados ezemplos de treinamento, e procuram produzir uma fungio (classificador)
capaz de classificar tanto os exemplos de treinamento quanto outros exemplos obtidos de um mesmo
contexto da forma mais correta possivel. A parte central de um sistema destes é construido, em
geral, por um algoritmo de aprendizado, isto é, um algoritmo que analisa os exemplos de treinamento
e seleciona uma funcao (classificador) dentre um grupo de candidatos.

Um problema de aprendizado é geralmente associado a um espago de conceitos. Os conceitos
podem possuir uma conotacao abstrata e dependem do problema em questdao. Por exemplo, no caso
de processamento de imagens, um espaco de conceitos seria o espaco formado por todas as possiveis
transformacoes de imagens. Para que estes conceitos possam ser manipulados formal e computaci-
onalmente, eles precisam ser modelados. Os conceitos que podem ser expressos num determinado
modelo constituem o espa¢o de hipoteses. Em nosso contexto, o espago de hipoteses adotado ¢é o
espago de W-operadores. Diferentes janelas W definem espagos de diferentes tamanhos.

Os elementos no espaco de hipdteses, ou simplesmente hipdteses, possuem uma representacao
que se conforma ao modelo formal adotado. No caso de W-operadores, como vimos no capitulo 2,
existem diversas representacoes possiveis. Se as hipéteses admitem uma representagdo canodnica, entao
a escolha de uma hipétese pode ser entendida como a escolha dos parametros desta representacao
candnica. Por exemplo, no caso de W-operadores, a especificacao do nicleo ou da base é suficiente
para especificar um W-operador.

Na pratica, é comum o espaco de hipdteses ser definido em funcao da representacao adotada,
quando o ideal seria a escolha de uma representacao capaz de expressar todos ou o maior nimero
possivel de conceitos. Um ponto importante que deve ser lembrado é que um conceito que nao
pode ser representado nao pode ser aprendido [122].

Os algoritmos de aprendizado sdo aqueles que recebem como entrada um conjunto de exemplos
de treinamento e escolhem uma hipdtese no espago de hipdteses que melhor representa o conceito
associado aos dados de treinamento. Esse processamento é denominado treinamento ou aprendizado.
A diversidade de representagao das hipdteses pode abrir possibilidades para a utilizagao de diferentes
algoritmos de aprendizado, que podem tirar proveito da particular representacio adotada. Uma
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importante caracteristica desejavel nos algoritmos de aprendizado é a capacidade de generalizagao,
i.e., a capacidade de gerar hipdteses que classificam corretamente outros exemplos além daqueles
observados durante o treinamento. Algumas das técnicas mais comumente utilizadas por algoritmos
de aprendizado sdo, por exemplo, arvores de decisdo [26], redes neurais [24, 74, 72] e algoritmos
genéticos [126].

A escolha de uma hipdétese que melhor representa o conceito associado aos dados de treinamento
envolve a minimizagao de alguma medida de erro. Em geral, procura-se uma hipotese que seja o
malis consistente possivel com os dados de treinamento, isto é, hipdteses que classificam os dados de
treinamento corretamente. Uma vez que uma hipétese é escolhida, sua avaliagao é, em geral, realizada
sobre um conjunto de exemplos de validagdo, que consistem de exemplos similares aos exemplos de
treinamento, i.e., obtidos de um mesmo contexto. O erro da hipdtese sobre os dados de validagao
fornece uma medida do seu desempenho.

Em geral, o processo de treinamento é um processo computacionalmente caro tanto em termos
de tempo como em termos de espaco. A complexidade de espaco estd ligado a representacao das
hipéteses consideradas e a quantidade de exemplos de treinamento. Portanto, podemos dizer que
o espaco de hipdteses é limitado pelo espaco de memoria disponivel na méquina. Mais critico,
porém, é o tempo de processamento dos algoritmos de aprendizado. Em problemas de aprendizado
consideram-se dois tipos de tempo: o tempo de aprendizado e o tempo de aplicagdo. O primeiro é o
tempo necessdrio para processar os exemplos de treinamento e escolher uma hipdtese no espaco de
hipéteses; o segundo é o tempo necessario para aplicar a hipétese escolhida sobre uma instancia do
problema. Por exemplo, no caso de processamento de imagens, o tempo para projetar um operador
nao precisa necessariamente ser pequeno. No entanto, é desejavel que o tempo para processar uma
imagem (aplicar o operador projetado) seja pequeno, principalmente quando este estd inserido num
sistema de tempo real.

Existem vérios outros topicos importantes e interessantes tais como a questdao da robustez do
algoritmo de aprendizado, formas de se combinar hipéteses obtidas de diferentes algoritmos de apren-
dizado, complexidade de amostras, “PAC learning”, entre outros, que sao estudados nesta area, mas
que nao serao abordados em nosso estudo.

Para concluir esta secdo, notamos que o problema de projeto de W-operadores no contexto de
aprendizado computacional pode ser caracterizado em termos de trés elementos principais : um
espaco de hipdéteses, um critério de avaliagao e uma técnica de busca. Conforme mencionamos
na introducao, existem abordagens que sao mais especificas (pois utilizam espaco de hipéteses muito
restritivos ou técnicas de busca que dependem de caracteristicas especificas das imagens) e outras
que sao mais genéricas.

3.3 Avaliacao de W-operadores

A escolha de um operador pode estar associada a varios critérios. Um dos principais critérios é
a qualidade do operador, isto é, o qudo bem ele processa as imagens. Nesta secdo apresentamos
varios conceitos uteis para comparar operadores e para estabelecer um critério de escolha de um
operador. Apresentamos a no¢do de operadores estatisticamente étimos e tecemos alguns comentérios
sobre critérios que norteiam a escolha de um operador na pratica. As nogdes e conceitos a serem
apresentados aqui sdo um resumo de diversos trabalhos, tais como [39, 53, 46].
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3.3.1 Comparacoes Simples

Primeiramente consideramos a situacao em que dois W-operadores, ¥, e ¥,, caracterizados respec-
tivamente pelas fun¢des Booleanas 1 e ), precisam ser comparados. Listamos algumas formas de
comparacao.

Tamanho

O tamanho de um operador é a quantidade de dados ou de espago necessarios para o armazenamento
ou representagao do mesmo. O custo maximo para implementacao de operadores em hardware é em
geral bem definido. Este custo pode limitar, por exemplo, o numero de portas légicas ou o espaco
que podem ser utilizados na placa de circuito.

Diferenca Légica

A diferenga logica entre dois W-operadores fornece uma medida que indica a diferenga entre ambos
quando os mesmos sao comparados como fungoes légicas. Ela é definida por:

Elog[¥, W] = |S[ L] (3.1)
onde S[¥,, V] é a diferen¢a simétrica entre 1) e v, dado por
S, 4] ={X e P(W) : 44 (X) # % (X)}. (3-2)
Diferenca Probabilistica
A diferenca probabilistica entre ¥, e W, indica a probabilidade da diferenca simétrica, i.e.,
eprab| ¥, 0] = P (S[¥,, L,]) . (3.3)

Com relagdo a esta medida, se 94 (X) # 4 (X), mas se a probabilidade de observar X é desprezivel,
entdo o fato de que 1 (X) # 1 (X) é estatisticamente inconseqiiente. A diferenca probabilistica indica
se os elementos na diferenca simétrica sdo probabilisticamente relevantes ou ndo. Ou seja, mesmo
que dois operadores parecam muito diferentes em sua construcido algébrica, eles podem ser muito
similares como operadores sobre uma classe de imagens de interesse.

3.3.2 W-operadores Estatisticamente Otimos

O desempenho de um operador pode ser avaliado através de algumas medidas estatisticas que com-
param os resultados por ele gerados com os resultados esperados.

Funcao de Perda

Sejal : K x K — R uma funcao, denominada aqui de fung¢ao de perda. O erro médio, ou o risco,
de um W-operador ¥ segundo [ e com relacdo ao dominio &, denotado por R;(¥), é definido como
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sendo a esperanca da funcdo de perda [ calculada sobre §. Isto é,

Ri(¥) = E[l(y,,»(X))],

onde (X,y) é o processo aleatério conjunto, com distribui¢do conjunta P(X,y), que caracteriza as
imagens em §.

Por exemplo, se a funcdo de perda considerada é a diferenca absoluta, [(a,b) = |a — b|, o risco é o
erro absoluto médio (MAE, do inglés “mean absolute error”), dado por M AE(¥) = E[ |y —¢(X)|],
VU € W, .

A nocao de otimalidade

Definicao 3.1 (Operador ()timo) Dizemos que ¥, € W ¢é 6timo em W, sequndo a fungdo de
perda | e com relagio a S, sse Rj(V,) < Ri(¥), para todo U € W, .

Um operador 6timo em W, sera denotado ¥ _ ., enquanto um operador étimo em um subespago ¥, C
¥ serd denotado por ¥

W /o~ As referéncias a fungao de perda [/ e ao espago S (ou equivalentemente,
ao processo conjunto (X,y)) serdo omitidas propositadamente daqui em diante, exceto nas situagdes
em que a especificacido explicita dos mesmos seja necessaria.

Exemplo 3.2 O erro MAE de um W-operador ¥ é dado por :

MAE(Y) = Elly —¢(X)|]
= > |ly—vX)|PX,y)
(X,y)

= Y ly—vX)|P(X)P(yX)

(X,y)

= >, PX)) Iy —v(X)| P(yX)
X Y
= 3 POO[(X) POX) + (1 - (X)) P(1[X)]

X

Podemos deduzir um W -operador MAE-6timo em termos das probabilidades condictonais, minimi-
zando cada um dos termos do somatdrio, i.e., minimizando a erpressiao

e(X) = ¢(X) P(0|X) + (1 — (X)) P(1[X)

para cada X € P(W). Como ¢(X) € {0,1}, se tomarmos (X) = 0, entdo teremos e(X) = P(1|X);
se tomarmos (X) = 1, entao teremos e(X) = P(0|X). Portanto, a fungdo caracteristica do operador
que minimiza o MAFE € :

b (X) = { 1, se P(1|X) > P(0|X),
optW 0, se P(1|X) < P(0|X).

Mais ainda, como P(1]X) + P(0|X) = 1.0, entdo P(1|X) > P(0|X) sse P(1|X) > 0.5 (ou equivalen-
temente, P(1|X) < P(0|X) sse P(1|X) < 0.5). Logo, 1\, pode ser reescrito como :

(3.4)

1, se P(1|X) > 0.5,

Bpe (X) = { 0, se P(1|X) < 0.5. (3.5)
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O erro MAE de ¥, € dado, portanto, por

MAE(Y ) = > P(X) P(1|X) + > P(X) P(0|X)
{XeP(W): %ptw (X)=0} {XeP(W) :%th (X)=1}

Precisao de um W-operador

Definicao 3.3 (Aumento de Erro ou Precisao) O aumento de erro de um W-operador ¥ em

relagdo ao operador otimo W ., € dado por:

AT, ) = R(¥) — R(T

? “opt,W opt,W >

(3.6)

O inverso desta diferenga, 1/A(¥, ¥ _ ), € denominado a precisdo de V.

Note que A(V, ¥ _ ) >0, pois ¥_

nho de um operador é melhor quanto menor é o seu aumento de erro (ou equivalentemente, quanto

possui o menor risco entre todos os W-operadores. O desempe-

maior é a sua precisdo).

No caso particular do erro MAE, podemos reescrever o aumento de erro de ¥ como :

AW,T ) = MAE(U)— MAE(T )

7 “opt,W opt,W

= > PX)[$(X) P(OJX) + (1 - (X)) P(1[X)]
=37 PX) [0 (X) P(OJX) + (1 = 9, (X)) P([X)]
X

= 3 POO[@(X) = Gy (X)) POIX) + (.3 (X) = $(X)) P(1[X)]
X

Seja ¢(X) o aumento de erro devido a X, para cada X € P(W). Entao,

c(X) = PX)[B(X) = e (X)) POIX) + (s, (X) = (X)) P(1X)]
P(X) [P(0]X) = P(LX)], se 1, (X) =0e9(X) =1,
=\ P(X)[PAX) = P(O[X)], se 3, (X)=1eu(X)=0,
0, se 1, (X) = 9(X)

Usando o fato de que P(0|X) =1 — P(1|X), temos que P(0|X) — P(1|X) =1 — P(1|X) — P(1|X) =
1 -2 P(1]X). Logo, se 9, (X) = 0, entdo como P(0|X) > P(1]|X), temos que P(0|X) — P(1|X) > 0
e portanto P(0|X) — P(1|X) = |2 P(1|X) —1|. Similarmente, se 1}, (X) = 1, entdo P(1|X) > P(0|X)
e P(1|X) — P(0|X) > 0, e portanto, P(1|X) — P(0|X) = P(1|X) -1+ P(1|X) = 2P(1|X) -1 =

|2 P(1|X) — 1|. Portanto, a equagio acima pode ser simplificada para

A(\II’\I{)IM,W) = Z |2P(1|X) - 1| P(X) (3'7)
(X 4y (X)ED(X)}

Analisando esta equagio, podemos concluir que se o valor de P(1|X) é muito préximo de 0.5 ou se o

valor de P(X) é muito préximo de 0, entdo X néo contribui muito para A(W¥, ¥ _ ).
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L X | POX) | PX) || oo [ % [ % ]
000 03 [013] 0 [0]O0
01 0 |o12] 0 [0]0
010 08 |008 ] 1 |[1]0
011 ] 065 | 010 | 1 |0 |1
100 012 | 016 | 0 |00
100 a |00 0 |[1]0
1o 1 Joil | 1 |1]1
i b |02 1 |[1]0

Tabela 3.1: Probabilidades e trés operadores.

Exemplo 3.4 Para ilustrar alguns dos conceitos apresentados acima, apresentamos um exemplo para
uma janela de 3 pontos. Supomos que as probabilidades P(X) e P(1|X) sdo conhecidas, e portanto
também o operador MAE-étimo, ), (tabela 3.1). Dados dois operadores, 3 e v, (também na
tabela 3.1), vamos fazer algumas comparagées.

A diferenca logica entre U, e U, apenas indica o qudo parecidos/diferentes eles sao como fungdes
l6gicas, portanto ndo representa um critério de escolha. A titulo de curiosidade, calculamos a dife-
renga logica de ¥, e U, com relagao a ¥

Lot W -
101

Elog[‘lll’\:[;optw] = #{8 } =0.125
111

5log[l1127l1{)p:,w] = #{8 } =0.125

Estas medidas podem indicar qual dos dois operadores mais se assemelha logicamente com o operador
otimo.

Se estivermos interessados em medidas estatisticas, podemos calcular a diferenca probabilistica.
A diferenca probabilistica entre U, e W, fornece uma indicagado de como eles diferem em termos
estatisticos, mas nao indica qual deles € o melhor. Para isso, precisamos calcular a diferenca em
relagdo a ¥

opt,W ©

Eprob| ¥, ¥ c,w] = P({101}) =0.1

op
Eprob[ Y, ¥ w] = P({111}) = 0.2
Se levarmos em consideragdo a diferenga probabilistica, W, é melhor que ¥,. Agora calculemos
o aumento de erro de ¥, e U, em fungdo das probabilidades P(y = 1|101) = a e P(y = 1|111) = b.
Note que devemos ter a < 0.5 e b > 0.5, pois ) ., € o W-operador MAE-dtimo.
A(Y,¥ )= P(101)]2¢—1]=0.1 —0.2a

1? “optW

AT, T )= P(111)[2b— 1| = 0.4b — 0.2

27 “optW

O aumento de erro A(¥,,¥ ) envolve a varidvel a, enquanto A(¥,, ¥ <) envolve a varidvel b.
Portanto, se 0.1 — 0.2a < 0.4b — 0.2 entdao podemos concluir que ¥, é um operador mais preciso que
¥, e se 0.1 —0.2a > 0.4b — 0.2 entao ¥, € mais preciso que ¥,. Se 0.1 — 0.2a = 0.4b — 0.2 entao eles

sao igualmente precisos.
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Neste exemplo, mostramos que dois operadores com mesma diferenca légica podem apresentar
diferengas probabilisticas distintas com relagao ao operador 6timo. Mais ainda, aquele com diferenca
probabilistica maior nao é necessariamente mais preciso; ele pode ser menos preciso ou, entao, ambos
podem ser igualmente precisos.

3.3.3 Subotimalidade

Conforme vimos, a escolha de um operador pode levar em conta diferentes medidas de desempenho.
Mais do que isso, ela pode também considerar outros critérios onde algumas restricées tais como o
tamanho maximo do operador, as propriedades que devem ser satisfeitas pelo operador ou tempo
e espago (memoria) necessarios para o projeto sdo impostos. Um conjunto de restrigdes define um
novo espago de hipdteses que pode ser um subconjunto do espaco de hipéteses original. Analisamos

qual a relagdo entre o operador 6timo no espago original e no subespago.

Seja ¥, C ¥,,. Um operador ¥ . € ¥_ é sub-6timo em ¥, com relacdo ao subespago ¥ sse
U .o € um operador 6timo em ¥, . Da mesma forma que a nogao de 6timo é associada a um espago,
a nocdo de subotimalidade é associada a um subespaco.

Para qualquer ¥ € ¥_, o risco de ¥, R(¥), pode ser expresso em termos do risco do operador
6timo, da seguinte forma :

R(¥) = R(¥,,w) + AL, L, ) - (3-8)
Se denotamos o operador 6timo em ¥, por ¥ ., entdo R(¥ ) < R(¥), para todo ¥ € ¥,.. Logo,
VU € ¥,
R(E ) + A 0 B w) < BT ) + AT, ) (3.9)
isto é,
A, s Bpw) SAW Y, W) - (3.10)

Das equacodes 3.8 e 3.10 segue que :

Um operador ¥ € ¥_ é sub-6timo em ¥, (¥, C ¥, ) se, e somente se, é 6timo em W, ou,

opt,C

equivalentemente, se possui o menor aumento de erro em relagao a W ...

Por exemplo, se W1 C Wo, entdo um operador 6timo no espaco dos Wi-operadores é subétimo
no espago dos Wa-operadores.

3.4 Projeto baseado no modelo de aprendizado PAC

Descrevemos aqui uma técnica independente de contexto originalmente proposta em [158]. Ela é
baseada no modelo de aprendizado PAC (Probably Approximately Correct) generalizado conforme
mencionamos na introdugao desta tese. O que descrevemos aqui é o procedimento computacional
desta técnica e ndo seus fundamentos tedricos (estes podem ser encontrados no trabalho original [158]
ou em referéncias especificas [160, 73, 97, 98]). O procedimento consiste de trés etapas principais
conforme ilustradas na figura 3.1 e explicadas em seguida.

1. Estatistica — estimacio das probabilidades condicionais
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n EmEm mn EEEEEE Tabela 1 Tabela 2

1 =] 2 H=| 3 =

Figura 3.1: Procedimento computacional baseado no modelo PAC para o apren-
dizado de W-operadores.

Nesta etapa, coletam-se exemplos a partir das imagens de treinamento, percorrendo-se uma janela
W sobre as imagens. Para cada pixel da imagem observada, recorta-se o padrao X sob a janela W
e anota-se o correspondente valor y na imagem ideal. Este procedimento da origem a uma tabela,
cujas entradas sao padrdes X e a quantidade de vezes que os mesmos foram observados associados
ao valor 1, ou ao valor 0, na respectiva imagem ideal. A partir destes dados, pode-se estimar P(X)
e P(1|X) para cada um dos padrdes observados. Para o exemplo da figura 3.1 obtemos a seguinte

tabela (Tabela 1):

X freq. de O freq. de 1

L 61
(rm
()
L.
)
[
|l
EEE

SO N O 00 N O Ot
N 00 O O N O O

2. Decisao - classificacdo que minimiza o erro

Para cada padrao X observado na etapa 1 atribuimos uma classificacao 0 ou 1, dependendo da
funcao de perda em questao. Se consideramos o erro MAE, de acordo com a equacao 3.5 devemos
fazer ¢¥(X) = 1 se P(1|X) > 0.5 e ¢(X) = 0 caso contrario, significando que o operador a ser

projetado deverd atribuir classificacdo 1 (X) para o padrdo X. Para o exemplo da figura 3.1
obtemos as seguintes classificagoes:
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X

L
L
L)
L.
I
[
|l
EEE

<
r—a»—a»—ao»—xooo’g
N—r

3. Especificacao do operador — generalizacdao da classificagdo e minimizacdo de representacio.

Se denotarmos o operador a ser projetado por 1,@, podemos dizer que apds a etapa de decisao os
dados estdo organizados como duas listas: uma lista de elementos que pertencem a &(1) e outra
lista de elementos de 1/3(0) Os padroes nao observados durante a etapa de estatistica ndo aparecem
em nenhuma dessas duas listas.

Dois objetivos precisam ser cumpridos nesta etapa : (1) generalizacio da classificagio (ver se¢do 3.2)
e (2) especificacao de um operador. Os algoritmos utilizados nesta etapa sdo geralmente denomina-
dos algoritmos de aprendizado. Em nossas implementacoes utilizamos um algoritmo denominado
ISI, o qual seréd descrito em detalhes no capitulo 4; este algoritmo devolve uma funcao Booleana
representada por uma colecido de intervalos e que é consistente com as classificacées da segunda
etapa (e por isto é um algoritmo PAC, no sentido generalizado). A vantagem de representar os
operadores como funcgoes Booleanas é a facilidade de maped-los para a representacdo morfoldgica
e vice-versa, conforme vimos no capitulo 2.

No exemplo da figura 3.1, todos os padroes sao observados e portanto nao ocorre generalizagao.
Uma colegdo de intervalos que caracteriza ¥ (1) é a colegdo {0X X, X0X, X X0}.

O procedimento descrito acima é independente de contexto pois nao esta restrito a um particular
tipo de problema (filtragem, segmentacao, reconhecimento de padrées geométricos, etc) ou imagens.
Além disso, ele é bastante genérico pois pode ser utilizado para projetar W-operadores para janelas
arbitrariamente grandes. Este é o procedimento utilizado ao longo deste texto para projetar W-
operadores a partir de exemplos quando nenhum outro conhecimento é considerado. Sera referenciado
como treinamento padrao.

3.5 Limitacoes

Vimos na introducao que as técnicas dependentes de contexto sdo naturalmente restritivas pois s6
se aplicam a uma determinada subclasse de problemas, enquanto uma técnica genérica (quando
considera um espago grande de operadores) pode esbarrar em problemas de imprecisio dos opera-
dores projetados e de complexidade de tempo dos algoritmos de aprendizado. A seguir analisamos
formalmente a questao da precisdo dos operadores projetados.
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Quando projetamos um operador étimo em ¥, a partir de probabilidades estimadas, projetamos

na verdade um estimador do operador étimo, o qual denotamos aqui por ¥_ .. Isto significa que
pt,W

existe um aumento de erro A(\I{’ptw, \I{)ptw) associado a ¥ _ ., ou seja, que

RU VY=RU V+AT T ). (3.11)

opt W opt,W opt,W? “opt,W

Se A(\i{)ptw, \I{)ptw) é pequeno, entao podemos dizer que o operador projetado é quase 6timo. O que

A

acontece em geral, quando consideramos janelas grandes, é que o aumento de erro A(II{W wo \I{)ptw) é
significativo.

Consideremos agora um subespaco ¥, C ¥,, e o problema de projetar um operador 6timo ¥ _ .
em ¥,_. Como anteriormente, podemos escrever

R¥ V=R(¥ V+AWT ¥ ). (3.12)

opt,C opt,C opt,C? “optC

Tanto A(W_ «, ¥ ), como A(¥ ., ¥ ), sdo varidveis aleatérias pois dependem de uma amos-

tra de treinamento. Conseqilientemente, podemos falar em aumento de erro médio, E[A(\iloptw, U oow)]

e E[A(\il ¥ . .)]. Combinando as equacdes 3.11 e 3.12, podemos ver que projetar um operador

opt,C? “opt,C
6timo em um subespaco ¥, pode ser mais vantajoso do que projetar um 6timo em ¥ se

AW O Y+ EAY O ) <EAW 8 ], (3.13)

opt,C? “optW opt,C? “optC opt,W? “optW

apesar de ¥ . ser subétimo em W .
P

t,C

A equagao 3.13 significa que o erro de estimagao de ¥
do que a soma do aumento de erro de ¥ .
de ¥

opt,C *°

é muito grande, tao grande que é maior

A, ¥ ), e o erro de estimagdo

W

em relagdo a ¥ .,

As equacbes apresentadas acima ndo podem ser utilizadas na pratica pois elas dependem do
conhecimento da verdadeira distribuigdo de probabilidade P(X,y). No entanto, elas sdo tteis para
mostrar que a precisao das estimagoes pode afetar a precisao do operador projetado.

Analisamos aqui um dos gréficos apresentados no capitulo de introdugao desta tese, destacando os
conceitos discutidos nesta secdo. Sejam Wi, Wo duas janelas tais que W1 C Ws. Neste caso, ‘IWI C
¥, . O grafico da figura 3.2 compara o desempenho de operadores projetados nestes dois espagos,

para diferentes nimeros de exemplos de treinamento. Sejam ¥ eV os operadores projetados
opt, Wy opt,Wo

em W, e W, ,respectivamente. Para uma quantidade pequena de exemplos de treinamento temos
MAE (‘i{me < MAE (\i{)pth). A medida que a quantidade de exemplos aumenta, a diferenca entre
ambos diminui, até que a situacao se inverte. Em termos da equacao 3.13 podemos inferir que,

para quantidades pequenas de exemplos de treinamento, E[A(‘iﬁpt,wl , \I{)ptwl)] ¢é pequeno em relagdao

aBIAY,, ¥ . )], de forma que E[A(¥ T > AT T )+EATE T o).

opt,W3? “opt,Wy opt,W3 7 “opt,Wy opt,W3 7 “optWy

A medida que o niimero de exemplos de treinamento aumenta, E[A(\i{)ptw2 ¥ iw,)] tende a diminuir

e a partir de um dada quantidade de exemplos temos E[A(\i{)ptwo,‘l{,pth)] < A(\Iloptwl,‘l{)pth) +
E[A(¥ v o).

opt,Wy1 7 “opt,W;

Todas as abordagens que utilizam exemplos de treinamento, mesmo que nao usem diretamente as
probabilidades estimadas, dependem da expressividade estatistica dos exemplos de treinamento. Em
outras palavras, quando a quantidade de dados de treinamento é pequena em relagdo ao tamanho do
espago de hipdteses, em geral nao se obtém bons resultados. Existem varios trabalhos que investigam
este assunto tanto empirica [62, 135, 38, 68] quanto teoreticamente [3, 73, 97, 160, 161].
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Figura 3.2: Erro de operadores projetados em espago de tamanhos diferentes,
para diferentes nimeros de exemplos de treinamento.

3.6 Como Contornar as Limitacgoes

De forma simplificada, podemos dizer que o problema de projeto de W-operadores consiste basica-
mente em escolhermos um operador 6timo no espago de hipdteses considerado. Logo, se escolhemos
um operador qualquer ao acaso, a probabilidade do operador étimo ser escolhido é inversamente pro-
porcional ao tamanho do espacgo de hipdteses. Neste caso, quanto maior o espago de hipdteses, menor
é esta probabilidade. Para aumentar a probabilidade de escolhermos um operador 6timo devemos
reduzir o espago de possiveis escolhas. E importante notarmos que esta reducao deve ser feita de
forma adequada, isto é, de forma que o espaco resultante contenha o operador étimo, ou pelo menos
operadores bastante precisos (i.e., estatisticamente préximos do operador 6timo).

Equivalentemente, o problema de projetar W-operadores pode também ser entendido como um
problema que consiste em definir corretamente a tabela-verdade (isto é, definir qual valor deve ser
associado a cada uma da linhas da tabela). A seguir analisamos como conhecimentos sobre o problema
que desejamos resolver podem ser utilizados para reduzir o espago de possiveis candidatos.

Seja um espaco de hipdteses como o esquematizado na figura 3.3. Na auséncia de qualquer
conhecimento sobre o problema a ser resolvido, qualquer operador nesse espago pode ser visto como
um candidato. Em termos da funcao caracteristica, podemos dizer que a tabela-verdade pode ser
preenchida de qualquer forma.

Figura 3.3: Os candidatos sdo todos os operadores.
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A restricdo do espago de hipdteses a um subespaco naturalmente reduz o espago de candidatos.
Para que esta reducao seja adequada, ela deve estar baseada em conhecimentos sobre o operador
desejado. Por exemplo, o subespaco de operadores que satisfazem alguma propriedade algébrica pode
ser considerado mediante o conhecimento de que o operador desejado satisfaz a mesma propriedade.
Esquematicamente, podemos ilustrar esta idéia conforme a figura 3.4. Em termos da tabela-verdade
da funcao caracteristica, o fato do operador desejado possuir uma certa propriedade implica que
podem existir certas regras para o preenchimento da tabela. Na pagina 15, podemos ver que a
caracteristica do nicleo define as regras para algumas classes de operadores.

subespago

Figura 3.4: Os candidatos sao os operadores no subespaco.

Mesmo que a redugao do espago de hipoteses nao seja totalmente adequada, o operador projetado
no subespaco pode ser mais preciso do que o operador projetado no espago original devido a precisao
da estimacéo estatistica (no sentido da equagdo 3.13). Além disso, sob o ponto de vista de complexi-
dade de tempo, as buscas podem ser mais rapidas no subespago. As técnicas podem também explorar
as particulares estruturas do espaco decorrentes das restricoes impostas. Mais ainda, os algoritmos
de aprendizado podem aproveitar informacoes sobre o problema que desejamos resolver para gerar
generalizacOes mais precisas.

Um outro tipo de conhecimentos que podem ser explorados sdo aqueles referentes as imagens.
Conhecimentos sobre a distribui¢do conjunta P(X,y) ou sobre caracteristicas especificas das imagens
podem ser levadas em consideracao. Os exemplos de treinamento podem ser vistos como conheci-
mentos deste tipo. Para os algoritmos de aprendizado que selecionam um operador consistente com
os exemplos de treinamento, a auséncia de exemplos de treinamento implica que o espago de candi-
datos é o proprio espago de hipoteses; se apenas uma pequena quantidade de exemplos é observada,
entdo o espago de candidatos tende a ser bem grande enquanto um grande nimero de exemplos
de treinamento implica poucos candidatos possiveis. Em termos de fungao caracteristica, podemos
pensar em tabelas-verdades cujo valor da funcido é conhecido para uma parcela da linhas, parcelas
estas que podem ser pequenas ou grandes. Esta idéia pode ser esquematizada conforme ilustracao

da figura 3.5.

(a) Poucos exemplos de treinamento (b) Muitos exemplos de treinamento

Figura 3.5: Os candidatos sdao os operadores consistentes com os exemplos de
treinamento.
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De uma forma geral, quando estas duas formas para reduzir o espago de candidatos sdao conjuga-
das, tem-se um espaco menor de candidatos. Esta idéia pode ser esquematizada conforme ilustragoes
da figura 3.6.

(a) Poucos exemplos de treinamento (b) Muitos exemplos de treinamento

Figura 3.6: Os candidatos s@o os operadores no subespaco que sdo consistentes
com os exemplos de treinamento.

A partir das consideragoes acima, entendemos que as solugdes para contornar o problema de
precisao dos operadores devem, portanto, considerar fundamentalmente abordagens para reduzir o
tamanho do espago de candidatos de forma adequada (ou, equivalentemente, preencher a maior parte
possivel da tabela de forma correta). O conhecimento do problema que desejamos resolver, seja com
respeito ao operador ou as imagens, parecem ser fundamentais para isto.

3.7 Comentarios

Em resumo, podemos dizer que projetar operadores precisos em espagos grandes (aqueles que depen-
dem de uma janela W relativamente grande) a partir de uma quantidade limitada de exemplos de
treinamento é uma das questées mais importantes sendo investigadas atualmente.

Neste capitulo apresentamos uma visdo geral sobre o projeto de operadores morfolégicos, enfa-
tizando a questdo sobre a precisdo dos operadores projetados. Na ultima secdo mostramos como os
conhecimentos sobre o problema a ser resolvido, modelados no espago dos operadores ou das imagens,
podem ser vistos como uma potencial forma para aumentar a precisdo do operador projetado.

Ao analisarmos os trabalhos existentes, verificamos que diferentes algoritmos (algoritmos
genéticos [70, 159, 169]; redes neurais [166, 76, 5, 6]; drvores de decisdo bindria [86, 99|; técnica de
k-vizinhos mais prézimos [99]; técnicas de programagdo linear [33, 155]; algoritmos de minimizagao
l6gica [157, 15]), técnicas “fuzzy”, técnicas baseadas em multi-resolucao [49, 67, 7, 30, 95, 90, 124, 129],
projeto multi-estidgio [144, 133, 171], entre outros, vem sendo aplicados. A visdo geral apresentada
neste capitulo, juntamente com a interpretacao da secido anterior, podem ser tteis para entendermos
as limitacoes dessas técnicas e, conseqlientemente, orientar a escolha por uma técnica adequada para
um determinado problema.

Uma questao também importante com relagdo aos operadores projetados é a implementacao
eficiente dos mesmos. A implementacdo depende da arquitetura do computador considerado. Este
assunto estd além do escopo deste trabalho. Algumas considerac¢des podem ser encontradas em [137,

113, 71].



Capitulo 4

O Algoritmo ISI

A nogao de fungoes Booleanas e diversas formas de representacao foram recordadas na segao 2.3.
Neste capitulo revemos minimizagao de funcées Booleanas e apresentamos novos resultados sobre
o algoritmo ISI. Propomos e analisamos heuristicas para diminuir o tempo de processamento do
ISI e analisamos a utilizacao do ISI como algoritmo de aprendizado para resolver problemas de
processamento de imagens binarias. Alguns resultados comparativos de tempo de processamento,
numero de intervalos e capacidade de generalizacao sao ilustrados através de graficos.

4.1 Minimizacao de Funcoes Booleanas

Conforme mencionamos no capitulo 2, a minimizacao de funcées Booleanas, i.e., a sua representacao
por expressdes equivalentes minimais, é um assunto bastante estudado [77, 32, 120]. Uma das formas
minimais mais estudadas é a forma minimal de soma de produtos.

Definigao 4.1 (Expressao minimal) Uma ezpressio escrita como soma de produtos é uma ex-
pressdo minimal (ou MSOP) se (1) nao existe outra expressdo equivalente envolvendo um menor
numero de produtos, e (2) ndo existe nenhuma outra expressio equivalente envolvendo o mesmo
numero de produtos mas um numero menor de literais.

Sabemos que todos os produtos de uma funcao Booleana na forma MSOP sao necessariamente
implicantes primos. Portanto, para determinar a forma MSOP de uma fungdo Booleana podemos
primeiramente calcular todos os seus implicantes primos e em seguida selecionar, dentre todas as
subcolegdes de implicantes primos, uma que satisfaz a condigéo (2) da defini¢do 4.1.

Seja [A,B] C P(W) um intervalo e seja X € P(W). Dizemos que [A, B] cobre X ou que X € coberto
por [A,B] se X € [A,B]. A colecdo de todos os elementos cobertos por uma colegido de intervalos I
é denotado por U I, ie., JI = {X € P(W) : X € [A,B],[A,B] € I}. Dizemos que uma colecao de
intervalos I de P(W) é uma cobertura de X, X C P(W), se existe, para todo X € X, um intervalo
[A,B] € I que cobre X.

Uma cobertura I de X' é uma cobertura minima se (1) nao existe uma cobertura I' de X, I # I’
tal que |I'| < |I| e (2) nfo existe nenhuma outra cobertura de X" possuindo a mesma cardinalidade
de I com intervalos de dimensao maior. A cobertura minima nao é necessariamente tnica. Uma

39



40 O Algoritmo IST

, . ~ . ~ / . ; .
cobertura I de X é minimal se ndao existe uma subcolecao I' prépria de I que também seja uma
cobertura de X. Uma cobertura minima é necessariamente minimal.

Definicao 4.2 (Colegao de intervalos maximais) Seja I uma cole¢do de intervalos de P(W).
Um intervalo [A,B] € I é maximal em I se nao existe outro intervalo [A’,B'] € T tal que [A,B] C
[A",B].

Seja M ax uma operagao que determina todos os intervalos maximais de uma colecao de intervalos.
O conjunto de todos os intervalos maximais contidos em X (X C P(W)) denotado por M(X), é
definido por :
M(X) = Maz{[A,B]: [A,B] C X}.
Por exemplo, M(P(W)) = {[#,W]}. No exemplo da figura 4.1, M({000,001,011,111}) =
{00X,0X1,X11} é o conjunto de implicantes primos. Note que o intervalo 0X1 ndo é necessério
para cobrir (1) pois este é coberto por {00X, X11}.

X1L X11
0X1
00X 00X
(a) Implicantes primos (b) Cobertura minima

Figura 4.1: Implicantes primos e cobertura minima.

Definimos uma relacao < entre colecoes de intervalos maximais da seguinte forma: sejam X e Y
duas colecGes de intervalos maximais, entao

X <Y<«<=V[A Bl eX,JA B]eY:[AB]C[A,B].

A relagdo < é uma relagido de ordem parcial (i.e., reflexiva, anti-simétrica e transitiva).

Propriedade 4.3 As seguintes propriedades sdo vdlidas:
P1: Max(Maz(I)) = Maz(I) para qualquer cole¢ao de intervalos 1.
P2 : U M(X) = X, YX C P(W).
P3 : Para todo [A,B] C X, existe [A’,B'] € M(X) tal que [A,B] C [A/,B].
Py : T <M(UI), para qualquer colegdo de intervalos mazimais 1
P5:[A,Ble M(X) = [A,B] C &, VX,[A,B].
P6 : X1 C Xy = M(X1) < M(Xa), VAL, Xa.
Conforme as notagdes utilizadas aqui, temos que By (¥) = M(Kw (¥)), ou equivalentemente, que

os implicantes primos de 1 sdo os intervalos em M(¢(1)). Portanto, a forma MSOP de 9 pode ser
obtida calculando-se M(%)(1)) e em seguida uma cobertura minima de (1) contida em M(2)(1)).
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4.1.1 Algoritmos Classicos

Dois intervalos sao adjacente se eles diferem em apenas uma coordenada. Por exemplo, o 0-cubo 100
é adjacente aos 0-cubos 000, 110 e 101; o 1-cubo 1X0 é adjacente aos 1-cubos 0X0 e 1.X1; e assim
por diante. Dois cubos adjacentes podem ser combinados para formar um cubo maior : por exemplo,
os 0-cubos 100 e 000 formam o 1-cubo X00, enquanto os 1-cubos 1X0 e 1X1 formam o 2-cubo 1.X X.

Um algoritmo classico para minimizacao de fungdes Booleanas é um algoritmo tabular conhecido
por Quine-McCluskey (QM), consistindo de duas etapas, descritas a seguir.

1. célculo de todos os implicantes primos

Os implicantes primos ou, equivalentemente, os intervalos maximais contidos em (1), sio cal-
culados incrementalmente a partir dos 0-cubos correspondentes aos elementos de ¥(1). Quais-
quer dois O-cubos adjacentes sdo combinados para gerar um l-cubo. Em seguida, quaisquer
dois 1-cubos adjacentes sdo combinados para gerar 2-cubos, e assim por diante até que nao
existam mais cubos adjacentes. Os cubos que nao puderam ser combinados com nenhum outro
durante este processo sdo maximais e, portanto, implicantes primos.

2. calculo de uma cobertura minima

Uma vez que os implicantes primos sao conhecidos, a segunda etapa deste algoritmo calcula uma
cobertura minima, isto é, seleciona um subconjunto dos implicantes primos que sao suficientes
para cobrir todos os 0-cubos em (1) e que satisfazem as condi¢des de minimalidade.

A figura 4.2 ilustra o célculo de implicantes primos da funcdo v (z1, 2, 3) = T1TaT3 + T1Tox3 +
T1ToT3 + T1Tox3 + x122T3 pelo algoritmo QM. Maiores detalhes sobre o algoritmo QM podem ser
encontrados, por exemplo, em [77]. Algumas referéncias para outros algoritmos de minimizagio
sdo [32, 120].

4.1.2 O Algoritmo ISI

Um outro algoritmo, denominado ISI (do inglés “Incremental Splitting of Intervals”), para minimi-
zagdo de fungdes Booleanas foi proposto recentemente em [157, 15]. Introduzimos aqui uma gene-
ralizagao desse algoritmo, cuja formulacao engloba como um caso particular o algoritmo proposto
anteriormente.

IST é um algoritmo que segue um processo inverso ao QM. Isto é, em vez de agrupar pequenos
cubos para gerar cubos maiores, ISI inicia o processo a partir do n-cubo, de onde extrai sucessiva-
mente todos os elementos de ¥(0). A idéia bésica do algoritmo consiste em representar o conjunto
de elementos que resultam apds uma operagdo de extragdo através de uma colecido de intervalos
maximais. Assim, apds a extragio de todos os elementos de 1(0), os elementos resultantes (i.e., ele-
mentos de 1(1)) estdo representados através de intervalos maximais. Antes de descrever o algoritmo,
apresentamos alguns resultados adicionais sobre representagio de elementos de P(P(W)) em termos
de intervalos maximais.

Seja I, o conjunto {M(X) : X C P(W)}. Os reticulados (P(P(W)),C) e (I, <) sdo isomor-
fos [16] pois X = UM(&X)) para todo X C P(W) e M(UI) = I para todo I € II,. Note que,

denotando as operacoes de unido, intersecao e complementacao, respectivamente, por L, M e =, valem
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(a)

110

100 001 100

Figura 4.2: Minimizagdo pelo algoritmo de Quine-McCluskey. (a) Os 0-cubos
000,001, 100,101,110. (b) Os 1-cubos obtidos a partir dos O-cubos em (a). (c)
O 2-cubo obtido a partir dos 1-cubos em (b). (d) Os implicantes primos X0X e
1X0.

as relacdes :
XUY=MXUY)
XNY=MXnY)
X = M(X°)
onde X =UX e Y = UY.
O complemento de um intervalo [A,B] C P(W) com relagdo a P(W) é definido por [A,B|¢ =
{XeP(W):X¢[A,B]}.
Proposigdo 4.4 Seja [A,B] C P(W). Entdo,
M([A,B]) = {[0,{a}] : a € A} U {[{b}, W] : b € B°}. (4.1)

Dem.: Veja demonstragido em [16]. [ ]

Proposicao 4.5 Sejam X, Y € Il,. Entdo,

XNY = Maz({[AUC,BND] : [A,B] € X,[C,D] € Y}).



4.1 Minimizacao de Funcées Booleanas 43

Dem.: Veja demonstragio em [16]. [ |

A diferenc¢a entre dois intervalos [A,B] e [C,D], aqui denominado eztra¢ao de [C,D] de [A,B], é
definido como sendo o conjunto [A,B]\ [C,D] = {X € P(W) : X € [A,B] e X ¢ [C,D]}, que também
pode ser escrito como [A, B]\ [C,D] = [A,B]N[C,D]°. A seguinte proposi¢io mostra como a diferenga
entre dois intervalos pode ser expressa em termos de intervalos maximais.

Proposicdo 4.6 Sejam [A,B] e [C,D] dois intervalos de P(W). Entdo,
M([A,B]\ [C,D]) ={[A,BNn{c}]:c€ CNA°}U{[AU{d},B] :d € D°NB}. (4.2)
Dem.:

M([A,B]\[C,D]) ¥ M(C,D*n[A,B])

= M((C,DI*) N M([A, B))

@ ({10,{c}) : c € CYU{[{d}, W] : d € D}) N {[A, B]}

Y Maz({[A,{c}*NB]:ce C}U{[{d} UA,B]: d € D})

2 Maz({[A,BN{c}]:ceCNAYU{[AU{d},B]:deD°NB})

2 {[A,BN{c}]:ce CNATU{[AU{d},B]:deD°NB}
A igualdade (1) seque da defini¢do, (2) do isomorfismo entre os reticulados P(P(W)) ell,, (3) da
proposi¢ao 4.4, (4) da proposigao 4.5, (5) pois [A,BN{c}]#0,ce C<—= ACBN{c}°<= A C
{c}<=cdgA<—=ce A’ e[AU{d},B]#0,deD <= AU{d} CB<«= {d} CB<«=deB

e (6) pois nao existem dois intervalos em {[A,{c}*NB]:c € C}U{[AU{d},B]:d € D} tais que
um esteja propriamente contido em outro. |

A dimensao de um intervalo [A,B], A C B, é definido por dim([A,B]) = |B|—|A|. Pode-se mostrar
que um intervalo [A,B] contém exatamente 2dim([A.B]) elementos. Uma propriedade interessante
da extragdao é a quantidade de intervalos gerados e a dimensdao dos mesmos. Para mostrar esta
propriedade, utilizamos o fato de que se U e V sdo dois conjuntos quaisquer, entdo |U N V¢| =
|U|—-|UNV]e |[UNV| = |U|+|V|—|UUV]|. Utilizamos também a igualdade [A, B]N[C, D] = [AUC, BND]

(ver demonstragao em [16]).

Proposicao 4.7 Sejam [A,B] e [C,D] dois intervalos tais que [A,B]N[C,D] # 0. Entao

a) V[A',B'] € M([A,B]\ [C,D]), dim([A’,B']) = dim([A,B]) — 1,
5 b) IM([A,B]\ [C,D])| = dim([A,B]) — dim([A,B] N [C,D]).
a) Se [A',B'] € M([A,B]\ [C,D]) entio [A',B'] € {{[A,BN{c}:cec CNATU{[AU{d},B]:d¢€
DN B}.
Se [A",B'] = [A,BN{c}], ¢ € CN A", entdo dim([A',B']) = |B'| — |A/| = BN {c}]| — |A| =
|B| ]—?JB N{c} —|A|=|B|— {c}| = |A| =|B|—1—|A| = dim([A,B]) — 1 (pois C C B e, portanto,
cE .
Da mesma forma, se [A',B'] =[A U{d},B], d € DN B, temos dim([A’,B']) = dim([A,B]) — 1.
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b) Como CN A° e D°N B sado disjuntos, a quantidade de intervalos em M([A,B]\ [C,D]) ¢ |CN
Al + BN De|. Isto €,

IM(IA,B]\ [C,D])| = [CAAT+[BND
= |C|—|CNA|+B|—|BND|
— |Cl— Al - [C|+|AUC| +[B| - BN D]
= |B|—|A|+]AUC| - [BND|
= dim([A,B]) — (BND| - |AUC|)
— dim([A,B]) — dim([AUC,B D))
= dim([A,B]) — dim([A, B] N [C, D))

Um caso particular da proposicdo 4.6 é a extracio de um elemento singular X do intervalo [A, B]
(originalmente proposto em [157]). De fato, uma vez que {X} = [X, X], temos

M([A,B]\ {X}) = {[A,BN{a}]:a € XNAFU{[AU{b},B]:be BNX}. (4.3)

Todos os intervalos em M([A, B]\{X}) possuem dimenséo dim([A,B])—1 e a quantidade de intervalos
em M([A,B]\ {X}) é exatamente dim([A,B]). A figura 4.3 mostra os 2-cubos gerados a partir da
extracao do elemento 011 do 3-cubo.

XXX XXX\ {011}

Figura 4.3: Extracao do elemento 011 do 3-cubo resulta nos 2-cubos X00, 1.X X,
X0X.

O algoritmo (generalizado para extrair intervalos em vez de elementos) é descrito em Algorit-
mo 4.1. Todos os intervalos de Ly, uma colegdo de intervalos nao necessariamente maximais tal
que UL,y = 9(0), s@o extraidos sucessivamente a partir do n-cubo (se os elementos de ¢(0) néo
estiverem representados através de intervalos, podem ser facilmente convertidos para intervalos tri-
viais). Dos intervalos novos gerados, aqueles que estdo contidos em um intervalo maior existente



4.1 Minimizacao de Funcées Booleanas 45

sdo eliminados, garantindo-se que todos os intervalos que sdo mantidos sdo maximais. A rotina
min_cover(1(1),1) calcula uma cobertura minima de (1) a partir dos intervalos em I'.

Entrada: W, /(1) e Ly tal que ULy = %(0) e 9(1) U(0) = P(W)
1))

e Pl
Saida: Cobertura minima de (1) contida em M(3)(1))

1. I+— {[0, W]} ;

2. Para cada [C,D] € L) faga {
P {[A,B]€T:[A.B]N[C,D]=0) ;
tmp «— {[A,B] € IL: [A,B]N[C,D] # 0} ;
New «— 0§ ;
Para cada [A,B] € tmp faga {
split +— M([A,B]\ [C.D]) ;
Para cada [A’,B’] € split {
se ndo existe [E,F] € P tal que [A’,B'] C [E,F]
ent8o New ¢— New U {[A’,B']} ;
}
}
I+—PUNew ;

}

3. I = min_cover(y(1),1).

Algoritmo 4.1 Algoritmo ISI.

Exemplo 4.8 Sejan =3 e ¢(0) = {111,011,010}. Os intervalos gerados pela extragio dos elemen-
tos de ¥ (0) sdo mostrados através de diagramas de Hasse na figura 4.4(a). Os mesmos intervalos
sdo mostrados através de uma estrutura de drvore na figura 4.4(b). Na raiz da drvore encontra-se
0 3-cubo. Na profundidade i da drvore estGo todos os intervalos que foram gerados na iteragdo i do
passo (2) do algoritmo. Desses, aqueles que estdo riscados foram eliminados por estarem contidos
em intervalos matores.

Para provar a corretude do algoritmo, apresentamos alguns resultados adicionais.

Proposicao 4.9 Sel € uma colegio de intervalos mazimais entdo qualquer subcole¢io I' C T também
€ uma colegao de intervalos mazximais.

Dem.: Suponha por absurdo que I' ndo é uma cole¢cdo de intervalos mazimais. Entdo eristem
ao menos dois intervalos [A,B],[A",B'] € I' tal que [A,B] C [A",B/]. Como I' C I, entdo
[A,B],[A",B'] € I e, portanto, I nao € uma cole¢ao de intervalos mazimais. Isto é um absur-
do. |

Proposigao 4.10 Seja [C,D] C P(W) e I = {[A;,B;] C P(W) : [A;,B;]N[C,D] # 0,7 € I} uma
colegdo de intervalos mazximais, onde I é uma colegdo de indices. Entdo J;c; M([A;,B;]\ [C,D]) €
uma cole¢cao de intervalos mazximais.

10 céleulo da cobertura minima nio serd discutido neste texto. uma implementacio do mesmo pode ser encontrado

em [77]
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Figura 4.4: Célculo de implicantes primos pelo algoritmo ISI. #(0) =
{010,011,111} e (1) = {000,001, 100,101,110}.

Dem.: Reescrevendo J;c;y M([A;,B;] \ [C,D]) em termos da proposicdo 4.6, temos
J M([Ai,Bi]\ [C,D]) = | {[A:,Bin{c}]:ce CNAFU{[A;U{d},Bi]: d € D°NB;}.
i€l i€l
Pela mesma proposi¢go sabemos que os intervalos de M([A;,B;]\[C,D]) s@o mazimais. Precisamos
mostrar que nenhum intervalo de M([A;,B;]\ [C,D]) estd contido em um intervalo de M([A;,B;]\
[C,D]), para i # j, isto é, precisamos mostrar que :
a) ndo existe c; € CNA{ e ca € CNAS tal que [A;,BiN {e1}¢] C[A;,B; N {ea}e],
b) ndo existe c € CNA{ ed € D°NB; tal que [A;,B; N {c}°] C [A; U{d},B;],
¢) ndo eziste d € D°NB; e c € CNA tal que [A; U{d},Bi] C[A;,B;N{c}] e
d) ndo existe dj € D°NB; e d2 € D°NB; tal que [A; U {d1},B;] C [A; U {d2},B;/].
Em primeiro lugar, mostramos que A; CD e C C B;, Vi € I. De fato, Vi € I,

[Ai,Bi]ﬂ[C,D]7é(Z)=>[AiUC,BiﬂD]7é®=>AiUCgBiﬂD=>AigD e CCB;.

No caso (a), suponha por absurdo que ezxiste c; € CNA{ e ca € CN Af tal que [A;,B; N {c1}°] C
[A;,B; N {c2}°]. Entdo, devemos ter que Aj C A; e B; N {c1}® C B; N {c2}°. Logo, todos os
elementos de B; que sdo diferentes de c; estao em B;. Além disso, como c; € C C B, temos que
B; C By, o que implica que [A;,B;] C [A;,B;] e, portanto, que [A;,B;] ndo é um intervalo mazimal
em I, um absurdo.

No caso (b), suponha por absurdo que existe c € CN A e d € D°N By tal que [A;,B; N {c}] C
[A; U{d},B;]. Entdo devemos ter A;U{d} C A;. Isto implica que d € A;, o que é um absurdo pois
A, CD ede D"
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No caso (c), suponha por absurdo que eziste d € D°NB; e c € CNAJ tal que [A; U{d},B;] C
[A;,B; N {c}°]. Entao devemos ter B; C B; N {c}¢. Isto implica que c € B;, o que é um absurdo
pois ¢ € C C B;.

No caso (d), suponha por absurdo que existe di € D°NB; e do € D°NB; tal que [A; U {d1},B;] C
[A; U {d2},Bj]. Entdo devemos ter A; U {d1} C A; U {da}. Isto implica que di € A;, o que é um
absurdo pois A; CD ed; ¢ D. |

Teorema 4.11 Sejam (1) e ¥(0) dois subconjuntos de P(W) tais que (1) U(0) = P(W). Seja
também Ly tal que ULy ) = ¥(0). Se I é a colegdo de intervalos resultante apds a aplicagdo do
passo (2) do algoritmo ISI (algoritmo 4.1), entdo I = M(9)(1)).

Dem.: Sejam t = [Lyq)| € Ly = {[C1,D1],[C2,Dal,...[Cs, Di]}. Para todo i = 1,...,t, sejam
X; = {[C1,D1],[C2,D2],...[Ci,Di]}, I, a colegdo de intervalos apds a iteragdo ¢ do passo (2) e
&i = $(0) \ (UX,).

Passo 0 : Em particular, Xog = 0, Xy = ¢¥(0) \ (UXy) = (0) e Iy = {[0, W]} = M(P(W)) =
M (3 (1) U(0)) = M((1) U Xp).

Passo da inducgao: Suponha que I;_1 = M(¢(1)UX;_1) e que [C;,D;] € o intervalo a ser extraido
na iteragdo 1. Vamos mostrar que I; = M(¢(1) U &})).

Para isso basta mostrarmos i), 1) e iii) .
i) I; € uma colegao de intervalos mazimais.

Ao final da iteragdo t, I; +— P U New. A cole¢ao P contém todos os intervalos de I;,_1 que nao
interceptam o intervalo [C;,D;]. Logo, P é uma coleg¢do de intervalos mazimais (proposigao 4.9).
A colegao New € uma cole¢ao de intervalos mazimais (proposi¢ao 4.10) e, mais ainda, nenhum
intervalo de New estd coberto por algum intervalo de P, pois tais intervalos foram descartados
durante a constru¢do de New. Além disso, nenhum intervalo de New cobre intervalos de P, pois
isto tmplicaria que os intervalos em I;_1 ndo eram mazximais. Logo, I; € uma cole¢do de intervalos
mazrimazis.

i) I < M(y(1) U X5).

Sabemos que I; < M(UL;). Vamos mostrar que M(UL;) < M(y(1) U &;). Para isto basta mostrar-
mos que UL; C (1) U AX;.

Seja X € UI;. Entao eziste [A,B] € I; tal que X € [A,B]|. Por constru¢ao de I;, para todo
[A,B] €I, (a) [A,B] € M(¢(1)UX;_1) ou (b) [A,B] € M([A’,B']\[C,D]), [A/,B'] € M((1)UX;_1).
it.a) Se [A,B] € M(¢(1) U X;_1) entdo [A,B] C ¢(1) U X;—1 e mais ainda, [A,B]N[C;,D;] = 0.
Logo, [A,B] C¢(1) U A;.

ii.b) Se [A,B] € M([A!,B']\ [C;,D;]), entao [A,B] C [A',B]\ [C;,D;] C [A/,B]. Como [A',B'] €
M(y(1) U X;—1), entao [A,B] C (1)U X;_1. Logo [A,B] C (1) U &; pois [A,B]N[C,D] = 0.

De ii.a) e 1i.b) seque que [A,B] € I, = [A,B] C ¥(1) UX;. Logo, UL; C ¢(1) U A;.

i#9) M($(1) U %) < L.

Seja [A,B] € M(y(1)U ;). Como 9 (1)UX; C (1)UX;_1, entdo M(1p(1)UX;) < M(p(1)UX;_1).
Logo, eziste [A',B'] € M(¢(1) U X;_1) tal que [A,B] C [A/,B]. Se [A",B'|N[C,D] = 0, entdo
[A",B'] € I; por construgao; sendo se [A',B'] N [C,D] # 0, entao [A,B] C [A’,B']\ [C;,D;] pois
[A,B]N[C;,D;] = 0. Logo, M([A,B]) < M([A’,B']\[C,D]) e, portanto, existe [A",B"] € M([A’,B']\
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[C;,D;]) tal que [A,B] C [A",B"]. Por construgio, ou [A",B"] € I ou existe [E,F] € I; tal que
[A”,B"] C [E, F].

Portanto, para todo [A,B] € M(y(1) U X;) eziste [A',B'] € I; tal que [A,B] C [A/,B']. Isto €,
M(y(1) U &) < L.

Como Xg = 0, Xy = ¥(0) \ (UXy) = %(0) e Iy = {[0, W]} = M(P(W)) = M()(1) U(0)) =
M(y(1) U Xp), por indugdo em i temos que I =1, = M(¢(1)).

No terceiro passo do algoritmo uma cobertura minima de 9(1) é calculada a partir dos intervalos
obtidos no passo (2) do algoritmo, i.e., a partir de I = M(¢(1)). Logo, o resultado do algoritmo ISI
é uma cobertura minima de (1), cujos intervalos estao contidos em (1).

4.2 Minimizacao na Existéncia de “Don’t Cares”

Em muitos casos, funcoes Booleanas nao sao completamente especificadas, i.e., existem elementos
para os quais o valor da funcdo nao é conhecido ou nao importa. Estes elementos sdo denominados

don’t cares e sao denotados por ¥ (x). Logo, P(W) = (1) U (0) U ) (x).

A observagdo acima é especialmente verdadeira para problemas de aprendizado de funcées Bo-
oleanas. Para n relativamente grande, em geral, a maior parte dos elementos de P(W) constituem
don’t cares, isto é, nao sao observados nas imagens de treinamento. Logo, o niimero de elementos
em (1) U(0) é, muitas vezes, relativamente pequeno se comparado ao total, 2". Isto significa que
os 0-cubos podem estar esparsamente distribuidos no n-cubo e, portanto, o algoritmo QM pode nao
ser capaz de agrupar os sub-cubos, o que implica que uma reducao significativa da representagdo nao
serd alcangada. Para obter uma boa redugao na representagao através do algoritmo QM, podemos
considerar na primeira etapa do algoritmo todos os 0-cubos em (1) U 9 () em vez dos 0-cubos em
(1) somente, pois isto aumenta as possibilidades de agrupar os cubos. No entanto, o tempo ne-
cessario para o calculo de implicantes primos pode aumentar significativamente, devido a quantidade
de dados adicionais a serem considerados. A tabela 4.1 (extraida de [157]) mostra algumas compa-
racoes entre os algoritmos QM e ISI. Na existéncia de don’t cares, o desempenho do algoritmo ISI é
claramente superior ao QM.

n | |90y | |¥(1)] | [(x)| | Intervalos ISI QM

Tempo | Mem. Tempo Mem.
11| 655 1393 0 275 00:00:59 | 1991 | 00:00:51 12071
11| 425 688 935 135 00:00:50 | 2082 | 00:01:12 | 21666
12 | 1035 | 3061 0 430 00:07:00 | 4580 | 00:07:07 | 38524
12 | 712 724 2660 90 00:00:24 | 2202 | 00:20:10 | 89824
15 | 16384 | 16384 0 1768 06:46:15 | 12728 | 07:19:54 | 213101
15| 1706 | 1031 | 30031 110 00:26:18 | 21389 | > 4,5 dias -

Tabela 4.1: Comparacao entre os algoritmos QM e ISI.

Nesta secao investigamos como os “don’t cares” sao tratados pelo algoritmo ISI. Se Ly =
{[C1,D1],[C2,Da],...,[Ct, D]}, entao os intervalos gerados pelo algoritmo ISI durante a etapa de
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extracao correspondem a uma seqiiéncia de fungoes Booleanas g, 91, ...,%:, que sdao caracterizadas
por :
Po(1) = P(W) Po(0) =0
P1(1) = P(W) \ [C1, D] ¥1(0) = [C1, D]
=P(W)\

Pa(1) (U{[C1,D1],[C2, D2]}) $2(0) = U{[C1, D1],[Cq, Do)}

$e(1) = P(W)\ (U{[C1, D1], [C2, Do) .., [CDi]}) (0) = U{[C1, Dal, [Ca, D ..., [Ci, Di]}

Ao final da etapa de extragéo, i.e., apds todos os intervalos de L) terem sido extraidos, os intervalos
resultantes cobrem todos os elementos de (1) U 9)(x), isto é, T = M(y)(1) U ¢(x)). Além disso,
o > Y1 > 2 > ... > Y. A funclo resultante 1y é consistente com (1) e ¥(0), i.e., Y(X) = ¥ (X),
VX € (1) Uy (0). Qualquer chaveamento de v sobre elementos em 1 (x) também resulta em fung¢des
consistentes com (1) e ¥(0). Portanto, explorar estes chaveamentos possibilita algumas variantes
do algoritmo ISI.

4.2.1 Variantes do Algoritmo ISI

O passo (3) do algoritmo ISI seleciona uma cobertura minima de (1) a partir dos implicantes primos
calculados na etapa de extragdo. Se um intervalo gerado na etapa de extragao nao contém nenhum
elemento de 9(1), entdo nenhum de seus subintervalos os contém. Conseqlientemente, nenhum dos
intervalos gerados a partir deste intervalo serd necessério para cobrir algum elemento de ¥(1). Isto
significa que, se existirem tais intervalos, eles certamente serao descartados na etapa de calculo
da cobertura minima. Portanto, o algoritmo pode ser otimizado simplesmente eliminando-se, apds
cada iteragdo do passo (2), todos os intervalos que ndao cobrem nenhum elemento de 1(1). Este
procedimento néo afeta o resultado final.

O mesmo raciocinio nao vale para o algoritmo QM, uma vez que ao eliminarmos um intervalo no
meio do processo de agrupamento podemos impedir que um intervalo de dimensido maior (que faria
parte do MSOP) seja formado.

Variante 1: Calcular uma cobertura minima de (1) periodicamente

Quanto maior o nimero de intervalos em Iy, maior tende a ser o nimero de intervalos gerados
durante o passo (2) do algoritmo. Para n grande, o niimero de intervalos gerados pode tornar-se
computacionalmente proibitivo. Uma heuristica para manter o nimero de intervalos relativamente
pequeno em qualquer iteragdo do passo (2) consiste em calcularmos uma cobertura minima apés
cada nimero fixo de iteracoes. Se este ntimero, que denominamos periodo, é 1, entao o ntimero de
intervalos ao final de qualquer iteracio do passo (2) é relativamente pequeno (nido pode passar de
[(1)]). Uma possivel conseqiiéncia é que os intervalos resultantes podem nfo ser uma cobertura
minima. Se o periodo considerado for £k = ¢ = |I¢<0)|, entdo recaimos no algoritmo original (i.e., a
cobertura minima s6 é calculada apés a etapa de extragio).
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Variante 2: Interromper o processo de extracdo quando todos os elementos de (1)
estiverem cobertos

Em vez de gerar todos os subintervalos quando um exemplo estd sendo extraido, pode-se gerar os
subintervalos até que todos os elementos de 1)(1) estejam cobertos. Demais intervalos, mesmo aqueles
que estao na fila para serem divididos, podem ser descartados. Este procedimento garante que todos
os elementos de (1) continuam cobertos pelo conjunto de intervalos mantidos. Novamente, deve-se
notar que os intervalos resultantes podem nao corresponder & expressao MSOP. Na pratica observou-
se que esta variante tende a gerar muito mais intervalos do que a variante anterior e, portanto, tende
a ser relativamente lento.

4.2.2 ISI modificado para manipular “don’t cares”

Apresentamos a seguir uma modificagdo do algoritmo ISI para manipular os don’t cares adequada-
mente (algoritmo 4.2). Levando em conta que a primeira variante engloba o algoritmo original como
um caso particular, e que a segunda variante nao é eficiente, a modificacdo implementa a primeira
variante e introduz o parametro de periodo, k. De agora em diante, qualquer meng¢ao ao algoritmo
ISI refere-se ao algoritmo modificado.

Entrada: W, 4(1), L) tal que ULy = (0), k (periodo para calculo de cober-
tura minima)
Saida: Cobertura minimal de (1)

1. I+— {[0, W]} ;

2.Para cada [C,D] € L) faga {
P+ {[A,B]€I:[A,B]Nn[C,D] =0} ;
tmp «— {[A,B] € IL: [A,B]|N[C,D] # 0} ;
New «—— §;
Para cada [A,B] € tmp faga {
split «— M([A*B] \ [CaD]) H
Para cada [A’,B’] € split {
se n¥o existe [E,F]€P tal que [A',B'| C[E,F]
e se [A’,B’] cobre algum elemento de (1)
entdo New +— New U {[A’,B']} ;
}
}
I+—PUNew ;
Se o niimero de exemplos processados é miltiplo de k
ou se esta é a dltima iteragédo
entdo I +— min_cover(y(1),I) ;

}

3. Retorne 1I.

Algoritmo 4.2 Algoritmo ISI (modificado).

Neste algoritmo modificado, ¥ (1) U 1(0) nao precisa ser o conjunto P(W). A colecdo de intervalos
retornada é uma colecao de intervalos maximais que cobre (1), mas nao cobre nenhum elemento de
¥(0). Se k < [Ljp| ent@o o resultado é uma cobertura minimal mas nio necessariamente minima;
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caso contrario, o resultado é uma cobertura minima.

O desempenho do algoritmo foi avaliado para véarias entradas (variando-se o nimero de varidveis
n e o tamanho do conjunto 9 (1) U(0)). Os elementos de 1(0) ndo foram agrupados em intervalos,
mas poderiam ser agrupados usando um processo analogo ao do algoritmo QM. As figuras 4.5 a 4.8
mostram o desempenho do algoritmo ISI, para 4 entradas distintas. Para cada uma das entradas,
diferentes periodos foram utilizados. Cada figura mostra graficos que correspondem, respectivamente,
ao tempo de processamento e ao tamanho da base. O periodo estd indicado no eixo das abscissas de

cada grafico.
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Figura 4.5: ISI com diferentes periodos (n = 15, [(1)| = 9110 e |(0)| = 14538).
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Figura 4.6: ISI com diferentes periodos (n = 17, |(1)| = 1609 e |(0)| = 11410).
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Figura 4.8: ISI com diferentes periodos (n = 25, |¢(1)| = 1340 e |¢(0)| = 8126).
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Podemos observar que diferentes periodos afetam o tempo de processamento drasticamente, mas
nao afetam muito a quantidade de intervalos resultantes. O tempo de processamento é definido
basicamente em funcao do tempo de extracao de intervalos e o tempo de calculo da cobertura minima.
Desta forma, para o periodo & = 1, o tempo de processamento pode ser grande pois a cobertura
minima é calculada a cada iteragdo do passo (2). Em geral, o tempo para célculo de cobertura
minima depende de |1)(1)| e de |I|. Por outro lado, para periodos grandes, a quantidade de intervalos
gerados pelas extracdes entre duas etapas de célculo de cobertura minima pode ser muito grande, o
que implica em maior tempo de processamento de extragao. Periodos intermediarios possuem tempo
de processamento relativamente menor pois calculam a cobertura minima poucas vezes e ao mesmo
tempo nao deixam a quantidade de intervalos gerados crescer demasiadamente.

O leitor atento deve ter notado que, nos graficos, o nimero de intervalos para periodos k£ > |I¢(0)|
é maior que para alguns periodos menores, contrariando a observagao feita no terceiro paragrafo
anterior a esta. Cabe registrarmos que isto deve-se ao fato de que a implementacdo do algoritmo
utilizada para cédlculo de cobertura minima usa algumas heuristicas e portanto o resultado pode ser
subdtimo.

Nas situagoes em que os elementos de ¥(0) se encontram agrupados, espera-se que o tempo de
processamento seja menor em relacdo ao processamento sem agrupamento pois o numero de iteragdes
é menor no primeiro caso. Na tabela 4.2 mostramos o tempo de processamento comparando os dois
casos para algumas situacoes. Os intervalos foram agrupados usando um processo similar ao do
algoritmo QM. Pode-se observar que quando |L, | é significativamente menor que [1/(0)| o tempo
de processamento para o primeiro caso é também significativamente menor. No entanto, se levarmos
em conta o tempo necessdrio para agrupamento, em geral, ndo ha vantagem.

n | [¥(1)] | |#(0)| | Sem agrupamento Com agrupamento
Tempo (seg.) [L,0)] | agrup. (seg.) | ISI (seg.) | Total (agrup.+ISI)
17| 6218 | 10279 2257 7459 562 1481 2043
17 | 1609 | 11410 637 11022 508 826 1334
21 | 21371 | 40589 31150 28611 21698 16469 38167
25 | 4202 | 37504 9469 33357 880 9290 10170

Tabela 4.2: ISI com e sem agrupamento de elementos.

4.3 Algoritmo ISI como um Algoritmo de Aprendizado

Para que um algoritmo seja interessante como algoritmo de aprendizado, uma das principais ca-
racteristicas de interesse é a sua capacidade de generalizacado, isto é, a capacidade de classificar
corretamente os padroes nao observados durante o treinamento.

Na etapa de calculo da cobertura minima sdo selecionados os intervalos suficientes para cobrir
todos os elementos de ¥ (1). Portanto, os don’t cares que sdo cobertos por estes intervalos selecionados
sao também mapeados para 1; aqueles que nao sao cobertos sao mapeados para 0. Tanto a variante
original do ISI como o QM (quando todos os don’t cares sdo considerados como 1) fazem a mesma
generalizacdo, uma vez que os intervalos calculados na primeira etapa sdo os mesmos. Além disso,
pela observagao ja feita, o ISI com periodo k& > |I¢<0>| também faz a mesma generalizacdo. Periodos
menores que este podem produzir generalizacdes diferentes, uma vez que os intervalos calculados na
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primeira etapa nao sao necessariamente a colecao de todos os implicantes primos.

As figuras 4.9 a 4.12 mostram gréficos com o erro MAE (estimado sobre um conjunto de imagens
de validag@o) para os 4 casos acima.
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Figura 4.9: Erro MAE para ISI com diferentes periodos (n = 15, |¢(1)| = 9110
e [¥(0)] = 14538).
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Figura 4.10: Erro MAE para ISI com diferentes periodos (n = 17, [¢(1)| = 1609
e [4(0)] = 11410).

Podemos observar que ha pouca diferenca entre os erros MAE associados a diferentes periodos.
A comparacao do ISI com outros algoritmos de aprendizado nao faz parte do escopo desta tese. Na
pratica, observou-se que o ISI apresenta uma boa capacidade de generalizacao para diversos problemas
de processamento de imagens. Alguns resultados podem ser vistos no capitulo de aplicagdes ao final
desta tese.

4.4 Paralelizacao do ISI

Os algoritmos de minimizagdo sdo computacionalmente complexos, exigindo, em geral, muito tempo
de processamento e espaco de memoria. Uma possibilidade para reduzir esta complexidade seria a
sua paralelizacdo. Um k-cubo, k& > 0, pode ser decomposto como a unido de dois (k — 1)-cubos
disjuntos, os quais podem ser decompostos respectivamente como a unido de dois (k — 2)-cubos
disjuntos e assim por diante. Portanto, pode-se considerar um k-cubo como uma unidao de cubos
de dimensdo menor. Isto sugere de imediato uma possivel paralelizacao do algoritmo ISI. O n-cubo
inicial pode ser particionado em t sub-cubos disjuntos, digamos Cy,Cs,...,C;. Da mesma forma, o
conjunto ¥(1)Uy(0) pode ser subdividido em ¢ sub-grupos, G1,Ga,...,G¢. O conjunto G; consiste de
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Figura 4.11: Erro MAE para ISI com diferentes perfodos (n = 17, |[(1)| = 8517
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Figura 4.12: Erro MAE para ISI com diferentes perfodos (n = 25, (1) = 1340
e |¥(0)| = 8126).

MAE

todos os padroes observados e que pertencem ao sub-cubo C;. Supondo que existem t processadores
disponiveis, cada um deles podera processar um conjunto de exemplos G;, a partir do intervalo inicial

Ci.

Sejam dados X = (1) U 4(0) e o n-cubo inicial [#, W]. Descrevemos dois procedimentos para
particionar [@, W] e ¢ (1) U 1(0).

e Sejam [A,B] C P(W), Aja g ={X € X : X € [A,B]} e w; € W. Particionar [A, B] em w; consiste
em criar dois intervalos [A1,B1] = [A,BN{w;}°] e [A2,B2] = [AU{w;},B]. Este particionamento
implica na separagdo de AJs g) em duas subcolegbes disjuntas A[a, ;) = {X € Ajap) : X €
[Al,Bl]} e X[Az,Bz] = {X S X[A,B] X € [AQ,BQ]}.

e Procedimento 1 : seja dado um valor nmax, o nimero maximo de elementos permitidos em cada
parte da particdo. Primeiramente, escolhe-se um elemento w; € W tal que o partionamento de
[0, W] em w; separe mais eqiiitativamente os elementos em X. Particiona-se recursivamente cada
umas das partes até que o numero de elementos de X contidos nela seja menor que nmaz. A
posicao de particionamento w; é sempre escolhida de forma a produzir uma divisdo mais eqiiitativa
possivel dos elementos contidos na parte sendo particionada.

e Procedimento 2 : seja dada uma ordenacao dos elementos de W, wi,wa,...,w,, estabelecendo a
seqliéncia de posicoes de particionamento. Primeiramente, particiona-se [, W] em w;, em seguida
particiona-se cada uma das partes em ws e assim por diante, até que o ntmero total de partes
seja maior que um dado valor especificado.
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Todas as partes produzidas pelo primeiro procedimento tendem a conter aproximadamente |X|/nmaz
elementos. Esta reguralidade nao acontece no segundo procedimento. Um m algoritmo recursivo que
implementa o primeiro procedimento é apresentado a seguir (Algoritmo 4.3).

Entrada: W, (1) U(0), nmaz (nimero miximo de elementos em cada parte da
particao)
Saida: Particdo {P;,i € I'}, subcolecdes {X; : 3 € I'}.

1.next+—1 ; P +— [O,W] ; X1 +— (1) U(0) ;
2. Particione([0, W], X1,1) ;

3. Retorne partig&io {P;:1< i< nert} e subconjuntos {X;:1 <17 < next}.

Particione([A,B], X,i) {

Para todo w; € W seja
te — {XeX: Xe[A,Bn{w;}U} ;
th— {XeXx:Xe[AU{w;},B]}| ;
dlg] «— [ta — ts] ;

m +— arg; min{d[j] : 1 < j < |W|} ;

Xo+— {Xex :Xe[A,BN{wn}]} ;

Xy +— {Xex : Xe[AUu{wn},Bl};

Se |X,| < nmaz {
X, — X, 5 Pi+— [A,BNn{wn}9] ;

}

sendo Particione([A,B N {w, }°], Xa,i) ;
Se | A < nmaz {
nexrt +— next+1 ;
Xnezt — Xb 5 Pnezt — [A U {“)m}aB] H

}

sendo Particione([A U {wm},B], Xp,next) ;

Algoritmo 4.3 Algoritmo de Particionamento.

A particao gerada pelo algoritmo pode ser interpretada como sendo a particao associada a uma
expansao de Shannon, conforme visto na secao 2.3. O algoritmo ISI pode ser adaptado para que o
intervalo inicial seja um intervalo qualquer. Logo, o ISI pode ser aplicado sobre cada uma das partes
[A;, B;] e seus respectivos elementos X; para gerar as fungdes 1);, associadas as partes da particio. A
fungéo sobre o intervalo [, W] é dada por ¢ = Vi_, ;.

Os gréaficos da figura 4.13 e 4.14 comparam o tempo de processamento, o tamanho da base e o
erro MAE das fungoes geradas pelo algoritmo ISI e pelo algoritmo ISI que explora as parti¢des de
P(W). Os resultados referentes ao ISI estdo mais a esquerda, enquanto os referentes ao ISI paralelo
estdo mais a direita. No eixo das abscissas estd indicado o periodo k para o ISI e niimero maximo
de elementos na particdo para o ISI paralelo.
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Mesmo com a utilizagdo de um unico processador, o tempo total gasto por este algoritmo paralelo
é inferior ao tempo gasto pelo ISI. Para explicar esta afirmacao, analisamos as curvas no grafico da
figura 4.15. Seja T' o numero maximo de elementos em cada parte da partigdo. Se (1) Uy (0)| < T

400

T
step=1 —+—
parallel ---x---

350 -

300

N

o

o
T

Tempo (segundos)
g
T

50 | //X”HW‘“W“ | |
e

L L L
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

[%{1) Us{0)|
Figura 4.15: ISI x ISI paralelo : tempo de processamento variando [¢(1) U(0)|.

entdo o ISI paralelo ndo cria particdo e seu tempo de processamento é igual ao do ISI. Suponha que
o tempo gasto pelo ISI para T elementos é totp. Se |¢(1) U (0} = m x T, entdo o tempo gasto pelo
ISI paralelo é de aproximadamente m x toty. No entanto, o tempo gasto pelo ISI ndo é linear no
tamanho [¢(1) U (0)|, conforme mostra a curva da figura 4.15. Em contrapartida, tanto o tamanho
da base como o MAE do operador produzido pelo algoritmo paralelo tendem a ser maiores do que o
do ISI. Vale notar também que a disjuncao das partes C; pode ser explorada para uma implementagao
eficiente do operador projetado.

4.5 Comentarios

Neste capitulo apresentamos detalhadamente o algoritmo ISI, com demonstracdo de sua corretude.
A sua generalizacdo (na qual os elementos extraidos sdo intervalos e ndo pontos isolados) bem como a
prova da corretude sao contribuicoes originais deste trabalho. Analisamos também algumas variacoes
deste algoritmo e sua implicagdo no contexto de minimizacdo de fungdes Booleanas (tamanho de
representagdo da funcdo) e no contexto de aprendizado computacional (capacidade de generalizacdo
expressa através da precisdo MAE estimada sobre algumas imagens-teste).

O algoritmo apresentado originalmente em [157] considera quatro variantes do algoritmo : ISI-0
(que é a versdo que ndo filtra os intervalos que nao contém elementos de 1(1)), ISI-1 (que corresponde
ao algoritmo modificado com k = |(0)|), ISI-2 (que corresponde a segunda variante discutida acima)
e ISI-3 (que corresponde ao algoritmo modificado com k = 1). A variante ISI-3 foi mencionada como
uma das mais eficientes em geral. Com o uso de um periodo k£ adequado, conseguimos uma redugao
de tempo de processamento da ordem de 10 ou mais em relac¢do ao ISI-3 (periodo k = 1).

O algoritmo ISI pode, por um lado, ser essencialmente visto como um algoritmo alternativo para
minimizacao de funcoes Booleanas. Ele é especialmente adaptado para os casos nos quais o namero de
“don’t cares” é muito grande relativamente ao total observado. A heuristica (periodo para célculo de
cobertura) e a paralelizagido proposta permitem a minimizacao de fungdes Booleanas com um nidmero
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relativamente grande de variaveis. Observamos experimentalmente que os resultados obtidos com a
utilizacdo da heuristica proposta sdo em geral muito parecidos com o resultado 6timo, em termos de
ntmero de intervalos. Por outro lado, no contexto de aprendizado computacional, o algoritmo ISI
apresenta boa capacidade de generalizagdo para problemas de processamento de imagens bindrias.
Para uma andlise mais completa do algoritmo neste contexto, comparagdes com outros algoritmos
seriam necessarias. Porém, por nao fazer parte dos objetivos da tese, ela nao é considerada neste
trabalho.

Lembramos também que o critério utilizado pelos algoritmos para minimizacao de funcoes Bo-
oleanas é essencialmente algébrico. Na segunda parte dos algoritmos citados, a cobertura minima
é escolhida tomando-se como principais critérios o nimero de intervalos (que é minimizado) e o
tamanho de cada intervalo (que é maximizado). Este critério tem como objetivo minimizar a repre-
sentagao da fungdo Booleana resultante e encontra motivagdo na area de circuitos logicos digitais,
onde a utilizagdo de um menor nuimero de portas légicas e pinos de entrada é uma preocupagao
constante. Porém, quando analisamos o problema no contexto de aprendizado, outros critérios po-
deriam ser mais interessantes. Por exemplo, os intervalos candidatos a cobertura poderiam ter como
atributo um peso que depende das probabilidades de seus elementos. Assim, uma cobertura 6tima
nao conteria necessariamente um menor numero de intervalos, mas poderia ser calculada dando-se
maior importancia aos intervalos que agrupam objetos semelhantes (geometricamente) ou possuem
elementos com caracteristicas probabilisticas mais interessantes.



Capitulo 5

Projeto Multi-estagio de W-operadores

Um operador pode ser obtido compondo-se operadores mais simples. Por exemplo, um problema de
contagem de objetos em uma imagem ruidosa poderia ser decomposto em quatro subproblemas : fil-
tragem de ruido, realce de arestas, segmentacao dos objetos, e contagem propriamente dita. Cada um
destes subproblemas esta associado a um objetivo especifico. O operador final, que resolve o problema
original, é obtido compondo-se seqliencialmente os operadores que resolvem os subproblemas.

Para projetar um operador podemos projetar cada um de seus componentes e compo-los de forma
adequada. Esta forma de projeto é denominado projeto multi-estdgio. O projeto de cada um dos
componentes corresponde a um estigio do projeto. Em [144], os autores analisam vérias formas de
projeto dois-estagios. O projeto multi-estigio é também abordado no contexto de stack-filters [133].

No projeto multi-estégio, o projeto de um operador pode depender do resultado de um outro ope-
rador, como no exemplo citado acima. A tarefa de estabelecer os objetivos intermediarios adequados
requer conhecimentos especificos. Para evitar esta dificuldade, podemos considerar uma particular
formulacao na qual todos os objetivos intermediarios coincidem com o objetivo final. Neste caso, o
projeto multi-estagio pode ser visto como uma técnica de refinamento de solugdes na qual o operador
projetado aproxima-se cada vez mais do objetivo. Esta abordagem, restrita ao caso de operadores
crescentes, aparece em [55] com o nome de projeto iterativo.

Conforme veremos na préxima secdo, a composicao de t operadores que dependem de janelas
Wi, Was, ..., Wy, respectivamente, resulta em um operador que depende da janela W1 ®WaoD...EW;.
Portanto, projetar operadores sobre janelas pequenas iterativamente e depois compoé-los é uma técnica
que permite projetar operadores sobre janelas grandes. Esta técnica aproveita o fato de que o projeto
de operadores sobre janelas pequenas é computacional e estatisticamente mais simples do que sobre
uma janela grande.

Neste capitulo, varios aspectos da estratégia de projeto multi-estagio (no sentido iterado descrito
acima), para operadores ndo necessariamente crescentes, sdo analisados sob um ponto de vista pratico.

61
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5.1 Consideracoes Iniciais

Seja ¥, : P(E) — P(E) um W-operador e seja ¥, : P(E) — P(E) um W’'-operador, com as respectivas

funcoes caracteristicas ¢ e 1y, onde W = {wq,wo,...,w,} e W = {w],w),...,w!, }. Entao,

z€ LY (S) (5.1)
% (% (S)--NW') =1
¥ (Lg, 5)(2 + ), g ) (2 + wh), - Ty 5) (2 + ) ) = 1

= zz(mmz + +w1>,...,1s<z+w1+wn>>,...,¢1<1s<z+w4n+w1>,...,1s<z+w:n+wn>>) =1

O lado direito da expressdo define uma funcao de W & W’ — {0,1} que caracteriza o operador
composicio de ¥, com ¥,. Ele depende de valores de S na soma de Minkowski W& W'. A figura 5.1
mostra os pontos da imagem dos quais depende o resultado da composicao de dois operadores sobre
a janela Wiy3, cujo centro coincide com a origem.

) s g
+ + O+
) s F
+ + o+
N N N
I____I___ I
S : : '
. - ____4l I
F'--l---ﬂ---\><></——-T---r“‘.
T, (9) :____:____:___ z+w'1z+w'2z+w'3___l___:____:
____I___—I___T_:_\/__I___T___I____|
: | | | 2 | | | |
COS) oL oot
Figura 5.1: Composicao de operadores.
A composicao de t operadores, ¥, ¥, W, localmente definidos, respectivamente, sobre as
janelas W;, 1 =1,2,...,t é denotada \Ilt \Il \If ... U, U (ou também ¥! = ¥ ¥i~1), O operador

Ut ¢ um Wt—operador, onde Wi=W;oW2... EB W;. Se W; = W para todo i =1,2,...,t, entao
¥t ¢ um tW-operador, onde tW é a soma de Minkowski de W por ele mesmo ¢ — 1 vezes.

Nem todos os tW-operadores podem ser expressos como uma composi¢ao de ¢t operadores. Isto
significa que a classe de operadores compostos ¥? é menor que a classe de tW-operadores. Con-
seqlientemente, se ¥ . denota o tW-operador 6timo e \Ilipt denota o operador étimo consistindo
da composicao de © W-operadores, vale a relagéo

MAE(Y,, ) < MAE(Y )< MAE(W! 1) <... < MAE(Y! ). (5.2)

Vamos supor que \Ilz é o operador composto étimo, para t iteragdes sobre uma janela W’. Note

pt

que ‘Q[Jz é composto por t operadores, cada qual definidos por 2/W'l parametros. Logo, para projetar

pt
- . ’ ~ . . , !
‘Ilf’pt (o estimador de \Il(t)pt), o ntiimero total de parametros que precisam ser estimados é t % 21W'l. Por
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outro lado, seja ¥ W = tW’, o operador (ndo-iterado) 6timo sobre W. Neste caso, o ntimero

opt, W
de parametros que precisam ser estimados para estimar W _ . é 2IWl. Por exemplo, se W' = Wiys3
e W = Wsys, isto é, t = 2 e W = 2W'| entdo para projetar um operador de 2 iteracoes sobre W'
precisamos estimar 2 - 27 pardmetros, enquanto que para projetar um operador sobre W precisamos

estimar 22° parametros.

Conseqiientemente, um operador composto 6timo \I'zpt possui menos parametros a serem es-

timados e portanto a sua precisao, E[A(\ilzpt,\llzpt)], pode ser muito melhor que a precisao

E[A(‘i{)p:,w: Y ow)] de ‘i{)p:,w- A iteracdo é estatisticamente vantajosa se

ElAY, ¥ )] +AWT ¥ ) <E[AY, YW (5.3)

opt’ opt? “optW opt,W? “optW
Se a desigualdade acima é satisfeita, isto significa que projetar operadores sobre uma janela grande
através da composicao de operadores projetados sobre janelas pequenas resulta em melhores opera-
dores do que projetar um operador diretamente sobre a janela grande.

5.1.1 Detalhes do Projeto

Comentamos anteriormente que, do ponto de vista do usudrio, uma das dificuldades do projeto multi-
estagio seria a especificacao dos objetivos intermediarios e, portanto, uma alternativa seria fixar todos
os objetivos intermediérios iguais ao objetivo final. Analisamos aqui estas duas possibilidades sob o
ponto de vista de projeto.

A primeira possibilidade, com objetivos intermedidrios distintos, é ilustrada na figura 5.2(a).
Aqui, o objetivo final é a minimizagdo global da diferenga entre W*(S) = ¥ (¥,_ (... (¥ (S))...)) e
I;. Este ndo é necessariamente obtido minimizando-se os erros entre ¥, (S) e Iy, ¥, (I1) e Iz, e assim
por diante. Na prética, ele depende da minimizagéo entre ¥, (S) e Iy, ¥, (¥, (S)) e Ia, e assim por
diante. Isto significa que a minimizacdo envolve um processo de otimizagao global com relagao ao
espaco de todos os parametros que definem W!. Em outras palavras, os ¢ componentes devem ser
analisados conjuntamente, resultando em um problema combinatério altamente complexo. Em [144],
algoritmos para t = 2, com restrigoes sobre o tipo de operadores em um dos estagios, foram propostos;

porém eles nao sao aplicaveis para t > 2.

A segunda possibilidade, na qual todos os objetivos intermediarios coincidem com o objetivo final,
é ilustrada na figura 5.2(b). Neste caso, a otimizacdo é local, isto é, minimizam-se as diferencas entre
Ul(S) e I, U2(S) e I, ¥3(S) e I, e assim por diante. Isto significa que cada um dos componentes
pode ser projetado individualmente: S é utilizada para projetar ¥, ¥, (S) para projetar ¥,, ¥?(S)
para projetar W, e assim por diante.

No projeto multi-estagio automatico, cada um dos componentes do operador deve ser projetado
automaticamente. Sob o ponto de vista de projeto, a segunda possibilidade pode ser facilmente
implementada pois cada um dos componentes pode ser individualmente projetado. No caso da
primeira possibilidade, além da dificuldade do ponto de vista de usuario, existe também a dificuldade
do ponto de vista de projeto.

5.1.2 Detalhes dos Experimentos

O restante deste capitulo analisa varios aspectos relacionados ao projeto multi-estagio de operadores
(no sentido iterativo). Estas andlises sao efetuadas a partir de observagdes experimentais.
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(b) Objetivos intermedidrios iguais
Figura 5.2: Duas possibilidades para projeto multi-estagio.

O numero de iteracdes t foi definido arbitrariamente para cada experimento assim como as res-
pectivas janelas W;, i = 1,2,3,...,¢. Dadas algumas imagens de treinamento (S, 1), realizagbes de
um processo (S,I), um primeiro operador ¥, é projetado utilizando-se a janela W; de forma que
¥, (S) seja um estimador de I. Em seguida, um segundo operador W, é projetado sobre a janela Wy
de modo que ¥, (¥, (S)) seja um estimador de I. Da mesma forma, um terceiro operador é projetado
de forma que W, (¥, (¥, (S))) seja um estimador de I, e assim por diante. Portanto, para ¢ iteracdes
o processo todo é composto de t estigios de treinamento. Diversas janelas' foram utilizadas nos
experimentos.

Existem algumas possibilidades quanto a questao de como os dados de treinamento sao utilizados
neste processo. Uma estratégia simples é a utilizacdo de todo o conjunto de dados de treinamento
em cada um dos estigios de treinamento. Uma outra possibilidade consiste em subdividir o conjunto
de dados de treinamento em ¢ subconjuntos (disjuntos ou néo) e utilizar um para cada estdgio de
treinamento. Inicialmente consideramos o uso de todo o conjunto de imagens em cada estigio de
treinamento, e na ultima secdo analisamos o caso em que os conjunto de imagens de treinamento sao
subdivididos em subconjuntos.

Para os testes experimentais realizados, utilizamos tanto imagens sintéticas quanto imagens reais.
Cada grupo de imagens foi separado em dois subgrupos: as imagens de treinamento, utilizadas
para projetar os operadores, e as imagens de valida¢do, utilizadas para avaliar o desempenho dos

1 P ~ .
Ver inicio do texto para as notacoes utilizadas.
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operadores projetados. A seguir descrevemos e mostramos partes de algumas destas imagens.

Imagens com ruido sal-e-pimenta : este grupo contém imagens corrompidas por ruido do tipo
sal-e-pimenta (ruidos aditivos e subtrativos pontuais), ambos com 15% de densidade (figura 5.3), isto
é, a probabilidade de que um ponto da imagem tenha sido corrompido é 0.15. Diferentes realizacoes
do mesmo tipo de ruido foram simuladas sobre uma mesma imagem, de tamanho 256 x 256, formando
vérios pares de imagens observadas-ideais (neste caso as imagens ideais sfo sempre as mesmas).

(a) Observada (b) Ideal

Figura 5.3: Imagens com ruido do tipo sal-e-pimenta.

Modelo Booleano [123] e ruido Booleano: este grupo consiste de imagens geradas seguindo-
se o processo descrito a seguir. Primeiramente, alguns pontos na imagem sao sorteados de acordo
com o modelo binomial, com intensidade D = 0.002 sendo a probabilidade de um certo ponto ser
escolhido. A seguir, consideramos um processo de graos primérios que geram conjuntos aleatérios,
os quais sao colocados sobre os pontos escolhidos. O grao primario considerado aqui é um quadrado
Z x Z,onde Z é uma aproximacao discreta de uma variavel aleatéria Gaussiana com média =11 e
variancia 02 = 4. Os processos de ruido aditivo e subtrativo sio também processos aleatérios discretos
independentes do processo das imagens. O grao primario do processo de ruido é um subconjunto do
quadrado 3 X 3, com o tamanho de cada grio uniformemente distribuido sobre o intervalo [1,5]. A
intensidade dos ruidos aditivo e subtrativo sao dados, respectivamente, por D, e D;. A figura 5.1.2
mostra parte de uma realizacdo do processo de imagem e parte de trés realizagoes de imagens ruidosas
com diferente intensidade de ruido. O tamanho da imagem ¢é 512 x 512.

Reconhecimento de Caracteres: algumas péaginas escolhidas ao acaso de dois livros foram digi-
talizadas a 200dpi (“dots per inch” ou seja, pontos por polegada), e em seguida binarizadas através
de uma simples limiarizagao. Para cada imagem do primeiro livro, foi gerada uma imagem contendo
somente as letras s mindsculas. Similarmente, para cada imagem do segundo livro foi gerada uma
imagem contendo somente as letras ’a’ mintusculas. Em seguida, todas as imagens foram reduzidas
por um fator de 2, eliminado-se uma a cada duas colunas e uma a cada duas linhas das imagens.
Uma pequena parte de duas destas imagens sdo mostradas nas figuras 5.5 e 5.6. Os tamanhos da
imagens reduzidas sdo aproximadamente 375 x 310 para o primeiro livro, e 410 x 335 para o segundo.
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(¢) Do = D, = 0.02 (d) D, = D, = 0.06
Figura 5.4: Modelo Booleano.

5.2 Numero Crescente de Iteracoes

Apesar de sabermos que, do ponto de vista tedrico, o MAE decresce a medida que o numero de
iteracoes aumenta (Eq. 5.2), na pratica os operadores sdo projetados a partir de um nimero finito
de dados e portanto nédo se pode afirmar o mesmo em relagao aos operadores estimados. Nesta secao
analisamos experimentalmente como os operadores estimados se comportam em termos de erro, para
um numero fixo de dados de treinamento e para uma janela fixa, a medida que o ntimero de iteracoes
aumenta.

A figura 5.7 mostra 4 graficos de erro MAE. Cada grafico mostra a variacdo do erro MAE a
medida que o numero de iteragoes aumenta. O erro das imagens originais nao é ilustrado nos graficos
e, portanto, nao podemos ver a diminuicao de erro devido ao primeiro operador. Em geral, a reducao
de erro devido ao primeiro operador é significativo, muito mais do que a redugédo devida aos operadores
subseqiientes.

Podemos observar, na maioria do gréaficos, que existe uma reducgéo visivel do erro nas primeiras
trés ou quatro iteracdes e que, a partir desse ponto, a reducio de erro torna-se desprezivel (as curvas
tornam-se quase horizontais). Em geral, o ponto no qual a curva comega a tornar-se horizontal pode
estar indicando que iteragoes adicionais nao serdao uteis para reduzir o erro. Este ponto pode ser
interpretado como o numero de iteracoes a ser considerado para o problema especifico em questao.

No segundo gréfico podemos observar um ligeiro aumento de erro da segunda para a terceira
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Figura 5.5: Reconhecimento de letra s (livro 1).
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(a) Observada (b) Ideal

Figura 5.6: Reconhecimento de letra a (livro 2).

iteragao. Observamos também casos nos quais as curvas apresentam pequenas oscilagoes. Estes
comportamentos ocorrem pois os operadores sao estimados a partir de dados. Além disso, quando
as iteracOes sdo sobre janelas grandes, as curvas sao quase horizontais mesmo nas primeiras ite-
racoes. Isto significa que praticamente ndao ha reducgao de erro da primeira iteragdo para as iteragoes
subseqiientes. Este caso serd retomado mais adiante.

5.3 Numero Crescente de Dados de Treinamento

Fixada uma janela, sabemos que os operadores projetados a partir de uma quantidade maior de dados
de treinamento sdo mais precisos que os operadores projetados a partir de uma pequena quantidade
de dados de treinamento.

Nesta secao analisamos o que acontece com a curva de erro ao longo das iteracdes se variamos a
quantidade de dados de treinamento. Cada um dos graficos das figuras. 5.8 € 5.9 mostra as curvas de
erro para diferentes quantidades de exemplos de treinamento. Os rétulos que acompanham as curvas
indicam o ntimero de pares de imagens utilizados no treinamento.

Em geral, o aumento de exemplos de treinamento implica em aumento da precisdo do operador
projetado, de forma consistente para todas as iteragoes. Esta relagdo é bastante ébvia enquanto a
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Figura 5.7: Evolugao das curvas de erro ao longo das iteragoes. Janela de iteragao
e quantidade de imagens de treinamento fixas ao longo das iteragoes.

quantidade de dados de treinamento é relativamente pequena. Por exemplo, no gréfico da figura 5.8b,
a diferenca de erro entre as duas curvas de cima (operadores projetados com um e dois pares de
imagens de treinamento, respectivamente) é bastante significativa. No entanto, a diferenca de erro
entre as duas curvas de baixo (operadores projetados com 12 e 18 pares de imagens de treinamento,
respectivamente) é bem pequena. A medida que a quantidade de dados de treinamento aumenta,
as curvas tendem a convergir para a curva étima. Conseqiientemente, a convergéncia pode estar
indicando que o operador projetado ja estd proximo do operador 6timo para aquela janela. Observe
que esta convergéncia nao é aparente para janelas grandes, pois nesses casos o nimero de dados de
treinamento necessédrios para projetar operadores precisos é, em geral, bem grande.
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Figura 5.8: Evolugao das curvas de erro ao longo das iteragoes, para diferentes
quantidades de exemplos de treinamento (modelo Booleano — D, = 0.02,D, =

0.02).

Sabe-se que projetar operadores sobre janelas pequenas é muito mais simples tanto estatistica quanto
computacionalmente do que para janelas grandes. Nesta secdo comparamos operadores iterados sobre
diversas janelas, com especial atencdo ao efeito devido & quantidade de exemplos disponiveis.

Primeiramente analisamos os casos que podem ocorrer quando comparamos iteragoes sobre uma
janela W' e iteragoes sobre a janela W = W' & W'.
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Figura 5.9: Evolugao das curvas de erro ao longo das iteragoes, para diferentes
quantidades de exemplos de treinamento (reconhecimento de letra s).

Caso a

Consideramos aqui as imagens com ruido do tipo sal-e-pimenta. A figura 5.10 ilustra o desempenho de
operadores iterados sobre W5 contra aqueles iterados sobre a janela W3, para diferentes quantidades
de exemplos de treinamento. Note que a medida que o niimero de exemplos de treinamento aumenta,
as iteracoes sobre ambas as janelas convergem para um mesmo erro. Esta convergéncia pode ser um
indicador de que a quantidade de dados de treinamento ja é estatisticamente suficiente para ambas as
janelas e que dados de treinamento adicionais irao melhorar a precisdo do operador apenas por uma
fragao que pode ser desprezivel. Neste caso, notamos que o operador iterado sobre a janela menor
possui uma precisdo similar, apenas um pouco inferior, ao operador iterado sobre a janela maior,
independente da quantidade de exemplos utilizada.

A figura 5.11 mostra os resultados de quatro iteracoes sobre a janela cruz, enquanto a Fig. 5.12
mostra os resultados de duas iteragdes sobre a janela Wiz, ambos a partir de trés pares de imagens
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Figura 5.10: Filtragem de ruido sal-e-pimenta : iteracoes sobre W5 X iteracoes

sobre Wi3.

de treinamento. Note que o resultado apds duas iteragoes sobre a janela Wy é similar ao resultado

apds uma iteracao sobre a janela Wi3, conforme mostram os graficos anteriores.

Caso b

Consideramos agora o modelo Booleano descrito anteriormente. A figura 5.13 mostra o desempenho
dos operadores iterados sobre a janela W3x3 contra os iterados sobre a janela Wsy5, para diferente

quantidade de exemplos de treinamento. Para uma pequena quantidade de exemplos de treinamen-

to, os operadores projetados sobre a janela pequena superam em precisdao aqueles projetados sobre

a janela maior para a mesma quantidade de exemplos. No entanto, com o aumento de exemplos de

treinamento, operadores projetados sobre a janela maior apresentam aumento significativo de pre-

cisao, enquanto aqueles projetados sobre a janela pequena apresentam apenas um pequeno aumento.
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(a) Iteracio 1 (b) Iteracao 2 (c) Iteracao 3 (d) Iteragao 4

B .

Figura 5.11: Resultados de 1 a 4-iteragdes (janela Wis).

(a) Iteracdo 1 (b) Iteragao 2

Figura 5.12: Resultados de 1 e 2-iteragoes (janela Wy3).

Com isso, para uma quantidade grande de exemplos de treinamento, os operadores iterados sobre a
janela maior apresentam desempenho superior aos iterados sobre a janela menor.

Caso ¢

Neste caso, consideramos o problema de reconhecimento de caracteres. A figura 5.14 mostra o
desempenho de operadores iterados sobre a janela W3yx3 contra o desempenho dos operadores iterados
sobre a janela Wsys5, para diferente quantidade de exemplos de treinamento. Iteragbes sobre a janela
pequena produzem operadores com desempenho muito fraco em relagdo aos operadores iterados sobre
a janela maior, mesmo para quantidades pequenas de exemplos de treinamento. Conjeturamos que
este desempenho pobre do operador sobre a janela menor é conseqiiéncia da inabilidade do operador,
em qualquer estdgio de iteragio, de capturar as caracteristicas das formas (importantes nas letras),
devido ao tamanho reduzido da janela.
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74 Projeto Multi-estdagio de W-operadores

1 training image 6 training images
' 33 —— ' ' 3@
5x5 —-x- 3
0.02 | \\_’7 4 0.02 | \¥ |
0.015 - q 0.015 - q
w w
€ ¢
= =
001 |- X 4 001 | 4
e UR— ommmnemneeee wmmmemmmmnee .
0.005 - 4 0.005 - 4
OV S S x
0 2 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Iterations on 3x3 window Iterations on 3x3 window
(a) Reconhecimento de caracteres, 1 imagem de (b) Reconhecimento de caracteres, 6 imagens de
treinamento treinamento

12 training images
T

3x3 ——
5X5 --x---
0.02 B
0.015 - B
w
<
=
0.01 4
s,
0.005 - g
.
. . . . . .
0 2 4 10 12

6 8
Iterations on 3x3 window

(c) Reconhecimento de caracteres, 12 imagens de
treinamento

Figura 5.14: Reconhecimento de caractere: iteragdes sobre Wsy3 X iteracoes
sobre Wsxs.



5.4 Iteracoes sobre Diferentes Janelas 75

5.4.1 Exemplos

Suponha que o tamanho méaximo da janela estd estabelecido e, portanto, qualquer operador projetado
nao deve depender de janela maior que a fixada. Esta é uma hipdtese razoavel pois, na pratica, a im-
plementacao de operadores pode estar sujeito a varias limitacGes, tais como a velocidade de aplicagao
dos mesmos e, principalmente, a quantidade de portas lgicas (ou circuitos) para a implementagio
de hardware dedicado, como o caso de impressoras. Desta forma, iteracao sobre janelas pequenas e
numeros menores de iteracoes tornam-se caracteristicas desejiveis. Portanto, gostariamos de saber
qual é o melhor operador multi-estigio que pode ser projetado a partir de um conjunto de exemplos
disponiveis e que cuja janela nao ultrapassa o tamanho méximo estabelecido.

Aqui investigamos, experimentalmente, o comportamento de varios operadores iterados, sobre
diferentes janelas e diferentes quantidades de exemplos de treinamento. A janela maxima é fixada
como sendo um multiplo da janela W3x3, e consideramos a tabela de equivaléncia 5.1 para efeitos de

comparacao.
2Wix3 | 1Wsys
3VV3><3 1VV7><7
4 W33 | 2Wsys 1 Wyxg
5 W33
6VV3><3 3W5><5 2VV7><7 1VVlB><13
7TW3sxs
8Wisxs | 4Wsxs 2Wyxg
9W3><3 3W7><7
10 W33 | 5 Wsxs
11 Wsy3
12W3x3 | 6 Wsxs | 4Wrxr | 3Woxg | 2Wiszxais

Tabela 5.1: Iteracoes equivalentes

Por exemplo, a quinta linha da tabela indica que 6 iteragoes sobre a janela W33 sdo equivalentes
a 3 iteracOes sobre a janela Wrsx5; o qual, por sua vez, é equivalente a 2 iteragoes sobre a janela
Wr«7, que é equivalente a 1 iteracao sobre a janela Wi3zx13. Se a janela maxima é Wi3x13, qual das
possibilidades resulta no melhor operador ?

A figura 5.15 mostra o desempenho de operadores iterados sobre diferentes janelas (seguindo a
tabela 5.1), para diferentes quantidades de exemplos de treinamento, para o problema de reconheci-
mento de letra “s”. Omitimos a curva para a janela W3x3 pois o erro é muito maior comparado ao
das demais janelas, prejudicando a visualizacdo da curvas.

A figura 5.16 mostra uma pequena parte de uma imagem de teste e os resultados obtidos
aplicando-se os operadores de 1 e 2 iteragoes sobre a janela Wy 7.

A figura 5.17 mostra os desempenho dos operadores iterados sobre diferentes janelas, para dife-
rentes quantidades de imagens de treinamento, para o modelo de ruido Booleano.

A figura 5.18 mostra uma pequena parte de uma imagem de teste e os resultados obtidos
aplicando-se os operadores de 1 a 6 iteragoes, treinados a partir de 6 pares de imagens sobre uma
janela Wgx5, para o modelo D, = 0.06, D, = 0.06.
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Figura 5.16: Resultados para reconhecimento de caractere “s”. Duas iteragoes

sobre a janela W77, usando 6 pares de imagens de treinamento.
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5.5 Diferentes Formas de Treinamento

O erro dos operadores projetados sobre janelas grandes em relacdo as imagens de treinamento é, em
geral, muito préximo de zero (veja a Fig. 5.19). Em outras palavras, para uma dada imagem de
treinamento S, ¥(S) é muito préxima da respectiva imagem ideal I. Portanto, o segundo operador
¥y projetado a partir dos pares (U1(S),I) e os operadores das iteragdes subseqlientes pouco ou nada
precisam fazer para melhorar W(S). Entretanto, quando estes operadores sio aplicados sobre as
imagens que nao foram utilizadas para o treinamento, eles podem apresentar um desempenho bem
diferente. O operador W¥; provavelmente nao produzird erro tao préoximo de zero e os operadores
subseqiientes nao serao, por sua vez, capazes de corrigir os erros deixados por Wi, uma vez que eles
nao foram treinados para isso. Esta é uma das razoes que explicam porqué os operadores projetados
sobre janelas grandes possuem curvas de erro quase horizontais, ou as vezes até crescentes.
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Figura 5.19: Erro sobre imagens de teste e de treinamento.

5.5.1 Subdividindo os Dados de Treinamento

O efeito descrito acima pode ser atenuado usando-se imagens de treinamento adicionais de um estagio
de iteragdo para os subseqiientes. Entretanto, como o niimero de imagens de treinamento disponivel
é limitado em geral, este aumento de dados de uma iteragao para outra nao pode ser arbitraria. Aqui
consideramos a seguinte estratégia : em vez de utilizarmos todas as IV imagens para o treinamento,
utilizamos ciclicamente um subconjunto de M (M < N) imagens em cada itera¢io. Fazendo isso,
algumas imagens que nao foram utilizadas em uma iteragao serao utilizadas na iteragao subseqiiente.
Por exemplo, se consideramos N = 10 e M = 6, entao na primeira iteracdo as imagens a serem
utilizadas sdo {1,2,3,4,5,6}, na segunda iteragio serdo utilizadas as imagens {7,8,9,10,1,2}, na
terceira as imagens {3,4,5,6,7,8}, e assim por diante. Se N = 10 e M = 8, entdo na primeira
iteragdo serdo utilizadas as imagens {1,2,3,4,5,6,7,8}, na segunda as imagens {9,10,1,2,3,4,5,6},
e assim por diante. Em outras palavras, as imagens sdo numeradas de 1 a N e sdo utilizadas
ciclicamente.

As figuras de 5.20 a 5.24 mostram o desempenho dos operadores treinados para N =4, N = 6,
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N =11, N =15 e N = 20, respectivamente, sobre as imagens de teste, com M variando de (N +1)/2
a N. O eixo das abscissas indica o valor de M e os rétulos das curvas indicam o estigio de iteragao.
Nas primeiras iteracoes, quanto maior o valor de M, menor o erro MAE. No entanto, nas ultimas
iteracoes, 0 MAE é minimo para M menor que N (isto é, para casos em que um subconjunto das
imagens de treinamento foi utilizado em cada estagio de treinamento em vez do conjunto todo). Logo,
o uso de todas as imagens de treinamento em todas os estdgios de treinamento pode nao resultar,
necessariamente, no melhor operador multi-estigio (em termos estatisticos).
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Figura 5.20: Desempenho sobre as imagens de teste (N = 4).
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Figura 5.21: Desempenho sobre as imagens de teste (N = 6).
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Figura 5.22: Desempenho sobre as imagens de teste (N = 11).
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Figura 5.23: Desempenho sobre as imagens de teste (N = 15).
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Figura 5.24: Desempenho sobre as imagens de teste (N = 20).

Por que subdividir os dados de treinamento pode ser vantajoso 7

Alguns dos resultados experimentais indicam que, para janelas grandes, operadores obtidos
utilizando-se parte dos dados de treinamento em cada estigio de treinamento resulta em opera-
dores com melhor desempenho do que aqueles obtidos utilizando-se todos os dados de treinamento.
A seguir analisamos este fendmeno para entender porqué ele acontece. Para evitar notagdes compli-
cadas, restringimo-nos ao caso de dois estagios de iteracao, cuja andlise pode ser estendida para um
numero de iteracbes quaisquer.

Seja T uma colecdo de dados de treinamento, isto é, 7 = {(S1,11), (S2,I2),...,(Sn,In)}, N > 0.
No caso em que todos os exemplo§ de treinamento sao utilizados em ambos os estagios de treinamento,
o operador da primeira iteragao ¥, . é estimado a partir de 7 e o operador da segunda iteragao ¥, . é
estimado a partir de {(\illﬂT(Sl), I), (‘i’lﬂT(Sz), Ib),..., (¢1,T(SN), In)}. Podemos escrever o erro MAE
de \i’m’ da seguinte forma :

A ~

MAE(¢’1,'T> = MAE(‘ilz ) T A( 1,7 'T\Ill,’T) : (5.4)

No caso em que apenas parte dos exemplos de treinamento é utilizado em cada estigio de treina-
mento, seja 71 C T o conjunto de exemplos utilizados para projetar o operador de primeira iteragao
‘~Il1 7, € seja T2 C T o conjunto de exemplos utilizados para prOJetar o operador de segunda iteracao
0 Neste caso, ¥, 7, € estimado a partir de (S;,1;) € T1 e ¥, . ¢ estimado a partir de (¥, 7,(8:),L)
onde (S;,1;) € 7'2. Em geral, temos que

2,72 "
MAE(Y, ) > MAE(Y, ,) (5.5)
pois 71 C 7. Podemos escrever,

MAE(Y, ,.) = MAE(Y, ) + A(¥

1,7

Além disso,

MAE(Y, )= MAEY, ¥ )+ A, ¥ ¥ ) (5.7)
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Das equagdes 5.6 e 5.7 obtemos

MAE(Y, )+ A, , 8, ) = MAE(Y, 0, )+ A, 8, 6, ) (5.8)

2,72

Substituindo MAE(\ill‘T> pela equagio 5.4, obtemos

MAE(H, ) + A(Y, ,, &

2, T

1,77 \111.7) + A(\iﬁ,ﬁ ) \111,7) = MAE<¢IZ,’7’2 \111.7'1> + A(\i’l,ﬁ ) \ilz.Tz ‘111,7*1) (5.9)

A A

MAE(Y, ¥, )~ MAE(Y, , ¥, )= ¥, 0 ) -

AT,

1,77 72,75 1,’T1)

_A(

1,77
Logo,

MAE(Y, ¥, ) — MAE(Y, ¥, ) >0

1,77/ =

A, ¥

1,777 72,7 \Ill,’Tl

) =2 A Y, 1T)+A( oY)

Em outras palavras, a subdivisdo de dados pode ser vantajosa (MAE(¢12172\11 )< MAE(\ilzyT\illyT))
se, e somente se, a melhora obtida pelo operador de segunda iteragao (A(\Il1 . ,\Il \I' )) for maior
que a soma da melhora devida ao segundo operador (no caso em que se usa todos 0s exemplos de trei-
namento, A(\Ill -0, U _)) mais o aumento de erro de \ill,,rl em relagdo ao erro de ‘i’m’ (A(\ill,Tl , ‘i’m’))
devido ao fato de utlhzar menos exemplos na primeira iteragao.

Analisamos agora em quais situagoes a condi¢ao acima pode ocorrer. Seja mo = M (n,d) o maior
numero de exemplos de treinamento para o qual o erro de treinamento de \II , + € menor que §. Para
um valor de § fixo, M(n,d) é uma fungdo de n, crescente em n. Logo, para n grande, é possivel
termos um valor relativamente grande para mg e ainda assim termos erro de treinamento menor que
5. Se § é bem pequeno, entdo ¥, ,(S;) é bem préximo de I; e portanto W, = ¢ (¢ é o operador
identidade). Neste caso,

MAE<\II2 T\Ill )= MAEQY, ;) (5.11)
1,77
71 é menor que 6, mas sobre T pode ser significativamente maior que §. Logo, \Il T pode ser bem

e portanto A(\I! \Il \II ) = 0. Relativo ao segundo caso, o erro de treinamento de \I! 7, sobre

diferente do operador identidade e em conseqiiéncia A(\IJ 0 \I' ) pode ser significativo. Se

1,777 72,7y
tivermos A(¥, ., ¥, ) também pequeno, entéo podemos ter AT, 7 ,\112 TZ\II ) > AT, T )+
AT,

1,70 %2, 7 1T
7y \IILT), que € a situag@o na qual subdividir os exemplos de treinamento é vantajoso.

5.5.2 Variando as Janelas de um Estagio para Outro

Até agora consideramos e analisamos casos nos quais os operadores em todos os estagios foram pro-
jetados sobre uma mesma janela. Porém, os operadores multi-estdgio nao precisam necessariamente
ter todos os componentes projetados sobre uma mesma janela.

De fato, observamos experimentalmente casos nos quais a utilizacdo de janelas diferentes de uma
iteracdo para outra produz melhores resultados em comparacdao ao uso de uma unica janela. A
figura 5.25(a) mostra a curva de erro para 3 iteracoes sobre uma janela Wy 7, contra a curva de erro
do operador iterado sobre a seqiiéncia de janelas Wrx7, Wsx5 € W3x3. Note que Wrx7 @ Wryr =
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Wrx7 ® Wsxs @ W3x3. Portanto, tanto o operador de dois estagios sobre a janela Wrx7, quanto
o operador de trés estagios sobre as janelas Wrx7, Wsx5 € W3x3, respectivamente, sdo operadores
definidos sobre a janela W77 & Wry7.

Different ways of combine windows Different ways of combine windows
T T T T

0.0021 T T

7X7-6%5:3x3 —— 5X5-5x5 ——
TXT-TXT-TXT =%~ 5x5-21pt --x---

0.00205 [ B
\ 0.035 - —

0.002 -

0.00195

MAE

0.0019 | 0.025 -

MAE

0.00185

0.0018

0.015 - —

0.00175

0.0017 L . L L 0.01 L L L L L
0

4 6 15
Iterations on 3x3 window Iterations

(a) Reconhecimento de letra s (livro 1) (b) Ruido Booleano
Figura 5.25: Diferentes janelas de uma iteragao para outra.

A figura 5.25(b) mostra a curva de erro do operador de 2 iteragdes sobre a janela Wgy5, contra a
curva de erro do operador de dois estagios, sobre as janelas Wsy5 e Wap pontos (a janela Wsy5 sem
os quatro pontos dos cantos), respectivamente. Mesmo que Wsx5 ® Wsxs O Wsxs @ Wa, o segundo
operador apresenta desempenho superior ao primeiro.

Para concluir esta se¢ao, vamos relembrar a questao da escolha da janela no caso de projeto
simples (de um estdgio). Vamos supor trés janelas Wi, Wa e W3 tais que W1 C Wo C W3. Sejam

Uoowrs Yoiw, € Ui, 08 operadores 6timos nos espacos W, , W, e ¥, , respectivamente. Suponha
que existe um conjunto de dados de treinamento e trés operadores estatisticamente 6timos, ¥ _
‘i{)pth e \iIOPtW:s’ sao projetados a partir destes exemplos.

E possivel escolher as janelas de tal forma que tenhamos MAE(\i{)pth) < MAE'(li{)ptwl)
e MAE(Y . ) < MAE(Y ). No primeiro caso, MAE(Y . ) — MAE(Y ) >

A(\I{)pt‘wz,\l{)pth) - A(\Iépt,wl"l{)pcwl)’ isto é, o erro do operador 6timo em W; é muito maior do
que o erro do operador 6timo em Ws; o que acaba sendo decisivo para que o primeiro tenha
desempenho inferior, mesmo que o erro de estimacao no segundo seja maior. No segundo caso,
A s Uoiw,) = Ay Uoisy,) > MAE(E ) — MAE(E ), isto &, o erro de estimagéo

do terceiro operador é tao grande que a diferenga de erro entre os 6timos ¥ e ¥ tem pouca
3 pt,Wo opt,W3
importancia na pratica. Este raciocinio mostra que, para um dado nimero fixo de exemplos de

treinamento, existe uma janela que produz o melhor operador estimado.

No caso de operadores multi-estigio iterados, existe uma janela 6tima para o operador Wi da
primeira iteragdo em relacdo as imagens de treinamento (S,I). Uma vez que as imagens iniciais s@o
processadas, as imagens (¥, (S),I), que serdo utilizadas para projetar o segundo operador, formam
um outro par de processos aleatérios e, portanto, é natural que a janela 6tima para este processo nao
seja necessariamente a mesma da primeira iteragao. Portanto, saber selecionar uma janela étima para

a quantidade de dados de treinamento disponivel é uma questao-chave para o problema de projeto
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de operadores em geral.

5.6 Analise e Comentarios

Conforme resultados ja conhecidos e reforcados pelos experimentos realizados, a escolha de uma
janela sobre a qual um operador serd projetado nao é trivial. No caso de projeto iterativo de
operadores, nao se pode dizer que a iteracdo sobre uma janela menor é sempre melhor, ou pior, do
que a iterag@o sobre uma janela maior, pois os resultados dependem da quantidade de exemplos
de treinamento disponiveis e também das imagens consideradas. Os experimentos apontam que os
melhores resultados sdo obtidos escolhendo-se uma janela adequada para cada estagio de iteracao.

Um outro aspecto que devemos considerar quando projetamos operadores multi-estagio é o custo
associado & implementacao do operador projetado. Como ja vimos, o operador multi-estagio é um
operador que consiste da composi¢ao de varios operadores. Na pratica, um bom desempenho é o
principal critério na escolha de um operador. Porém o custo de implementacao pode ser um fator
decisivo. Por exemplo, o caso (a) analisado na se¢io 5.4 mostra que duas iteragdes sobre uma janela
menor resultam em um operador cujo desempenho é similar ao do operador projetado diretamente
sobre a janela maior. Sabe-se que em implementacGes convencionais, o tempo gasto por dois W-
operadores é menor que o tempo gasto pelo W @ W-operador correspondendo & composicao dos dois
operadores.

No mesmo contexto, podemos considerar também o ntmero de iteracdes a serem efetivamente
consideradas. Em geral, MAE(‘il’) > MAE(lilH'l). No entanto, se A(\ili, \ili+1) é pequeno, pode ser
vantajoso escolhermos Ut g Pitt para a implementagao, pois o primeiro é um operador sobre uma
janela menor e, portanto, seu custo de implementagao é menor.

O estudo realizado neste capitulo é essencialmente sobre projeto multi-estagio de operadores com
caracteristicas sequenciais, isto €, projeto multi-estagio nos quais o projeto de cada um dos operadores
projetados depende dos resultados do operador projetado no estagio anterior. No entanto, projeto
multi-estagio de operadores com caracteristicas paralelas, bem como combinagées de ambos, também
sao possiveis. Por exemplo, a decomposi¢ao de um operador como a unidao entre um operador anti-
extensivo e um anti-extensivo complementar permite que o operador possa ser obtido projetando-se
seu componente anti-extensivo e seu componente anti-extensivo complementar.



Capitulo 6

O Uso de Operadores Projetados a
Priori

Neste capitulo estamos interessados em saber se um operador projetado heuristicamente ou automa-
ticamente pode ser utilizado para projetar operadores mais precisos.

No capitulo anterior vimos uma técnica iterativa de projeto. Cada iteracdo produz operadores
que, compostos com os operadores das iteracoes anteriores, resultam em um operador mais preciso.
Logo, um operador que tenha sido projetado, heuristica ou automaticamente, pode ser utilizado como
o operador da primeira iteracao e operadores mais precisos podem ser obtidos a partir dele.

Neste capitulo estudamos uma outra técnica para melhorar a precisao de um dado operador a
partir de exemplos adicionais de treinamento. A técnica proposta é baseada em chaveamentos, isto
é, o valor do operador dado é alterado em alguns pontos de forma que o operador resultante seja
mais preciso. Uma das motivagoes para este estudo é a possibilidade de termos uma representagao
mais compacta do operador projetado.

6.1 Descricao da Técnica Proposta

Seja ¥ um W-operador projetado (heuristica ou automaticamente) para resolver um dado problema.
Podemos expressar a diferenga entre ¥, e o W-operador 6timo ¥ ., através da diferenca simétrica
S[¥,, ¥ ] (veja definicdo 3.2). Este pode ser expresso por S[¥,,¥_ ] =S~ US*, onde

0) “opt,W

5™ = {X €P(W) : (X) = 1 e s (X) = 0}

ST={XePW):4(X)=0e Yoo (X) = 1}
e onde ¢ e 9 . sao, respectivamente, as fungoes caracteristicas de ¥, e ¥ ... O conjunto S~
corresponde aos elementos que precisam ser retirados do ntcleo de ¥, enquanto St sdo os que

precisam ser acrescidos, para se obter ¢ .. a partir de .

W

O operador que resulta ao chavearmos o valor de 1), nos elementos em S [\IIO,\I{)PtW] é o préprio

operador Mais precisamente, sejam ¥~ e WUt dois W-operadores definidos respectivamente

W

85
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pelas funcgoes caracteristicas

_ 1, se Xe S~
v (X)_{ 0, seX¢gS~
e
1, seXeSt
+ _ b
v (X)_{ 0, seX¢gS8T
Entao,
U= (8 -0Vt (6.1)

onde ¥ — ¥~ =0 Ap¥~.

Conseqiientemente, um operador 6timo pode ser projetado a partir de ¥ projetando-se os dois
componentes, ¥~ e ¥*. O operador ¥, serd denominado um operador a priori. Um caso particular
deste, onde ¥ = ¢, foi proposto em [54], sob 0 nome de “differencing filters”. A generalizagio proposta
aqui aparece também em [50, 14, 51].

Na prética, porém, a funcao 1 ,, nao é conhecida e, portanto também ndo sao conhecidos os
conjuntos S~ e St. Para utilizar a equagao 6.1 podemos estimar os conjuntos S~ e St a partir de
exemplos de treinamento, da seguinte forma :

St={XeP(W):4(X)=0e P(1|X) > 0.5}

ST={XeP(W):¢(X)=1e P(1|X) < 0.5}.

Estes conjuntos estimados podem ser utilizados para gerar os estimadores ¥~ e ¥t de ¥~ e T,
respectivamente. Podemos, entao, escrever o estimador ¢ ., de 4 ., :

1Iépc,w = (¢, — 1:;_) U 7/}+ . (6.2)

Neste caso, para os pontos X ndo observados na amostra de treinamento, %ptW(X) = 9 (X).

6.2 Confianca sobre um Operador a Priori

Na construgao apresentada acima, diferentes operadores podem ser utilizados como o operador a
priori. Se um operador a priori estda proximo do operador ideal, entao nao é desejavel que pequenos
erros sejam permitidos com freqiiéncia na construgdo dos conjuntos St e S~. Para possibilitar
algum tipo de controle sobre o operador a priori, introduzimos um fator de confian¢a 0 < O < 0.5 e
redefinimos S~ e St da seguinte forma :

St={XePW):4(X)=0e P(1X) > 0.5+ 06}

ST ={XePW):¢(X)=1e P(1|X) < 0.5 — O}

Quanto maior o valor de ©, maior a resisténcia de 3 no sentido de que uma forte evidéncia ao
contrario serd necessaria para que o valor de i) seja alterado. Por outro lado, se © = 0, temos entao
a formulacao apresentada anteriormente, e o valor de 1, é modificado perante qualquer evidéncia
minima.
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Para que o modelo permita alguma flexibilidade (i.e., permita independentes valores de © para
diferentes X), definimos ©x = 6x/Nx, onde Ox > 0 é um valor que define o fator de confianca
associado a X e Nx é o numero de vezes que o padrao X foi observado na amostra de treinamento.

Para que ©x nao seja maior que 0.5 convencionamos :

(%
Oy — { 0.5, se g > 0.5,

9% caso contrério.
Ny

A seguinte tabela ilustra o valor de ©x para diferentes valores de 8x e Nx. A primeira linha contém
os diferentes valores fx e a primeira coluna diferentes valores Nx.

Valor de 0x

0.1 1 10 50 100

1 0.1 0.5 0.5 0.5 0.5

10 0.01 0.1 0.5 0.5 0.5

Num. 25 0.004 0.04 0.4 0.5 0.5

Observ. 50 0.002 0.02 0.2 0.5 0.5

(Nx) 100 0.001 0.01 0.1 0.5 0.5

500 0.0002 0.002 0.02 0.1 0.2

1000 0.0001 0.001 0.01 0.05 0.1

Usando estas notagoes, temos :
St={XeP(W):4,(X)=0e P(1]X) > 0.5+ Ox} (6.3)
e

ST={XePW):¢(X)=1e P(1]X) <05 - Ox} (6.4)

Diferentes valores de 6x possibilitam diferentes graus de confianca : quanto maior for 8%, maior
serd a confianga, isto é maior serd a evidéncia necessaria para que o valor de 1) seja alterado. A
formulacao acima leva em consideragao o numero de vezes que cada elemento é observado, isto é, se
X é observado 1000 vezes, é muito provavel que a estimativa P(1|X) seja mais proximo da verdadeira
do que a de um outro elemento Y observado apenas 10 vezes.

6.3 Procedimento Pratico

6.3.1 Escolha de uma Janela

Até agora consideramos apenas as situacoes nas quais, tanto o operador que queremos projetar como
o operador %), sao operadores que dependem de uma mesma janela. O que acontece quando a
janela associada a eles é diferente, i.e., quando a janela W utilizada no processo difere da janela W,

(possivelmente desconhecida) associada ao operador ¥ 7
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a) W, CW

Neste caso ¥ ¢é também um W-operador e Kw(¥) = {X € P(W) : (XN W,) = 1}. Logo, os
conjuntos S~ e ST estao bem definidos.

b) WC W,

Neste caso o operador ¥,, que depende de uma janela W,, sera aproximado a um operador ¥ _,
que depende de uma janela W menor que W,. O operador ¥ pode ser melhorado desta forma se, e
s6 se, o desempenho de ¥, ¢é pior que o de ¥ . (i.e., se MAE(Y,) > MAE(Y . )). Isto significa
que esta técnica sé deve ser aplicada sobre operadores a priori que dependem de janela muito grande
se o seu desempenho nao é bom. Além disso, janelas W muito menores que aquelas associadas ao

operador ¥ nao devem ser utilizadas para tenta-lo melhorar, pois nesses casos dificilmente teremos
uma situagdo na qual MAE(¥) > MAE(V¥

opt, VV>

6.3.2 Algoritmo

Descrevemos a seguir um procedimento pratico para implementar o operador conforme a construcao
apresentada. Seja 71 = {(S;,1;) : i € I'} um conjunto de pares de imagens de treinamento e seja X a
colegdo de todos os exemplos distintos de P(W) coletados a partir das imagens S;. Para todo X € X:

0, se P(1|X) < 0.5 — Ox
class(X) = ¢ 1, se P(1|X) > 0.5+ Ox
2, caso contrario

onde P(1|X) é estimado a partir de 7j.

Os elementos X tais que class(X) = 0 ou class(X) = 1 sdo os que satisfazem o fator de confianga
0x. Portanto, )
ST={XeXx:¢9(X)=0eclass(X) =1}

T={XeX ¢ (X)=1eclass(X) =0}

Nem sempre a fungdo caracteristica ¢ de ¥ ¢é dada. Para calcular Ste S", precisamos saber o
valor de 1) para todos os padroes X € X. O que podemos fazer é estima-lo a partir de um conjunto
de pares de imagens To = {(S;, ¥, (S;)) : ¢ € I}. Para todo X € X,

- oo 1, se P(1]X) > 0.5,
%(X) = { 0, se P(1|X) <05

onde P(1|X) é estimado a partir de 72. Se W, C W entao P(1|X) =0 ou P(1|X) = 1; caso contrario,
(1|X) € [0,1]. Os conjuntos St e 8§~ podem ser estimados a partir de class e ¢0, da seguinte forma:

Para cada X € &,
se class(X) = 0 e 9 (X) = 1 entdo coloque X em S~
se class(X) =1 e ¢, (X) = 0 entdo coloque X em S+.
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Nos casos em que W, C W, a colecao X de exemplos que precisam ser examinados pode ser restrito
aqueles observados nos pontos da diferenca simétrica ¥ (S;) A L.

6.4 Resultados Experimentais

Exemplo 6.1 A técnica proposta foi utilizada para a extra¢do das bordas externas de caracteres

com ruidos pontuats, como a mostrada na figura 6.1.

Foram utilizados dois operadores a priori:

CMQ@Q@]Q?Wf

fﬂ%%%@?@@

QV?Q/@’W&Z—Q_‘Z
wéad@fyﬁt« '

/ﬁlﬂ/)ﬂ/}g ?_.-__':;';‘-f

B CECDETF Y TS
T B oMl VO PG
S T U D G I YL

@ B @ @b ey g o

S B G o @ p G o

s bw o @ sy s

(a) Observada

(b) Ideal

Figura 6.1: Imagem com ruidos pontuais e respectiva imagem ideal.

(1) Mediana pela janela W3yx3 seguida de extragdo de borda externa (i.e., dilatagdo pelo elemento
estruturante B = 3 X 3 menos a identidade) e (2) um operador étimo no espago dos 3 x 3-operadores,
para projetar operadores no espago de operadores com W = Wsys5. Os resultados sGo comparados com
o operador projetado pelo treinamento padrdao. A tabela 6.1 mostra o resultado (tempo de treinamento
e erro) dos operadores projetados usando a priori 1, a priori 2 e pelo treinamento padrao. Cada linha
da tabela indica o nimero total de exemplos utilizados, a quantidade de diferentes padrées observados,
e o tempo de treinamento e o respectivo erro, para cada um dos casos. Observe que o treinamento

Priori 1 Priori 2 ISI

| Total ‘ Distintos | Tempo | Erro | Tempo ‘ Erro | Tempo ‘ Erro
321912 14559 00:00:34 | 892 | 00:00:33 | 265 | 00:29:29 | 427
643824 20863 00:00:41 | 654 | 00:00:40 | 265 | 01:37:01 | 399
965736 26169 00:00:49 | 619 | 00:00:47 | 265 | 03:17:01 | 381
1287648 30722 00:00:58 | 580 [ 00:00:55 | 265 | 05:15:45 | 373
1609560 35338 00:01:05 | 560 | 00:01:02 | 204 - -
1931472 39074 00:01:13 | 535 [ 00:01:09 | 201 - -
2253384 42780 00:01:21 | 517 | 00:01:17 | 202 - -
2575296 45983 00:01:29 | 504 | 00:01:24 | 199 - -
2897208 49139 00:01:36 | 493 | 00:01:29 | 199 - -

Tabela 6.1: Comparagao entre uso de priori e nao uso.

padrao foi interrompido em 1.3 milhdo de exemplos pois o tempo de processamento excedeu 5 horas.
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O erro da priori heuristica (priori 1) € maior que o dos outros dois casos. O resultado da priori 2 é
melhor que o do treinamento padrao.

A figura 6.2 mostra parte de uma imagem de teste, a correspondente imagem ideal, e 0s resultados
para cada um dos casos acima.

Y BE| B C D@

STU

T E R
S TU

&S T Y

(a) Teste

(b) Ideal

(c) Projetado sem priori

&7 B @
T ST R
& T U

> B @
TG KE
S T U

(d) Priori 1

e) Projetado a partir da
] p
priori 1

> B @
T B S
S T U

7 B @
T H R
S T U

(f) Priori 2

(g) Projetado a partir da
priori 2

Figura 6.2: Extracao de borda de uma imagem ruidosa.
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Exemplo 6.2 A técnica proposta foi aplicada também para extra¢do de segmentos de retas com
inclina¢do entre 10 e 80 graus, de imagens com segmentos de retas com vdrios angulos de inclinagdo.
Novamente foram considerados dois operadores a priori e o treinamento padrdo. A priori 1 € uma
abertura por um segmento de reta de comprimento b e inclinagdo de 35 graus. A priori 2 € um
operador treinado pelo método padrao para a janela Wsys5. A janela utilizada no processo € a janela
Wrx7. A tabela 6.2 e a figura 6.3 mostram os resultados obtidos. Note que a janela associada ao
operador priori 1 é maior que Wrx7, mas como seu desempenho ndo € bom, foi possivel melhord-lo
com a janela Wry7. Foi utilizado o fator de inércia 8x = 0.2. Neste caso o resultado do treinamento

Priori 1 Priori 2 ISI
‘ Total ‘Distintos Tempo ‘Erro Tempo |Erro Tempo ‘Erro

253000 23050 00:01:07 | 1455 | 00:01:07 | 250 | 00:01:39 | 45
506000 35690 00:01:18 | 538 | 00:01:17 | 249 | 00:04:18 | 28
759000 45369 00:01:29 | 480 | 00:01:28 [ 248 | 00:07:14 | 26
1012000 53763 00:01:39 | 437 | 00:01:37 | 246 | 00:09:20 | 26
1265000 61291 00:01:50 | 370 | 00:01:48 | 205 - -
1518000 67089 00:01:58 | 373 | 00:01:57 | 50 - -
1771000 72856 00:02:09 | 364 | 00:02:05 | 46 - -
2024000 77947 | 00:02:20 | 353 | 00:02:16 | 46 - -
2277000 82796 00:02:27 | 353 | 00:02:25 | 45 - -

Tabela 6.2: Comparacdo entre uso de priori e ndo uso.

padrao € melhor que os operadores obtidos aplicando-se o método proposto para ambos os operadores
a priort.

6.5 Comentarios

Se o operador a priori possui desempenho razoavelmente aceitavel, entao qualquer melhora deste
operador pode ser obtido a partir de poucos chaveamentos, isto é, a representacao de ¥~ e 1 envolve
poucos elementos. Nessas situagdes, a utilizacdo da técnica proposta possibilita considerarmos grande
quantidade de dados de treinamento e representacio relativamente econoémica.

Uma vez que o grande gargalo nos treinamentos padroes é o tamanho da janela, esta técnica pode
ser utilizada para melhorar o desempenho de W-operadores obtidos por algum método de treinamento
padrao, para janelas pequenas. Isto é, os pontos para os quais o operador projetado atribui valor
incorreto podem ser corrigidos utilizando-se o método descrito com uma janela maior. Este processo
pode ser iterado sucessivamente com janelas cada vez maiores.

Os experimentos realizados mostram que a escolha heurfstica de um operador a priori nao é
uma tarefa facil. Em ambos os casos a utilizagdo do operador subdtimo, projetado pelo treinamento
padrao sobre uma janela menor, resultou em operadores mais precisos do que a utilizagdo de um
operador heuristico.
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de linhas a certo grau de inclinagao.




Capitulo 7

Projeto de Operadores Crescentes
Otimos

O interesse em projetar operadores crescentes tem motivagao em alguns fatos :

e operadores crescentes podem ser expressos como unido de erosdes e portanto sua implementagio
é facil ;

e a interpretacdo do efeito de um operador crescente através da andlise dos elementos estrutu-
rantes da sua base é relativamente simples ;

e operadores crescentes constituem uma classe largamente utilizada na prética (envolvem as
aberturas, fechamentos e os filtros em geral).

e apesar da maior parte dos trabalhos existentes sobre projeto de operadores ser restrito a classe
de operadores crescentes, ndo se conhece um algoritmo eficiente para projeta-los.

Sob o ponto de vista de projeto de operadores, restringir o espaco de operadores ao espaco de
operadores crescentes implica duas conseqiliéncias antagonicas: por um lado, reduz-se o tamanho do
espago de busca, o que é uma caracteristica desejavel; mas por outro lado, a restricio pode resultar
em subotimalidade. Esta segunda conseqiiéncia é, a primeira vista, uma caracteristica indesejavel.
No entanto, na pratica, a precisao do operador projetado em um espago reduzido pode ser maior do
que daquele projetado sobre o espago todo (ver capitulo 3 para maiores detalhes). Esta é uma das
razoes que justificam o projeto de operadores com restricoes. Além disso, operadores com restrigao
algébrica podem possuir estruturas de representagdo interessantes que podem ser exploradas pelos
algoritmos de busca.

Neste capitulo apresentamos um algoritmo eficiente para projeto de operadores crescentes, utili-
zando o método de chaveamentos (uma idéia originalmente proposta em [119]). Analisamos também
a estimacao de custos de chaveamento no contexto Bayesiano.

Apresentamos, a seguir, uma formulagao do problema de projeto de operadores crescentes estatis-
ticamente étimos e uma breve revisdo das técnicas para projeto de operadores crescentes encontradas
na literatura consultada.

93
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7.1 Descricao do Problema e Algumas Técnicas de Solucao

Um operador ¥ : P(E) — P(E) é crescente sse U(X) C U(Y) sempre que X CY, VX,Y € P(E). Se
¥ é um W-operador caracterizado pela funcao Booleana 9, esta condicao é equivalente a dizer que
P(X) < ¢(Y), VX,Y sempre que X C Y.

Qualquer operador crescente e i.t. pode ser expresso como o supremo de um conjunto de
erosdes [118] (veja também a secdo 2.2.3). Além disso, a fungdo Booleana caracteristica ¥ pode
ser expressa como soma de produtos onde nenhuma variavel aparece complementada. OQutra impor-
tante propriedade é que estes termos (os produtos) correspondem aos elementos minimais de 9)(1).
Mais ainda, se um dado elemento X € P(W) pertence a ¢ (1), entdo todos os elementos Y € P(W)
tais que Y > X também pertencem a (1). Portanto, projetar W-operadores crescentes equivale a
escolher um conjunto de elementos que correspondem aos elementos minimais do ntcleo do operador.
Isto equivale, por sua vez, a escolher o conjunto de produtos que fazem parte da expressao Booleana
ou equivalentemente, o conjunto de erosées que definem a decomposi¢io de Matheron [118].

Utilizamos uma notagao simplificada para a base de um operador crescente : em vez de B(¥) (uma
colecdo de intervalos maximais contidos em P(W)) denotamos a base de operadores crescentes por
Bas[¥] (uma cole¢io de elementos minimiais de Ky (¥), mais precisamente, todas as extremidades
inferiores dos intervalos em B(WV)).

No contexto visto no capitulo 3, a subclasse de operadores ¥_. considerada aqui é a classe de
W-operadores crescentes. Estamos interessados em encontrar um operador MAE-6timo em ¥,_.. O
tamanho deste espaco néao é conhecido para um n genérico. Este é um problema em aberto, conhecido
como Problema de Dedekind e apenas alguns limitantes sdo conhecidos [101].

Um dos primeiros trabalhos sobre projeto de operadores crescentes estatisticamente 6timos coin-
cide com os primeiros trabalhos sobre projeto de operadores morfolégicos no contexto de estimacao
estatistica [39, 40]. Neles, uma formulagdo baseada na representagdo de Matheron, a saber a repre-
sentacao de quaisquer operadores crescentes como uma uniao de erosoes, é apresentada. O problema
fundamental consiste em escolher uma cole¢do de elementos estruturantes cuja unidao de erosoes re-
sulte em um operador estatisticamente 6timo no sentido visto no capitulo 3. A solugao apresentada
é o método da forga-bruta.

Uma primeira tentativa de sistematizacao para resolver o problema é baseado em um teorema,
denominado Teorema do MAE [111, 109]. A idéia bésica do teorema é uma férmula recursiva que
permite o calculo do MAE de uma unido de m-erosoes a partir do MAE da unido de (m — 1)-erosdes
e dos MAEs individuais. Inicialmente, o MAE de uma erosido pode ser facilmente calculado a partir
das probabilidades conjuntas de X e y:

MAE(Es) = Elly - Bs(X) = Y. PX,00+ Y. P(X,1) (7.1)
{X:XCB} {X:X¢B}

A partir dos MAEs individuais, o MAE de qualquer operador crescente pode ser calculado através
de uma férmula recursiva. Isto é, se ¥ é um operador crescente cuja base é dada por Bas[¥]| =
{B1,Ba,...,B;}, entdo seu MAE pode ser expresso como :

MAE(V) = MAE(Y'Y + MAE(FEg, ) — M AE(®) (7.2)
onde ¥’ e ® sao caracterizadas respectivamente pelas bases dadas por :

Bas(‘ll') = {Bl, Bz, e ;Bm—l}
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Bas(®) = {B; UBp,BaUBp, ..., Bm_1 UBp}

Esta formula recursiva pode ser implementada, por exemplo, utilizando técnicas de programagao
dinamica (veja, por exemplo [31], capitulo 16) para evitar repeti¢io de calculos. No entanto, este
teorema nao reduz o numero de combinagoes de elementos estruturantes que devem ser analisados,
o qual é de ordem exponencial.

Abordagens alternativas que tentam evitar a busca no espaco de todas as combinagdes possiveis
comecaram a ser propostas. Em [110, 109], trés abordagens que impdem restri¢gdes sobre o espago de
busca sdao propostas :

1. Fixar o numero maximo de elementos estruturantes na base do operador a ser projetado. Com
isso, ao invés de todas as possiveis combinagoes de elementos estruturantes, apenas combinagoes
que envolvem um ndmero méximo (fixo) de elementos estruturantes sdo analisadas.

2. Em vez de considerar todos os subconjuntos de uma janela W como sendo os possiveis elementos
estruturantes, consideram-se apenas subconjuntos de uma subjanela W' C W.

3. Reduzir o conjunto de elementos estruturantes segundo algum critério. Uma possibilidade é
uma biblioteca especializada contendo os elementos estruturantes que possuem caracteristicas
adequadas ao problema que se deseja resolver. Este tipo de conhecimento pode vir, por exemplo,
de experiéncias acumuladas com problemas semelhantes. Outra possibilidade é a biblioteca de
primeira-ordem, ou seja, o conjunto formado por elementos estruturantes que individualmente
apresentam os menores MAEs.

Na pratica é comum o emprego simultaneo das restricoes em 1 e 3. Estas abordagens fornecem
resultados sub-6timos.

O conjunto de operadores crescentes forma um reticulado completo, e este pode ser representado
por um grafo. Por exemplo, para uma janela de 3 pontos, o grafo de todos os operadores crescentes
estd mostrado na figura 7.1. Neste grafo, a diferenga entre o nucleo de dois operadores vizinhos

By, Hii
@»@{@i@ . @i@w
b, A

Figura 7.1: Grafo representando o espago de operadores crescentes.



96 Projeto de Operadores Crescentes Otimos

quaisquer é de apenas um elemento. O MAE de um operador crescente W, obtido acrescentando-se
apenas um elemento X ao nicleo de um operador crescente ¥, pode ser expresso da seguinte forma :

MAE(,) = MAE(U,) — P(X,1) + P(X,0)

Observe, no entanto, que este elemento X nao pode ser arbitrario, ele deve ser um elemento tal que
W, também é crescente. Um algoritmo que realiza uma busca percorrendo este grafo a partir do
né que corresponde ao operador cujo nicleo é K(¥,) = {W} é proposto em [69]. A partir de um
dado né ¥,, examinam-se todos os nés vizinhos Wy e percorre-se o grafo pela aresta que conduz ao
vizinho ¥} (com um elemento a mais no nicleo) que mais reduz o MAE em relagdo a ¥,. Algumas
caracteristicas interessantes propostas nesse artigo sao a propriedade ‘greedy’ de passeio, isto é, dado
um conjunto de elementos que podem ser adicionados ao ntcleo de ¥, de forma que Wy é crescente,
a propriedade greedy garante que a escolha daquele elemento X que mais diminui o MAE, se existir
algum, é o caminho que leva ao operador com MAE minimo no grafo todo. Se nao existirem elementos
que diminuem o MAE, entao os candidatos devem ser empilhados e processados um a um. A outra
caracteristica do algoritmo é a condi¢cao de “bound”. Isto é, se a partir de um vértice, todos os
vértices que podem ser atingidos possuem apenas elementos que aumentam o MAE, entao nao ha
necessidade de se prosseguir o percorrimento a partir daquele vértice (neste caso, supde-se que os
vértices que fazem parte do caminho a frente deste vértice ja haviam sido percorridos a partir de
outro vértice processado anteriormente). Embora esta represente uma técnica mais elaborada que
evita calculos desnecessarios, é possivel encontrarmos casos para os quais o algoritmo percorre todo
o espaco de operadores crescentes.

E possivel também formular o problema como um problema de programacao linear (PL) [127].
Esta abordagem foi proposta no contexto de projeto de “stack filters” [33] mas foi abandonada devido
a sua complexidade [108, 170].

Outra abordagem é sugerida em [119]. Trata-se da abordagem baseada em chaveamentos. Esse
artigo apresenta a formulacdo do problema no contexto de chaveamentos, a nocdo de conjuntos
violadores (referidos como conjuntos de inversao), custos de chaveamento e conjuntos de chaveamento
otimo em relagdo a propriedade crescente. Porém, nenhum algoritmo para escolha do conjunto de
chaveamento 6timo é dado nesse artigo.

A generalizacao destes conceitos para restricoes algébricas quaisquer é apresentada na secdo a se-
guir. O algoritmo que propomos neste capitulo, utilizando estes conceitos, é justamente um algoritmo
para calcular um conjunto de chaveamento 6timo em relagdo a propriedade crescente.

7.2 O Método de Chaveamentos

Seja ¥ um W-operador. Ele pode ser modificado chaveando-se seu valor para algumas de suas
entradas (i.e., mudando o valor de ¥(X) de 0 para 1 ou de 1 para 0, para alguns elementos X € P(W)).
Um chaveamento sobre ¥ pode ser visto como uma modificagdo no nucleo de ¥ : um elemento é
removido de 9(1) e agregado ao conjunto 1(0), ou vice-versa. Uma sucessdo de ¢t chaveamentos sobre
¥ define uma seqiiéncia de operadores ¥, = ¥,4,...,v. Estes chaveamentos podem ser efetuados
de modo que o operador resultante, 9, esteja contido em algum subespago ¥_.. Os elementos para
os quais o valor de ¥ é chaveado é denominado conjunto de chaveamento.

Na secao 3.3.3, vimos que um operador subétimo em ¥, com relagao a um subespago ¥ é
aquele que possui o menor aumento de erro em relacao a ¥ ... Portanto, um operador 6timo em ¥,
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pode ser projetado aplicando-se chaveamentos sobre ¥ . de forma que o operador resultante esteja

em W_ e seu aumento de erro seja minimo. Esta idéia estd mostrada na figura 7.2. Se denotamos

opt W

Figura 7.2: O método de chaveamentos.

o conjunto de chaveamentos por A, o operador resultante do chaveamento sobre ¥_ .. é denotado

W
\I{)ptwA, e sua fungdo caracteristica é dada por :
__ dc);pcw(X)’ se X ¢ -A’
11bopt,VV_,4 (X) - { 1 _ %pﬂv (X), se X E .A (73)
O aumento de erro de 1, ~em relagdo a ¢ ., pode ser escrito em fungao de A :
A(%ptWA7ll1%ptw) = Z C(X) (74)
XeA

onde ¢(X) é o aumento de erro devido a X, denominado custo de chaveamento de X. No caso especifico
do risco MAE, ¢(X) = |2 P(1|X) — 1| P(X). Um conjunto de chaveamento étimo é um conjunto de
chaveamento para o qual o somatério da Eq. 7.4 é minimo.

O método de chaveamentos é 1til para projetar operadores com restricoes algébricas. O pro-
cedimento para obter um operador 6timo em W, a partir de chaveamentos sobre
esquematizado como segue :

.w Dode ser

1. Estimar 9

opt,W *

2. Calcular o custo de chaveamento ¢(X) para cada X € P(W). Se um particular elemento X néo
foi observado nas amostras de treinamento, entdo podemos considerar P(X) = 0.

3. Escolher um conjunto de chaveamento étimo \A.

~

4. Calcular ¢

Dot 0 © operador otimo em W

Conjunto Violador

Seja ¥ um W-operador e seja W, C ¥,,. O conjunto violador de ¥ com respeito a ¥, denotado
Qy, € o conjunto de elementos de P(W) que violam a condi¢do que deve ser satisfeita por V.

Por exemplo, o conjunto violador de ¥ com respeito ao subespaco dos operadores anti-extensivos
é o conjunto Qy = {X € ¥(1) : o € X}; e com respeito ao subespaco dos operadores crescentes é
conjunto de todos os elementos de ¥ (1) que sdo menores do que pelo menos um elemento de 1(0), e
por todos os elementos de 1(0) que sdo maiores do que pelo menos um elemento de ¥ (1).
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Um operador ¥ é um elemento de ¥_ se, e somente se, o conjunto violador de ¥ com respeito
a ¥, é vazio. Chaveamentos podem ser efetuados de forma que o conjunto violador do operador
resultante seja menor em relagao ao conjunto violador do operador inicial.

Em alguns casos, o conjunto de chaveamento étimo pode ser determinado facilmente; é o préprio
conjunto violador. Por exemplo, para se obter um operador anti-extensivo, basta que todos os
elementos de ¢Optw<1), que nao contém a origem, sejam chaveados de 1 para 0. Neste exemplo, o
conjunto de chaveamentos é o conjunto A = {X € ¢_ (1) : o ¢ X}. Em outros casos, como no
caso em que a restricdo é a propriedade crescente ou idempotente, a determinagdo de um conjunto
de chaveamento étimo pode ser extremamente complexa. Neste capitulo apresentamos um novo
algoritmo, baseado no método de chaveamentos, para projetar operadores crescentes.

7.3 Um Novo Algoritmo Baseado no Método de Chaveamentos

Escolher um conjunto de chaveamento para gerar um operador crescente 6timo nao é trivial. Por
exemplo, se existe um elemento Y em (0) maior do que um elemento X em (1), entdo existem
duas possibilidades quando estes dois elementos sdo analisados isoladamente: ou chaveia-se ¥(X) de
1 para 0 ou chaveia-se 1(Y) de 0 para 1. Entretanto, ao se chavear ¢(X) para 0, todos os elementos
de (1) que s@o menores do que X também precisam ser chaveados para 0; por outro lado, ao se
manter ¥ (X) = 1, todos os elemento de 1(0) que sdo maiores que X precisam ser chaveados para 1.
Portanto, a decisdao de chavear X ou Y pode afetar as decisGes sobre outros elementos no conjunto
violador e, estes por sua vez, podem afetar sucessivamente a decisdo sobre outros elementos [119].

A figura 7.3(a) mostra os conjuntos ¥ (1) e ¥(0). O conjunto violador é mostrado na Fig. 7.3(b).
A Fig. 7.3(c) mostra um exemplo de um conjunto de chaveamento (os elementos indicados por
dupla borda), e a Fig. 7.3(d) mostra o operador crescente resultante apés os chaveamentos. A
Fig. 7.4(a) mostra um subconjunto do mesmo conjunto violador que ndo é, entretanto, um conjunto de
chaveamento (valido). O operador resultante apds os chaveamentos, que néo é crescente, é mostrado

na Fig. 7.4(b).

7.3.1 Reestruturacao do Problema como um Problema de Particao

A partir daqui, vamos assumir implicitamente que um operador 6timo 9,p¢ € dado. Qualquer mengao
a conjuntos violadores, conjuntos de chaveamentos e custos de chaveamentos devem ser entendidos
como referentes a Yqpy.

Dado um conjunto violador Q, um par ordenado (L,U) tal que LUU = Q, LNU =0, e tal que
nenhum elemento de L é maior do que um elemento de U (ou equivalentemente, nenhum elemento
de U é menor do que um elemento de L) é denominado uma parti¢do vdlida de Q. Os conjuntos L e
U sao denominados respectivamente, parte inferior e parte superior da particao.

Proposicao 7.1 Seja Q um conjunto violador, A C Q um conjunto de chaveamento, e (L,U) uma
parti¢ao valida de Q. Considere os conjuntos L4 = (Q(0)\.A(0))UA(1), Ug = (Q(1)\ A(1)) U.A(0),
e Aoy = (LN Q(1)) U (U N Q0)). Entdo,

(a) (La,Uy) € uma partigao vdlida de Q,

(b) A(L,yy € um conjunto de chaveamento,
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(a) Os conjunto-1 e o conjunto-0.

] [ [

@8] (os] [

(¢) Um conjunto de chaveamento. (d) Apos os chaveamentos.

Figura 7.3: Um operador crescente produzido por chaveamentos.

(C) 'A(LA,UA) = .A €
(d) (La vy Usgy vy) = (L, U).

Dem.: (a) Provamos que LyUU4 = Q, LyNUy4 =0, e que nenhum elemento de Uy € menor que
qualquer elemento de L 4.

L,uUy =

LanUy =

Suponha por absurdo que existe Y € Ly tal que 3X € Uy, X < Y. Como Ly C (1(0) \ A(0)) U
A1) = 4(1) e Uy C (¢(1) \ A(1)) UA(0) = 9p4(1), o operador ¢4 (seqgundo a defini¢ao dada pela
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(a) Elementos a serem chaveados. (b) Apds os chaveamentos.

Figura 7.4: Chaveamentos que resultam em um operador nao-crescente.

Eq. 7.3) € tal que YA(X) =1 e ya(Y) =0, o que é um absurdo porque 4 deveria ser crescente
(pois A € um conjunto de chaveamento).

(b) Por definigao, ALy € um conjunto de chaveamento se e somente se ¢A(L ) € um operador
crescente. Suponha por absurdo que A(r, ) nao € um conjunto de chaveamento. FEntdio, @bA(L‘U)
nao € crescente, i.e, eviste X e Y, X <Y, tal que X € Y, (1) e Y € tha, ,,(0), onde

bago (D) = BON(LNQANIUUNO)) = [¢(1)\ L]V T(0)
YAz, (0) = [B0)\ (UNQO)IU(LNQ)) = [(0) \ UO)]U L(1)

Portanto, por um lado, ou X € ¥(1) \ L(1) ou X € U(0) e, por outro lado, ou Y € ¥(0) \ U(0) ou
Y € L(1).

Mostraremos que todas as possibilidades implicam X € U e Y € L, o que é um absurdo porque
(L,U) € uma partigdo vdlida de Q.

(i) O caso X € U(0) e Y € L(1) € trivial.

(i) se X € U(0) e Y € 9(0) \ U(0), entao X € Q (pois U{0) C Q), i.e., existe Z € P(W),
Z < X, tal que Y(X) = 0 e Y(Z) = 1. Portanto, Y € Q (pois Y > X > 7Z e ¢(Y) = 0), i.e.,
Y € [¢(0) \ U(0)] N Q = L(0).

(iii) se X € Y(1)\L(1) e Y € L(1), entdo Y € Q, X € Q também, e portanto X € [¢(1)\ L(1)|NQ =
U(1), pelo mesmo ractocinio em (ii).

(iv) se X € (1) \ L(1) e Y € (0) \ U(0), entdo ¥(X) =1 e (Y) =0, e portanto X,Y € Q (pois
Y > X), o que significa que X € [{(1) \ LN Q=U(1) e Y € [¢(0) \ U(0)] N Q = L(0).

(c)
Aoy = (LanQ(1))u(Uang(0))
= [((Q(0) \ A(0)) U A(1)) N Q(1)]
U[((Q(1) \ A(1)) U A(0)) N Q(0)]
— A(1)UA(0) = A
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(d)
Lagv (Q0) \ A(z,1)(0)) U A1 )(1)
= (Q0)\ (UNQ(0))) U (LN Q1))
= (Q(0)\ U(0)) U L(1)
= LO)UL(1l)=L
A igualdade UA(L,U) = U pode ser provada de forma similar. |

Para ilustrar os conceitos definidos acima, seja @ = {0001,0010,0101,0110,1001, 1101}, conforme
Fig. 7.5(a). Neste caso, Q(0) = {0110,1001,1101} e Q(1) = {0001,0010,0101}. Considere o conjunto
de chaveamento A = {0001,0010,1101}. Entao, .A(0) = {1101}, A(1) = {0001,0010}, e a particdo
correspondente é L 4 = (Q(0)\ A(0)) U.A(1) = {0001,0010,0110,1001} e Uy = (Q(1)\ A(1))UA(0) =
{0101,1101}. Por outro lado, considere a particido (L,U) = ({0001,0010,0110,1001},{0101,1101}),
ilustrado na Fig. 7.5(b). Entao, o conjunto de chaveamento correspondente é Ay ¢y = (L N Q(1)) U
(U n Q(0)) = {0001,0010} U {1101} = {0001,0010,1101}. As figuras 7.5(c) e 7.5(d) mostram,

respectivamente, dois outros conjuntos de chaveamento e as respectivas partigoes.

(b) A = {0001,0010,1101},

L. = {0001,0010,0110,1001}, U4 = {0101,1101}

(c) Ay = {0110,1001, 1101}, (d) A, = {0001,0101,0110},
La,=0,U4 =0Q L., = {0001,0101,1001,1101}, U, = {0010,0110}

Figura 7.5: Conjuntos de Chaveamento e suas respectivas partigdes.

Devido & equivaléncia entre conjuntos de chaveamentos e particoes vélidas, dado um conjunto
de chaveamento A, o aumento de erro de ¥opt 4 (Eq. 7.4) pode ser reescrito em termos da partigao
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valida (L 4,U4) como :

ALgUs)= > eX)+ > eX) (7.5)
)

X€eU4(0) XEL4(1
i.e., A(Lg,Us) = A(Wopt 4 Yopt)-
Em suma, podemos dizer que os seguintes problemas sdao equivalentes :
e Calcular um operador crescente 6timo.
e Calcular um operador crescente com menor aumento de erro em relagao a 1ops.
e Calcular um conjunto de chaveamento 6timo, isto é, aquele que minimiza Eq. 7.4.

e (Calcular uma partigdo 6tima, isto é, aquela que minimiza Eq. 7.5.

7.3.2 O Problema da Parti¢ao Otima

O problema original de projetar um operador crescente 6timo é equivalente ao problema de calcular
uma parti¢cao 6tima do conjunto violador de 9op;.

O Problema da Particdo Valida Otima (OVP): Sejam dados ¢ : P(W) — P(W) um
W-operador com conjunto violador Q e os custos de chaveamento ¢(X), X € Q. Encontrar uma
particao valida de Q@ que minimiza a Eq. 7.5.

O espago de solugoes para este problema consiste de todas as particoes validas de Q. Uma vez
que o tamanho de @ pode ser bem grande, algoritmos de forca-bruta nao sao indicados para este
problema. Trata-se de um problema essencialmente combinatério. Um bom algoritmo para resolver
problemas de otimizagdo combinatéria deve ser capaz de encontrar uma solugdo étima apds analisar
apenas poucos candidatos a solucao. Para tal, ele deve saber tirar vantagens de alguma propriedade
ou estrutura especial do espaco de solugoes.

A seguir apresentamos uma série de definicoes e proposi¢oes que serdao utilizadas para mostrar
que o espaco de solucoes do problema de particdo 6tima possui uma propriedade “greedy”, o qual
serd explorado pelo algoritmo que propomos mais adiante.

Proposicao 7.2 Seja (L,U) uma parti¢cao vdlida de Q e seja F um subconjunto de Q tal que (Q \
F\F) € também uma parti¢io vdlida de Q. As seguintes afirmagdes sao verdadeiras.

(a) Se FF C U, entao (L,U\ F) € uma parti¢io vdlida de Q\ F' (Fig. 7.6(a)).

(b) Se F C L, entao (L\ F,U U F) é uma partigao vdlida de Q (Fig. 7.6(b)).

(c) Se FZU e F € L, entao (L\ (LNF),UU(LNF)) é uma parti¢do vdlida de Q e (LNF,UNF)
€ uma partigdo valida de F' (Fig. 7.6(c)).

(d) Se (L',U') € uma partigdo vdlida de Q \ F, entdo (L',U' U F) é uma parti¢ao vdlida de Q
(Fig. 7.6(d)).

(e) Se (L",U") € uma parti¢ao vdlida de L, entao (L",UUU") = (L",Q\ L") é uma parti¢ao vdlida
de Q (Fig. 7.6(e)).
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Dem.: (a) Como LU(U\F)=LUUNF)=Q\F eLN(U\F)=0, entao (L,U\ F) € uma
particao de Q\ F'. Além disso, como nenhum elemento de U \ F' é menor que um elemento de L,
(L,U\ F) € uma parti¢ao vdlida.

(b) Note que (L\F)U(UUF) = Q. Como (Q\F, F) € uma parti¢io vdalida de Q, nenhum elemento
de F' € menor que um elemento de Q \ F e, portanto, nenhum elemento de F' é menor que um
elemento de L'\ F'. Além disso, como (L,U) é uma parti¢ao vdalida de Q, nenhum elemento de U
€ menor que um elemento de L e, portanto, nenhum elemento de U é menor que um elemento de
L\ F (pois L\ F C L). Portanto, nenhum elemento de UUF € menor que um elemento de L\ F.
Logo, (L\ F,U U F) € uma parti¢io valida de Q.

(¢) Como (L\(LNF)UWUU(LNF)=Qe(L\(LNF)N(UU(LNF)) =20, seque que
(L\(LNF),UJ(LNF)) é uma particio de Q. Além disso, como (Q\ F,F') é uma parti¢io vdlida
de Q, nenhum elemento de F' € menor que um elemento de L\ (LNF) (pois L\ (LNF)C Q\F)
e, entdo, nenhum elemento de LN F é menor que um elemento de L\ (LN F') (pois LNF C F).
Mais ainda, como (L,U) € uma parti¢io vdlida de Q, nenhum elemento de U é menor que um
elemento de L\ (LN F') (pois L\ (LN F) C L). Logo, nenhum elemento de U U (LN F) é menor
que um elemento de L\ (LN F).

O par (LNF,UNF) € uma parti¢ao vdlida de F' pois (LNF)U(UNF)=F e (LNF)N(UNF) = 0.
Além disso, como (LNF) C L eUNF C U, nenhum elemento de UNF é menor que um elemento
de LNF.

(d) Como L'U(U'UF) = (LUUY)UF =(Q\F)UF=Q e L'N(U'UF)=L'NnUYU(L'NF) =
QUD =0, entdo (L', U' UF) é uma particio de Q. Para mostrar que nenhum elemento de U' U F
€ menor que um elemento de L', basta mostrarmos que nenhum elemento de F' € menor que um
elemento de L', ji que nenhum elemento de U' é menor que um elemento de L' (pois (L',U') é
uma parti¢do valida de Q\ F'). Mas isto seque do fato de que (Q\ F,F) é uma particdo vdlida de
Q.

(e) Como L" C L, nenhum elemento de L" é menor que um elemento de U. Além disso, como
(L",U") € uma parti¢io vdlida de L, entdo nenhum elemento de L" é menor que um elemento de
U". Logo, nenhum elemento de L" é menor que um elemento de UUU" = Q\ L". |

‘Q ‘Qr
(a) (b) (©)

Figura 7.6: Ilustragdo para a proposigao 7.2.

—

;/ U ;
UII
Q
(e)

Resultados duais aos da proposicido acima sdo também validos em relacdo a subconjuntos F' de
Q tais que (F,Q\ F') é uma particao valida de Q.

Proposiciao 7.3 Considere a parti¢cao vdlida trivial (Q,0) de Q. Entao

A(Q,@)= Z c(X)

XeQ(1)
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Dualmente, com relacio a outra particio vélida trivial (0, Q) vale que A(0, Q) = 2xe0(0) c(X).
Estes sdo os aumentos de erro nos casos em que, respectivamente, todos os elementos de Q(1) sao
chaveados para 0 e todos os elementos de Q(0) sdo chaveados para 1.

Se (L,U) é uma partigdo vélida de Q, entdio o seu aumento de erro A(L,U) (Eq. 7.5) pode ser
reescrito em termos de A(Q,0), como

ALU)=AQ,0)+ Y eX)— > eX) (7.6)

XeU(0) XeU(1)

ou, dualmente, como
ALU)=A0,9+ ) cX)= > cX) (7.7)
XeL(1) XeL(0)

Logo, podemos dizer que uma particio (L,U) é preferivel & particio (Q,() se e somente se
Yxev(o) ¢(X) — Lxevqyc(X) < 0; ela é preferivel & particdo (§, Q) se e somente se Y xer1yc(X) —
Yxero) c(X) <0.

Para simplificar a apresentacdo de alguns resultados, definimos a nocido de peso de um subcon-
junto.

Definicao 7.4 O peso de um subconjunto Z de Q € definido como

XeZ(0) XeZ(1)
Note que, em particular,

otixp={ Uy 2XeS
)

Dado um subconjunto Z C @, suponha que apenas duas escolhas sdo permitidas: ou chavear
todos os elementos de Z(0) para 1, ou entdo, chavear todos os elementos de Z(1) para 0. Neste caso,
se 0 objetivo é minimizar o aumento de erro, deve-se escolher aquele conjunto de chaveamentos com
o menor custo de chaveamento. Por exemplo, se Yxe 71y e(X) > Xxez(o) ¢(X), i-e, w(Z) <0, entdo
é melhor que os elementos de Z(0) sejam chaveados para 1 do que o contrario. Se w(Z) > 0, entao é
melhor que os elementos de Z(1) sejam chaveados para 0 do que o contrario. Se w(Z) = 0, ambas as
escolhas produzem o mesmo aumento de erro. Neste caso, utilizamos a convencao de sempre chavear
de 1 para 0. Os dois primeiros casos estdo ilustrados nas figuras 7.7(a) e 7.7(b), respectivamente. Os
numeros ao lado de cada elemento representam o custo de chaveamento.

Proposicao 7.5 Dados dois subconjuntos disjuntos Z1 e Zy de Q, w(Z1 U Za) = w(Z1) + w(Z2).
|

Proposicao 7.6 Seja (L,U) uma parti¢io vdlida de Q. Entao

A(L,U) = A(Q,0) + w(U)
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7 3

(a)w=4—7=—3 (b)w:2+2—3=1

Figura 7.7: Custo de chaveamento e peso.

Dem.:

ALU) = Y eX)+ > eX)

X€L(1) XeU(0)
= Y Y @t Y X Y eX)
XeL(1) XeU(0) XeU(1) XeU(1)

= A(Q,0) +w(U)

A proposicao 7.6 reexpressa a Eq. 7.6 em termos de peso e afirma que o aumento de erro de
uma parti¢do pode ser expressa em termos do aumento de erro da parti¢do trivial e o peso da parte
superior da particio. Dualmente, com relagio a Eq. 7.7, vale que A(L,U) = A(0, Q) — w(L).

Proposicao 7.7 Seja (L,U) wma parti¢do vdlida de Q, e (L',U') wma particdo vdlida de L (veja
figura 7.8(a)). Entao, (L\U',UUU') € uma parti¢ao vdlida de Q e

A(L\U,UUU")=A(L,U) + w(U")

(a) Q (b) Q
Figura 7.8: Ilustragdo para a proposicao 7.7.

Dem.: O par (L\U', U UU') € uma parti¢io vdlida de Q (Proposi¢io 7.2(e)). Além disso,

AL\U,UUU) = A(Q,0)+w(UUl")
(9,0) + w(U") + w(Y)
(L'uU",U)+w(U)
(L,U) +w(U")

> [>x [
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A Proposicao 7.7 é uma generalizacao da proposicao 7.6. Quando um conjunto de elementos é
transferido da parte inferior para a parte superior, a variacdo no aumento de erro entre a particao
original e a nova particdo é dado pelo peso do subconjunto transferido. Dualmente, se (L"”, U") é
uma particio valida de U, entdo (LU L",U \ L") é uma particio valida de Q e A(LUL" U\ L") =

A(L,U)—w(L") (veja Fig. 7.8(b)). Este corresponde ao caso onde um subconjunto da parte superior
é transferido para a parte inferior.

Para encontrar uma particdo étima, poderia-se escolher uma particao inicial e transferir, suces-
sivamente, pequenos subconjuntos da parte superior para a parte inferior e vice-versa, tomando-se o
cuidado de que o aumento de erro da particio resultante (Proposigdo 7.7) sempre diminua. Entre-
tanto, existem certas questoes nao triviais com respeito a escolha da parti¢ao inicial e o numero de
iteracOes necessarias até que haja uma convergéncia. Também nao se sabe se a escolha inicial pode
ou nao afetar a convergéncia para a partigao otima.

Propomos aqui uma outra abordagem que consiste em analisar pequenas porc¢oes do conjunto
violador de cada vez. Isto é, se pequenas porcoes sdo analisadas, pode ser possivel decidir se esta
porcao deve pertencer a parte superior ou inferior da particao étima. Supondo que tais decisoes sejam
possiveis, o procedimento consistiria em iniciar o processo com ambas as partes, superior e inferior,
vazias e remover as pequenas porcoes do conjunto violador para a parte adequada da particao. Esta é
uma abordagem construtiva, na qual os elementos sdo pouco a pouco agregados as partes da particao,
enquanto o conjunto violador vai diminuindo.

Note que na segunda abordagem o tamanho do problema (tamanho do conjunto violador) é gra-
dualmente reduzido, enquanto que na primeira abordagem o problema é sempre do mesmo tamanho.

Para ilustrar as idéias basicas da segunda abordagem, consideramos o conjunto violador e os
respectivos custos de chaveamento mostrados na Fig. 7.9(a). Se analisamos o subconjunto {g,h,i},
podemos verificar que o custo para chavear g de 0 para 1 é menor que o custo para chavear ao mesmo
tempo h e ¢ de 1 para 0. Uma vez que chavear g de 0 para 1 nao afeta outros elementos no conjunto
violador, podemos afirmar que {g,h,i} pode ser transferido para a parte superior com seguranca
(Fig. 7.9(b)). Os elementos removidos do conjunto violador sdo indicados por linhas pontilhadas,
dentre os quais aqueles que sao escuros indicam elementos da parte superior, enquanto aqueles nao
hachurados indicam os elementos da parte inferior. A seguir, como o ato de chavear f de 1 para
0 nao afeta outros elementos, e como o custo para chavear f para 0 é menor do que o custo de
nao chaved-lo (pois isto implicaria que pelo menos d teria de ser chaveado para 1) o subconjunto
{d, f} pode ser removido para a parte inferior com seguranca (Fig. 7.9(c)). Analisando o restante do
conjunto violador, {a, b, c,e}, podemos ver, por exemplo, que {a,c} pode ser removido com seguranga
para a parte superior (Fig. 7.9(d)). Neste caso, os dois tltimos elementos néo precisam ser chaveados
e portanto podem ser movidos para a parte superior também (Fig. 7.9(e)). A parti¢io resultante é
mostrada na Fig. 7.9(f), onde os elementos chaveados estdo indicados por circulos duplos.

Note que no exemplo anterior a seqiiéncia na qual os subconjuntos foram removidos do conjunto
violador ndo é unica possivel. Além disso, os subconjuntos removidos ndo precisam ser necessari-
amente aqueles ilustrados no exemplo. Por exemplo, em vez de se escolher {a,c} e depois {b,e},
poderiamos ter escolhido {a,b,c,e}, ou {a,b} e entdao {c,e}, e ainda assim obteriamos o mesmo re-
sultado. Mais ainda, estes subconjuntos devem ser escolhidos com bastante cuidado. Por exemplo,
no caso mostrado na Fig. 7.10, poderia-se simplesmente remover todos os elementos para a parte
superior ja que w < 0; porém a escolha 6tima é {a, c} na parte superior e {b,d} na parte inferior.
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(b) W({g,h,’i}) =37

() w({b,e}) = —16 (f) Resultado, A = 26.

Figura 7.9: Dinamica do particionamento.
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Figura 7.10: Um conjunto violador.

7.3.3 Conjuntos Viaveis

Para formalizar a nogao de remover um conjunto com seguranca e eliminar as ambigiidades na
escolha dos subconjuntos a serem removidos, introduzimos a nocao de conjuntos vidveis. Depois
mostramos que um algoritmo que sempre remove um conjunto viavel gera uma particdo étima de Q.

Definigao 7.8 Seja Fy a classe dos subconjuntos nao-vazios F' de Q (veja Fig. 7.11(a)) satisfazendo
1. (Q\ F,F) € uma parti¢io vdlida de Q, e
2. w(F) < 0.

Um subconjunto F € Fy € U-vidvel se e somente se F' é minimal em Fy com relagdo a C.

Definigao 7.9 Seja Fr, a classe dos subconjuntos nao-vazios F' de Q (veja Fig. 7.11(b)) satisfazendo
1. (F,Q\ F) é uma partigao vadlida de Q, e
2. w(F) > 0.

Um subconjunto F' € F, € L-viavel se e somente se F' € minimal em Fp com relacdo a C.
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Q Q
(a) (b)

Figura 7.11: Tlustracao para as definigoes 7.8 e 7.9.

Por conveniéncia, (0,0) é considerada uma partigao vélida 6tima de §. Para nos referirmos aos
conjuntos U- ou L-viaveis, sem uma distincdo explicita, usamos simplesmente o termo conjuntos
vidveis.

Lema 7.10 (a) Se um conjunto violador Q ndo contém um subconjunto U -vidvel, entdo ele contém
um subconjunto L-vidvel.

(b) Se um conjunto violador Q néao contém um subconjunto L-vidvel, entdo ele contém um subconjunto
U -viduvel.

Dem.: (a) Se Q nao contém um subconjunto U -vidvel, entdo, pela Def. 7.8, para qualquer parti¢do
vdlida (L,U) de Q, tem-se w(U) > 0. Em particular, temos que (L,U) = (0,Q), o que significa

que F1, € nao-vazio.

b) A prova é andloga. [ |
(b) Ap g

Teorema 7.11 Seja F' um conjunto vidvel de Q, e seja (L',U") uma parti¢dao dtima de Q\ F. Entao,

(a) se F € U-vidvel, entao (L',U" U F) € uma parti¢ao détima de Q, e

(b) se F' é L-vidvel, entao (L' U F,U") é uma parti¢ao dtima de Q.

Dem.: (a) Para provar que (L',U' UF') € uma parti¢io dtima de Q, precisamos apenas provar que
ela é dtima, uma vez que jd sabemos, pela Proposi¢io 7.2(a), que ela é uma parti¢do vdlida de Q.

Vamos supor, por absurdo, que ela mao € dtima, e entdo mostraremos que esta hipdtese sempre
conduz a uma contradi¢ado.

Se (L',U'UF) ndo € uma parti¢do étima de Q, entdo existe alguma parti¢do vdlida (L,U) de Q tal
que A(L,U) < A(L',U'UF). Vamos escolher, em particular, uma parti¢do étima, que denotaremos
(L*,U%).
Vamos analisar a relagao de F' com U* e L*, e mostrar que todos os possiveis casos ((1) F C L*,
(2) FCU* e (3) FZU* e F Z L*), conduzem-nos a alguma contradigdo.
Caso 1: Se F C L*, entao (L* \ F,U* U F') € uma parti¢do vdlida de Q (proposi¢ao 7.2(c)). Da
Proposi¢ao 7.7 e do fato de que F' é um conjunto U -vidvel seque que

A(L*\F,U*UF)=A(L*,U*) 4+ w(F) < A(L*,U").
Isto é um absurdo, pois (L*,U*) é uma parti¢do étima de Q.
Caso 2: Se F C U*, entdao (L*,U* \ F) é uma partigdo vdlida de Q' (Proposigao 7.2(b)). Mais
ainda, da Proposi¢do 7.7, temos que

A(L*,U*) =

A(L*, FU(U*\ F)) =
A(L*U(U*\F),F) +w(U"\ F) = A(Q, F)

+w(U*\ F)
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AL\ U'UF)=AQ\U ,FUU" =A(Q,F)+w(l).

Como (L*,U*) é uma parti¢ao dtima de Q, entdo A(L*,U*) < A(L’,U’ UF), o que significa que
das duas expressoes acima seque que w(U*\ F) < w(U"). Note que a igualdade ndo pode valer pois
(L', U'"UF) seria uma parti¢io étima de Q, contradizendo a hipdtese. Logo, deve ser verdade que
w(U*\ F) < w(U"), e entdo, da Proposicao 7.6, seque que

A(L*,U*\F) = A(Q,0) +w(U*\ F) < A(Q,0) + w(U") = A(L',U")

o que € um absurdo pois (L',U") € uma parti¢ao Jtima de Q'.

Case 3: Se FF ¢ L* e F € U*, entao seja X = FNL*. Da Proposi¢ao 7.2(d), (L*\X,U*UX) € uma
parti¢ao valida de Q. Também sabemos que w(X) > 0 pois em caso contrdrio, pela Proposi¢io 7.7,
(L*\ X,U*UX) seria uma parti¢do vdlida de Q com aumento de erro menor que (L*,U*), o que é
um absurdo. Como w(F') <0 (pois F' é um conjunto U-vidvel), da Proposi¢do 7.5 concluimos que
w(F\X)+w(X) =w(F) < 0. Disto, e do fato de que w(X) > 0, seque que w(F'\X) < —w(X) <0.
Isto, w(F'\ X) < 0, € um absurdo pois F\ X C F € Fy, o que viola a condi¢do de minimalidade
de F'.

b) A prova € andloga. [ |
(b) Ap g

7.3.4 O Algoritmo

O teorema 7.11 é a base para o algoritmo que propomos. O algoritmo comecga com as partes inferior
e superior vazias e sucessivamente remove subconjuntos vidveis do conjunto violador para uma das
partes. Como o processo é guloso, uma vez que um subconjunto é removido do conjunto violador, ele
nunca serd colocado de volta ao conjunto violador. O lema 7.10 mostra que sempre existe pelo menos
um subconjunto vidvel no conjunto violador restante, portanto pode-se garantir que o algoritmo
termina.

Teorema 7.12 Dado um conjunto violador Q e custos de chaveamento ¢(X) para cada elemento X
de Q, o seguinte algoritmo (algoritmo OVP) produz uma solu¢do dtima para o problema OVP.

Entrada: Um conjunto violador Q; custos de chaveamento ¢(X), VX € Q
Saida: Particdo 6tima (L,U) de Q.

1.Faga U+ () e L+ 0.
2.Se Q & vazio, entdo devolva (L,U) e pare.

3. Procure um conjunto vidvel F em Q.
Se F & U-viavel, ent8o faga U+ UUF;
se F é L-viavel, entdo faga L<+ LUF.
Faga Q + Q\ F e retorne ao passo 2.

Algoritmo 7.1 Algoritmo OVP.
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Dem.: O caso Q = 0 € trivial. Caso contrdrio, eriste pelo menos um conjunto vidvel em Q (Le-
ma 7.10). Seja entdo F1,Fs,...,F;, t > 1, a seqiiéncia de conjuntos vidveis encontrados pelo
algoritmo. Note que Q = F1 U Fo U...U F.

Se F; € um conjunto U-viavel, entdo (0, F;) € uma parti¢io otima de Fy e, se Fy € um conjunto
L-vidvel entio (F;,0) é uma parti¢io 6tima de Fy; (Teorema 7.11), com (L', U") = (0,0).

Agora suponha que (L',U") é uma particao dtima de F;1U...UF;. Pelo teorema 7.11, se F; é um
conjunto U -vidvel, entao (L',U' U F;) é uma parti¢ido dtima de F;UF;41U...UFy, e se F; é um
congunto L-vidvel entdo (L'UF,U') é uma parti¢ao étima de F;UF;11U.. . UF;, i =t—1,t—2,...,1.
Em outras palavras, dada uma parti¢cao otima de F;1U...UF}, a particdao étima de F;UF;11U. .. .UF;
pode ser construida adicionando-se F; da parte superior ou inferior, dependendo se F; é um conjunto
U ou L-vidvel, respectivamente.

Logo, a particio de Q tal que suas partes superior e inferior sdo formadas por todos os conjuntos
U e L-vidvets, respectivamente, € uma particdo otima de Q. Como esta € exatamente a parti¢do
devolvida pelo algoritmo, ela € dtima. |

As figuras 7.12 e 7.13 mostram dois exemplos de aplicagdo do algoritmo proposto. Elas ilustram
uma seqiiéncia de subconjuntos vidveis sendo removidos de dois conjuntos violadores diferentes. As
figuras mostram, respectivamente, o estado inicial do conjunto violador, os estados intermediarios
gerados pelo algoritmo (onde os subconjuntos vidveis encontrados sao evidenciados por uma curva e
os elementos removidos sdo indicados por linhas pontilhadas), e a partigio resultante.
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(h) Resultado (A = 320)

Figura 7.12: Aplicacao do algoritmo OVP - exemplo 1
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(e) w=—105

Figura 7.13: Aplicacdo do algoritmo OVP - exemplo 2.
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(k) w=-21 (1) Resultado (A = 402)

Figura 7.13: Aplicac¢do do algoritmo OVP - exemplo 2 (continuagio).
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7.3.5 Como Encontrar Conjuntos Viaveis

Nesta secao apresentamos uma estratégia de busca por conjuntos viaveis e discutimos uma imple-
mentagao relaxada, cujo objetivo é controlar a complexidade do algoritmo.

Definigao 7.13 Seja T = {Z1,Z2,...,Zi}, k > 1, um subconjunto do conjunto violador Q. Defini-
mos

UT|={X€eQ:3Ze€T,X>7}
LT ={X€Q:3ZcT,X<7Z}

Proposicao 7.14 (a) Se (Q\ F, F') é uma parti¢iao valida de Q e X1,Xa,...,X} sdo os elementos
minimais de F', entdo F' = U[{X1,Xa,...,Xi}].

(b) Se (F,Q\ F) € uma partigao vdlida de Q e Xi1,Xa,...,X sdo os elementos mazrimais de F,
entao F' = L[{Xl,Xg, “e ,Xk}].

Dem.: (a) Se X € F, entao, pela condi¢do de minimalidade, X > X; para algum i € {1,2,...,k}.
Logo, X € U[{Xl,Xz, . ,Xk}]
Por outro lado, se X € U[{X1,Xq,...,Xy}], entdo existe X;, para algum i € {1,2,...,k}, tal que
X > X;. Suponha por absurdo que X € F'. Neste caso, teriamos X € Q\ F, e (Q\ F, F') ndo seria
uma parti¢do vdlida de Q, pois X; € F' € menor que X € Q\ F'. Isto é um absurdo.

b) A prova € andloga. [ |
(b) A p g

Proposicao 7.15 (a) Todos os elementos minimais de um conjunto U-vidvel F' de Q sdao elementos

de Q(1).

(b) Todos os elementos mazimais de um conjunto L-vidvel F' de Q sdo elementos de Q(0).

Dem.: (a) Suponha por absurdo que alguns elementos minimais de F' estao em Q(0), e seja X um
deles. Por defini¢do, w({X}) > 0. Logo,

w(F) = w(F\{X})+w({X})
w(F\{X}) = w(F)-w({X}) <w(F)<0

Entao, ({X}, F\{X}) € uma parti¢io valida de F' e w(F \ {X}) <0, o que contradiz o fato de que
F € um conjunto U -vidvel, pois F'\ {X} C F.

b) A prova € andloga. [ |
(b) Ap g

Das proposicoes 7.14 e 7.15, fica claro que quando procurando Q por conjuntos U-viaveis, um
algoritmo precisa considerar apenas os subconjuntos da forma U[{Xi,Xa,...,X;}], £ > 1, onde
X; € Q(1), para todo i € {1,2,...,k}. Mais ainda, devido a condi¢do de minimalidade de conjuntos
viaveis, o algoritmo precisa garantir que nenhum subconjunto préprio do conjunto sendo analisado é
um conjunto U-vidvel. Em outras palavras, U[{X1, Xo, ..., X} }] deve ser testado somente apds todos
os seus subconjuntos da forma U[{X;;,Xy,,..., X}, 1 <j <k, ip € {1,2,...,k}, 1 <1 <j,4 #1
se | # t, terem sido testados. O mesmo tipo de raciocinio vale também para conjuntos L-viaveis.



7.3 Um Novo Algoritmo Baseado no Método de Chaveamentos 115

Na pratica, o procedimento de busca é realizado sobre o grafo correspondente a Q. Os elementos
de Q correspondem aos nds do grafo. Dois nds correspondendo aos elementos X e Y, onde X < Y, sdo
ligados por uma aresta se e somente se nao existe nenhum outro elemento Z € Q tal que X < Z < Y.
Um n6 correspondendo a um elemento X serd referenciado por X também.

Para facilitar a descrigao do procedimento de busca, definimos a nocao de nivel de um né. Os néds
maximais de Q(1) sdo definidos como nés no nivel 0. Um né X € Q(1) estd no nivel 1 se e somente
se todos os 1-elementos em U[{X}]\ {X} estdo no nivel 0. Em geral, se ¢t é o nivel maximo de todos
os nés em (U[{X}]\ {X}) N Q(1), entdo o nivel de X é definido como ¢+ 1. Denotamos o nivel de X
por [(X). Logo, VX € Q(1), tal que X nfo é maximal em Q(1),

I(X) = maz{I(Y) : Y € (U[{X}\ {X}) N Q(1)} + 1.

Suponha que U[{X}], X € Q(1) e {(X) = t. Os subconjuntos de U[{X}] que potencialmente podem
ser U-viaveis sdo aqueles cujos elementos minimais estao em (U[{X}]\{X})NQ(1), o que significa que
o nivel desses nds é menor do que t. Portanto, contanto que todos os subconjuntos correspondentes a
combinacdes de elementos de Q(1) com nivel menor do que ¢ tenham sido examinados (e ndo sejam
U-vidveis) o algoritmo poderd proceder para examinar o conjunto U[{X}]; ele apenas precisa verificar
se este satisfaz a condigdo (2) da Def. 7.8, i.e., se w(U[{X}]) < 0. Mais precisamente, o algoritmo pode
proceder o teste com U[{X}] se todos os subconjuntos correspondendo as combinagdes de elementos
em Q(1) N (U[{X}] \ {X}) ja tiverem sido examinados. Generalizando esta idéia, um subconjunto
U[{X1,Xa,...,X)}| deve ser examinado somente apds todos os seus subconjuntos correspondendo as
combinagdes de elementos em ((JX_; U[{X;}]) N Q(1) terem sido examinados.

Temos, portanto, o seguinte procedimento de busca. Primeiramente, examinam-se todos os sub-
conjuntos da forma U[{X}], onde X € Q(1) e [(X) = 0. A seguir, examinam-se subconjuntos da forma
U[{X1,X2}], onde tanto X; e X3 estdo em Q(1) e tem nivel 0. Prossegue-se tomando combinagdes de
trés, quatro e mais elementos do nivel 0. Uma vez que todas as combinagoes de elementos no nivel
0 forem examinadas, examinam-se os subconjuntos com um elemento minimal no nivel 1. Antes de
examinar combinagoes de dois ou mais elementos no nivel 1, cada elemento X no nivel 1 precisa ser
combinado com cada combinagao de elementos do nivel 0. A seguir, combinagoes de dois elementos
no nivel 1 precisam ser combinados com todas as possiveis combinacoes de elementos no nivel 0, e
assim por diante. O nimero de possiveis combinacoes cresce rapidamente com o aumento dos niveis.
Porém, cada vez que um conjunto viavel é encontrado, o grafo e o nivel do elementos afetados preci-
sam ser atualizados e o procedimento de busca deve ser reinicializado no nivel 0 sobre o novo grafo.
Estritamente falando, somente as combinagbes que envolvem elementos X tais que alguma porcao de
U[{X}] foi removido é que precisam ser analisados novamente. No caso dos conjuntos L-vidveis, a
mesma idéia se aplica; neste caso, os niveis aumentam de baixo para cima.

Observa-se na pratica que, em geral, os conjuntos vidveis possuem poucos elementos mini-
mais/maximais. Portanto, o procedimento de busca néo precisa, em geral, testar todas as possiveis
combinacoes descritas anteriormente. Entretanto, é possivel que em alguns casos, em algum passo do
algoritmo, todos os conjuntos vidveis existentes sejam muito grandes. Nestes casos, o algoritmo pre-
cisard examinar um numero grande de combinacbes até encontrar um conjunto vidvel, constituindo
uma situagao critica em termos de tempo de processamento necessario.
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7.3.6 Busca Relaxada

Para controlar a complexidade combinatéria do problema de busca, impomos algumas restrigoes
sobre o nimero de elementos minimais/maximais em um conjunto vidvel.

Definicao 7.16 Seja Fy(k) uma classe de subconjuntos nao-vazios F' de Q satisfazendo
1. (Q\ F,F) é uma parti¢io vdlida de Q,
2. w(F)<0,e
3. F' tem no mdzximo k elementos minimais.

Um subconjunto F' € Fyr(k) € U-k-vidvel se e somente se F' € minimal em Fy (k) com relagdo a C.

Conjuntos L-k-vidveis sao definidos de forma similar, apenas trocando os elementos minimais por
maximais.

Estas duas defini¢cGes introduzem o que chamamos simplesmente de conjuntos k-vidveis. Se so-
mente conjuntos k-vidveis sao procurados, entao o procedimento de busca descrito anteriormente
precisa verificar combinagbes de no maximo k elementos minimais/maximais, e portanto o tempo de
processamento pode ser controlado através do parametro k. Este relaxamento pode introduzir subo-
timalidade, no sentido de o resultado nao ser étimo. Vale notar, entretanto, que sempre é possivel
escolher um k suficientemente grande para obter um resultado étimo.

Daqui para frente, referimos ao algoritmo que procura somente conjuntos k-vidveis como algoritmo
k-relazado em oposi¢io ao algoritmo original (ndo-relaxado). Analisamos a seguir algumas situagdes
que podem decorrer devido ao relaxamento.

Seja @ o conjunto violador mostrado na Fig. 7.14(a). Existe apenas um subconjunto 1-vidvel,
Ul{i}], em Q. Como U[{i}| = O, apds remover Q para a parte superior o algoritmo 1-relaxado
para, retornando como resultado a parti¢do (0, Q), como mostra a Fig. 7.14(b). Entretanto, U[{i}]
ndo é um conjunto viidvel no sentido estrito pois ele contém os subconjuntos U[{d, f}|, L[{g,h}],
L[{g,e}] e L[{e,h}] que sdo vidveis. Todos estes conjuntos vidveis possuem mais de 1 elemento
minimal /maximal, e isto explica porque eles ndo podem ser encontrados pelo algoritmo 1-relaxado.
O resultado étimo (A = 9) é mostrado na Fig. 7.14(c). Note que o algoritmo 2-relaxado é capaz
de encontrar todos os conjuntos vidveis, isto é, k = 2 seria suficiente, neste caso, para se calcular a
particao étima de Q.

Seja F' um conjunto k-vidvel sendo removido de Q pelo algoritmo k-relaxado. Como o algoritmo
k-relaxado ndo examina subconjuntos com mais de k elementos minimais/maximais, se existir pelo
menos um subconjunto com mais de k& l-elementos minimais em F e se F' é um conjunto U-k-
viavel, ou se existirem subconjuntos com mais de k 0O-elementos maximais em F' e se F' for um
conjunto L-k-vidvel, entdo existe a possibilidade de que conjuntos vidveis (no sentido estrito) néo
serem encontrados. Note, entretanto, que a existéncia de tais subconjuntos ndo necessariamente
implica que os mesmos sdo vidveis (no sentido estrito).

Em alguns casos, mesmo quando o algoritmo relaxado perde (deixa de identificar) um conjunto
vidvel, o resultado final pode ser étimo. Consideramos o conjunto violador Q da Fig. 7.15(a) para
ilustrar um caso desses. Se o algoritmo 1-relaxado for aplicado sobre Q, entdo dois conjuntos 1-
vidveis, a saber U[{i}] e U[{k}] (o segundo em Q \ U[{i}]), ser@o encontrados. Novamente, U[{7}]
nao é um conjunto viavel no sentido estrito. Apesar disso, o resultado final, mostrado na Fig. 7.15(b),
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(a) Conjunto violador. (b) Resultado do algoritmo 1- (c) Resultado étimo.
relaxado.

Figura 7.14: Resultado do algoritmo relaxado nao é 6timo.

é 6timo (compare com o resultado do algoritmo 2-relaxado na Fig. 7.15(c)). Este exemplo mostra
que, contanto que nenhum elemento seja removido para a parte errada da particdo, existem chances
de que o resultado final seja étimo, mesmo que durante o processo alguns conjuntos viaveis no sentido
estrito tenham sido perdidos.

First
feasible
set
Result
®s ®s
®s
(a) Conjunto violador (b) Resultado relaxado (c) Resultado étimo.

Figura 7.15: Resultado do algoritmo relaxado é 6timo.

Seja Q o conjunto violador mostrado na Fig. 7.16(a). O algoritmo 1-relaxado encontra apenas um
conjunto 1-vidvel, L[{e}] (Fig. 7.16(b)). Nao existem conjuntos 1-vidveis no restante do conjunto vio-
lador {a,b,c,d, f} (Fig. 7.16(c)). Em termos gerais, se em algum momento durante o processamento
o algoritmo k-relaxado nao encontra nenhum conjunto k-vidvel no conjunto violador restante, entao
esta porgao restante ndao podera ser processada. Tais porgoes serdao denominadas porg¢odes irredutiveis.
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9 orcao irredutivel

(a) Conjunto violador. (b) Um conjunto 1-vidvel (¢) Porgao irredutivel

Figura 7.16: Exemplo de uma porcao irredutivel

Para processar uma porgao irredutivel, digamos Q’, uma estratégia simples consiste em calcular
A(Q',0) e A(0,Q'), e entdo remover Q' para o conjunto superior caso A(Q',0) < A((, Q') ou para
o conjunto inferior em caso contrario. Uma outra alternativa, quando Q' é relativamente pequeno,
seria aplicar o método da forga-bruta, i.e., testar todas as possiveis partigdes validas de Q' e escolher
uma com o menor aumento de erro. O algoritmo OVP relaxado é apresentado a seguir :

Entrada: Um conjunto violador Q; custos de chaveamento ¢(X), VX € Q, fator de

relaxamento k, k > 0
Saida: Particdo étima (L,U) de Q.

1.Faga U+ () e L+ 0.
2.Se Q & vazio, entdo devolva (L,U) e pare.
3. Procure um conjunto k-vidvel F em Q.

eSe F for encontrado, e se ele é U-viavel, ent&o faga U + U U
F; se F é L-viavel, entfo faga L+ LUF. Faga Q<+ Q\F.
eSe F n#o for encontrado, calcule A(Q,0) e A(D,Q). Se
A(Q,0) < A(B,Q) entdo faga L + LU Q, sendo fagca U «+ U U Q.
Faga Q0.

Volte ao passo 2.

Algoritmo 7.2 Algoritmo OVP relazado.

Suponha uma situa¢ido na qual nenhum conjunto vidvel (no sentido estrito) foi perdido, até o
momento em que uma porc¢ao irredutivel é encontrada. Mesmo apds o processamento da porcao
irredutivel conforme descrito acima, o resultado final pode ser 6timo. Considere a porgao irredutivel
Q' mostrada na Fig. 7.17(a) (nenhum de seus subconjuntos L[{a}], L[{b}], ou U[{c}] sdo 1-vidveis.)
O algoritmo 1-relaxado quando aplicado sobre Q', calcula A(Q,0) = 4 ¢ A(D, Q') = 6 e decide
remover Q' para o conjunto inferior. Como L[{a,b}] = Q' é um conjunto vidvel (no sentido estrito)
ele seria removido para o conjunto inferior pelo algoritmo néo relaxado também (Fig. 7.17(b).)

Por outro lado, a mesma estratégia pode produzir resultados nao-étimos, como mostramos no
seguinte exemplo. Seja Q' a porcao irredutivel mostrada na Fig. 7.18(a). Entéo, A(Q',0) = 15 e
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3@ M3

©4

(a) Porcao irredutivel Q'. (b) Resultado.
Figura 7.17: Porcao irredutivel é processada corretamente.

A(0,Q") = 13. Logo, Q' serd removido para a parte superior conforme ilustrado na Fig. 7.18(b).
Entretanto, a solugdo étima (A = 11) é ilustrada na Fig. 7.18(c).

‘@
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(a) Porgao irredutivel Q'. (b) Resultado do algoritmo 1- (¢) Resultado 6timo.
relaxado.

Figura 7.18: Porcao irredutivel é processado incorretamente.

Em resumo, o relaxamento pode produzir resultados nao-6timos devido aos conjuntos vidveis que
nao sao detectados, ou devido ao processamento incorreto da porcao irredutivel. Entretanto, deve-se
manter em mente que a existéncia de tais subconjuntos nao necessariamente implica que o resultado é
sub-étimo. Estas situagoes nas quais existem porc¢oes irredutiveis, ou nas quais subconjuntos vidveis
podem nao ter sido detectados, serdo denominados casos incertos. A auséncia de casos incertos
implica que o resultado é étimo.

7.3.7 Limitantes para o Aumento de Erro

O resultado do algoritmo relaxado pode ser sub-étimo, conforme mostramos na segao anterior. Nesta
secao apresentamos limitantes para o aumento de erro do operador projetado em relagao ao operador
crescente 6timo. Seja A o aumento de erro do operador crescente 6timo (aquele que corresponde &
parti¢do 6tima de Q). Entéao,

0< A <min{A(Q,0),A(0,Q)}

Agora, sejam U’, L' o conjunto de elementos na parte superior e inferior, respectivamente, quando o
algoritmo depara com um caso incerto pela primeira vez durante o processamento de Q. Nesta fase
do processamento, sabe-se que os elementos de U’ e L' sao, respectivamente, elementos das partes
superior e inferior da particao 6tima. O aumento de erro devido a U’ e L' sdo dados, respectivamente,
por
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(U = Z c(X) e c (L) = Z c(X)

XeU'(0) XeL/(1)

Portanto, o aumento de erro no momento em que o algoritmo depara com um caso incerto pela
primeira vez é dado por ¢t (U')+c~(L'), o que constitui um limitante inferior para o verdadeiro valor
de A, i.e.,

0<cH(UY+c (L)) <A

Por outro lado, denote por A, o aumento de erro da particdo final calculada pelo algoritmo.
Entao, A é menor ou igual a min{A(Q,0),A(0, Q)}. Portanto, temos a seguinte relagio :

0<cT(U)+e (L)) <A <A <min{A(Q,0),A(0,Q)} (7.8)

Conforme ja dissemos anteriormente, se o algoritmo nao depara com um caso incerto, entdao
o resultado por ele produzido é 6timo e, neste caso, teremos Ay = A. Veremos nos resultados
experimentais que muitas vezes A} é muito préoximo de A.

7.3.8 Resultados Experimentais

Testamos o uso de diferentes valores para k. Os experimentos foram conduzidos em um computador
Pentium II, 300 MHz, usando diferentes modelos de imagens (A,B,C, e D), ilustrados nas Figs. 7.19

a 7.22.
Imagem observada. (M AE = 0.1391) Imagem ideal
Figura 7.19: Grupo A : 15% de ruido sal-e-pimenta
— 1
number number number
Imagem observada (MAE=0.0158) Imagem observada (MAE=0.0102) Imagem ideal

Figura 7.20: Grupo B: Ruido de borda, diferente densidades.
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Imagem observada (MAE=0.0612)

Imagem observada (MAE=0.0579)

Imagem ideal

Figura 7.21: Grupo C: Modelo Booleano com graos quadrados e subconjuntos
do quadrado 3 x 3 como ruido.

I

[

Imagem observada

(MAE=0.0162)

Imagem ideal

Imagem observada

(MAE=0.0579)

Imagem ideal

Figura 7.22: Grupo D : Retangulos com ruido de borda, com diferentes densida-
des.

Algoritmo OVP

Se, durante o processamento, o algoritmo k-relaxado nao depara com um caso incerto, entao Ay é
6timo. Além disso, se Ak é 6timo, entdo Al
que o algoritmo depara com um caso incerto, o resultado pode ainda ser 6timo, conforme discutimos

Ak, para todo [ > k. Note que, mesmo nos casos em

anteriormente.

A tabela 7.1 mostra os resultados relativos a 67 experimentos com a janela W3x3. Aqui enfati-
zamos a relacio entre Ay, Ay e As. Estes resultados estfo separados em dois grupos principais : os
otimos (aqueles nos quais o algoritmo ndo deparou com um caso incerto para pelo menos um dos £,
k=1,2,3) e os incertos (aqueles nos quais o algoritmo deparou com um caso incerto para k = 1,2, e
3). Cada um desses dois grupos estdo subdivididos em subcasos. Para a classe dos 6timos, a coluna
2 indica qual o menor valor de k para o qual o algoritmo ndo deparou um caso incerto. Isto significa
que o resultado 6timo foi encontrado e que o algoritmo, se executado com k maior, iria produzir o
mesmo resultado. A coluna 3 indica quantas vezes cada um desses casos foi observado. A coluna 4
indica a relacio entre Aj, Ay e Ag, e a coluna 5 indica quantas vezes cada uma das relacdes indicadas
foi observada. Finalmente, as duas tltimas colunas especificam o modelo e a quantidade de imagens
utilizadas nos experimentos. A tabela 7.2 mostra o mesmo para 69 experimentos com a janela Wi3.

A tabela 7.3 fornece maiores detalhes dos 17 casos, da janela Wi3, onde A; > Ajz. A coluna
1 mostra o MAE do operador étimo 9,p € as colunas 2 e 3 mostram, respectivamente, o MAE do
operador crescente obtido usando £k = 3 e £ = 1. Observe que a variagdo do MAE entre estes dois
operadores nao ¢ significante, como indicado na coluna 4.
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Grupo ‘ Caso ‘ Ocorr. ‘ subcaso ‘ Ocorr. ‘ Modelo ‘ Ocorr.
A 1
k=1 34 Ay (= Ay = Ay) 34 C 3
D 30
otimo | k=2 11 A1 = A (= Aj) 11 D 11
A =Ar = Ag 6 D 6
k=3 8 Ay > Ay =Ag 2 B 1
D 1
A1 =Ax=Ag 13 B 2
incerto 14 D 11
A1 > Ay = Ag 1 B 1
total | | 67 67 67

Tabela 7.1: Desempenho do algoritmo OVP: janela W3xs.
‘ Grupo ‘ k ‘ Ocorr. ‘ subcaso ‘ Ocorr. ‘ Modelo ‘ Ocorr. ‘

k=1 22 Aq (= Ay = Ay) 22 A 1
D 21
Ay = Ay (= Aj) 7 C 1
O6timo | k=2 8 D 6
A1 > Ag (= A3) 1 A 1
k=3 8 A1 = Ay = Ag 6 D 6
A1 > Ay = Ag 2 C 2
A =Ar = Ag 17 B 2
D 15
A1 > Ay = Ag 7 B 1
incerto 31 D 6
A1 = A > Ag 1 D 1
A1 > Ag > Ag 6 B 1
D 5
| total | | 69 | | 69 | | 69

Tabela 7.2: Desempenho do Algoritmo OVP: janela Wi3.
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| MAE<¢opt> | MAE<¢opt> +A3 | MAE<¢opt> +A1 | A1 _A3 |

5.6226e-03 6.0367e-03 6.0368e-03 1e-07
7.6559e-03 8.1047e-03 8.1048e-03 le-07
5.2408e-04 7.8244e-04 7.8259e-04 1.5e-07
4.9300e-03 5.3283e-04 5.3265e-04 1.8e-07
3.9749e-04 4.4473e-04 4.4492e-04 1.9e-07
5.1621e-03 5.6847e-03 5.6849e-03 2e-07
7.1254e-03 7.6549e-03 7.6551e-03 2e-07
1.8423e-04 2.7528e-04 2.7552e-04 2.4e-07
6.2505e-03 8.9047e-03 8.9051e-03 4e-07
1.5442e-03 1.9622e-03 1.9629e-03 7e-07
3.1494e-03 3.2061e-03 3.2069e-03 8e-07
2.1721e-03 2.7239e-03 2.7248e-03 9e-07
1.9718e-03 2.2409e-03 2.2425e-03 1.6e-06
2.1792e-03 2.7267e-03 2.7289e-03 2.2e-06
5.0711e-04 9.9452e-04 9.9836e-04 3.84e-06
5.2177e-04 9.9219e-04 9.9659e-04 4.4e-06
1.0535e-02 1.4451e-02 1.4465e-02 1.4e-05

Tabela 7.3: Aumento de Erro: fator de relaxamento k=1 e k = 3.
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A tabela 7.4 mostra o tempo de processamento para variadas janelas e diferentes tamanhos do
conjunto violador. O tempo é dado em segundos. Para simplificar, eles foram aproximados para o
valor inteiro nao nulo mais préximo. Quando o nimero é marcado pelo simbolo *, significa que o
resultado correspondente é étimo, enquanto o simbolo x indica que o tempo nao foi calculado para
aquele caso. O tempo de processamento é o tempo gasto para a) o calculo do conjunto violador,
b) construcdo de um grafo correspondendo ao conjunto violador, c) aplicacao do algoritmo OVP, d)
célculo dos elementos minimais de oy , (1), e) I/O. Cabe notar que cada um dos experimentos com
a janela W3y3 levaram menos de 0.27 segundos.

Tamanho da | Exemplos | Conjunto | Arestas | Base | Tempo=+0.5 (em segundos)
janela violador k=1 | k=2 | k=3
3671 622 1516 41 1 1 1
8180 902 1084 596 2 2 2%
8185 2452 8778 215 3 6 96
13 8185 70 42 831 1* X X
7892 3090 12718 165 3 8 40
5864 4492 22762 69 4 15 1125
6605 5020 26368 81 5 26 1483
16 47648 5277 20139 1856 66 67 72
56706 14063 13209 1485 223 393 18621
74253 7066 10532 2820 137 148 161
17 68011 18656 52716 1995 397 1028 X
95439 24539 14549 2153 779 2595 X
52615 5101 73541 212 87 88* X
290892 5376 97878 5183 288 289 311
74914 10090 42771 198 203 204 204
25 92565 10899 45789 8 449 465 1571
597965 19885 68891 9384 3749 4075 5830
368717 87732 808285 | 6151 11459 | 66518 X
836334 198168 | 2040243 | 8375 | 16 horas | 7 dias X

49 | 1173140 | 445 | 426 [37376 | 678 | 671" | «x

Tabela 7.4: Tempo de processamento do algoritmo OVP.

Algoritmo OVP versus o Algoritmo Baseado na Representacao MAE

Comparamos a seguir o algoritmo OVP com outro algoritmo cuja implementacdo é baseada no
teorema de representacdo do MAE. Neste segundo, utilizamos uma implementagao ja citada em
estudos anteriores, que consiste dos seguintes passos :

1. Calcular o MAE para cada um dos 2" elementos estruturantes (ou seja, cada elemento de

P(W)) (Eq. 7.1.)

2. Selecionar 100 elementos estruturantes com os menores valores MAE para construir a biblioteca
de primeira-ordem.
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3. Calcular o MAE para todas as combinacbes de no maximo m elementos estruturantes desta
biblioteca (m é o tamanho maximo da base), usando um algoritmo recursivo que implementa
a Eq. 7.2.

Implementacgoes mais eficientes da Kq. 7.2, que nao sado recursivas, sao possiveis. Por exemplo, um
algoritmo baseado em programagao dinamica poderia utilizar o fato de que o MAE de um operador
com m erosdes pode ser computado a partir do MAE de dois operadores com (m — 1) erosdes e mais o
MAE de um elemento estruturante [111]. Porém, uma dificuldade nesta abordagem é a quantidade de
dados que precisam ser armazenados, uma vez que a quantidade de operadores consistindo de (m—1)
erosoes é enorme. Mesmo que o espaco para armazenamento seja suficiente, outra dificuldade estd
relacionado com a forma de armazenamento: os MAEs de todos os operadores constituidos por (m—1)
erosOes precisam ser armazenados de tal maneira que os mesmos possam ser localizados facilmente.

A tabela 7.5 mostra algumas comparagoes entre o desempenho do algoritmo OVP e o algoritmo
baseado na representacaio MAE, cuja implementacao foi descrita acima. Para o algoritmo baseado
na representagdo MAE, o tamanho da base foi restrito conforme indicado na coluna Restri¢do de
tamanho da tabela. A superioridade do algoritmo OVP ¢é evidente. O algoritmo OVP foi utilizado
para janelas de 25 e de 49 pontos, com o tamanho da base na ordem de milhares. Mesmo em
aplicagoes industriais, para aplicar o algoritmo baseado na representagdo MAE, o tamanho da base
é limitado a um numero pequeno de elementos estruturantes selecionados de uma biblioteca também
relativamente pequena [112].

Tamanho da OovP representagao MAE
janela Tamanho da A tempo | Restricdo | Tamanho A tempo
base de tamanho | da base
4 2.0488e-04 1 6 4 2.0488e-04 2202
4 1.2631e-03 1 6 4 1.2631e-03 2190
10 4.5525e-05 1 6 6 3.4783e-04 2499
9 22 2.2020e-06 1 6 6 2.5304e-04 4541
100 0.0 1 6 6 1.1874e-02 8433
100 0.0 1 8 8 1.3307e-02 | 13.7 dias
24 6.8646e-04 1 6 6 1.0895e-03 4158
34 0.0 1 6 6 4.7806e-04 7047
13 276 1.3440e-04 1 6 4 2.1947e-02 19152
831 6.8237e-06 1 6 5 1.8189e-02 19192

Tabela 7.5: Algoritmo OVP contra algoritmo baseado na representacio MAE.

7.4 Distribuicoes a Priori para as Probabilidades Condicionais

Para janelas relativamente grandes, as estimativas das probabilidades condicionais px

P(y =

1|X) e das probabilidades P(X) geralmente ndo sdo muito precisas pois a quantidade de dados a
partir do qual elas sdo estimadas é pequena. Para determinar o operador 6timo, a precisao de px é
fundamental. Uma abordagem proposta para melhorar a estimativa destas probabilidades considera
que px sdo varidveis aleatdrias que seguem uma distribui¢ao a priori f(px) [47]. Dada uma amostra
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de treinamento, a distribuicio a posteriori de px é denotada f(px |px), onde px é a probabilidade
condicional estimada a partir desta amostra.

Estas distribuicdes a priori sdo diferentes para diferentes observagdes X € P(W). Para simplificar
a notagdo, eliminamos X daqui em diante (assim, p significa px, para um dado X). Seja m a
quantidade de vezes que a configuracao X foi observada na amostra de treinamento, das quais u
vezes associada ao valor 1. Supondo a estimag¢&o usual, p = u/m, a densidade condicional de p dado

p, € dada por

L 1eh) _ GI9I0)
Tl =50y = T r61p) fo) dp (79)

O operador 6timo pode levar em consideragao a distribuigdo a priori juntamente com os dados
de treinamento. Como f(p|p) é a distribuigdo de p dado p, entdo o operador étimo, a ser denotado

Ypri € dado por
1, se Ep|p] > 0.5

Vpri(X) = { 0, caso contrario. (7.10)

onde E[p|p] é o valor esperado da distribuicao f(p|p).

7.4.1 Custos de Chaveamento a Partir de Distribuigoes a Priori

Propomos aqui a utilizacao de distribuicoes a priori das probabilidades condicionais para estimar os
custos de chaveamento. Estimativas mais precisas das probabilidades condicionais implicam custos
de chaveamento mais precisos e, conseqiientemente, operadores mais precisos.

Se E[p|p] < 0.5 e 9p,ri(X) é chaveado de 0 para 1, para cada valor p < 0.5 hd um aumento de erro
de |2p — 1| P(X), e para cada valor p > 0.5 hd um decréscimo de erro de |2p — 1| P(X). Logo, o custo
de chaveamento total relativo a X, quando ,,;(X) é chaveado de 0 para 1, é dado por

- +0.5 1 1
a®) = [ 1e=1116l0) dp [ 1p =117l dp | PX) (7.11)

Analogamente, o custo de chaveamento quando ,,;(X) é chaveado de 1 para 0 é dado por :

rrl 0.5 7
eX) = |[ lo-11fGHdp — [ 21170l dp | PX) (712

A expressao 7.11 pode ser simplificada conforme mostramos a seguir :

a) = [ 1156~ [ 120115615 | POY)
= [[T0-w ey - [ o150 ] PO
L/ O 0.5

= | " tolp)ap ~2 [ p i) dp ~2 [ psels)do + [ 1019 ) PX)

r r0.5

= [ solpan+ [ s 2 [ psindp + [ sl )] POY)

= [1-2 [ psois) o] POY)

= [1-2B[pp] | P(X) (7.13)
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De forma andloga, a Eq. 7.12 também pode ser simplificada :

2(X) = [2E[plp] —1] P(X) (7.14)

Uma vez que na Eq. 7.13 temos que E[p|p] < 0.5 e na Eq. 7.14 temos que E[p|p] > 0.5, ambos podem
ser expressos como ¢(X) = |2 E[p|p] — 1| P(X).

Levando em conta os resultados obtidos até agora, o cdlculo do custo de chaveamento depende
somente de E[p|p] e P(X). Daqui em diante utilizamos uma particular distribuic¢do a priori, a exemplo
do que é feito em [47]. A distribuicio considerada é a distribuigdo beta, que possui dois parametros

o,8>0:
ﬁpa_l(l -p)f7l, if0<p<1

0, caso contrario.

onde B(+,-) é a funcdo beta definida por
1
B(a, B) = / =1 (1 — 1)~ at
0

Supondo que f(p) é uma distribuicdo beta com parametros o e § e dados m = mx, u = ux e
p = m/u, a equagio 7.9 pode ser reescrita como :

(™) p* (1 — p)m p—aiig((l_g)ﬂil
f(pﬁ) = ::L a1 a_, A1
Jo () (1= pym— =B dp

(%)
B(af) P
B((fi,)ﬂ) Jo petut (1= p)ftm—u-ldp
pa+u—1 (1 _ p)ﬂ+m—u—1

B(a+u,B+m — u)

a+u—1 (1 _ p)ﬂ+1n—u—1

que é a distribuigao beta a posteriori (com parametros o/ = a+ue 8’ = 8+m—u). Se a distribuigao
a priori de X néo é conhecida, podemos usar a distribui¢do uniforme (i.e., « = § = 1, e neste caso a
equagdo 7.10 é equivalente a equagio 3.4, o caso sem distribui¢es a priori).

O valor esperado de p|p, E[p|p], é dado por

/

. o
Bl =g
Logo o custo de chaveamento é dado por :
al
c(X) = ‘2m —I‘P(:c). (7.15)

7.4.2 Resultados Experimentais

No exemplo a seguir, consideramos ruido de borda em imagens de texto. Supomos que o ruido de
borda tem intensidade parametrizada por &, o qual segue uma distribuicdo conforme ilustrada na
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Figura 7.23: Distribuicdo de § (parametro da intensidade de ruido).

first||first first

(a) Ideal (b) 6 =45 (¢) 6=235

first Tirst

(d) 6 =25 (e) 6 =21

Figura 7.24: Exemplos de ruido de borda.

figura 7.23. A intensidade de ruido é inversamente proporcional ao valor de §. A figura 7.24 mostra,
respectivamente, parte de uma imagem ideal, e simulagdo de ruido para § = 45, 35,25 e 21.

Se consideramos uma amostra de imagens com ruido de borda seguindo esta distribuicao, imagens
com § = 21 (bastante ruidosa) sdo observadas com muito menor freqiiéncia do que imagens com
d = 45, por exemplo.

Como escolher uma distribuicao a priori é uma questdao importante, muitas vezes polémica, que
nao serd discutida neste trabalho. O objetivo no momento é apenas mostrar que o uso de distribuicées
a priori adequadas é util para obter operadores precisos, principalmente quando a quantidade de
exemplos de treinamento é pequena.

Para obter uma distribuicdo a priori para cada X, foram obtidas diversas estimacbes para px a
partir de uma amostra de treinamento, cujas imagens com densidades de ruido diferentes aparecem
de acordo com a proporcdo da figura 7.23. Para cada m imagens com densidade de ruido § = 21
foram consideradas 2m imagens com densidade § = 23 e § = 25, 3m imagens com densidade § = 27
e assim por diante. Para cada grupo de m imagens foi estimado um valor de px, e em seguida
foi calculada uma distribuicdo beta cujas realizacGes mais se aproximam destes dados, utilizando a
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técnica de maxima verossimilhanca.

Trés distribuicoes a priori foram obtidas a partir de valores distintos para m. A priori 1 foi obtida
a partir de m = 2, a priori 2 a partir de m = 10 e a priori 3 a partir de m = 50. Comparamos o
desempenho de operadores crescentes projetados utilizando estas prioris em relagdo ao desempenho
de operadores projetados sem o uso de prioris para particulares valores de §. Utilizamos a janela
Wisx3, € o algoritmo OVP proposto no capitulo 7, com o operador étimo dado pela equacao 7.10 e
com os custos de chaveamento conforme equagao 7.15.

Para § = 45 (pouco ruido), o uso da priori 3 resulta em operadores bons a tal ponto que o
treinamento com numero crescente de exemplos ndao tem efeito algum. A priori 2 também resulta
em operadores bons. A priori 1 resulta em operadores que funcionam melhor que o caso sem priori,
e melhora ligeiramente & medida que o exemplos de treinamento aumentam. O treinamento sem
priori, aproxima-se do da priori 1 quando utiliza uma grande quantidade de exemplos. No limite,
isto é, infinitos exemplos de treinamento, todas as 4 curvas devem convergir para o mesmo erro (erro
minimo).

0.00055 T

T
no prior —+—
prior 1 ----e---
prior 2 &
prior 3 ---a---

0.0005

# 0.00045
Z .

0.0004 |

0.00035 L L L L : L
0 50 100 150 200 250 300

Number of training examples (x10000)

Figura 7.25: Curva de erro para § = 45.

Para o caso § = 35, a priori 3 também funciona bem de forma que o treinamento quase ndo tem
efeito. A melhora dos operadores resultantes da priori 2, & medida que aumenta a quantidade de
exemplos de treinamento, é mais evidente que para o caso § = 45. A priori 1 comecga com erro inicial
menor que o caso sem priori, mas este alcanga a priori 1 e passa a ser melhor quando a quantidade
de exemplos de treinamento é relativamente grande.

Para o caso § = 25, a priori 3 resulta em operadores que melhoram com o aumento da quantidade
de exemplos de treinamento. A melhora é mais evidente para a priori 2. A priori 1 nao tem bom
desempenho no comeco e rapidamente é alcancada pelo caso sem priori. O fato do caso sem priori
funcionar melhor que a priori 1 mostra que o uso da priori estd sendo prejudicial. Isto ilustra um
exemplo de uso de priori ndo adequada.

Para o caso 6 = 21, a priori 1 ajuda basicamente quando nao ha treinamento algum. Rapidamente
é ultrapassado pelo caso sem priori. Para quantidade grande de exemplos de treinamento, tanto a
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Figura 7.26: Curva de erro para § = 35.

priori 2 como a priori 3 sdo alcancadas pelo sem priori.

Em todos os casos, a priori 3 é superior a priori 2, que por sua vez é superior a priori 1, como
esperado. No entanto, para alta intensidade de ruido (§ = 21,25), a partir de um certo momento, o
uso de priori comega a ser prejudicial. Isto tem explicagao no fato de que a priori foi obtida de um
conjunto de imagens onde predominou ruidos de intensidade baixa.

7.5 Comentarios

Uma das caracteristicas interessantes do algoritmo proposto neste capitulo é que ele manipula apenas
os elementos de P(W) que foram observados nas imagens de treinamento, enquanto as demais técnicas
conhecidas manipulam todo o espago P(W). Esta caracteristica permite que operadores sobre janelas
relativamente grandes sejam projetados.

Além disso, ele é extremamente eficiente nos casos em que o tamanho do conjunto violador é
pequeno. Heuristicas, ou fatos baseados nos conhecimentos sobre o problema que desejamos resolver,
podem ser utilizados para reduzir o tamanho do conjunto violador e, conseqiientemente, o tempo de
treinamento.
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Figura 7.28: Curva de erro para § = 21.






Capitulo 8

Filtros “Stack”

Filtros “Stack” ! formam uma classe de operadores sobre imagens em niveis de cinza que podem ser
implementados via operadores sobre imagens binérias [165]. Um exemplo classico de filtro stack é o
filtro da mediana. Pode-se mostrar que a mediana de uma imagem em niveis de cinza € igual & soma
das medianas (binarias) de cada um de seus cortes [60]. No contexto de morfologia matematica, os
filtros stack aparecem relacionados a uma classe de operadores denominados “flat” [75] e também a
classe de operadores que comutam com o threshold [114, 115].

Um fato interessante é que o erro MAE de um filtro stack pode ser expresso como a soma do erro
MAE (binério) sobre cada um dos cortes. Isto significa que, para projetar estes operadores, basta
projetarmos os operadores bindrios que o implementam.

Neste capitulo apresentamos (1) filtros stack no contexto de morfologia matemdtica [114, 115, 75],
porém restrito ao dominio das imagens em niveis de cinza com numero de niveis finito e discreto,
(2) uma prova construtiva da equivaléncia entre filtros stack e func¢des Booleanas positivas baseada
em alguns resultados conhecidos e (3) revemos a representagdo de filtros stack em termos de unido
de erosoes. Analisamos filtros stack 6timos segundo o critério MAE e mostramos como e porqué
o algoritmo OVP pode ser utilizado para projetar filtros stack 6timos. Por fim, descrevemos um
algoritmo para o projeto de filtros stack.

Os operadores binérios sdo representados por letras gregas (¥, ®, ...), conforme no restante do
texto. Os operadores de imagens em niveis de cinza sao representados pelas mesmas letras, porém
com um apdstrofe, como em W', @', etc.

8.1 Definicoes e Propriedades

Vimos que dado E = Z2 e K = {0,1,...,k}, onde k é um inteiro positivo, uma imagem em niveis
de cinza é uma funcao f de E em K. O conjunto de todas as imagens em niveis de cinza definidos
sobre E é denotado por KT, e o conjunto K é o conjunto dos valores de niveis de cinza. O conjunto
(E,+), onde + é a adigdo usual de vetores, é um grupo abeliano. A translacdo de f € K* por um
vetor z € E é denotado f, e definido por, Vo € E, f.(z) = f(z — 2).

Seja W C E uma janela (conforme utilizada até agora). A restri¢do de f € K® por W em torno

!Optamos por utilizar a grafia em inglés.
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de z define uma imagem f_,|w in K" dado por (f_.|w)(w) = f(w+z), para qualquer w € W. Note
que se W=E, entdo f_,|w = f_.. Dados f,g € KW, f < g & f(z) < g(z),Vz € W.

Recordamos brevemente, por conveniéncia, algumas defini¢cdes e resultados:

e o corte de uma imagem f € KW, no nivel i, é o conjunto T;[f] = {x € W : f(z) > i};

a funcdo 1x € {0,1}W & definida por 1x(z) = 1 <= = € X, para todo X € P(W),

se f € KW é uma imagem em niveis de cinza, 1,7 € uma imagem bindria;

se f € {0,1}W entdo I =f-

Consideramos também a limiarizagao de um valor v € K. O limiar de v no nivel ¢ é definida por

Ti(v) = { 1, sewv >t, (8.1)

0, sewv <i.

Note que enquanto 7;[] resulta em um conjunto, 7;() resulta em um valor binério.

Proposicio 8.1 (Decomposicio threshold [165]) Qualquer imagem f € KW pode ser represen-

tada através da soma de uma sequéncia de imagens correspondentes aos cortes T;[f], 1 =1,2,...,k,
i.e.,
k
F=> 1. (8.2)
=1
|

A figura 8.1 mostra a decomposicdao threshold de um sinal. Ao lado esquerdo esta o sinal e ao
lado direito os cortes do sinal nos niveis 1, 2 e 3. Ao se somar os cortes, obtém-se o sinal original.

1l -0-0-0----0--0--0--0--0-

0

111011111

threshold no nivel 1

Y - e 0--0--0----- o-
0
T 010011101

threshold no nivel 2

121032212 T3

sinal em niveis de cinza e CR

0

000010000

threshold no nivel 3

Figura 8.1: Decomposicao threshold.

Proposicao 8.2 Seja W C E, t1,to € K e f € KW. Se t; < ta, entio Ty,[f] C Ty, [f] ou,
equivalentemente, 1r, (s < lr, (5] [33].
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Proposiciao 8.3 Para quaisquer f,g € KV, f < g <= Ti[f] C Ti[g],Vt € K. Equivalentemente,
g th[f] < th[g],Vt € K.

Dem.: (=) se f < g, entdo f(z) < g(z),Ve € W. Logo, {y e W: f(y) >t} C{ye W:g(y) >
t} para todo t € K, i.e., Ty[f] C T¢[g],Vt € K.

(<=) para qualquer x € W, & € Ty,)[f]. Se Ti[f] C Ti[g],Vt € K, entdo para qualquer x € W,
z € Tyu)lfl = 2 € Tyn)lgl ={y € E: g(y) 2 f(x)}. Logo, g(x) > f(x), para qualquer x € W,
te., f<g. |

Definigao 8.4 (Operadores crescentes) Um operador U’ : KB — KF ¢ crescente se e somente
se, para quaisquer f,g € KT, se f < g, entdo W' (f) < ¥'(g).

Seja ¥’ : K® — KP um operador de imagens em niveis de cinza e seja ¥ : P(E) — P(E) um
operador definido por, VS € P(E),
U(S) = T1[¥'(1s)] (8.3)

O mapeamento que associa ¥ a ¥’ é denotado por b, isto é, b(¥') = W.

Definicao 8.5 (Operadores que comutam com o threshold) Seja ¥ : K® — KP ¢ ¥ =
b(¥'). Dizemos que ¥' comuta com o threshold sse

Ti[¥' ()] = ¥(Ti[f]) (8.4)
para todo i € K e f € KE.

Proposicao 8.6 (Propriedades de operadores que comutam com o threshold) Se um ope-
rador W' : K® — K® comuta com o threshold entdo

(a) tanto W' como ¥ = b(¥') sao crescentes e
(b) vale a decomposigao
V' (f)(z) = maz{t € K : z € U(T3[f])} (8.5)
para qualquer f € K® ez € E.
Dem.: Veja demonstragio em [114] (Theorem 3, pag. 1156). [ |

Qualquer operador ¥’ : K® — K para o qual existe um operador binrio crescente ¥ tal que a
equagdo 8.5 vale é denominado um operador plano (Heijmans [75], pagina 364). Se ¥’ é um operador
plano entdo, por construgio, ¥’ comuta com o threshold e, além disso, ¥(X) = T1[¥’'(1x)]. Logo
operadores que comutam com o threshold e operadores planos sdo os mesmos elementos. Observe
que se ¥(0) = ( entao

¥ (1x) = ly(x) (8.6)
isto €, nestes casos, imagens binarias sdo mapeadas em imagens binarias.

Filtros Stack sao definidos como uma classe de operadores que obedecem a estrutura de decom-
posicio threshold e que possuem a propriedade stack 2 [33, 170].

2Em [33, 170], funcdes Booleanas positivas sdo referidas como funcdes que possuem a propriedade stack.
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Proposicio 8.7 (Estrutura de decomposigio threshold) Se ¥ : K® — K® comuta com o
threshold, entido W' obedece a estrutura de decomposi¢do threshold, i.e., Vf € K®,

bl

=Y Ly (8.7)

1=1
onde ¥ = b(¥’).

Dem.: Da proposicio 8.1, seque que W'(f) = Sk | Lrw gy, pois W'(f) € KE. Por outro lado,
fazendo o somatorio em ambos os lados da Eq. 8.4, temos

k

Z Lripwe(s Z W(Ti[f])

A partir das duas igualdades, temos o resultado. |

Proposigao 8.8 (Comuta com o threshold) Um operador ¥' : K® — K® comuta com o th-
reshold sse W' obedece a estrutura de decomposi¢do threshold e € crescente.

Dem.: (=) jd foi provada nas proposi¢ées 8.7 e 8.6.

(=) Por um lado, ¥'(f) = Y&, 1p [w(f) (proposi¢io 8.1).  Por outro lado, W'(f) =
Ele Ly(z,[f)) pois V' obedece a estrutura de decomposicdo threshold. Isto é,

k

k
> o =2 L
7=1 1

onde U = b(¥').
Como tanto os termos do lado esquerdo quanto os do lado direito obedecem a propriedade stack, o
primeiro por construg¢io e o segundo por hipdtese (pois W € crescente), entdo Iz () = L)

para todo i € K. Isto é, T;[V'(f)] = C(T;[f])-

Note que a estrutura de decomposicao threshold juntamente com a propriedade crescente de W
implica a equacao 8.5. Esta observacao e a anterior implicam que operadores planos, operadores que
comutam com o threshold e filtros stack sao os mesmos objetos.

8.2 Filtros W-Stack

Relembramos a nocao de operadores i.t., operadores 1.d. e W-operadores, no contexto de operadores
sobre imagens em niveis de cinza.

Definicao 8.9 (Invariante por translacido) Um operador W' : K¥ — K ¢ invariante por trans-
lagdo (i.t.) se e somente se, para qualquer f € K® e z € E,

V'(f:) = [¥'(£)]: (8.8)
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Definicdo 8.10 (Localmente definido) Um operador W' : K® — K® ¢ localmente definido (I.d.)
em W se e somente se, para qualquer = € E e quaisquer f,g € K®, se f_|w = g—z|w entdo

V' (f)(x) = ¥'(g)(2). (8.9)

Definicao 8.11 (W-operador) Um operador W' : K® — K¥ é um W-operador sse ¥ ¢ i.t. e Ld.
em W.

Proposicdo 8.12 (Caracterizagdo de W-operadores através de fung¢ées) Um operador U’ :
K® — K® ¢ um W-operador sse existe um mapeamento ¢' : KWV — K tal que, para todo f € KP e
zeE,

V(f)(z) = ¢ (f-alw) - (8.10)

Dem.: Veja maiores detalhes em [8]. |

De forma andloga ao caso binario, operadores de imagens em niveis de cinza que sdo invariantes por
translagdo podem ser vistos como W-operadores utilizando-se W = E. Logo, todos os resultados
apresentados a seguir para W-operadores sdo validos para operadores i.t. em geral.

Definicdo 8.13 (Filtro W-stack) Um W-operador ' : KE — K® ¢ um filtro W-stack sse W'
comuta com o threshold.

Apesar da denominagao filtros W-stack, estes operadores sao aqueles conhecidos usualmente como
“stack filters”. Adotamos este nome para uniformizar a nomenclatura com o restante deste texto e
também para explicitar a existéncia de uma janela W na sua definicao.

Proposicio 8.14 Se ¥’ : K® — K¥ ¢ um W-operador, caracterizado pela fun¢io ¢' : KWV — K,
entao W = b(V') é um W-operador (bindrio) caracterizado pela fun¢do definida por, YVX € P(W),

$(X) =T1 (¥ (1x)) (8.11)
Dem.: De fato, para todo z € E e S € P(E),

zeW(S) <L zeT [V (1)
£ (ig)(2) > 1
£ Y (1 ,lw) > 1
& Ty (1s_,lw) =1

L (S, NnW) =1

A equivaléncia (1) seque da defini¢ao de b (eq. 8.3), (2) da defini¢ao de threshold, (3) pois W' €
um W -operador caracterizado por ', (4) da eq. 8.1 e (5) pela eq. 8.11. |

Observe que um W-operador ¥/ : K® — KP® ¢ um filtro W-stack (comuta com o threshold) sse a
sua funcéo caracteristica também comuta com o threshold, isto é, sse para qualquer i € K e f € KW,

Ti(¥'(f)) = ¥(Tlf) - (8.12)
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Exemplo 8.15 Um exemplo cldssico de um filtro W -stack € o filtro da mediana. A figura 8.2 ilustra
a equivaléncia entre a mediana, com W = {—1,0,1}, calculada diretamente sobre o sinal em niveis
de cinza e a soma das medianas calculadas sobre os sinais bindrios correspondentes aos cortes do
sinal.

121032212 [medana|—> - 1112222 _

threshold stack

00001000 0—[mediana]—» — 0000000 —
01001110 1—[mediana]—> —0001111-—
111011111 > |[medana]—> —1111111-_

Figura 8.2: Propriedade stack.

A seguir mostraremos que o espago das fungoes Booleanas positivas e dos filtros W-stack sao
isomorfos. Primeiramente, mostramos que o filtro W-stack associado a uma funcao Booleana positiva
1 é o W-operador caracterizado pela fungao ¢'(f)(z) = max{t € K : (T;[f]) = 1} e esta associagio

serd denotada por s, isto é, ¥’ = s(¢). A fungdo Booleana associada a um filtro W-stack ¥’ ¢é a
funcao dada por ¥(X) = T1(¢'(1x)) e esta associacio é denotada também por b, isto é, ¥ = b(¢').
Mostraremos que os mapeamentos s e b definem um isomorfismo de reticulados.

Lema 8.16 Seja W € P(E) e seja i : P(W) — {0,1} uma fungdo crescente. Entio a fun¢do dada
por, para qualquer f € KW,

¥(f) = [s()(f)] = maz{t € K : $(T[f]) =1} (8.13)
caracteriza um filtro W -stack.
Dem.: Inicialmente mostramos que b(s(v)) = 1. De fato, para qualquer X € P(W),

Bls@NIX) 2 Ti(s@®)(1x))
2 7y (maa{t € K : $(T[1x]) = 1})

T1(0), se ) =0,
& T1(0), sey =1,

Ty (¢(T1[1x])), caso contrdrio.
“ yX)

A igualdade (1) seque da Eq. 8.11, (2) da Eq. 8.13, (3) do fato de que Ti[1x] = 0 para qualquer
t> 2, e (4) do fato de que Ti[1x] = X.

Agora mostramos que s(1)) comuta com o threshold. Para qualquer g € KW ei € K,

Ti(s(4)(9) =1 <5 s(¥)(g) >
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(2)

—

(3)

—

(4)

—

maz{t € K : [b(s(¥))|(Ty[g]) =1} >
maz{t € K : y(Ti[g]) =1} > ¢
P(Tilg]) = 1

A equivaléncia (1) seque da Eq. 8.1, (2) da Eq. 8.13, (3) do fato de que b(s(y)) = ¢, e (4) da

propriedade do mazx.

Proposicdo 8.17 (Isomorfismo entre filtros stack e fungées Booleanas crescentes) O es-
pago de todos os filtros W -stack e o espago das fung¢oées Booleanas positivas com |W| varidveis sao

isomorfos.

Dem.: Para mostrar que estes dois espagos sao isomorfos, precisamos mostrar que existe uma bije¢do
entre eles que preserva a relagao de ordem. Sejam os mapeamentos definidos pelas equagoes 8.11

e 8.13 (veja também Fig. 8.3).

Funcdes Booleanas
positivas

Filtros Stack

Figura 8.3: Isomorfismo entre funcdes Booleanas positivas e filtros stack.

Primeiramente, mostramos que os mapeamentos s e b constituem uma bije¢cdo entre os dois espagos.
Por um lado, seja ¢ uma fung¢do Booleana positiva. Entdo, pelo lema 8.16, s(¢) caracteriza um
filtro stack. Além disso, pelo mesmo lema, sabemos que b(s(¢)) = 1. Por outro lado, seja ®' um
filtro stack caracterizado por ¢' . Entdo, b(¢') € uma funcio Booleana por construgdo e além disso,
ela € positiva conforme a proposi¢ao 8.6. Mais ainda, s(b(¢')) = @', como mostramos a seguir.

sG] <

maz{t € K : b(¢')(T:[f]) = 1}
maz{t € K : T1(¢’(1Tt[f])) =1}
max{t € k : b(¢')(T1[1Tt[f]]) =1}
maz{t € K : b(¢")(T¢[f]) = 1}
maz{t € K : Ty(¢'(f)) = 1}
¢'(f)

A igualdade (1) seque da Eq. 8.13, (2) da Eq. 8.11, (3) e (5) porque ¢' comuta com o threshold,
(4) porque Ti[1x] = X; e (6) da defini¢do de threshold.

Mostramos agora que s e b preservam a relagdo de ordem parcial. Para quaisquer filtros stack
1, @ KP — K e X € P(W), se &) < &), entdo

be)(X) 2 Ti(h(1x))
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(2)
< Ti(gh(1x))
= b(gh)(X)
A equivaléncia (1) seque da Eq. 8.11; (2) porque ®) < @, & ¢} < ¢5; e (3) da Eq. 8.11.

Para quaisquer fungdées Booleanas positivas 1,12 : P(W) — {0,1}, se 1 < 12, entdo para
qualquer f € KW ez e W,

s()(f) 2 maz{te K : p1(T[f]) = 1}

g maz{t € K : o(T;[f]) = 1}

= s(¢2)(f)
A igualdade (1) seque da Eq. 8.13; (2) € verdade porque 11 < vo. [ |

A proposicao 8.17 implica que cada filtro stack é unicamente caracterizado por uma funcao
Booleana positiva e, analogamente, cada funcdo Booleana positiva unicamente caracteriza um filtro
stack. Os mapeamentos s e b mostram, respectivamente, como construir o filtro stack correspondente
a uma dada funcao Booleana positiva e como construir uma funcdo Booleana a partir de um dado
filtro stack.

8.3 Representacao de Filtros W-Stack

Filtros stack podem ser representados como o supremo de erosoes por elementos estruturantes planos.
Em [115] existe uma se¢io dedicada ao estudo da relagio entre a representagdo Booleana e morfoldgica
de filtros stack. Esse resultado é reapresentado aqui explicitamente. Para isto revemos algumas
definigGes.

Definicao 8.18 (Erosao) Seja B C W, B finito. O mapeamento Ef : K¥ — K¥ dado por, para
qualquer f € K¥ ez € E,
Eg(f)(z) = e5(f-zlw) (8.14)
onde para qualquer g € KW,
ep(g) = min{g(y) : y € B} (8.15)

€ denominado a erosao de f pelo conjunto B.

Note que Ef; é um W-operador.

A eroséo bindria Eg : P(E) — P(E) pode ser definida a partir de Ef; da seguinte forma : para
todo S € P(E),
z € Ep(S) < Ep(ls)(z) = 1. (8.16)

A funcao caracteristica eg que corresponde a Ep é dada por, para qualquer X C W,
ep(X) =1 e3(1lx) =1 (8.17)

Note que ep(X) = 1 <= B C X. Além disso, tanto a erosdo como o supremo (méaximo) de erosdes
comutam com o threshold [114].
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As funcoes Booleanas positivas podem ser representadas como soma de produtos onde nenhuma
varidvel complementada aparece. Conforme recordamos no capitulo 2, cada implicante primo de
uma funcao Booleana positiva corresponde a um intervalo maximal do niicleo do operador corres-
pondente. Todos estes intervalos possuem extremidade superior igual ao conjunto W e, portanto,
na representacao morfolégica a funcdao pode ser expressa como uniao de erosoes, onde os elementos
estruturantes sdo a extremidade inferior dos intervalos. Ou seja, se ¢ : P(W) — {0,1} é uma funcao
Booleana positiva caracterizando um W-operador binédrio ¥, entao, para qualquer X € P(W),

Y(X) = maz{ep(X) : B € Bas(¥)}. (8.18)

Proposicao 8.19 (Representacao de filtros stack) Se ¥' : K® — K® ¢ um filtro W-stack,
entdo para qualquer t €EE e f € K®,

V(f)(z) = maz{ex(f-zlw):B € Bas(¥)} (8.19)
Dem.: Como ¥'(f)(z) =¥ (f-zlw), Vf € K® e x € E, devemos apenas mostrar que

V' (f-alw) = maz{ep(f-zlw): B € Bas(¥)}
De fato, ¥g € KW,

W(g) € maaly€ K :Ty(¥'(9) =1}
2 mar{y € K :9(Tyfg]) =1}
= maz{y € K : max{ep(Tylg]) : B € Bas(¥)} =1}
Y maz{y € K : maz{T,(¢'5(g)) : B € Bas(¥)} =1}
= maz{maz{y € K : Ty(¢(g)) =1} : B € Bas(¥)}
& maz{maz{y € K : e5(g) > y} : B € Bas(¥)}
maz{ey(g) : B € Bas(¥)}

A igualdade (1) segue da definigdo de threshold e max, (2) porque v comuta com o threshold, (3)
da equagao 8.18, (4) pois a erosao por elemento estruturante plano comuta com o threshold, e (5)
da defini¢dao de threshold. |

Proposicao 8.20 Seja V' : K¥ — KT um W-operador cuja fun¢do caracteristica e +'. Entdo
as sequintes afirmacoes sao equivalentes :

1. W' € um filtro W -stack.

2. W' comuta com o threshold.

3. W' obedece a estrutura de decomposi¢do threshold e é crescente.
4. Y =0b(') € uma fungdo Booleana positiva.

5. W' € o supremo de erosoes por elementos estruturantes planos.

Dada uma imagem em niveis de cinza f, um filtro W-stack ¥’ e ¥ = b(¥’), pode-se computar
U'(f), Vz € E, das seguintes formas :
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e calculando-se o supremo das erosoes pelos elementos estruturantes na base de V¥, i.e.,
V'(f)(z) = maz{e’p, (f-|w) : Bi € Bas(¥)}

e determinadno-se o maior nivel de corte para o qual o resultado em x é 1, i.e.,
V' (f)(z) = maz{t € K : p(Tilf-z|w]) = 1}

e ou somando-se o resultado binério correspondente a cada um dos cortes, i.e.,

k
2) =Y Ly lf.lw))
=1

8.4 TFiltros W-Stack Otimos

O erro MAE tem sido largamente utilizado para avaliar o desempenho de filtros stack, pois o MAE
de um filtro stack é igual a soma dos MAEs da correspondente funcao Booleana sobre cada um dos
cortes [33].

Sejam f, fo € K uma imagem a ser filtrada e sua correspondente imagem ideal. O MAE de um
filtro stack ¥, caracterizado por 1/, é dado por

MAE(Y) = E|fo(2) = ¥/ (f-|w)] (8:20)

Seja ¥ o operador binério correspondente a W', caracterizado por ¢». O MAE de ¥ no corte i é dado
por

MAE;(¥) = B[|Ti(fo(2)) — ¥ (Tlf-.[W])]] (8.21)

Proposicao 8.21 Seja ¥' um filtro stack e ¥ o operador bindrio correspondente. A sequinte igual-

dade € verdadeira (veja [33]).
k

MAE(U') =" MAE;(¥) (8.22)
2=1

Se f e fo sdo conjuntamente estaciondrios, o valor 17,4,(.)] pode ser considerado uma realizacao
de uma variavel aleatéria bindria y; e o conjunto 7;[f—,|W] uma realizacio de um conjunto aleatério
X;. Denotamos por P;(X) a probabilidade de X; = X (i.e., P;(X) = P(X; = X)) e por P;(y|X) a
probabilidade condicional de y; = y dado que X; = X (i.e., P(y|X) = P(y; = y|X; = X)), onde
X eP(W)eye {0,1}. Usando estas notag(")es a Eq. 8.21 pode ser reescrita como

MAE( ZP Z|y Y (X)|P;(y|X) . (8.23)

Expandindo a Eq. 8.22, obtemos

M=

MAE(W') =

<.
Il
—

> > A Zly $(X)|Pi(y[X) (8.24)
X

k

2. P Z

Pi(X) > |y —vX)|Pi(ylX) .

s

Mx(@/})
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Um filtro stack é MAE-6timo se ele possui o menor erro MAE dentre todos os filtros stack. A
minimizacdo da Eq. 8.20 é equivalente & minimizacdo da Eq. 8.24. Nenhuma solucdo simples para
encontrar um filtro stack 6timo é conhecido. A dificuldade esté relacionada ao fato de que ¥ precisa
ser crescente, o que significa que os termos Mx (1)) ndo podem ser minimizados independentemente;
se (X) é fixado como 1, entdo ¥(Y) para qualquer Y > X também precisa ser fixado em 1. Inver-
samente, se 1(X) é fixado em 0, entdo ¥(Y) para qualquer Y < X também precisa ser fixado em

0.

A minimizacao da equagao 8.24 pode ser formulada em termos de custos. A seguir inserimos este
problema num contexto similar ao do projeto de operadores crescentes que foi discutido no capitulo 7.

Seja M(¢) =¥ | MAE; () = S8 | Mx(¢) (note que M () = MAE(¥') se, e somente se, ¥ é
crescente, i.e., se U/ é um filtro stack). Consideramos primeiramente o problema de determinar uma
func¢do Booleana (ndo necessariamente positiva) que minimiza M. M é minimizado quando Mx é
minimizado para cada X. Como y € {0,1},

k

k
Mx () = > Pi(X)y(X)P(0]X) + Y Pi(X) (1 - (X)) P(1]X).
=1

2=1

Se fixamos 9 (X) = 0, entdo o valor com o qual X contribui para o valor total de M (X) é
=Y P(X) P(1|X)
=1
e, por outro lado, se fixamos 9(X) = 1, entdo este valor é
k
=Y P(X) P(0X).
=1
Logo, M (%) é minimizado pela seguinte funcdo Booleana :

1, se co(X) > c1(X),

Yopt(X) = { 0, se cy(X) < e1(X). (8.25)

Note que esta funcido pode nao ser positiva.

Se examinarmos o aumento de erro Mx () — Mx (¢opt) de uma fungéo Booleana qualquer ¢ com
relagao a Y.y, entdo o total que X contribui para este aumento é dado por

c(X) = MX(¢)—MX(¢opt)

k
_ Z PAX)(X) P(O[X) + Y P(X) (L= (X)) Pi(1[X)
=1

—Z i(X) Yopt (X) Pi(01X) =3 Pi(X) (1 = ¢opt (X)) Bi(1]X)
k k
= ZR Pi(0]X)[Y(X) = thopt (X)] + D Pi(X) Py (LX) [thopt (X) — 9(X)]

=1

1
= a(X)[P(X) = Yopt (X)] + co(X) [opt (X) — % (X)]

.
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G
= (@

X) = co(X))¥(
—co(X))y

( X), se Yopt(X) =0,
(X) — co(X))p(X 1

c1(X) —co(X), se Yope(X) =0e (X)) =1,
= co(X) —e1(X), se Yope(X) =1 e yp(X) =0,
0, se Yopt (X) = P(X).

Encontrar uma funcao Booleana positiva que minimiza a Eq. 8.20 é equivalente a encontrar uma
fungao Booleana positiva ¢ que minimiza A (), Yopt) = E{X:wam(x#,’b(x)} ¢ (X), onde top é dada
pela Eq. 8.25 e os custos ¢ (X) s@o dados, para qualquer X € P(W), por

] eaX) —cp(X),  se opt(X) =0,
c(X) = { cé(X) — c(l)(X), se Popt(X) = 1. (8.26)

8.5 Projeto de Filtros W-Stack

Um filtro stack pode ser projetado utilizando-se o algoritmo OVP, com custos de chaveamento dados
pela equacao 8.26.

Sejam dados um conjunto de imagens de treinamento (pares de imagens observadas-ideais) e
sejam

e N; o nimero total de observacdes nos cortes de nivel ¢
e N;(X) o nimero de vezes em que X foi observado nos cortes de nivel i
e N;(X,1) o niimero de vezes em que X foi observado nos cortes de nivel i com y =1

X
e N;(X,0) o numero de vezes em que X foi observado nos cortes de nivel i com y =0

Consideramos a estimacdo usual para as probabilidades P;(X), P;(1|X) e P;(0|X). Estes sdo dados,
respectivamente, por

%) = 8,
BIx) = )
B(OX) =

A partir destas estimacoes, um estimador 1,501,,5 para a funcdao Booleana étima pode ser obtida apenas
substituindo-se as probabilidades da Eq. 8.25 pelas respectivas estimativas, i.e., para qualquer X €

P(W),
(8.27)

onde
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&(X) = { 4(X) = E0(X), i Gope(X) = (1)’ (8.28)

Em particular, as imagens binarias correspondentes a cada corte da imagem em niveis de cinza
possuem o mesmo tamanho, i.e., N; = N para todo i € K (N é um inteiro positivo). Logo, 1oyt €
¢ (X) podem ser simplificados. Obtemos :

P (0x),
2

o |
¢opt(X) - { 1|X)§E§=1 R(X) (0|X)

1, 5(X) B
0, se T, B(X)EA
1 )
0 )

N;(X) N;(X,1 Ni(X) N;(X,0)
S IR0t e e TR
- i i(X,1 i (X0
» LT NX S XN MX)
_ 1, se ]{/‘ENZ(X’]-) > %ENZ(XaO),
"0, se y LN(X,1) < X Ni(X,0)
_ 1’ SeZNi(X’l) >2Ni(X’0)a
B 0, SeZNi(Xal) SZNz(Xao)

cx) = | FIE NiX,0) = ¥ Ni(X,1)], i ope(X) = 0,
(0= { %[E Ni(X,1) = ¥ Ni(X,0)], if Popt(X) = 1. (8.29)

Isto mostra que ndo hé necessidade de se estimar as probabilidades para cada um dos niveis de corte.
Os k cortes de tamanho N obtidos de uma imagem de tamanho N podem ser considerados como
uma Unica grande imagem com kN pontos.

Conseqiientemente, (1) podemos aplicar o algoritmo OVP sobre os custos estimados acima para
projetarmos um filtro W-stack 6timo e (2) podemos considerar um custo alternativo cqi:(X) = v ¢(X)
(v > 0) para transformar custos em custos inteiros, que teremos um problema de otimizagdo equiva-
lente.

A seguir descrevemos o algoritmo que propomos para projetar filtros stack MAE-6timos a partir
de uma colecao de imagens de treinamento :
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Entrada: Pares de imagens de treinamento (S;,1;), janela W
Saida: Base de um operador crescente étimo (estimado)

EONx,
> xn

i=1

. N .
1. Estimar as probabilidades P(X) = LN() e P(1|1X) = % ,
Do N

2
partir das imagens de treinamento.
2. Calcular ’(/;(,pt(X) =1& P(1X)>05
3. Calcular o conjunto violador () =Q1]) ,
op

4. Calcular os custos de chaveamento ¢(X) como especificado na Eq. 8.29

5. Aplicar o algoritmo OVP sobre (). Denotemos por .4 o conjunto de
chaveamento resultante.

6. Calcule os elementos minimais B de ¢0ptA<1), que sdo os elementos da
base do operador crescente 6timo estimado.

Algoritmo 8.1 Algoritmo para o projeto de filtros stack.

Os elementos da base correspondem aos elementos estruturantes que caracterizam um filtro stack

(Eq. 8.19).

8.6 Alguns Resultados Experimentais

8.6.1 Filtragem de Ruido do Tipo Impulso

No exemplo a seguir ilustramos o uso de filtros stack para filtragem de ruido tipo impulso de imagens
em niveis de cinza. O ruido considerado é uma composicao de pulsos aditivos e subtrativos (os
quais sdo uniformemente distribuidos com probabilidade de ocorréncia de 10% e amplitude 200) com
pulsos aditivos continuos (i.e., segmentos de linhas horizontais de intensidade 255 com probabilidade
de ocorréncia 0.35%, cujo comprimento segue uma distribuigdo normal com média 5 e variancia
49). A figura 8.4 mostra o par de imagens observada-ideal que foi utilizada para treinamento de
um filtro stack sobre uma janela de 17 pontos. O tempo de treinamento foi de aproximadamente
5 minutos. O numero de exemplos distintos foi 129254 e o nimero de elementos estruturantes do
operador projetado foi 833.

A figura 8.5 mostra a mesma imagem corrompida por uma outra realizacao do mesmo processo
de ruido e a respectiva imagem filtrada pelo operador projetado.

A figura 8.6 mostra uma outra imagem corrompida com uma outra realizagao do mesmo processo
de ruido e a respectiva imagem filtrada pelo mesmo operador. Podemos notar que o operador
projetado é bastante robusto.

8.6.2 Filtragem de Ruido Speckle

Speckle é um tipo de ruido que aparece em imagens obtidos por sistemas de imageamento coerente
tais como os baseados na tecnologia de radares de abertura sintética (“synthetic aperture radar”
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(a) Observada (MAE = 13.934361) (b) Ideal

Figura 8.4: Imagens de treinamento.

(a) Teste (MAE = 14.0028) (b) Resultado (M AE = 3.2352)

Figura 8.5: Filtragem de ruido impulso.

(SAR)) [106, 116]. Os ruidos speckle podem ser de amplitude ou intensidade e estar associados a
diferentes nimeros de visadas.

Asimagens SAR de intensidade com 1 visada foram simuladas de acordo com a descri¢ao apresen-
tada em [106]. Utilizamos o método iterativo apresentado no capitulo 5 para projetar um operador
de 4 iteracOes sobre a janela de 21 pontos, utilizando um total de 5 pares de imagens de treinamento,
4 pares em cada iteracdo. O tempo total de treinamento foi de aproximadamente 15 horas. O niimero
de elementos estruturantes dos operadores projetados foram, respectivamente, 42305, 6292, 1726 e
483. A figura 8.7 mostra uma imagem sintética, uma imagem ruidosa (teste), e os resultados obtidos
pelas iteragoes de 1 a 4, respectivamente.
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(a) Teste (M AE = 13.2344) (b) Resultado (M AE = 1.4053)

Figura 8.6: Filtragem de ruido impulso - robustez.

(a) Ideal (b) Teste (MAE = 21.8212) (c) Iteragao 1 (M AE = 6.8640)

(d) Iteracao 2 (M AE = 4.5953) (e) Iteracao 3 (MAE = 3.8472) (f) Tteracao 4 (M AE = 3.5682)

Figura 8.7: Filtragem de ruido speckle (intensidade com 1 visada).
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Um experimento similar foi repetido para filtragem de ruido speckle de amplitude com 4-visadas.
Um operador de 5 iteragoes sobre a janela de 17 pontos foi projetado. Cada um dos 5 filtros foi
projetado a partir de 6 pares de imagens de treinamento, de um total de 10 pares. O tempo total
de treinamento total foi de aproximadamente 30 minutos. A figura 8.8 mostra, respectivamente,
a imagem ideal (composta de quatro regides verticais com valores de niveis de cinza crescentes),
uma simula¢do de imagem SAR de amplitude com 4-visadas (imagem observada), e os resultados
obtidos pelas iteracoes de 1 a 5. O numero de elementos estruturantes dos 5 operadores foram,
respectivamente, 10995, 2875, 1194, 984 e 286. O indice médio de redugéo de ruido speckle E(f),

onde 8 = W, sobre as 4 regioes homogéneas é 0.2622 para a imagem ruidosa original,

0.07968 para o resultado do filtro de 1 iteracdo e 0.04326 para o de 5 iteracdes.

8.7 Comentarios

Neste capitulo apresentamos uma visao geral sobre filtros stack, unificando as defini¢des utilizadas no
contexto de morfologia matematica e fora dele. Uma prova construtiva da equivaléncia entre filtros
stack e fungoes Booleanas positivas foi apresentada.

Mostramos também que a soma dos MAEs binarios relativos aos cortes é proporcional ao MAE
binario quando os exemplos sdo considerados sem vinculo ao nivel de corte que o originou. Com
isto, mostramos que o algoritmo de chaveamento proposto no capitulo 7 para projetar W-operadores
binérios e crescentes pode ser diretamente aplicado para projetar uma funcdao Booleana positiva que
caracteriza um filtro stack étimo.

Para concluir este capitulo, lembramos que existem vérios algoritmos para projeto de filtros stack.
Entre eles merecem destaque os desenvolvidos por um grupo da Purdue University e da Tampere Uni-
versity. Inicialmente [33] o problema foi modelado como um problema de programacao linear [127],
porém esta abordagem foi abandonada [108]. Um algoritmo adaptativo [108], no sentido de que os
dados sao processados a medida que sao obtidos e o filtro sendo projetado é adaptativamente modifi-
cado para ajustar-se aos dados obtidos, foi proposto em seguida. Uma versao modificada do mesmo
algoritmo é proposto em [107], onde a adaptagdo ocorre a cada ciclo regular e ndo necessariamente
apds cada exemplo observado. A mais recente proposta em torno deste algoritmo é sua paraleli-
zagdo [170]. Na Tampere University, a abordagem proposta apresenta uma construgido em parte
similar a nossa proposta, isto é, eles também utilizam a nocao de conjunto violador. O algoritmo
proposto por eles é denominado FASTAF [155] e uma melhora deste mesmo algoritmo, denominado
FASTAR, é proposto em [154]. A grande diferenca entre estes algoritmos e o nosso é o fato de que
estes manipulam todos os 2V elementos da janela, enquanto o algoritmo OVP manipula apenas os
padroes observados nas imagens de treinamento.



(a) Ideal (b) Teste (MAE = 16.5794)

(¢) Resultado da iteragiao 1 (d) Resultado da iteracio 2 (e) Resultado da iteragao 3
(MAE = 5.4542) (MAE = 3.4711) (MAE = 2.7515)

(f) Resultado da iteragao 4 () Resultado da iteragao 5
(MAE = 2.3977) (MAE = 2.1779)

Figura 8.8: Filtragem de ruido speckle (amplitude com 4 visadas).




Capitulo 9

Exemplos de Aplicacoes

Neste capitulo apresentamos varias aplicagoes que ilustram a utilizagdo de operadores projetados
pelas técnicas apresentadas. Todos os experimentos foram realizados utilizando-se computadores
com processadores Pentium II ou III, de 133MHz a 450Mhz, com 128Mb a 192Mb de meméria RAM.

A indicagdo do tempo de processamento nao é precisa e serve apenas como uma referéncia.

9.1 Filtragem de Ruido Tipo Impulso

Os ruidos do tipo impulso consistem de falhas espalhadas irregularmente na imagem, geralmente
consistindo de pulsos de alta ou baixa intensidade e de pouca duragdao. Este exemplo mostra a
aplicagao de operadores binarios crescentes para filtragem deste tipo de ruido em imagens sintéticas.
A figura 9.1 mostra um par de imagens de treinamento, 15% de ruido aditivo e 15% de ruido subtrativo
(ver detalhes do experimento na tabela 9.1).

(a) Observada (b) Ideal

Figura 9.1: Filtragem de ruido: exemplo de imagens de treinamento.

A figura 9.2 mostra uma imagem de teste, o respectivo resultado obtido aplicando-se o operador
projetado e a diferenca simétrica entre o resultado e a imagem ideal, sobreposta sobre a imagem

ideal.

151
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Problema: Filtragem de ruido sal-e-pimenta
Propriedade do operador crescente

Janela Wsy«s

Fungao de perda MAE

Algoritmo OovP

Exemplos distintos 288604

|1(0)| 193190
Intervalos 5134

Imagens de treinamento 20 pares

Tempo de treinamento 50 segundos

Tabela 9.1: Filtragem de ruido sal-e-pimenta: detalhes do treinamento.

. | :
{
] I

- ) a

(a) Teste (b) Resultado (c) Diferenca simétrica

Figura 9.2: Imagem de teste, resultado, e diferenca simétrica (erro 335 pixels).

Para este problema em particular, filtros de ordem!, com a escolha adequada do parametro de
ordem, produzem resultados bastante satisfatorios. A figura 9.3 mostra o resultado do filtro de ordem
15 composto com o filtro de ordem 11, ambos com relagdo a janela Wsy5, para a imagem teste da

figura 9.2.

O operador gerado pelo algoritmo OVP produz imagens com algumas falhas no interior do circulo
e do quadrado, enquanto o filtro de ordem gera imagens com erro na borda destes objetos. A
combinacao destes dois resultados, através da unido, gera uma imagem com erro menor, conforme
mostrado na figura 9.4.

A figura 9.5 mostra o resultado para outra imagem de teste.

!Filtro de ordem: veja, por exemplo, [75], p4g.98, ou [1]
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(a) Filtro de ordem - resultado (b) Diferenca simétrica

Figura 9.3: Resultado do filtro de ordem e diferenca simétrica (erro 324 pixels).

(a) Resultado combinado (b) Diferenca simétrica

Figura 9.4: Resultado da combinagao, diferenca simétrica (erro 199 pixels).
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(a) Teste (S) (b) ¥,.(9)

(c) Filtro de ordem - resultado (d) Unido de (b) e (c)

Figura 9.5: Imagem de teste, resultado do operador projetado (erro 303 pixels),
resultado do filtro de ordem (erro 258 pixels), e unido dos dois resultados (erro

175 pixels), respectivamente.
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9.2 Reconhecimento de Padroes em Diagramas

Os diagramas funcionats sao largamente utilizados para expressar as principais caracteristicas de
processos e fendmenos em diversas areas. Localizar certos elementos funcionais nestes diagramas
pode ser interessante para planejar sua implementacdo ou automatizar sua especificagao dentro de
um banco de dados, por exemplo.

Consideramos diagramas funcionais de sistemas de controle binario e o problema de localizar
elementos circulares que correspondem a somadores/multiplicadores de sinais. A figura 9.6 mostra
um par de imagens de treinamento.

(a) Observada (b) Ideal

Figura 9.6: Reconhecimento de padroes: exemplo de imagem de treinamento.

Problema: Reconhecimento de somadores/multiplicadores
Tteracao 1 Tteracao 2

Propriedade do operador anti-extensivo anti-extensivo
janela Woxr Wrws
Funcéo de perda MAE MAE
Algoritmo ISTcomp=2ek=25 ISIcomk=25
Exemplos distintos 28688 8234
Intervalos 313 149
Imagens de treinamento 6 pares 6 pares
Tempo de treinamento 110497 segundos 31 segundos

Tabela 9.2: Reconhecimento de somadores/multiplicadores: detalhes do treina-
mento.

Para resolver este problema, foram utilizados um total de 10 pares de imagens de treinamento,
semelhantes aos mostrados na figura 9.6. Um operador de duas iteracoes foi projetado sobre as
janelas Wox7 € Wrys, respectivamente. O primeiro operador foi projetado a partir dos 6 primeiros
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pares e o segundo a partir dos 4 ultimos mais os 2 primeiros pares. O resultado deste operador para
uma imagem de teste é mostrado na figura 9.7.

(b) Resultado da iteragao 1 (c) Resultado da iteragao 2

Figura 9.7: Reconhecimento de padrdo em diagramas: imagem (teste) observada,
resultado da primeira iterag@o e resultado da segunda iteracao, respectivamente.

Os pequenos pontos isolados (ruidos) remanescentes podem ser eliminados por uma abertura por
drea’, por exemplo. No entanto ela também elimina os pontos isolados que fazem parte do objeto
que desejamos extrair. Da mesma forma, maior ntimero de iteracoes também tendem a causar o
mesmo efeito (o qual pode ser observado no resultado da segunda iteragio em relagio ao resultado
da primeira iteracdo). Para filtrar o ruido remanescente, sem estragar o objeto extraido, utilizamos
o seguinte filtro :

1. Filtro de ordem?® 12 por um circulo de raio 9. Este tem o efeito de marcar as regides da imagem
que correspondem aos objetos de interesse. Este efeito é mostrada na figura 9.8.

Z Abertura por drea: veja, por exemplo, [142]
3Filtro de ordem: veja, por exemplo, [75], p4g.98.
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® [

(a) Resultado da iteracao 2 (b) Resultado do filtro de ordem

Figura 9.8: Reconhecimento de padrao em diagramas: resultado do operador e
filtro de ordem 12 por uma janela circular de raio 9, respectivamente.

2. Reconstrucgao? do resultado do operador projetado a partir do resultado do filtro de ordem. O
resultado da reconstrugao é mostrada na figura 9.9.

@ o @ O

(a) Reconstrucio (b) Resultado final

Figura 9.9: Reconhecimento de padrao em diagramas: resultado da reconstrucao
(resultado final) e o mesmo sobreposto a imagem original, respectivamente.

Resultados obtidos para outras imagens de teste sdo apresentados no apéndice A.

“Reconstruciio: veja, por exemplo, [11], pag.139.
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9.3 Reconhecimento de Textura

Uma textura pode caracterizar um objeto ou uma regiao de interesse nas imagens. Quando estas sao
distinguiveis em imagens binarias, as técnicas apresentadas podem ser utilizadas para segmenta-las.
As figuras 9.10 e 9.11 mostram pares de imagens de treinamento. O objetivo aqui é segmentar a
regido da imagem com listras horizontais. Observe que as listras ndo sao perfeitas.

% Na data da morte de Abubecre, 634
% No inicio da dinastia omiada, 661

i

Na queda da dinastia omiada, 750
© 200 4 600 Aop
il i el

Mithas

(a) Observada

(b) Ideal

Figura 9.10: Imagem de treinamento para reconhecimento de textura.

A tabela 9.3 mostra os detalhes do experimento. O resultado do operador de duas iteracoes
(ambos anti-extensivos) sdo mostrados nas figuras 9.12 e 9.13.
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Problema: Reconhecimento de textura

Iteragao 1
Propriedade do operador anti-extensivo
janela Wioxs
Funcgao de perda MAE
Algoritmo ISIcomp=8e k=20
Exemplos distintos 87217
Intervalos 2987

Imagens de treinamento 2 pares

Tempo de treinamento 6727 segundos

Iteragdo 2
anti-extensivo

Wrxs

MAE
ISIcomp=4ek=20
32333

1146

3 pares

18737 segundos

Tabela 9.3: Reconhecimento de textura: detalhes do treinamento.

[
o o
[
© |
Cairs My \ H o
/mm [P || =
oy Siea s b Punmns A

s Demcobwin dv Mowd Mupeimarms
a L) L

||“|||||

iE;\_

(a) Observada

(b) Ideal

Figura 9.11: Outra imagem de treinamento para reconhecimento de textura.
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oy -

(a) Teste

(¢) Resultado da iteracao 2

Figura 9.12: Reconhecimento de textura: imagem teste 1, resultado da primeira
e segunda iteracoes, respectivamente.
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Quarmangd ~
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23 %%  Empriass Francesns
5% Aclonlster  partloulaed

(a) Teste

W

(b) Resultado da iteragao 1 (¢) Resultado da iteragao 2

Figura 9.13: Reconhecimento de textura: imagem teste 2, resultado da primeira
e segunda iteracGes, respectivamente.
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9.4 Reconhecimento de Caracteres

Reconhecimento de caracteres é um problema classico na 4rea de processamento de documentos.
Péaginas escolhidas aleatoriamente de um livro foram digitalizadas através de um “scanner”, com
resolucdo de 200dpi. Estas imagens foram binarizadas por uma operagdo de limiarizagao simples
e em seguida seu tamanho foi reduzido pela metade. Uma imagem ideal, consistindo de todas os

(192 [19%2)

caracteres “a” minusculos (com e sem acentuacio), e outra consistindo de todas os caracteres “s
minusculos foram geradas para cada imagem.

Para o reconhecimento do caractere “a” foi projetado um operador de 2-iteracdes (ambos anti-
extensivos), sobre as janelas Woyx7 e Wy x5, respectivamente. Para projetar o primeiro operador foram
utilizadas 8 imagens e para projetar o segundo, além das 8, foram utilizadas mais duas imagens.

Problema: Reconhecimento de caractere “a”
Iteragao 1 Iteragao 2

Propriedade do operador anti-extensivo anti-extensivo
janela Wox7 Wrxs
Funcao de perda MAE MAE
Algoritmo IST com p = 8 (nmax=30000) e k =25 ISI com k =25
Imagens de treinamento 8 pares 8 pares
Intervalos 1012 99
Tempo de treinamento 12438 segundos 7.65 segundos

Tabela 9.4: Reconhecimento de caracteres “a”: detalhes do treinamento.

A figura 9.14 mostra o resultado da primeira e segunda iteragoes, respectivamente, para o reco-
nhecimento do caractere “a”, em uma péagina de teste. O resultado estd sobreposto sobre a imagem
observada para melhor visualizacdo. O operador da primeira iteragdo gera marcadores para todas
as ocorréncias do caractere “a”. No entanto, aparecem alguns pequenos marcadores sobre outros
caracteres. A maior parte destes pequenos marcadores sao filtrados pelo operador da segunda ite-
racao, enquanto os marcadores sobre os caracteres de interesse sao mantidos. Daqui em diante, nao

mostraremos o resultado do operador da primeira iteragao, mas apenas os da segunda iteragao.

A figura 9.15 mostra o resultado para uma outra pagina de teste. Os circulos sobre a imagem
destacam os erros, i.e., caracteres que foram marcados pelo operador projetado mas que nao sao os
caracteres de interesse.

O treinamento foi repetido para o reconhecimento do caractere “s” (mintdsculo) nestas mesmas

imagens e também em um segundo livro. Os resultados sdo apresentados no apéndice A.
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(b) Resultado da iteragao 2

“a”: resultado da primeira e segunda

Figura 9.14: Reconhecimento do caractere “a”:
iteracoes, respectivamente.
d | B
& O & & a
i A faaa & a L&
:| a a a i a =& &
a azs a 3 a 8 i
aa a d | a a a d 51
aaa a d a A3 a a
4 a a a4 & a & g a a

(a) Resultado da iteracio 2

W,
a’

Figura 9.15: Reconhecimento do caractere

resultado do operador projetado.
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9.5 Segmentacao de Texto

Uma péagina de documento (livro, revista, etc) contém, em geral, objetos tais como texto, figuras,
tabelas, fotos, entre outros. A tarefa de um sistema de reconhecimento de caracteres pode ser
facilitada através de um pré-processamento que segmenta as regioes da imagem que correspondem ao
texto, das demais regides [130, 58, 100, 4, 28]. Nesta se¢io mostramos o uso das técnicas propostas
nesta tese para projetar operadores para segmentacio de texto.

Algumas paginas de uma revista foram digitalizadas a 200dpi e binarizadas através de uma
limiarizagao simples. Em seguida elas foram reduzidas em tamanho de modo a se obter imagens
correspondentes a 100 dpi aproximadamente. Um total de cinco pares de imagens (como as ilustradas
na figura 9.16) foram utilizadas para projetar um operador de duas iteragdes. Uma vez que a imagem

(a) Observada (b) Ideal

Figura 9.16: Um par de imagem de treinamento para segmentacao de texto.

ideal é necessariamente um subconjunto da imagem observada, os operadores foram projetados de
modo a satisfazer a propriedade anti-extensiva. O primeiro operador foi projetado sobre a janela
W75 (usando as 4 primeiras imagens), e o segundo sobre a janela Wy; (usando o resultado do
primeiro operador para as 4 ultimas imagens).

Problema: segmentacao de texto

Iteragao 1 Iteragao 2
Propriedade do operador anti-extensivo anti-extensivo
janela Wrxs Wos
Fungao de perda MAE MAE
Algoritmo ISTcomp=14e k=15 ISlcomp=2ek=15
Imagens de treinamento  4/5 pares 4/5 pares
Intervalos 4992 1328
Tempo de treinamento 25004 segundos 1179 segundos

Tabela 9.5: Segmentacao de Texto: detalhes do treinamento.
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A figura 9.17(b) mostra o resultado do operador para uma particular imagem de teste (figu-

ra 9.17(a)).

(a) Teste (b) Iteragao 2

Figura 9.17: Segmentagio de texto : (a) imagem (teste) observada e (b) resultado
do operador projetado.

A densidade de pixels acesos é muito maior nas areas correspondentes ao texto do que nas de-
mais areas. Portanto, um filtro de pds-processamento que aproveita esta caracteristica foi projetado
heuristicamente. O filtro consiste de :

filtro de ordem® 18 com relacdo a janela Wyyap,

fechamento® por uma linha vertical de comprimento 10,

operador preenche buracos’, e

>~ W N =

abertura por area® (supomos que objetos com drea menor que um dado valor nio correspondem
a regido de texto).

Verificamos que os pardmetros dos dois primeiros filtros é globalmente ajustavel (isto é, um mesmo
valor para o conjunto de todas as imagens de um mesmo dominio). No entanto, o parametro da
abertura por area precisa ser manualmente ajustado para cada imagem.

A figura 9.18 mostra os resultados destes filtros para uma imagem de teste. O resultado do
filtro de pés-processamento foi satisfatério para todas as péginas de teste (um total de 15 péginas).
No entanto, como ji comentamos anteriormente, o parametro do filtro de abertura por area teve
de ser ajustado manualmente, pagina por pagina. Além disso, pequenas areas de texto (como por
exemplo, a pagina) foram perdidas em alguns casos por se tratar de uma area menor do que uma
area correspondente a ruido.

SFiltro de ordem: veja, por exemplo, [75], p4g.98.
®Fechamento: veja, por exemplo, [147], pag. 50.
"Preenche buracos: veja, por exemplo, [11], pag. 202.
8 Abertura por drea: veja, por exemplo, [142]
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(a) Tteracao 2 (b) Filtro de ordem (c) Fechamento

(d) Preenche buracos (e) Abertura por drea (f) Resultado final

Figura 9.18: Efeitos do filtro de pds-processamento para segmentacao de texto:
resultado do (a) operador, (b) filtro de ordem, (c) fechamento vertical, (d) pre-
enche buracos, (e) abertura por area e (f) resultado final sobreposto & imagem
observada.
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Um outro filtro foi utilizado para gerar os marcadores para as componentes que correspondem as
areas de texto, com o intuito de maximizar a automatizacdo do processo de segmentacido. Para as
imagens de teste, este filtro funcionou com os mesmos parametros para 14 das 15 imagens de teste.
O filtro corresponde aos seguintes subfiltros :

abertura por drea (drea 3),

Fechamento seguido de abertura por uma linha horizontal de comprimento 3,
Fechamento seguido de abertura por uma linha vertical de comprimento 5,
Fechamento seguido de abertura por uma linha horizontal de comprimento 12

O resultado deste filtro foi usado como marcador para reconstruir o resultado do operador pre-
enche buracos do filtro anterior. A figura 9.19 mostra os resultados intermediarios deste filtro para
uma particular imagem de teste.

(c¢) fechamento e abertura
horizontal 3

(a) Iteracao 2

(d) fechamento e abertura (e) fechamento e abertura (f) Reconstrugao de 9.18(d)
vertical 3 horizontal 12 a partir de (e)

Figura 9.19: Efeitos do filtro para geracao de marcadores para a segmentacao de
texto.
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Um segundo grupo de imagens foi obtido digitalizando-se algumas paginas de um livro a 300dpi.
Estes também foram reduzidos de forma a obtermos imagens correspondentes a 100dpi. Um total de 8
imagens de treinamento foram utilizadas para projetar um operador de trés iteracoes, sobre as janelas
Wrixs, Wsxg € Wrys, respectivamente. Na primeira iteragao foram utilizados 6 pares de imagens de
treinamento e nas demais foram utilizados todos os 8 pares. O mesmo filtro de pds-processamento
utilizado para o primeiro grupo de imagens também foi aplicado para as imagens deste grupo. A
figura 9.20 mostra o resultado para uma péagina de teste.

! [PrST—— -

(a) Teste (b) Iteracao 3 (¢) Resultado final

Figura 9.20: Segmentacao de texto : imagem observada, resultado do operador
e resultado final, respectivamente.

Resultados para varias imagens de teste, dos dois grupos de imagens, sdo apresentados no
apéndice A.



Capitulo 10

Conclusoes

Neste trabalho estudamos o problema de projeto de W-operadores, com énfase sobre a questdao da
precisao de operadores projetados a partir de uma quantidade limitada de exemplos de treinamento.
Algumas técnicas que exploram conhecimentos a priori para projetar operadores mais precisos e
algoritmos eficientes foram propostos.

Uma técnica de projeto baseada no modelo de aprendizado PAC foi utilizada como ponto de
partida para as investigagdes [18, 15]. Formas para contornar as limitagdes desta técnica, quais sejam,
a imprecisido dos operadores projetados (devida ao nimero limitado de exemplos de treinamento) e
a complexidade de tempo dos algoritmos de aprendizado, constituiram o objetivo deste estudo.

10.1 Resumo das Contribuicoes

Vimos que a utilizagao de conhecimentos sobre o problema que desejamos resolver, quando adequa-
damente modelados, permitem a redugao do espaco de operadores e, portanto, podem ser explorados
para projetar operadores mais precisos. Para que estes conhecimentos sejam efetivamente utilizados,
as estratégias de busca devem ser capazes de explorar as estruturas e propriedades dos espacos de
hipéteses bem como aproveitar caracteristicas das imagens consideradas. Além disso, elas devem
estar apoiadas em algoritmos de busca eficientes.

Introduzimos modificagoes no algoritmo ISI para tornd-lo eficiente e conseguimos reducio
de tempo da ordem de 10 em relacdo as implementacgtes anteriores. As principais modificagoes
introduzidas sdo: (1) a sua generaliza¢do para trabalhar com a extragido de um conjunto de elementos
(intervalo) em uma iteragio em vez de um unico elemento, (2) a introdugdo de um parametro que
define o passo para cédlculo de cobertura minima e (3) a paralelizacdo do algoritmo. Apresentamos
também uma prova formal de sua corretude.

A técnica de projeto iterativo [84, 80| (vista no capitulo 5) foi investigada como forma para
projetar operadores sobre janelas grandes a partir da composicao de operadores projetados sobre ja-
nelas menores. Verificamos que se os exemplos de treinamento forem distribuidos de forma adequada
entre as iteragoes em vez de todos eles serem utilizados em cada uma das iteragoes, os operadores
resultantes podem ser mais precisos. A técnica de projeto iterativo pode ser vista como um caso par-
ticular do projeto multi-estagio. Cada estagio adicional corresponde a um refinamento do operador
em termos de precisdo.

169
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O uso de operadores projetados a priori [50, 14, 51] (capitulo 6) pode ser também visto no
mesmo contexto de refinamento de solugao. A técnica proposta consiste em melhorar a precisdo de um
operador a partir de exemplos de treinamento. Introduzimos um fator de confianca, controlado pelo
usuéario, que indica quanta evidéncia os exemplos de treinamento devem fornecer para que o valor do
operador em um determinado ponto seja alterado. A técnica pode ser vista como uma generalizacao
dos “differencing filters” [54], onde o operador a priori é o operador identidade. Estudamos também
questoes ligadas & escolha de uma janela e mostramos que uma escolha inadequada pode ser critica.

O projeto multi-estagio é interessante se a técnica de refinamento utilizada garante que a cada
estdgio o operador obtido é mais preciso (em termos de erro) do que o operador do estdgio anterior.
A escolha de um operador inicial adequado, de preferéncia préximo da solu¢ao étima, é importante
para a obtencdo de um operador preciso.

Apresentamos um novo algoritmo eficiente [81, 82] para projetar operadores crescentes étimos,
a partir de uma formulagao nova do problema. A grande vantagem do algoritmo proposto é que ele
depende apenas dos padrdes observados nas imagens de treinamento e portanto pode ser aplicado
para projetar operadores sobre janelas relativamente grandes. Os outros algoritmos existentes sao
formulados de tal forma que dependem de todos os 2IW| possiveis padrées dentro de uma janela W.
Logo eles sdao extremamente ineficientes para janelas relativamente grandes.

Uma conseqiiéncia natural deste algoritmo foi a utilizacdo do mesmo para o projeto de filtros
“stack” [78], pois estes sdo caracterizados por operadores crescentes bindrios. Nos estudos envol-
vendo filtros “stack”, unificamos as notagoes utilizadas no contexto de morfologia matemadtica e fora
dele. Mostramos também que a formulagdo que considera cada um dos cortes da imagem em niveis
de cinza como um conjunto aleatorio e a que considera a unido dos cortes como um unico conjunto
aleatério sdo equivalentes sob o ponto de vista de minimizagdo do erro MAE de um filtro stack.
Como existem poucos trabalhos publicados sobre filtros stack no contexto de morfologia matematica,
o estudo apresentado neste trabalho é uma contribuicdo neste sentido.

Uma abordagem Bayesiana [83] foi utilizada no contexto de estimacdo dos custos de chaveamento
para projeto de operadores crescentes (secao 7.4). As probabilidades condicionais foram considera-
das varidveis aleatérias com funcdo de densidade Beta. Constatamos que em situacgGes nas quais
as distribuicoes a priori das probabilidades condicionais sdo conhecidas, os resultados obtidos sao
notadamente melhores.

Quanto mais e mais conhecimentos sao considerados, a estruturagdao do espago de hipdteses bem
como as técnicas de busca tendem a tornar-se mais especificas e complexas. Neste trabalho tentamos,
dentro do processo de incorporar conhecimentos, manter uma preocupagao pela generalidade das
técnicas. Por exemplo, no caso do método de chaveamentos, a técnica para encontrar o conjunto de
chaveamentos 6timos é especifica para cada tipo de restricdo, porém o conceito de chaveamento néo
depende da particular restricdo considerada.

A sintetizacdo e andlise dos diversos aspectos relacionados com projeto de W-operadores, em um
Unico material, é também uma das contribuicGes desta tese.
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Resultados praticos

As técnicas propostas foram implementadas!, testadas e aplicadas para resolver problemas reais de
processamento de imagens tais como segmentacio de texto [79], reconhecimento de caracteres [19],
reconhecimento de objetos em diagramas funcionais, reconhecimento de padrdes e filtragem. As
publicactes decorrentes deste trabalho de pesquisa estao listadas no apéndice B.

10.2 Comentarios Finais

Para que as técnicas propostas possam ser aplicadas adequadamente, é preciso entendermos qual é
0 mecanismo comum a estas técnicas que sdo importantes para o aumento da precisao do operador
projetado. Sob a perspectiva apresentada na ultima secao do capitulo 3, as restricoes impostas ou as
informacdes oriundas dos conhecimentos a priori sdo importantes para definir um subespaco de ope-
radores candidatos. Entender qual é o espago de candidatos associado a cada técnica é fundamental
para a escolha de uma técnica adequada para um particular problema.

Além disso, a partir do fato de que conhecimentos sobre os problemas podem ser utilizados para
reduzir o espago de candidatos (ou, equivalentemente, preencher um maior nimero de linhas da
tabela-verdade que definem as fungdes caracteristicas), novas técnicas para gerar operadores mais
precisos podem ser desenvolvidos.

A extensdao do método de chaveamentos para o projeto de operadores auto-duais, idempotentes
e outros, assim como a do projeto multi-estdgio para projetos nao necessariamente iterativos e a do
projeto de operadores binarios para operadores niveis de cinza [40, 86, 88] sdo alguns dos passos futu-
ros desta pesquisa. Outras questdes que merecem ser investigadas sdo varios aspectos do problema,
especificos ou genéricos, tais como a robustez dos operadores projetados, a questdo da escolha de uma
janela 6tima para uma quantidade fixa de dados de treinamento, a utilizacao de algoritmos paralelos,
a implementagao eficiente dos operadores projetados [113], uso de técnicas multi-resolu¢do, modela-
gem de dados, decomposicao funcional dos operadores, complexidade de exemplos de treinamento,
entre outros.

Desafios muito maiores aparecem quando pensamos em modelagens que sejam capazes de combi-
nar diferentes tipos de conhecimentos e também técnicas que sejam capazes de explorar propriedades
das imagens ideais (e ndo apenas das imagens observadas). Devemos notar também que a com-
plexidade computacional no caso de projeto de operadores ndao-binarios é muito maior, assim como
a imprecisdo decorrente da quantidade limitada de exemplos de treinamento. Portanto, o uso de
conhecimentos a priori ocupa um papel ainda mais relevante neste caso.

Finalmente, um objetivo das pesquisas futuras nesta area deve ser a busca de uma formulagao
que possibilite a integragao das técnicas existentes e as que venham a ser desenvolvidas. Acreditamos
que o presente trabalho traz algumas contribuicées neste sentido.

!Todos os programas computacionais foram implementados no sistema Khoros [104], com a preocupacio de manté-
los independentes de plataforma. Mais precisamente, apenas a parte de interface dos programas depende desse sistema.
Todos os programas foram escritos em linguagem C padriao e atualmente constituem, excluindo a parte correspondente
aos cddigos de interface e juntamente com rotinas relativas ao projeto de operadores em niveis de cinza, uma biblioteca
de rotinas com aproximadamente 45000 linhas de cédigo e documentagao.






Apendice A

Resultados (Imagens) Adicionais das
Aplicacoes

Este apéndice é um complemento ao capitulo 9. Para as aplicagbes de reconhecimento de somado-
res/multiplicadores em diagramas funcionais, reconhecimento de caracteres e segmentacdo de texto
apresentados naquele capitulo, mostramos os resultados obtidos para varias imagens de teste.

A.1 Reconhecimento de Padroes em Diagramas

® ®
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A.2 Reconhecimento de Caracteres

As imagens a seguir mostram os resultados obtidos pelo operador projetado para reconhecimento do

caractere “s” em imagens de paginas de um livro. O circulo sobre a imagem destaca um erro.
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Os resultados obtidos pelo operador treinado para um segundo livro sdo mostradas a seguir.
O circulo sobre a imagem destaca um erro, enquanto os retangulos destacam o reconhecimento do
caractere quando este aparece em diferente tipo de fonte (italico ou “small cap”).
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A.3 Segmentacao de Texto

Dois grupos de imagens foram considerados para o problema de segmentagdo de texto: paginas de
uma revista e paginas de um livro. Os resultados de segmentacao de texto para algumas paginas da
revista sdo mostrados a seguir. Para cada pdgina de teste sio mostradas duas imagens : (1) imagem
observada (binarizada), (2) resultado do operador projetado, e (3) resultado final sobreposto sobre
a imagem observada.
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Resultados (Imagens) Adicionais das Aplicagdes

e Waemelehra

Bkamer— —

Kinlppen,
Tnosere,
Tyknder,__

Silaf..

Nocke mit Notkenwialle “Wenrilsrange

B Sehmit dureh dan VWW-Motor
Wahrend beim 4-Takimotor Ansaugen und Ausstalen einen besonderen Takt be-
anspruchen, orioigen diess baidan Vorgange beim 2-Taktmotas n der sohr kurzn Zej

Arbeits- und Seino ergibt sich mach

Abb. 1104

I ersten Takt drickt der Kolben auf dem Weg nach oban das Gemisch Ober afch Iue
sammen, wiihrend or den AustaGkanal und don Oberstramkanal verschliedt. Zu glsicher
Zelt etrrt frisches Gasgemisch durch den vom Kelben freigebenen EinlaBkanal
in das derunterliegende Kurbelgehause, st dor Kolbon oben angelangt, wird das Ge-
misch geziindet und drickt den Kolben wieder nach unten. Dabal wird das Gemisch im
Kurbelgehause vorverdichtet und kann am Ende des Arbsitstakies durch den Uber-
stedmkanal in den Zylinder Gbortreten, wihrend gleichzeiti die Verbrennungsgase
durch dlo Ausfal8finung entw: ine Nase am Kolbenboden sorgt dafir, dad das.
frische Gemisch nlcht unmittelbar durch den AuslaGkanal don Zyinder wiedier verlast.

Der vortel des s-Taktars gagen dan ¢ Taktor gt 1 dor Ersparts dor Vontlo und dor
ihrer Beglonung erforderichen zahireichen bemeglichen Talla (Nockenwalla, Nocken, Venil-
Sangon: Vontasony.

Ein wsentlicher Nacheeil st os, dal das Kurbelgshiuse mit dar Kurbelwelle in die Arbelt dar
Zylinder einbezogen ist und In Kammern (for jedsn Zylinder eine) abgetellt warden mud. Das
gochuert ten Beu mahvylndrigar Msiaren nach dem -Taprnalp wesentl, Durch di
Konzantration des Aus on
Taden st 65 schwer, ene snuhnm Lesrur i Neufilung des Zyingers 2 errlhin, e
dan Brennstoffverbrauch unginstig besinfluBt. Das 2-Takiprinzip konnte sich deshalb bei Otto-
olorsn bahot nur bl Heinen Leistngen durchastzen

1 Warmelehra
tebase
Uk sr
- bt selwatle
Loie e
vaibe s
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Benait durch dan VW Motor

Wahrend beim ¢ Takimotor Ansaugen und Ausstafien oinen besonderen “ak be-
anspruchen, erf 56 botden orginge beim ¢-Uaktmofas in dar sohr kurzen Zei
iscnen Araeits. und Seino ¥ rech

£bb, 1104

im ersten Takt drickt dar %ofben o dom Wes nech okan das Gemisch soer n!ch un
sammen, wihrend e dan Aus und den Gherstramaan icher
Zo!t strémt Irisches Gasgemisch oreh don vom Ktben retgemebenen Finiatianal
in das darunteriiegende Kurbelyehause, st dor Kaiben oben angelangt, wird das Gie
misch gezindot und drickt den 'alben wieder nach untan. Dabe! wird das Gemisch im
Kurbelgehause vorverdichtet und kann am Ende des Arbeitstakios durch den Lher
stromkanai in den Zytinder Obercretan, wéhrend gleichzeitig die Yerbrennungsgase
durch die Auslailifinung entwsichen. Fine iase am Kolberboden sorgt dalr, dag das
trische Gemiseh nicht unmitielbar durch den Aus'aCkanas den Zylinder wieder veriéBt.

Der VorteR des 2-Takters gogen den 4 Takier iiogt in der Ersparnis dar Vondla und der zu
e Bedianung orfordarichen atiricnen bees Tal's (Hlockenwells, Hocken, Yenti
stangen, Yentifedarn).

o wasanlchor oot o o s e Kl it dor Kol i die Al dc
i (fir 3sdon Zyiinder cie} abgateilt werden mud. Dax
et o s by oo e S 8 ey wessnti, Durch din

Takton 9 65 30wt B Souoare Lourany, wet 5 0T o s Febore v o sehi, o
dan Brennsiofiverbrauch unginstip besinfluBt Das 2 “aktprinzip konnte sich dashatb bei Otto.
motoren hishor aur koi kisinen L sistungea durchastzen.

540 Warmeenargiomaschinen s

Vst

1481 Lokomotive i Schritl

Durch inen Wassorkessel (Abb. 115.1) laufen zahireiche Heizrohre, durch welche die
Flammengase stramen und das Wasser vordampien lassen. Der Wasserdampf sammeit
sich im sog. Dampidom und wird van dort aus Gher dis Schioacrsteuerung (Abb. 115.2)
In den Zylinder geleitel. Hiar schisbt der Dampf den boweglichen Kolben vor sich her
und verrichtet dabai Arboit. Die Schisberstousrung sorgt dafii, daB baraits nach etwa
1, des 7urbckgelegtan Kolbenweges dlo Dampfzufuhe abgesperrt wird. Dar im Zylinder
dbyesperre Dampf dehnt sich von da an aus und schiebt durch seinan Druck den Kolben

Frichaargleinin
Sonamataustrin
P S

bis 2um &uBersten rachten Ende des Zylinders, Jotet wird durch den Schisber die Aus-
laB8finung auf dor linken Seite dos Kalbens freigegeben, durch dis der Dampf ins Freia
treten kann. Gleichzeitig tritt frischor Dampf aus dem Kessel durch die Eintritssfinuna
in dan rachts vom Kolben lisganden Zyfind aln. Dar Vorgang

in dor entgegengesetztan Richtung.

Der Druck des Wasserdampfs ist seit dom Bau der ersten Dampimaschinen immer meh -
gesteigert warden. In modernan Lokamotiven wirtl mit Drucksn bis 2u 20 at gearbeitat.
Trotzdam ist der Wirkungsarad, d.i. der Bruchteil der wirklich zum Vorrlchten von Arbeit
ausgenutzten Warme noch recht pering und betragt im gBnstigsten Falle 30—35%. Der
Rest der Wrma gaht ungenutzt mit dem Abdampf oder mit den Verbrannungsgasen
durch den Serornstein ins Freia.

40 Wirmeenergiomaschinen ns
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Dureh ewnen Wassorkesse! (ibb. +43.1) lauten zahirsiche Heizrohio, durch welche die
Fammengase stramen und das Wasser vordampien iassen. Der Wasserdamp sameit
sich ir: sog. ampidom und e von dort aus uher die Schiaursteuerung FAbR. 13.4
n den 2 hiebt cer Gamp! den bowogtichen Koiben wor sich her
und verricht uerung sorgt datur, dai baraite nach et
+" des 7urt kgolegtan iKolhenweges dio Damyfzufuhe abpesper wird Dar im 7.inder
sbgespante Hiamy dehnt sich 76n da on aus und schiebt durch ssinan Druck den “otben

115.2 Damefe nger it Setisborateverung

bis zum auersten iachten Fnde des Z;"nders, jotzt wird sturch den Schiaber die Aus-
.208finung aut dor linken Seite dos Kaibens freigegeben, durch dis dar Dampt ins -reie
treten kun Gleichaeito i fuschor Dampf aus dem Ksssat durch dis Entittaofinuna
in dan rachts vom Koiben iisgenden Z; in Dar vorgang

in dor entgegengesetetan Richtuna.

Der Druk des Wasserdampfs ist seit dorn Bau der ersten Dampim 1schincr immer meh -

gestoigert warden. In medérnan * okamotiven wird it Drucken bis zu " at gearbaltat

-utzdam‘stder Siikunguarad, .. der bruchie car wiich sum ardshion vou Arbel
naenutzxen Vdrme ncch rocht pering und betrat ir ganstigst

Roat it WArma gaht usgenuict mit ¢em Abdampt oder mit o Vsrnmnnunusuasen

durch den Seiorastein ins Freia

o2 Leheo vom Magnstismus

man die Luft wogpumpl: Die magnetischen Krafte wirken durch Luft, durch Glas, Ja
sogar durch das Vakuum. Den Raum, in dam sia auftretan, nennt man <l magraticches
Feld oder ain Magnetfeld. {n den Versuchen 14 lrls 16 umtersuchan wlr das Magnetield
cines Stabmagneten

Y4 Nach Abb.224.1 nihern wir einen Stabmagneten mit den Polen N und § dem

Nordpol N der_senkrecht schwimmenden magn fisierten Stricknadel. Ihr Nordpol N

beschraibt die blau gestrichalte, weit susiadenda Kurue von N’ nach S Denn er wird

von N’ abgestoBen und zu §' hingezagen'). Man nennt diese Bahn aine magneti
aftiinl. Wi zeichnen sie im folgenden blau.

5T

CEEEEE |
224.2 Mognetnadsln stellsn  224.9 Eissnieiaping machen dss Feld
A it i eines eren shchib

S Rtnien e

sezelehnst)

V13 Wir bringen eine Kleine Magnetnadel in das Feld des Stabmagneten. Sie stellt
sich nach ei wingungen in die Richtung der Tangente an die jeweilige Kraft-
linie ein (Abb. 226.2) (heachte die heiden roten Kraftpfeilel).

i Reum um Kraftiinion,
o dlasas Krattiold duchlohom oriahien Magnstpals Ko, Magaruaon s
n sich tangential zu diasen Krattlnian i

2. Viw; Lege auf inen Magoeten ein Stick Karton, streue Elsenfeils pine darauf
und Kopfe vorsichtig! Dle Spane ordnen sich langs der Kraftlinien kettenformig an
(Abb. 224.3}; denn durch Influsnz werden die Elsensplltter zu Klsinan Magnetnadeln.
Nord- und Sidnale benachbartor Spaino ziehen sich an (vgl. Ab, 224.2). Die Kraftinian
werden im ganzen Feld auf einmal sichtber.

Darmit wir uns knfilg kurz und eindeutig 2uscrickon kinmen, zeichren wir an die Krat-
linign Pfsila. Dissa sollan angaban, nach waichar Richtung sin N o rd pol gazogen wird
Ein Sidpol bawegt sich dann enigegen der so festgelegten Keattlinianrichtung. Wia
Konnte man dies in V 14 zeigen?

Die Pfeile an den Kraftlinien geben die Richtung an, nach der ein Nordpol gezogen
wird.

) ¥on der Krattwirkung aut den Sadpol der Stricknadel durfen wir absahen, da er welter ant-
fere ist; auch sol sich dle Nadel nur langsam bawegan!

e Laheo vom Magneticmus

man dle Luft wognumpt. Die magnetisThen Kratte wirken durch Luf, durch. Gfas, ja
sogar durch das Vakuum Den Raum, in dem sie auftretan, nennt man <in magnetisies
¥eld oder cin & agnetfeld. 'n den Versuchan 14 bis 16 unisrsuchan wir das Magnetleld
cines Stabmagnetes

s Fach Abb. 2217 ninem wi einen Stabmagneten mit den Polen +* undl . dem
Kordiol * der senkredht schwimmenden magnelsierten trioknadel, thr Nordpo!
boschraibt die hiau gestrichalte, wait ausiadenda Kura von * nach 5 “Jenn er wird
von ' abgestofien und zu - hingezagan';. Man nennt dissa Bahn cine magnetische
inio. Wir zeichnen sie m foigenden blau
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e S i tibar
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s Ratzien o
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- A% Wit brngen eine xieine Magnetnade! in d
sich nach eiigen Schwingungen in i Richtung der fangente an die juel
unie ein (Abb. 2242} (heartte die heiden roren Kraftpferie

des Stabmagncten. Sie stellt
e Krait

Raum um tabt K .
dlosas virattiold du eriahtun bngustpals ifts agnstradeln stl
e vamgon i < diaeen 1o shnran

Lege aut exen Magoeten ein Stuck Karton, streue Eisenteils péne darauf
und orsiei: i S eranen sich 1ingo der Krelinien eterfornig a~
(Abb 2231 donn duich influsnz werden die Fisenspiiiter zu Kainon Magnetnadetn.
Nord- und Sudnels bonachbarto S5 216hen sichen- g5, ALb. 24 21 e tastinen
werden im ganzen ~ld auf einma sichtar

Darmit wir uns kdnftig kur- und eindeutiy <0srickon Kunmen, Zeichren vir an die Lraft
tinign P’ Diss sofian angaban, nach waichar Richtung sin 0 rd not gazagen wird
Fin Gidpo! bowsgt sich dann enigegen der so fesigeleginn Krattinianrichtung  Wia
Konnte man dies in ¥ 14 zeigen”

Die Peite an den” raftfinien 1ehen die Ficktung an nach der ein Masdpo! gezogen
wird.

Van dor Krattwirung aut den Skdpot der Stricnadel durfen wir absehen, da or wllor ant
ferm ist, auch sol! sich dis Nade, nur fangaam bawagan
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§96 Messung der elaktrischon Siromstirke 265

Menge] Stromatarke |

FINCE In dur 241 1 dle Ladung Q duch

inen Querschr eiters, 6o berech-
ot e Siromatiria 7 als Guogans
aus der Ladung Q und der Zelt 1

e

Wasser |1 Lites | 1 Litor/Sekunde
Elektrizhit | 1C | 1€ls=tA

I

(:e5.1y

Die Elnholt dor slokirischan Stremsthrks
1Ampere (A). Untor 14 worsteht man

ie Stromstiske, bei der 1 Coulomb in

15 durch olnen’ Querschnite des Lelters
ok,

Nach § 96 bedeutet diss:

Ein Sttom dar Stitks 1 Atpare ssheidot

IR

b (b
T Tomy oder 1418 ma sn ber in 1
a1 sy
immpore) =Yeh.  QOS3}

1ma

Fileben 10C In 29, so ist die Stromstirks T=Q/f
=10CpEmEClomBA, In 20 fiaBt bai cisaom

Strom die Ladung 251 A, M. Ampira, anzBalscher Phyatier
um-mw. Bid au3 dem Deutichen
—I.=5A.Ws=GCi 23— ussum, Minchen) untsrauchis. dia
@=1:1=5A-Ds=BC/s- =10 C. agnetiicha Wikung von Siamen
S v sis erter one Spute e,

2 Bel elor boctinmion Stromslrs Mt In i dioao Wirkung 24 veraisier

der doppelten bzw. dreifachen Zeit d
plts br. ammn. Cadung. Do Quationt Glf=2Q/21= SISt bilbt Konstant. Bel
roe et dagegen n dr gleihen Zet ment Ladun Dar Strom ont-
ket dann aueh is Sokunse mehr Warme und Obt ane starkers megotiss
Wirkung aus. Da sich der Hitzdrant stérker voriangert, kann man das s
mant unmittebar fn Ampero (= Coulomb Jo Sekunde) sichen und als Stram
Sorwondan. Das glaiche qut fir Mabgarats auf magretischer Srundiage (3 64):

ches heruhenden Dlese Gerdto werden
ale in der glaichen Zolt 1 von dot glolchen Ladung Q durchflossen, unabhangig von der
Reihenfalgo. Dis Stromstirke T=rQjt ist in ihnon gleich; dia Angabe der tnstrumente
Kann sl an dar Gasantuiclung nachgeprut warden. Ein Strommesser gestattet
ainem Blick,

Dies entspricht dem Tachometer im Auto, das ohne Messunﬂ von Weg (s) und Zalt (f)
die Geschwindigheit v = sif unmittelbar anzeigt.

[ 1m unverzweigten Stromkrels It dia Stromstirke Uberall gleich gr

55 Hessung der elektlachen Strom stirke 2%,

Flalt tn dur Zat  die Liding © dwsh Henge  Stromstérie
sinen Quersshnitt dus Lsiters, so Jare

o magie Easometrn 5 sl “Sontom

#us der ~adung ¢2 und dur e

Wasser 7 Lites " LitorSskunde
Elerizitit 1

H (i}
B2 Bt car_siakblachen Tomatizio PR
int 1 Am,

e Gtvamatithe, bt dor s st
1% durch einan <usrachnlff dag melbars
.

Haca 2) bedeutet dies:

o, gt Stk 1 Arupors schait
i 60 und -

1 mA g

Fichon 107 in 20, s0 st die Sromsiiia * 101

10080600054, in 208 Madt bai diosem
wom dis Ladung 51 40 Ampare amtbrechr Hbyater
richen

£oi bA BsECE Ba100C

% Bel einor bestmmten StromsiGrke fleGt in
der coppelten bzw. draifachen Zeit die
palte brw. draifache § sdung. Der Quotient "2i: 303, bloibt Konstant. Bet
groBarer Stromstirke “iett dagegen in der gleichen Zeit menr Laaung. Der Strom ont
wickelt dann auch fe Sekunde mehr Wirme und Sbt elne sthrkere magnetische
Wirkung aus. Da sich der Hitzdrant stérker voriangert, kann man das Hitzdrahtinstru-
mant unmittetbar In Ampere (- Coulomb Jo Sokunae) eichen und ais Firommusssor
verwandan. Des gleiche gilt fir MeRgerita auf magntischer Grund:age (4 3¢,

e kg 34 v

i
schen 5 beruhenden Dlose Gertie werden
< i der gleichen Zsit ¢ von der gieichen Lasung © durcilossan, unabhangig von der
Hbmen‘a\qs [3 Sl'answrxs 120 ist in ihnon glaich; dia Angabe der ‘nstrumente
ung nachgepriift werden. Fin Strommesser gestatict mit
ainem Blick, u Ladung und
Dies ontsrisht dom “a o moter im Aut, e oline Wossung von Wa f+, und Zait i
sschwindigieits - - 57 unmittelbar anzeigt.

om unwerweigten Stromkrsls 1ot die Giremstivke Lberall gleivh grod.

i
i

“Nach "5 95 bedeutet dies:
AR (MElliamperey- 5 HEAR

200 V. Einlge technlscha Anwendungen der Elektrizitat

Wenn man auf diess Gegenkratt verzichtet, dreht sich die Spule so weit, bis it Stidpol
dem Nordpol des Hufeisenmagneten gegeniibersteht (Abb.290.1). Andert man In dle-
sem Auganblick die Stramrichtung, so stehen sich zwel gleichnamige Pale gegendber
und st0en sich ab. Infoiga ihras Schwungs dreht sich dia
Spula in der urspriinglichen Richtung weiter. Man mufl nur

P~ .
o immar dann den Strom i hr umpalen, wenn der Spuen-
U S

totierander Wickiurg des Kebfebizsten
s Flektramagasien

iy des ke 0.2 Ei Holos rach AbD, 201 wide Wit Dureh
mit Sicomn. wale gegenainandary Windunaon entatont der b
Serdar und Burstan Kannts oiccnmiliat Lot

i oI andip der
Er besteht aus zwel gegeneinander isolierten Halbringen, die sich mit der Spule
(In Abb.201 durch 1 Windung angedeutet) drehen. Auf ihnen schieifen zwei fost-
stahonde Kohlastifte, Biiretan genannt. Durch sle fllodt der Strom sa dan Halbringen
und damit der Spule zu, daB ihre obere Flache ein Sidpal ist und deshalb nach rechts
‘gezogen wird (Abb. 290.1). Wenn ar dortankomet, wechselt jede Birste auf den andermn
Halbring liber. Dann lst die sich nunmohr nach oben drehende Fliiche Sildpol; die Rota-
tlon wid forigesetat. - Um dio Krfte zu vergriern, ersetzt man den Davarmagrsten
dureh sinan Etektromagneten und it auch das Innere dor Spule mit Eisen aus. Der
Luitspalt zwischen den kreisformig ausgefridstan Polschuhen dos Magneten und dem
zylinderférmigen, rotierenden Anker wird, wie beim Elckiromagneten, méglichst Kein
gehalten (Abb. 290.2).

§109 Dik-giakirornagnetische tnduklion. " -

1. Darsted entdeckie 1820, daB der elehirischo Strom von sinem Magnetfeld umgeben
is. s erzeugti Elebramctar 7t und Sewegung, Umgekehrt gokang os 1451 M. Fara-
day (S.260), aus Bewegung in Magnatieldern Spannung zu erzeugen

4361 Fahra nach Abb. 201.1 den roten Leiter in das ruhande Magnatfeld von oben ein
(inducara, Iat.; einfdhren). Der angeschlossene Spannungsmesser zeigt, da Spannung

o tochnischs Anwendungen der Exektrz:tit

Wenn man auf diese Gegenkrait varzichtet, dreht sich die Spule so weit, bis ihr Sudpo.
ufoisenmagneten gegentibersteht (Abb. 208.9). Andert man !n dle

diz Stromrichtung, 5o siehen sich 2wel glelchnamigs Pale gagentter
und stoBan sich ab infoiga inres Schwungs drcht sich dio

. Spute in der urspriinglichen Richtung weiter, Man mug nur
immar dann den Girom in ihr umnalen, werm der Spuien

204 Priatlp sea Elektre 2502 Eln Mo nach b, | wir 4 8B s baufen Dutch
mclors mat Sirore el egmaltandsnioaiie -  dunaen ot dor s
endar und Burstan et

potam agnetnol vorbeilzut. Diss besorgt sefbatandip der Kommutator (Stromwender’.
&1 bestehi aus zwe! gegeneinander isoficrien Saibringen, die sich mit der Spuia
£n Abb, 2907 durch 1 Windung angedeutets drohen. Auf ihnen schiailan zwsi fost
stehonda Kohlastifis, Riratan genanni. Durch sle ifiedt der Strom o den Halbringen
und damit der Spuie 2u, da i hre obere Kache sin Sadpol ist und deshalb nach rechts
pezogen wird (Abb. 23.1,. Wenn or dortankornmt, wechselt jed = Busste auf den andera
Malbring Gber Lann :st die ich nunmohr nach ohen drehente Fliche Sudpe:, die
Fion wird forigeseizt,  .iro die Krafte zu vergrdfern, ersetat man den Davarmagnatan
durch sinen Fiektromagneten und fult auch are dor Spuie mit rison aus. Der
itspalt zwischen den creistorig ausgetristen Pischuhan dos Magneten und dem
tinderfbrmigen, rotterenden Anker wird, wio boim Ficktromagneten, mogtichst Kein
gehaiien (Abb. 2.2}

Darsted entdecite 162, 420 de cleitriacho Sirom von einam Hagneteld ungeben
ist. Fs erzeugtim Lektromotor Krakt und Bewagung. mgekehr! gelang es 1t M.
day (5.2:0) aus Bewegung in Magnatieldern 3pannung zu erzeugen.

@ Fihra nach Abb, 201 1 den roten .eiler in das ruhende Magnaticid von ohen sir
@ ‘at., ainfubren; Der zeigt, dab sipannung

ii I!“

ia

26 V. Elektrische Gesetze und Grében

Wenn zwischen den Enden elnes Leiters die
Spannung U fisgt und in 1hm Strom dor
Stirke { fllot, berechnet man den Wit
stand R dos Lalters nach

= (Datition tes Witerstands). (5813

Die Einhelt des Wi

1 Onm{f)=1 VoltjAmpera

3, 6. 5. Ohm yntersuchie auch, wie sich der Widsr-
‘stand sines Drahtes beim Erwirmen dndert:

Erhitze it dem Buasenbrenner alne Wendsl
aus difma Elsondiah,die nech AbL23 o dver
Stromireis isgt, Die Stramstarks J sinidt erhablich,
b din Spacnung & st el Nacn
stlgt siso bl Erwirron der Widoatand das Elgens 184
o o, Konsvanten behah aach Abb.

glelchen Grund benTizt man diese
rungen In MeBgorstan. Bei Kohle sinkt belm Envérman
der Widerstand.

w w ﬁi
45‘:\ { jose 2a
R a

i

20.2 Stimmen dle Angaben? .

MY V12 nach /76 don Widarstan  siner Glarmps bl
o Somatirisl AUt o Vi i Bl
remtlr Ealasiung nolge dor Evedeman

Der Widerstand von Matallen
e

Gomelnen beim Erwirmen zu. mt. i all- J

Stellt man durch Vareuch den Zusammenhang rwischen
Widerstand und Temparatur fast, 50 kann man nach h
aus dem gemossanen Widerstand auf dis Temperatur
shiso, “Dicse Widaraandthomoneter gosuati
auf elok joge, Tamperaturan an ontlornten ader
et Tughagicnen Oren. sowte bel areler Hize % s r,,w,,,w,,hmw_“m
massen (Flugzevgmatoren, Ofen). Siahe auch 8112 iderath

=3 'y Reiarische Gesetwe und Grisbon

S"enn zwisehen dan Fndsn sines eitors dis
Spganung U jisgt and in Thm Strom der

{Grke + fllCt, nerachnet man den iJider
“tand 2 dox La

nach .

5.0 Y Gosfiation des ¥idorsiands). (7033

lidorstandes ist
* olAmpera.

Bl inkelt des
o,

5 6.5 Ofm ioreuch such,wie sich der Wier-
stand cines Drates beim

Frhitze mit dem Buasanbrennor
aus dinmom £ sendraht, die nach ABL.2533 n cinem
Stwomreis. rogt. Jie Strumstarks i sinit erhablich.

‘obuaht dio Gpenihling U Lonetant bicibL, Hach 7:: il

el elso bal d des Eisens 244 Georg Simon OMM wurda 1
an (Abb, 53,13, Konstantan behalt nach Abb, 214
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LEHRE YOM MAGNETISMUS
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bt dagegen nur unbedeutende magn etische Kraffe aus.
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Apendice B

Publicacoes Decorrentes da Pesquisa

Os artigos que foram produzidos a partir das pesquisas realizadas durante a elaboragao desta tese
estao listados a seguir.

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

J. Barrera, E. R. Dougherty, and N. S. Tomital!. Automatic Programming of Binary Morpho-
logical Machines by Design of Statistically Optimal Operators in the Context of Computational
Learning Theory. Flectronic Imaging, 6(1):54-67, January 1997.

E. R. Dougherty, J. Barrera, and N. S. Tomita. Optimal Filters from Prior Filters. In Nonlinear
Image Processing VIII, volume 3026 of Proc. of SPIE, pages 2-7, San Jose, CA, USA, February
1997.

J. Barrera, E. R. Dougherty, and N. S. T. Hirata?. Design of Optimal Morphological Operators
from Prior Filters. Acta Steriologica, 16(3):193—200, 1997. Special issue on Mathematical
Morphology.

J. Barrera, R. Terada, R. A. Lotufo, N. S. T. Hirata, R. Hirata Jr., and F. A. Zampirolli. An
OCR based on Mathematical Morphology. In Nonlinear Image Processing IX, volume 3304 of
Proceedings of SPIE, pages 197-208, San Jose, CA, January 1998.

E. R. Dougherty, A. M. Grigoryan, J. Barrera, and N. S. T. Hirata. Binary Filter Design:
Optimization, Prior Information, and Robustness. In Mathematical Modeling and Estimation
Techniques in Computer Vision, volume 3457 of Proc. SPIE’s International Symposium on Optical
Science, Engineering and Instrumentation, pages 230-241, San Diego, CA, July 1998.

N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. Design of Large-Window Binary Filters via
Iteration. In Intelligent Robots and Computer Vision XVII: Algorithms, Techniques, and Active
Vision, volume 3522 of Proc. of SPIE, pages 173-182, Boston, Massachussets, November 1998.

N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. Efficient Switching Algorithm for Desig-
ning Increasing Binary Filters. In E. R. Dougherty and J. T. Astola, editors, Nonlinear Image
Processing X, volume 3646 of Proc. SPIE, pages 185-196, San Jose, CA, January 1999.

!Este é um artigo decorrente do trabalho de mestrado [157], que foi premiado como a melhor dissertacio de mes-

trado [158] no Concurso de Teses e Dissertagoes da Sociedade Brasileira de Computacio, no ano de 1996.

2 Alteracio do estado civil.
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(8]

[10]

[11]

[13]

[14]

N. S. T. Hirata, J. Barrera, and E. R. Dougherty. Design of Statistically Optimal Stack Filters.
In J. Stolfi and C. L. Tozzi, editors, Proc. of Sibgrapi’99, pages 265-274, Campinas, SP, Brazil,
1999.

H. M. F. Madeira, J. Barrera, R. Hirata Jr, and N. S. T. Hirata. A New Paradigm for the
Architecture of Morphological Machines : Binary Decision Diagrams. In J. Stolfi and C. L. Tozzi,
editors, Proc. of Sibgrapi’99, pages 283-292, Campinas, SP, Brazil, 1999.

J. Barrera, R. Terada, R. Hirata Jr, and N. S. T. Hirata. Automatic Programming of Morpho-
logical Machines by PAC Learning. Fundamenta Informaticae, 41(1-2):229-258, January 2000.

N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. A Switching Algorithm for Design of Optimal
Increasing Binary Filters Over Large Windows. Pattern Recognition, 33(6):1059-1081, June 2000.
Special Issue on Mathematical Morphology & Nonlinear Image Processing.

N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. Bayesian Switching Algorithm for the Optimal
increasing Binary Filter. In Proceedings of EUSIPCO - 2000, volume IV, pages 1889-1892, 2000.

N. S. T. Hirata, J. Barrera, and R. Terada. Text Segmentation by Automatically Designed
Morphological Operators. In Proc. of SIBGRAPI’2000, pages 284-291, Gramado, Brazil, 2000.

N. S. T. Hirata, E. R. Dougherty, and J. Barrera. Iterative Design of Morphological Binary
Image Operators. To appear in Optical Engineering.
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