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Passeios Aleatodrios

O método dos Passeios Aleatorios para o problema da

O passeio de um

bébado em uma 3 I I .

Gmencie u segmentacao de imagens foi proposto pelo pesquisador da
Analogia com Siemens Leo Grady, tal como descrito em seu artigo Random
voltagens em uma .

rede elétrica Walks for Image Segmentation [1].
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O passeio de um bébado em uma dimensao

Um bébado estd andando na rua, entre sua casa e o bar.
A cada instante, ele d4 um passo:

€ na direcao do bar com probabilidade ¢ > 0, ou
€ na direcao de casa com probabilidade p=1—¢q > 0.

B Queremos saber qual a probabilidade dele chegar em casa

antes de chegar no bar, dependendo do local da rua em que
comeca a andar.
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| GeArsy |

Home
Sweet
Home

1

llustracdo do passeio do bébado, com uma distancia de [N passos
entre a casa e o bar. Para cada nd sao exibidos arcos com os
valores das probabilidades de deslocamento do bébado nas
diferentes direcoes. Para todo né intermediario

r=1,...,N —1, p, é a probabilidade de o bébado dar um
passo em direcao a casa e q, a probabilidade de dar um passo
em direcdo ao bar (com p, + g, = 1).
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Home
Sweet
Home

) a1 1
Seja P(x) a probabilidade de o bébado chegar em casa antes do
bar partindo do ponto x. Primeiramente, observamos as
seguintes propriedades de P(x):

=0 (1)

—1 (2)

P
P(
Plz)=q,-Plx—1)+p,-Plx+1) para x=1,...,N —1 (3)

5 2o
N— ——
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Home
Sweet
Home

Equacao 1 diz que, estando no bar, a probabilidade de
chegar em casa antes de ir ao bar é 0.

Equacao 2 diz que, se ele esta em casa, a probabilidade de
chegar I3 antes do bar é 100%.
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O passeio de um bébado em uma dimensao

B Equacao 3 diz que, para todo né intermedidrio x, sua
probabilidade P(x) é a média ponderada das probabilidades
de se chegar em casa a partir das posicoes vizinhas para as
quais o bébado pode escolher ir.

€ A partir do né x, o bébado tem duas possibilidades: ir
para a esquerda ou para direita (eventos mutuamente
exclusivos).

¢ O evento de ir para esquerda nao afeta a probabilidade
P(xz — 1) dele chegar na casa a partir de x — 1, pois sdo
eventos independentes.

Dados dois eventos A e B, segundo o teorema de Bayes temos que:
P(ANnB)=P(BNA)=P(A|B)-P(B)=P(B|A) - P(A), em que
P(A|B) é a probabilidade a posteriori de A condicional a B. No caso
de eventos independentes temos: P(A|B) = P(A) e P(B|A) = P(B).
Logo, podemos concluir que P(AN B) = P(A) - P(B).
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O passeio de um bébado em uma dimensao

B Equacao 3 diz que, para todo né intermedidrio x, sua
probabilidade P(x) é a média ponderada das probabilidades
de se chegar em casa a partir das posicoes vizinhas para as
quais o bébado pode escolher ir.

€ A partir do né x, o bébado tem duas possibilidades: ir
para a esquerda ou para direita (eventos mutuamente
exclusivos).

¢ O evento de ir para direita nao afeta a probabilidade
P(xz 4+ 1) dele chegar na casa a partir de = + 1, pois sdo
eventos independentes.

Dados dois eventos A e B, segundo o teorema de Bayes temos que:
P(ANnB)=P(BNA)=P(A|B)-P(B)=P(B|A) - P(A), em que
P(A|B) é a probabilidade a posteriori de A condicional a B. No caso
de eventos independentes temos: P(A|B) = P(A) e P(B|A) = P(B).
Logo, podemos concluir que P(AN B) = P(A) - P(B).
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Analogia com voltagens em uma rede elétrica
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gsﬁ;‘;ﬁa Agora analisaremos um problema aparentemente diferente, mas
que pode ser mapeado no problema anterior. Conectamos varios
resistores em série e aplicamos uma voltagem unitaria nas
pontas.
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‘E;*i‘sﬁj;rsaﬁa Adotamos o mesma esquema de numeracao para os nds da rede,
sendo que o ponto 0 esta aterrado e temos uma diferenca de
potencial de 1V entre os pontos 0 e N. Queremos saber qual é a
voltagem V' (x) nos pontos = entre os resistores, tal que R, é o
valor da resisténcia do resistor entre os nés r e x + 1.
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Da definicao do problema, sabemos que:

V(0)
V(N)

0
1

Queremos descobrir os valores de tensdo V(x) para
rx=1,...,N —1.
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‘E’;_‘;‘fens ] Pela primeira lei de Ohm, sabemos que a diferenca de potencial
ibliografia L. . . .
elétrico U entre dois pontos de um resistor é igual ao produto da
resisténcia pela corrente elétrica.

U=R-i (4)
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‘E’;_‘;‘fens ] Considerando a condutancia elétrica C', que é o inverso da
ibliografia . A . L.
resisténcia elétrica (isto é, C = ) podemos reescrever a
Equacao 4 como:

U=—-i= i=U-C (5)

L
C
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Analogia com voltagens em uma rede elétrica

Dado um né intermediario x da rede, se aplicarmos a Equacao 5
ao resistor de resisténcia R, (com condutancia C,_1),
teremos:

1= [V(z) =V(z-1)] - Coa (6)

Agora aplicando a Equacao 5 ao resistor vizinho de resisténcia
R, (com condutancia C,), obtemos:

i=[V(z+1) - V(z)]-Cs (7)
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Analogia com voltagens em uma rede elétrica

Dado que os resistores estao ligados em série, temos que a
corrente elétrica ¢ € a mesma. Logo, podemos combinar as
equacgdes e isolar V(x):

V(z)=V(z-1)] Comr =[V(z+1) = V()] Cy

V(SE‘) - Cpq — V(:C — 1) Oyl = V(SE‘ -+ 1) O, — V(SE‘) - O,
V(SE‘) - Cle_1 + V(ZC) - Cp = V(:IZ -+ 1) - Oy + V(:IZ — 1) - Clrq
V(CIZ‘) - [Cx—l + Cx] — V(ZIL‘ -+ 1) Oy + V(:C — 1) - Clrq

V() — Co1-Viz—=1)+C,-V(x+1) (8)

Cx—l + C:c

Portanto, podemos concluir que a tensao V(z) noné x é a
média ponderada das tensoes dos seus nds vizinhos, com pesos
dados pelos valores das condutancias.
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B Logo, acabamos caindo em um problema analogo ao anterior
das probabilidades do bébado. Se tomarmos V (x) = P(x),
podemos converter uma instancia deste problema para o
problema do passeio do bébado, definindo as probabilidades
de transicao entre os nos, para todo né intermediario x, da
seguinte forma:

o Ca:—l
e Ca:—l + Ca:
_ 033
P Ca:—l + Ca:

Observe que estamos assumindo que p > 0 e ¢ > 0 no caso do
bébado e que n3ao possuimos uma resisténcia infinita no
problema do circuito (pois isso seria equivalente a cortar a
ligacdo entre dois pontos do circuito).
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Passeios aleatorios em duas dimensoes

Apresentamos aqui uma generalizacao do problema do passeio do
bébado para o caso bidimensional com multiplos bares e casas.

Nesta configuracdo, cada posicio x € Z? possui até quatro
vizinhos (cima, direita, baixo e esquerda), no conjunto de
posi¢Oes adjacentes A(x) = {v1,...,v4}, sendo py_sy,,
k=1,...,4, os valores de probabilidade das transicoes do
bébado para as posicoes vizinhas, com Zizl Do—sv, = L.
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Passeios aleatdrios em duas dimensoes

ASEsi by Dados um conjunto de bares B = {b1,...,b,} e um conjunto de
bebado em uma casas C ={c1,...,cm}, seja P(x) a probabilidade de o bébado
O s chegar em uma das casas antes de que em um dos bares partindo
(SRSl do ponto x. Primeiramente, observamos as seguintes

em duas dimensGes propriedades de P(x):

Algoritmos: método
de Monte Carlo
Algoritmos: método i
das relaxacoes O
Algoritmos: sistema 1

sex € B
de equacoes lineares o Se xr & C
Aplicacdes: P<$) T <

segmentacio de E Pr—o - P(’U) caso contrario

imagens
Bibliografia \ vEA(z)

(9)
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A figura acima ilusta o problema similar em redes elétricas,
em que queremos saber a voltagem V(x) em um ponto
interior que possui quatro vizinhos.

Seja iz, a corrente elétrica do né x para o né vizinho vy,
k=1,....4, e C} = Rik as respectivas condutancias para os
resistores vizinhos.
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segmentacao de 4 4
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Bibliografia V([L‘) : E Cr = E Ch - V(Uk)
k=1 k=1

(10)

Ou seja, a tensao no ndé x é a média ponderada da tens3o dos
vizinhos, com pesos dados pelos valores das condutancias.
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Algoritmos: método de Monte Carlo

Uma forma de estimar as probabilidades P(x) é via o uso de
simula¢des (método este conhecido como método de Monte

Carlo).

B Para cada nd intermediario x, sao feitas um total de n
simulacoes de passeios aleatdrios, nas quais os
deslocamentos do bébado sao realizados via sorteios.

M C(Cada simulacao tem apenas dois resultados possiveis, ou o
bébado termina em uma casa ou em um bar.

B Contamos entdo, do total de simulacoes, quantas vezes ele
chega em uma casa primeiro.

B Aifazemos a divisao do nimero obtido pelo total de
simulacoes n.

No entanto, este método é computacionalmente muito caro, pois
para se conseguir uma aproximacao com uma precisao razoavel,
a quantidade de passeios simulados deve ser extremamente
elevada.
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Algoritmos: m

étodo das relaxacoes

Seja Fy o mapa de probabilidade inicial definido por:

(0 sex € B

Py(x)=<¢ 1 sex €C (12)

| 1/2 caso contrdrio

Uma sequéncia de mapas de probabilidade P, P, ..., Pk,
gradativamente mais refinados por relaxacoes sucessivas, é entao
obtida pela seguinte relacao de recorréncia:

Pii1(x) =<

( Pi(x) sex e BUC

13
Z Pz—v - Pi(v) caso contrério (13)

Ao final de K iteragdes, o mapa final estimado Pg(x) converge
para P(x) para valores de K suficientemente grandes.
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b Seclos Aleatorios B No método das relaxacoes, o nimero de iteracoes K
bebado em uma necessario para se conseguir uma boa aproximac¢ao de P(x)
|mens.ao . , .
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'A matriz do sistema de equacdes lineares resultante é n3o singular e,
portanto, admite inversa.
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=1

w1 Fws] =wp - P(0) +ws - P(3)

Jwo Fwyg +ws] =wa - P(0) +wys - P(3) +ws - P(4)
Jws +wy +wg] = w3 - P(1) +wyg - P(2) + wg - P(5)
Jws + wr] = ws - P(2) + wr - P(5)

=0

Bibliografia

i

e
©

i

~—~~ I~ /~ —~ —~
=~
—_— — — — ~— —

i
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!'-"""i‘.f'

= .

= Algoritmos:
h"t

sistema de equacoes lineares

Exemplo:
P(0) =
P(1) - [ wi+ws]+P2)-0+P3):(—ws3)+ P(4)-0=uw;
P(1)-0+P(2) w2 +ws+ws|+P(3) (—wa) + P(4) - (—ws) = w2
P(1) - (—w3)+ P(2) - (—w4) + P(3) - w3 +wg +wg| + P(4)-0=0
P(1)-0+P(2)- (—ws)+ P3)-0+ P(4) - w5 +wy] =0
P(5) =
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(W1 + w3
0

— w3

0

0
Wo + W4 + Ws
—wy
— W

w3 + W4 + Weg
0

Algoritmos: sistema de equacoes lineares

e ign

N

W

V)
— — — —
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—t

(Wi + w3 0 —Wws3 0
0 Wo + W4 + Ws — Wy —Wws

—Wws3 —Wwy4 w3 + wq + we 0
0 —Ws 0 Ws + Wr |

VvV
matriz laplaciana (n3o singular para grafo conexo)

T T UT
DO

—_~~ o~~~

- o

— — — —
-)
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B Cada pixel da imagem representard uma posicao valida do
bébado, que podera se deslocar nas quatro dire¢Ges (cima,
baixo, esquerda e direita).

B Valores baixos de condutancia serao associados as transicoes
entre pixels com grande variacao de brilho e as
probabilidades de deslocamento, nas diferentes direcoes,
serao computadas tal como indicado pela Equacao 11.

€® Deste modo o bébado terd maior probabilidade de se
deslocar por regioes homogéneas da imagem com nivel
de brilho similar.
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B O método das relaxacoes pode ser usado para a geracao de
métodos hibridos de segmentacdo [2, 3].

€ Para isso, tomamos o mapa de probabilidade inicial Fy
como sendo a saida de segmentacao binaria de um
método inicial fornecido.

€ Aplicamos entao poucas iteracoes de relaxacao, usando
um valor pequeno de K.

¢ O mapa de probabilidade resultante Pg(x)
corresponderd a uma segmentacao fuzzy, com um
resultado intermedidrio entre o do método fornecido e o
do Random Walks.
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