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Resumo

A drea de Visao Computacional tem como objetivo principal a extragao de informacgao a partir de
imagens digitais. Uma das técnicas mais promissoras para abordar este problema é a Morfologia
Matematica.

O paradigma central da Morfologia Matematica é a decomposicao de operadores entre reticu-
lados completos em termos de um conjunto de operadores elementares da Morfologia Matemaética,
que pode ser descrito através de uma linguagem formal, a Linguagem Morfolégica. Uma im-
plementacao da Linguagem Morfolégica é chamada de Maquina Morfolégica e um programa da
Maquina Morfolégica é uma implementagao de um operador para esta maquina.

Assim, resolver um problema de Visao Computacional por Morfologia Matematica pode
ser entendido como encontrar uma frase da Linguagem Morfoldgica (ou equivalentemente, um
programa para uma Méquina Morfoldgica), que seja capaz de extrair a informagao desejada.

Para uma frase da Linguagem Morfoldgica, pode existir um ntmero infinito de outras frases
(da Linguagem Morfolégica) que s@o sindnimas, ou seja, diferentes frases podem expressar um
mesmo operador.

Um teorema chave em Morfologia Matematica é o seguinte: qualquer operador entre reti-
culados completos pode ser decomposto em termos de um conjunto de operadores elementares
da Morfologia Matematica. Este teorema foi provado pela apresentacao de duas expressoes
canodnicas de decomposicao, chamadas de sup-decomposicao e inf-decomposicao, que tém uma
estrutura puramente paralela.

Neste trabalho apresentamos resultados no sentido de, dada uma representacao canonica
de um operador entre reticulados que resolve um problema de Visdo Computacional, encontrar
uma frase da Linguagem Morfoldgica que envolva um niimero minimo de operadores elementa-
res. Este problema é extremamente complexo e o abordamos utilizando técnicas de Otimizacao
Combinatéria (como, por exemplo, método de “branch and bound” e estratégia gulosa).

Como a representacao candnica tem uma estrutura puramente paralela e representacoes
seqiienciais sdo usualmente mais eficientes em méquinas seqiienciais convencionais, apresentamos
resultados no sentido de mudar a representacao canonica para estruturas seqiienciais.



Abstract

The main aim of Computer Vision problems is the extraction of information from digital images.
A powerful technique to solve these problems is Mathematical Morphology.

A central paradigm in Mathematical Morphology is the decomposition of operators between
Complete Lattices by a set of elementary operators of Mathematical Morphology. This paradigm
can be formalized by the use of a formal language, called the Morphological Language. An
implementation of the Morphological Language is called Morphological Machine and a program
for a Morphological Machine is just an implementation of an operator for this machine.

Therefore, solving a problem of Computer Vision by Mathematical Morphology can be un-
derstood as finding a phrase of the Morphological Language (or equivalently, a program for a
Morphological Machine) that can extract the desired information.

A phrase of the Morphological Language can have infinite synonymous phrases (of the
Morphological Language), that is, different phrases can express the same operator.

A key theorem in Mathematical Morphology is the following: any operator between Complete
Lattices can be decomposed by a set of elementary operators of Mathematical Morphology.
This theorem was proved by showing two canonical structures called sup-decomposition and
inf-decomposition. These canonical structures are strongly parallel.

In this work, we formalize and present results for the following problem: given an operator
between Complete Lattices that solves a problem of Computer Vision, from its sup-decompositon
(or inf-decompositon), find a synonymous phrase of the Morphological Language that has a
minimal number of elementary operators. This problem is extremely complex and we study it
by using Combinatorial Optimation techniques (for example, branch and bound method and
greedy strategy).

Since the sup-decomposition and inf-decomposition of an operator have parallel structures
and sequential representations are usually more efficient for computation in conventional sequen-
tial machines, we present techniques for transforming the canonical decompositions into purely
sequential decompositions.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Visao Computacional

A area de Visao Computacional tem como objetivo principal a extracao de informacao a
partir de imagens digitais. Historicamente, este problema vem sendo abordado por um
conjunto de técnicas de naturezas diversas: filtragem linear, reconhecimento de padroes,
teoria da informagcao, modelagem estatistica, etc. [5, 16, 31]. Dentre essas técnicas, uma
das mais promissoras ¢ a Morfologia Matematica (MM) [41, 42].

1.2 Morfologia Matematica

A MM, fundada por J. Serra e G. Matheron nos anos sessenta, tornou-se uma disciplina
muito importante na area de Visao Computacional. Seu dominio de atuacao cobre um
largo espectro de aplicagoes em Processamento de Imagens que vai desde o tratamento
de imagens microscopicas até o processamento de imagens de satélites, passando por
aplicagoes industriais, médicas, automagao de escritorio, etc. [41, 42].

O paradigma central da MM é a decomposicao de operadores entre reticulados comple-
tos em termos de um conjunto de operadores elementares da MM, que pode ser descrito
através de uma linguagem formal, a Linguagem Morfolégica (LM) [9]. Uma implemen-
tagao da LM é chamada de Maquina Morfolégica (MaqM) [8, 9] e um programa da MagqM
¢ uma implementacao de um operador para esta maquina.

Assim, resolver um problema de Visao Computacional por MM pode ser entendido
como encontrar uma frase da LM (ou equivalentemente, um programa para uma MaqM),
que seja capaz de extrair a informacao desejada.

Classicamente, a tarefa de criar programas para MaqM’s é realizada empiricamente,
baseada na experiéncia do analista no uso de operadores da MM. Embora esta metodologia
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tenha trazido muitos resultados praticos, que evidenciam a potencialidade da MM, ela
restringe o universo de usuarios capazes de criarem novos programas para MaqM’s aos
especialistas em MM.

Para permitir que especialistas em areas de aplica¢do (médicos, gedlogos, astronomos,
etc.), que ndo tém grande conhecimento em MM, possam independentemente programar
MaqM’s, comecam a ser pesquisadas técnicas para geracao automatica de programas para
MaqM’s [10, 11]. O principio bésico dessas técnicas consiste em:

(1) descrever os operadores em estruturas de representagao de conhecimento de
alto nivel de abstracao;

(2) traduzir automaticamente a descricao de alto nivel dos operadores em uma
frase da LM,

(3) Buscar uma representagao econémica da frase da LM estimada no Passo (2),
ou seja, uma outra frase equivalente de tal forma que o nimero de operacoes
executadas pela MagM seja menor possivel.

A teoria apresentada neste trabalho é util para efetuar o Passo (3). Para um estudo
mais aprofundado dos Passos (1) e (2) veja os trabalhos [10, 11, 12].

Para uma frase da LM, podem existir um nimero infinito de outras frases (da LM) que
sdo sino6nimas, ou seja, diferentes frases podem expressar um mesmo operador [12]. Dessa
forma, estamos interessados em encontrar uma estrutura de representagao otimizada do
operador estimado, no sentido de envolver operadores elementares de tal forma que o
nimero de operacoes executadas pela MaqM seja minimo. No caso geral, este problema
¢ de complexidade exponencial.

1.2.1 Decomposicao Canonica de Operadores

Um teorema chave em MM é o seguinte: qualquer operador entre reticulados completos
pode ser decomposto em termos de um conjunto de operadores elementares da MM. Este
teorema foi provado pela apresentagao de duas expressoes canonicas de decomposicao, que
tém uma estrutura puramente paralela [6, 7].

Este resultado garante a completude da LM para expressar operadores entre reticula-
dos completos, isto é, ele garante que qualquer operador entre reticulados completos pode
ser programavel em uma MaqM.

Por outro lado, as formas canonicas de representacao nem sempre constituem a estru-
tura de decomposicao mais adequada para representar operadores. De fato, sao conhecidos
muitos exemplos de decomposicao de operadores particulares, com estruturas seqiienciais
de operadores elementares de modo que o nimero de operacoes executadas pela MagM é
consideravelmente menor [7, 6].
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1.2.2 Otimizacao da Estrutura de Decomposicao

Os operadores elementares usados na decomposi¢ao canonica sao caracterizados por uma
colecdo de intervalos fechados, conhecida como base do operador [12]. Barrera e Salas [12]
estudaram operacoes sobre intervalos fechados para geracao automatica de frases da LM.
Estas operagoes podem ser utilizadas para construir a base de um operador a partir de
uma representacao desse operador por uma frase da LM. Uma aplicacao deste estudo
é verificar se frases da LM sao sinonimas, uma vez que qualquer representacao pode ser
reduzida a base que determina unicamente o operador [12]. Agora, o problema inverso, ou
seja, a transformacao da representacao canonica em outras estruturas de representacao
que usam operadores elementares de forma que o numero de operagoes na MaqM seja
minimo, no caso geral, é extremamente complexo, mas tem um papel importante em
programacao automatica de MaqM'’s.

Dois operadores elementares da MM sao a dilatagao e a erosao. Esses operadores,
quando invariantes por translacao, sao caracterizados por um elemento estruturante, e
em algumas MaqM'’s a eficiéncia de um programa depende fortemente do tamanho desses
elementos estruturantes. Desta forma, muitos pesquisadores tém estudado a decomposicao
de um elemento estruturante por somas de Minkowski e proposto diferentes algoritmos.
Xu [49] desenvolveu um algoritmo para encontrar uma decomposigao 6tima de elementos
estruturantes convexos e Park e Chin [35] propuseram um algoritmo para elementos es-
truturantes 8-conexos e sem “buracos”. Estudamos o problema de decompor elementos
estruturantes e propomos um algoritmo guloso para decompor elementos estruturantes
convexos e um outro algoritmo que usa a estratégia de “branch and bound” para decom-
por elementos estruturantes arbitrarios.

1.3 Contribuicao e Organizacao da Tese

O problema geral de mudanca da representacao canonica em outras estruturas de re-
presentacao que usam operadores elementares de forma que o nimero de operagoes na
MagM seja minimo foi pouco explorado até o presente momento. Na literatura encontra-
mos poucas referéncias a respeito deste problema. Dessa forma, a principal contribuicao
deste trabalho é fazer um estudo detalhado e bem acabado deste problema e abrir, ou
indicar, caminhos para pesquisas futuras nesta area ainda pouco explorada.

Nesta tese, os capitulos estao organizados da seguinte forma. Seguindo a introducao,
neste capitulo, o Capitulo 2 introduz a base matematica para a compreensao da pesquisa
desenvolvida nesta tese. No Capitulo 3, descrevemos alguns aspectos do estado da arte em
MM no que se refere a decomposicao de operadores entre reticulados completos e a trans-
formacao de estruturas de decomposicao. No Capitulo 4, apresentamos os fundamentos
matematicos para se obter uma decomposicao de um elemento estruturante e que servem
de apoio para os Capitulos 5, 6 e 7. No Capitulo 5 apresentamos um algoritmo guloso para
decompor elementos estruturantes convexos. No Capitulo 6, mostramos que o algoritmo
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de Park e Chin [35] é limitado, pois ele ndo é capaz de decompor trés familias infinitas
de elementos estruturantes decomponiveis simplesmente conexos. No Capitulo 7, apre-
sentamos um algoritmo que usa uma estratégia de “branch and bound” para decompor
elementos estruturantes arbitrarios. No Capitulo 8, apresentamos uma nova represen-
tagdo mais compacta (ou seja, que utiliza um nimero menor de operadores elementares)
que a decomposicao na forma candnica. No Capitulo 9, formalizamos e apresentamos um
algoritmo para transformar uma decomposi¢ao canénica de um operador (que tem uma
estrutura puramente paralela) em representagoes puramente seqiienciais do mesmo opera-
dor (quando elas existem). Finalmente, no Capitulo 10, concluimos e discutimos algumas
possiveis direcoes para pesquisas futuras.

Esta tese possui ainda dois apéndices. No Apéndice A mostramos um exemplo de
aplicacao de transformacgoes morfoldgicas para classificacao de texturas de revestimento
de paredes. E no Apéndice B, apresentamos as publicacoes decorridas deste trabalho.

A partir do Capitulo 4, todos resultados sao contribuigoes originais desta tese.



Capitulo 2

Fundamentos Matematicos

Neste capitulo, introduziremos a base matematica necessaria para a compreensao da pes-
quisa desenvolvida nesta tese. Na Secao 2.1, recordaremos algumas defini¢oes e propri-
edades da teoria de conjuntos. Na Secao 2.2, veremos algumas defini¢oes da teoria dos
grupos.

Assumiremos aqui que o leitor tenha alguma familialidade com conceitos bésicos da
Teoria da Complexidade Computacional, razao pela qual nao incluimos nenhuma segao
sobre tais conceitos. Ademais, a terminologia utilizada segue exatamente a de Garey e
Johnson [21].

As definigoes e conceitos que apresentamos neste capitulo nao pretendem abranger
toda a teoria, mas apenas introduzir os elementos necessarios para a compreensao do texto
nos capitulos seguintes. Desta forma, somente algumas propriedades serao demonstradas;
as provas das propriedades e dos resultados mencionados neste capitulo que possam ser
encontradas nas referéncias citadas nao serao apresentadas.

O conteudo deste capitulo pode ser facilmente compreendido e nao é nenhum obstaculo
para a leitura desta tese, pois em sua maioria as defini¢oes e propriedades sao bastante
conhecidas na literatura. No entanto, aconselhamos uma rapida leitura do mesmo com
o objetivo de se familiarizar com as notacoes e nomenclaturas utilizadas nos capitulos
posteriores.

2.1 Teoria dos Conjuntos

Nesta secao, recordaremos algumas propriedades e alguns conceitos basicos da teoria dos
conjuntos [17] que serao utilizados ao longo desta tese. Na Subsegao 2.1.1, apresentamos
as nocoes fundamentais de conjunto. Na Subsecao 2.1.2, apresentamos a notagao utilizada
nesta tese para o conjunto dos nimeros inteiros. Na Subsecao 2.1.3, definimos algumas
operagoes com conjuntos e mostramos algumas de suas propriedades. Na Subsegao 2.1.4,
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definimos o produto cartesiano entre dois ou mais conjuntos. Na Subsecao 2.1.5, definimos
alguns tipos de relacoes entre conjuntos. Na Subsecao 2.1.6, definimos o que sao as
classes de equivaléncia de um conjunto e apresentamos algumas de suas propriedades.
Na Subsecao 2.1.7, definimos o que é uma particado de um conjunto. Finalmente, na
Subsecao 2.1.8, definimos o que vem a ser uma funcao.

2.1.1 Nocoes Fundamentais de Conjunto

Um conjunto A é uma colecao de elementos de um determinado universo, denotado ge-
nericamente por U. Se um elemento x do universo U pertence ao conjunto A, entao
escrevemos = € A (leia~se, x pertence a A); caso contrario, x ¢ A.

Um conjunto finito é um conjunto com um numero finito de elementos. Um conjunto
que nao ¢ finito diz-se infinito. Salvo indicagao contraria, usaremos o termo “conjunto”
significando “conjunto finito”. A cardinalidade de um conjunto finito A, denotada por
|Al, é o nimero de elementos pertencentes a A.

Um conjunto vazio, denotado por (), ¢ um conjunto que nao contém nenhum elemento.
Um conjunto unitdrio é um conjunto constituido por um tnico elemento.

Um conjunto A esta contido em um outro conjunto B se, e somente se, todo elemento
de A pertence a B, isto é, A C B < (x € A= x € B). Neste caso, diz-se que A é um
subconjunto de B.

Dizemos que um conjunto A é um superconjunto de um outro conjunto B se, e somente
se, B é um subconjunto de A, isto é, A D B < B C A.

Um conjunto A esta propriamente contido em um outro conjunto B se, e somente se,
A estéa contido em B e A é diferente de B, isto é, A C B < (A C Be A +# B). Neste
caso, diz-se que A é um subconjunto proprio de B.

Dizemos que um conjunto A é igual a um outro conjunto B se, e somente se, A C B
e BC A.

A proposicao seguinte é um consequéncia imediata da relacdo de inclusao entre con-
juntos.

Proposicao 2.1 Sejam A e B dois conjuntos. Se A C B e A# B, entdo |A| < |B].

O conjunto das partes de um conjunto F, denotado por P(FE), é o conjunto cujos
elementos sao todos os subconjuntos de E, isto é, P(E) = {X : X C FE}. Note que
0 € P(E), E € P(E) ese |E| =n, entdao |P(E)| = 2".
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2.1.2 Conjunto dos Numeros Inteiros

Ao longo deste texto, denotaremos o conjunto dos nimeros inteiros por Z. Dizemos que
um numero inteiro x é nao negativo se, e somente se, r > 0. O conjunto de todos os
inteiros nao negativos é denotado por Z,. Um numero inteiro z é dito positivo se, e
somente se, z > 0. Denotaremos o conjunto dos nimeros inteiros positivos por Z% .

2.1.3 Operacoes com Conjuntos

Nesta subsecao apresentaremos trés operagoes béasicas com conjuntos: complemento, in-
terseccao e uniao.

Sejam A e E dois conjuntos tais que A C E. O complemento de A em relagao a E é o
conjunto de todos os elementos de F que nao pertencem a A, isto é, Ay, = {r € £ : x ¢ A}.
Quando o conjunto E esta claramente definido pelo contexto, escreveremos simplesmente
Ac.

A seguinte proposicao [17, p. 48] apresenta duas propriedades da opera¢do comple-
mento.

Proposicao 2.2 Sejam A, B e E trés conjuntos tais que A, B C E. Entdo valem as
sequintes propriedades do complemento em relagao a E.

(a) (A%)° = A;

(b) ACB= B°C A-.

A intersec¢ao de dois conjuntos A e B é o conjunto de todos os elementos que perten-

cem simultanemente a A e a B, isto é, ANB={z:2x€ Aex € B}.

A interseccao de n conjuntos A;, As,---, A, é o conjunto de todos elementos que
pertencem simultaneamente a todos estes n conjuntos, isto é, NI A; = {x:x € Ajex €
Aye -+ ex €A}

Dizemos que dois conjuntos A e B sdo disjuntos se, e somente se, AN B = ().

A wunido de dois conjuntos A e B é o conjunto de todos os elementos que pertencem a
Aoua B,istoé, AUB={x:2 € Aouzxe€ B}

A unido de n conjuntos Ay, Ay, - -+, A, é o conjunto de todos elementos que pertencem
a pelo menos um destes n conjuntos, isto é, Ul | A; = {x:x € Ajouzr € Ayou --- oux €
A}

A seguir apresentamos algumas propriedades da interseccao e da uniao entre conjuntos.
As demonstragoes destas propriedades podem ser encontradas em [17].

Proposigao 2.3 Seja U o conjunto universo. Se A, B,C C U, entdo valem as sequintes
propriedades.



Capitulo 2. Fundamentos Matematicos

(a) ANBCAeANBCB

(¢ ACB&ANB=A

() ACB=ANnCCBNC

(9 ACBeACC=ACBNC
(i) ACCeBCC=ANBCC
(k) AnNB=BNA

(m) (ANB)NC=AnNn(BNC)

(0)

(9 re ANB&xcAexeB

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

() ACAUBeBCAUB
(d ACB< AUB=RB

(f) ACB=AUCCBUC
() ACBeACC=ACBUC
(j) ACCeBCC=AUBCC
(1

(

(

(

n) (AUB)UC =AU (BUC)
p) Au(BNC)=(AUB)N(AUC)
r) rec AUB<srxeAouxeB

Os dois resultados seguintes (Proposigoes 2.4 e 2.5) sdo conseqiiéncias das propriedades
distributivas da interseccao e uniao dadas nas Proposicoes 2.3.0 e 2.3.p.

Proposigao 2.4 Sejam A, X,Y € P(E) tais que se AC X C Y, entdgo (AUXy)NX = A.

Prova:
(AuX)NX = (ANX)U(X°NX) (pela Proposi¢ao 2.3.0)
= A (uma vez que A C X).

Proposicao 2.5 Sejam A, X,Y € P(E) tais que X CY e ACY. Se A— X = X¢,
entdo (AN X)U Xy = A.

Prova: Primeiramente, provaremos que A — X = Xy < X{ C A da seguinte forma.

A-X =X & ANXS=XC
& X CA

Finalmente, (AN X)U Xy = A, uma vez que

(ANX)UXy = (AUXy)N(XUXY) (pela Proposigao 2.3.p)
= ANnY (uma vez que X¢ C A)
= A (uma vez que A CY).

2.1.4 Produto Cartesiano

Sejam A e B dois conjuntos. Dados x € A e y € B, dizemos que (x,y) é, ou forma, um
par ordenado. Dizemos que o elemento x é a primeira coordenada e que o elemento y € a
sequnda coordenada do par ordenado (z,y).
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Generalizando, dados n conjuntos Ai, Ay, -+, A, e elementos z; € A;, para i €
{1,2,---,n}, dizemos que (x1,2s, -, x,) é ou forma, uma n-upla ordenada. Cada ele-
mento x;, i € {1,2,---,n}, é a i-ésima coordenada da n-upla (z1,xs, -, x,).

Sejam A e B dois conjuntos. O produto cartesiano de A por B, denotado por A x B,
é o conjunto formado por todos pares ordenados (z,y), tais que x € A e y € B, isto é,
Ax B={(z,y) :x € A, y € B}. O quadrado de um conjunto A é o produto cartesiano
de A por A, isto é, A2 = A x A.

Generalizando, o produto cartesiano de n conjuntos Ay, Ay, -+, A, denotado por A; x
Ay X -+ x A, é o conjunto formado por todas n-uplas ordenadas (xy,za,- -, x,), onde
x; € Ay i € {1,2,---,n},isto é, Ay Xx Ay x -+ X A, = {(x1,29, -+, 2,) 1 71 € Ay, 29 €
Ay, oo, x, € A} No caso particular em que A = A; = Ay = -+ = A,, A" =
Ay X Ay X -+ X A, é an-ésima poténcia de A.

2.1.5 Relagoes sobre Conjuntos

Uma relagcao bindria R de um conjunto A com um conjunto B é uma terna ordenada
R = (G,A,B), onde G C A x B. Dizemos que z esta relacionado com y pela relagdo R
se, e somente se, (z,y) € G, isto é, Ry < (z,y) € G.

Quando B = A, dizemos simplesmente que R é uma relacao sobre A.

A inversa de uma relagao binaria R de um conjunto A com um conjunto B é a relacao
bindria R~! de B com A definida como, para todo x € Aey € B, yR™ 'z < xRy.

Uma relacao binaria R sobre um conjunto A ¢é dita refleziva se, e somente se, para
todo = € A, temos que rRzx.

Uma relagdo bindria R sobre um conjunto A é dita simétrica se, e somente se, para
todo z,y € A, temos que xRy = yRx.

Uma relacao binaria R sobre um conjunto A é dita anti-simétrica se, e somente se,
para todo x,y € A, temos que Ry e yRr = x = .

Uma relagao binaria R sobre um conjunto A é dita transitiva se, e somente se, para
todo x,y,z € A, temos que xRy e yRz = xRz.

Uma relagao binaria R sobre um conjunto A é uma relacdo de equivaléncia se, e
somente se, ela é reflexiva, simétrica e transitiva.

2.1.6 Classes de Equivaléncia

Sejam A um conjunto e R uma relagao de equivaléncia sobre A. Se z,y € A sao tais que
xRy, entao dizemos que z é equivalente a y segundo R e denotaremos z =p y. Quando a
relacao de equivaléncia esta claramente definida pelo contexto, escreveremos simplesmente
r=y.
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Seja A um conjunto nao vazio. Sejam R uma relagao de equivaléncia sobre A e z € A.
A classe de equivaléncia segundo R do elemento x é o conjunto de todos os elementos de A
que sdo equivalentes a x segundo R, isto é, Cr(z) = {y € A: y =g x}. Quando a relacdo
de equivaléncia esté claramente definida pelo contexto, escreveremos simplesmente C(x).

Note que, para todo z € A, x € Cgr(x), pois pela propriedade reflexiva de R, zRx.
Logo, Cr(z) nunca é vazia, isto é, Cr(x) # 0.

Seja A um conjunto nao vazio. Sejam R uma relacao de equivaléncia sobre A e x € A.
Dizemos que a classe de equivaléncia Cr(z) é determinada ou definida pelo elemento z, o
qual por sua vez, é o representante de Cr(z).

A seguinte proposicao [17, p. 163] é uma propriedade de classes de equivaléncia.

Proposicao 2.6 Seja R uma relacao de equivaléncia em um conjunto nao vazio A e
sejam x,y € A. Entdo valem as sequintes propriedades:

(a) Cr(x) =Cr(y) & z=ryY;
(a) se Cr(z) NCr(y) # 0, entao Cr(x) = Cr(y).

Seja R uma relacao de equivaléncia em um conjunto nao vazio A e sejam x,y € A.
Pela Proposicao 2.6a, temos que se y € Cg(x), entdo Cgr(z) = Cr(y). Portanto, qualquer
elemento de Cg(z) é um representante de Cg(z).

Sejam A um conjunto nao vazio e R uma relacao de equivaléncia sobre A. O conjunto
quociente de A pela relagao de equivaléncia R é o conjunto formado por todas as classes
de equivaléncia segundo R, isto é, Qr(A) = {Cr(z) : € A}. Quando a relagao de
equivaléncia estd claramente definida pelo contexto, escreveremos simplesmente Q(A).

Denotaremos por Rr(A), ou simplesmente R (A) quando a relagao de equivaléncia estd
claramente definida pelo contexto, o conjunto formado por exatamente um representante
de cada classe de equivaléncia de Qr(A), isto ¢, Rr(A) é um conjunto tal que |[Rr(A)| =

|Qr(A)l.

2.1.7 Particao de um Conjunto

Seja A um conjunto ndo vazio. Uma particdo de A é um conjunto P(A) de partes néao
vazias de A, disjuntas duas a duas e cuja uniao é A, isto é, P(A) C P(A) que satisfaz as
trés seguintes condigoes:

(a) se X € P(A), entao X # 0;
(b) se Xi,Xj S P(A) (S Xz 7é Xj, entao Xz N Xj = Q),
(c) U{X: X eP(A)} =A.
A seguinte proposicao [17, p. 165] afirma que uma relagao de equivaléncia sobre um
conjunto A define uma particao de A.
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Proposicao 2.7 Dados um conjunto nao vazio A e uma relacdo de equivaléncia R em
A, o conjunto quociente Qr(A) € uma parti¢ao de A.

2.1.8 Funcgoes

Uma fung¢ao (ou mapeamento ou transformagdo) de um conjunto A em um outro conjunto
B é uma relacao binaria f = (F, A, B) de A com B que satisfaz as seguintes condigoes:

(1) Vee A,y € B: (x,y) € F}
(2) Vz € A, se (z,y),(z,2) € F, entdo y = z;

Uma fungao f de A em B é indicada por f : A — B. Para cada elemento x € A, o
tnico elemento y € B tal que (z,y) € F' é chamado imagem de x pela fungao f ou valor
da funcdo f em z e é denotado por y = f(x).

Dada uma funcao f : A — B, os conjuntos A e B sao chamados de dominio e
contradominio da funcao f. O conjunto {f(z) : = € A} C B é chamado imagem da
funcao f e é denotado por f(A).

Uma funcao f : A — B é sobrejetora se, e somente se, para todo y € B, existe um
xr € Atal que f(x) =y, isto é,Vy € B,z € A: f(z) =v.

Uma funcao f : A — B é injetora se, e somente se, para quaisquer dois elementos
distintos z1,x9 € A, temos imagens distintas f(z1), f(z2) € B, isto é, se x1,29 € A e

T1 # T2, entdo f(z1) # f(x2).

Uma funcao f : A — B é bijetora se, e somente se, ela é sobrejetora e injetora ao
mesmo tempo.

Dada uma funcdo f : A — B, a relagao inversa f~!' de B com A (isto é, f~! =
(F7',B,A) onde F7' = {(y,z) : (x,y) € F}), é uma fungao se, e somente se, f é uma
funcao bijetora. A funcao f, se existe, é chamada funcdo inversa de f.

Sejam f: A— Beg:B — C. Definimos a composi¢ao da fungao f com a fungao g a
fungao g- f : A — C como g - f(x) = g(f(z)), para todo x € A. A funcao g - f é também
chamada de funcdo composta de g e f. Em geral denotamos ¢ - f simplesmente por ¢gf ou

9(f).

A seguir, definimos uma funcao bastante conhecida e muito utilizada nesta tese. A
fungao [-], definida do conjunto dos nimeros reais no conjunto dos nimeros inteiros, é
chamada de funcao teto e ela é definida da seguinte forma: se x ¢ um ntimero real qualquer,
entdo [z] corresponde ao menor inteiro maior ou igual a x. Por exemplo, se y = 2.7182,
entdo [z] =3 e [—z] = —2.
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2.2 Teoria dos Grupos

Um conjunto G, munido com uma operacao binaria 4+ é um grupo, se satisfaz os seguintes
axiomas:

(@) a+(b+c)=(a+b)+c, Va,bceG;
(b) G contém um elemento e tal que e +a = a + e = a, para todo a € G;
(¢) ¥V a € G, existe um elemento em G, denotado por —a, tal que a 4+ (—a) =

(—a)+a=e.

Um grupo G munido com uma operagao binaria + serd denotado por (G,+). O
elemento e que satisfaz a condic¢do (b) é chamado de elemento neutro de (G, +).

Um grupo (G, +) é chamado de grupo abeliano se, e somente se, para quaisquer a,b €
G,a+b=b+a.



Capitulo 3

Morfologia Matematica

A MM, iniciada por J. Serra e G. Matheron nos anos sessenta, na “Ecole Nationale Supe-
riéure de Mines de Paris”, em Fontainebleau, tornou-se uma disciplina muito importante
em Visao Computacional. Seu dominio de atuacao cobre um largo espectro de aplicagoes
em que vai desde o tratamento de imagens microscopicas até o processamento de ima-
gens de satélites, passando por aplicagoes industriais, médicas, automacgao de escritorio,
etc. [41, 42]. Um exemplo de aplicagdo da MM para classificagdo de texturas de revesti-
mento de paredes pode ser visto no Apéndice A.

O objetivo deste capitulo é descrever alguns aspectos do estado da arte em MM. Na
Secao 3.1, recordaremos alguns conceitos e propriedades de teoria dos reticulados. Como
os mapeamentos estudados nesta tese estdao definidos de P(E) em P(FE), apresentamos
na Segao 3.2 o reticulado de subconjuntos (P(E),C) e algumas de suas propriedades.
Na Secao 3.3 definiremos os operadores estudados nesta tese. Além disso, apresentamos
algumas defini¢oes e propriedades desses operadores. Na Secao 3.4 apresentamos quatro
reticulados completos Booleanos estudados nesta tese. Veremos que estes reticulados sao
isomorfos dois a dois. Na Secao 3.5, abordaremos o estado da arte em MM no que se refere
a decomposicao de mapeamentos entre reticulados completos e, na Secao 3.6, no que se
refere a decomposigao de algumas classes de operadores especiais (crescentes e invariantes
por translagao, etc...). Finalmente, na Secao 3.7, apresentamos o estado da arte no que
se refere a transformacao de estruturas de representacao dos W-operadores.

Para o leitor interessado somente nos resultados de decomposicao de elementos estru-
turantes, ¢ suficiente ler somente as Se¢oes 3.2 e 3.7 (Subsegao 3.7.1).

3.1 Teoria dos Reticulados

Nesta secao, recordaremos alguns conceitos e propriedades de teoria dos reticulados [14, 24]
que serao utilizados ao longo desta tese.

13
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3.1.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Uma relagdo binaria < sobre um conjunto nao vazio A é uma relacdo de ordem se, e
somente se, ela é reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Exemplo 3.1 Dado um conjunto E, a relagdo de inclusio C no conjunto P(E) € uma
relacao de ordem.

Um conjunto A munido com uma relacao de ordem < é um conjunto parcialmente
ordenado ou, resumidamente, um poset (do inglés, “partial ordered set”) e ele é denotado
por (4, <), ou simplesmente por A quando a relacao de ordem esté claramente definida
pelo contexto.

Exemplo 3.2 Se E é um conjunto tal que |E| > 1, entao (P(FE),C) € um conjunto
parcialmente ordenado.

3.1.2 Elementos Notaveis de um Conjunto Parcialmente Orde-
nado

3.1.2.1 Limitantes Superiores e Inferiores

Seja (A, <) um poset. Sejam {,u € A e X C A. Dizemos que u é um limitante superior
de X, se para todo x € X temos que x < u. Dizemos que ¢ é um limitante inferior de
X se para todo x € X, temos que £ < z. Se X tem ambos um limitante superior e um
limitante inferior, entao X é chamado um subconjunto limitado de A.

3.1.2.2 Maior e Menor Elementos

Sejam (A, <) um poset e X C A. Um elemento a € X é chamado menor elemento de X
se a < x para todo x € X. Um elemento b € X é chamado maior elemento de X se x < b
para todo = € X.

Exemplo 3.3 O menor e o maior elemento do poset (P(FE),C) sdo, respectivamente, ()
e E, uma vez que, para todo elemento X € P(E), verifica-se que ) C X C E.

3.1.2.3 Supremo e Infimo

Sejam A um poset e X C A. Se X tem um limitante superior u € A, o menor elemento do
conjunto de limitantes superiores de X, se existe, é chamado de supremo de X em A e é
denotado por VX. Similarmente, se X tem um limitante inferior £ € A, o maior elemento
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do conjunto dos limitantes inferiores de X, se existe, é chamado de infimo de X em A e
¢ denotado por AX.

Exemplo 3.4 O infimo e o supremo de um subconjunto X C P(E) sdo, respectivamente,
MNMX X eX}eU{X: X eX}.

Note que o supremo e o infimo de X podem ou nao pertencer a X. Se supremo
pertence a X, entao ele é o maior elemento de X. Similarmente, se o infimo pertence a
X, entao ele é o menor elemento de X.

3.1.3 Reticulados

Um conjunto parcialmente ordenado (L, <) é um reticulado se, e somente se, qualquer
conjunto de dois elementos {z,y} C L possui um infimo e um supremo, denotados, res-
pectivamente, por xt Ay e z V y.

Um sub-reticulado de um reticulado L é um conjunto A C L tal que, para todo a,b € A,
aANbe AeaVbe A.

Um reticulado L é um reticulado completo se, e somente se, qualquer subconjunto
de L possui um infimo e um supremo em L. Qualquer reticulado finito é um reticulado
completo.

Exemplo 3.5 O poset (P(FE),C) é um reticulado completo, pois qualquer subconjunto
X CP(E) tem um infimo e um supremo dados, respectivamente, por AKX = {X : X €
X} evX =U{X:X eX}.

Um reticulado L é um reticulado distributivo se, e somente se, para todo x,y,z € L,
cA(yVz)=(xAy) V(xAz).

Dado um reticulado L com o menor e maior elementos O e 7, respectivamente. Se
x,y € L sao tais que rt Ay = O exVy = I, entao y é chamado complemento de x
e denotamos y = z¢. O reticulado L é chamado de um reticulado complementado se, e
somente se, qualquer elemento de L tem um complemento.

Um reticulado L é um reticulado Booleano se, e somente se, ele é distributivo e com-
plementado.

Exemplo 3.6 O poset (P(E),C) é um reticulado Booleano, pois ele € distributivo (isto
é, para quaisquer X,Y,Z € P(E), XN (YU Z)=(XUY)N(XUZ)) e complementado
(isto €, para todo X € P(E), XNX° =0 e XUX°=FE).

Teorema 3.7 (Lei de De Morgan) Seja L um reticulado Booleano. Se a,b € L, entdo
(@anb)=a°VI° e (aVb)=aAb“.
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3.1.3.1 Principio da Dualidade

Seja (L, <) um poset. Seja > a relacao inversa de < sobre L (isto é, r > y < y < ).
Diremos que (L, >), ou simplesmente L, é o poset dual de (L, <).

Principio da Dualidade [24, p. 19]: Se (L, <) é um poset, entdo para toda definigao,
propriedade, afirmagao, etc., referindo-se ao poset (L, <) existe uma correspondente dual
referindo-se ao poset (L, >).

Por exemplo, se para um reticulado (L, <) vale a propriedade: a,b € L = a Ab <
a V b, entao pelo principio da dualidade, temos a seguinte propriedade dual vélida para o
reticulado dual de L: a,b € L =aVb>aAb.

3.1.3.2 Isomorfismo de Reticulados

Sejam (A, <4) e (B, <p) dois reticulados. Seja f : A — B uma funcao bijetora. Dizemos
que f é um isomorfismo de reticulado de A em B se, e somente se, para todo x,y € A,
temos que x <4 y < f(x) <p f(y). Dizemos que f é um dual-isomorfismo se, e somente
se, para todo =,y € A, temos que z <, y < f(y) <p f(z).

Dois reticulados A e B sao ditos isomorfos (respectivamente, dual-isomorfos) se, e
somente se, existe um isomorfismo (respectivamente, dual-isomorfismo) entre eles.

3.2 Reticulado de Conjuntos P(FE)

Seja £ um conjunto nao vazio. Vimos nos Exemplos 3.5 e 3.6 que o poset (P(E),C) é
um reticulado completo Booleano. Nesta secao veremos algumas defini¢oes e propriedades
deste reticulado.

Seja E um conjunto nao vazio que é um grupo Abeliano com respeito a operacao
bindria denotada por +. O elemento neutro (que é também chamado de origem) de
(E,+) é denotado por o.

O transposto de um conjunto X € P(FE) (em relacao a origem) é o subconjunto X* €
P(F) dado por X' ={zr € F: -z € X}.

Para todo X € P(E) e h € E, X}, denota a translacao de X por h, isto é,
Xp={ze€eFE:z—he X}
Sejam X,Y € P(FE). A adigdo e subtragio de Minkowski de X e Y sdo, respectiva-

mente, os conjuntos X @Y € P(E)e X &Y € P(E) dados por X @Y =U{X,:ye Y}
eXoY=n{X_,:yeY}

Na proposigao [24, p. 82] que se segue, apresentamos algumas propriedades da adi¢ao
de Minkowski.
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Figura 3.1: (a) Um conjunto A € P(E). (b) Alguns invariantes de A.

Proposicao 3.8 Sejam X,Y,7Z € P(E) e h € E. Entao,

(a
(b
(c
(d
(e
(f
(9
(h

) XY ={rs+yeFE:xeX,yeY} |24, p. 81, Eq. 4.20],
) X @ {h} = X}, (efeito de translagao),

) Xp®Y =XaY,=(X®Y),

) YCZ=XaYCXaZ

) Xa(YUuZ) =(XaY)U(XaZ2),

) (XaY)eZ=Xa(Y®Z) (associatividade),

) XCY=XaZCYaZz,

) X®Y =Y & X (comutatividade).

Na préxima proposicao [24, p. 82], apresentamos algumas propriedades da subtracao

de Minkowski.

Proposicao 3.9 Sejam X,Y,Z € P(FE) e h € E. Entao,
a) XoY={heE:Y,CX} 24, p. 81, Eq. 4.22],

(

(b) X ©{h} = X_, (efeito de translagao),
(c) XpoY =XoY ,=(XOY),

d YCZ=>XeYDXeZ,

(e) Xe(Yuz)=(XaY)n(Xe2),
(f) (XeY)eZ=Yo(XaZ)

(9) XCY=>XoZCYoZ

Como uma conseqiiéncia da Proposigao 3.8.¢, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.10 Se X,Y € P(E), entao, para todo h € E, X ®Y =X _, ®Y},.

Prova: Seja Z = X @Y. Assim,

XY =2 &
&
&
&

(XY= 2Zn
XpY, =2, (pela Proposicao 3.8.c)
(X @Y n=2
Xp,eY,=2 (pela Proposigao 3.8.¢).

A adicao e subtracao de Minkowski satisfazem a seguinte propriedade [24, p. 84],
conhecida como relacao de adjuncao.

Proposicao 3.11 Se X\Y,Z € P(E), entio X ®Y CZ & X CZoY.
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3.2.1 Invariante de um Conjunto

Sejam X,Y € P(FE). Dizemos que Y é um conjunto invariante, ou simplesmente, um
invariante de X se, e somente se, X = (XY )@Y. Por exemplo, os conjuntos By, By, Bs,
apresentados na Figura 3.1.b, sao invariantes do conjunto A apresentado na Figura 3.1.a.

Sejam XY € P(F). Dizemos que Y é um aberto de X se, e somente se, ¥ é um
invariante de X.

Os resultados seguintes (Proposigoes 3.12 e 3.13) fornecem algumas propriedades de
uma subtragao de Minkowski seguida de uma adicao de Minkowski pelo mesmo elemento
estruturante. A Proposigao 3.12 [24, p. 89, Eq. 4.56] é uma conseqiiéncia imediata
da Proposicao 3.9.a e da definicao de adicao de Minkowski. A Proposicao 3.13 é uma
conseqiiéncia direta da Proposicao 3.11, substituindo X por Z &Y.

Proposigao 3.12 Se X,Y € P(E), entao (X Y)dY =U{Y,:he EeY, C X}.
Proposigao 3.13 Se Z,Y € P(E), entio (ZoY)dY C Z.

As Proposigoes 3.14 e 3.15 mostram algumas propriedades de invariantes de um dado
conjunto em P(FE). A primeira foi mostrada por Serra [41, p. 53] e a segunda por Zhuang
e Haralick [51, Prop. 5].

Proposicao 3.14 Sejam A, X € P(FE). Entdo, X € um invariante de A se, e somente
se, existe Y € P(F) tal que A=Y & X.

Proposicao 3.15 Sejam A, XY € P(E). Se A = XY, entio X e Y sao ambos
invariantes de A.

Os dois proximos resultados (Proposicoes 3.16 e 3.17) relacionam invarianga com trans-
lacao. A Proposicao 3.16 é uma conseqiiéncia imediata das Proposicoes 3.10, 3.14 e 3.15;
enquanto que a Proposicao 3.17 é uma conseqiiéncia da Proposicao 3.8.c.

Proposicao 3.16 Sejam X,Y € P(FE). SeY ¢é um invariante de X, entdo, para todo
h e E, Y, é também um invariante de X .

Proposicao 3.17 Sejam X,Y € P(F) e h € E. Entdo, Y € invariante de X se, e
somente se, Y € invariante de Xj,.

Prova:

(=)
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X, = (XeY)sY), (uma vez que Y é invariante de X)
= (XoeY),aY (pela Proposigao 3.8.¢)
= (XpoevY)aY (pela Proposigao 3.8.¢).

Portanto Y é um invariante de Xj,.

(<)
X = (Xn)n
= (XproY)®Y)_) (uma vez que Y ¢é invariante de Xj)
= (XaY)aY), (pela Proposigao 3.8.c)
= (XeY)aY),n (pela Proposigao 3.8.c).
= (XeY)aY.
Portanto Y é um invariante de X. n

3.3 Reticulado dos Operadores

Um mapeamento de P(FE) em P(E) é chamado um operador. Os operadores serdo denota-
dos por letras gregas mintsculas «, (3,7, ... O conjunto de todos operadores sera denotado
por U (letra grega maitiscula). O conjunto W herda a estrutura de reticulado completo Bo-
oleano do conjunto (P(E), C) quando definimos a rela¢ao de ordem < sobre os elementos
de ¥ como, para quaisquer ¥,y € ¥,

1<y & Pi(X) Sa(X) (X € P(E)).
O supremo e infimo de dois operadores 1, e 15 de ¥ verificam, respectivamente,
(1 V ho)(X) = 1 (X) Utha(X) e (1 A ) (X) = 41 (X) Nepo(X), para todo X € P(E).

O operador v € ¥ definido por v(X) = X¢, para todo X € P(FE), é chamado operador
de negagao.

O operador ¢ € ¥ definido por ¢(X) = X, para todo X € P(FE), é chamado operador
identidade. Observe que vv = t.

O operador dual de um operador v, denotado ¢*, é dado por ¥* = viyv. Observamos
que (*)* =1, uma vez que vv = L.

Um operator ¢ € ¥ é chamado crescente se, e somente se, para todo X,Y € P(FE),
XSV =9X) ().

Um operator ©» € W é chamado eztensivo (respectivamente, anti-extensivo) se, e so-
mente se, 1) < ¢ (respectivamente, ¢ < 1)).

Um operator ¢ € W é chamado idempotente se, e somente se, 1) = ).

A proposicao seguinte é uma conseqiiéncia imediata da definicao de operador dual.

Proposicao 3.18 Seja ¢ € V.
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W € crescente se, e somente se, * € crescente;
(b) 9 € idempotente se, e somente se, V* € idempotente;
Y € extensivo se, e somente se, * € anti-extensivo.

Prova: Prova de (a): Sejam X,Y € P(E).

(=)
XCY < vY)CrX) (pela Proposigao 2.2.b)
= YY) CyY (X)) (uma vez que 1 é crescente)
< vw(X))) Crwv))) (pela Proposigao 2.2.b)
& (mw)(X) C w)(Y)
& P(X) ()
(<)

Provamos que se 1 é crescente, entao ¥* também é crescente. Agora, considere que
@ = 1" é crescente. Assim, pela prova anterior, temos que ¢* = (¢*)* = 1 é crescente.

Prova de (b):
VY =9 & v =iy
&S vy = vy (uma vez que vv = 1)
< (vyv)(vv) = v
<:> w*/l/}* — w*.
Prova de (c¢):
w < Yv
vyv < vy
V> v
Y* <t (uma vez que vv = 1).

teoe

Um operator ¢ € ¥ é dito ser uma abertura (respectivamente, um fechamento) se,
e somente se, ele é crescente, anti-extensivo e idempotente (respectivamente, crescente,
extensivo e idempotente). Note que, pela Proposicao 3.18, ¢ é uma abertura se, e somente
se, ©* é um fechamento.

3.4 Outros Reticulados Estudados

Nas Subsegoes de 3.4.1 a 3.4.5, apresentamos cinco reticulados completos Booleanos es-
tudados nesta tese. Veremos que os quatro reticulados apresentados nas Secoes de 3.4.2
a 3.4.4 sao isomorfos dois a dois. Dessa forma, um determinado problema definido em um
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desses reticulados pode ser estudado em qualquer um dos outros e, conseqiientemente, um
resultado tedrico obtido para um desses reticulados possui um equivalente em cada um
dos outros.

3.4.1 Reticulado de Conjuntos P(W)

Seja W um subconjunto finito de E. O par (P(W), C) é um reticulado completo Boolea-

o [14]. O maior e o menor elementos de P (W) sdo, respectivamente, W e (. O infimo e
o supremo de X e Y em P (W) sdo, respectivamente, X NY e X UY. O conjunto com-
plemento de X € P(W) com respeito a W, denotado X7, ou, simplesmente, X°, quando
o conjunto W esta claramente definido no contexto, é X{, ={zr € W : 2z ¢ X}.

3.4.2 Reticulado de Colegao de Conjuntos P(P(W))

Seja P(P(W)) a colegdo de todas subcolecoes de P(W). Elementos de P(P(W)) serao
denotados por letras caligraficas maiisculas da forma A, B,C, ... O par (P(P(W)),C) é
um reticulado completo Booleano [12], onde a relagdo C é definida por, para quaisquer
X, Y e P(P(W)), ¥ CY & (X € X =Y € )Y). O maior ¢ o menor elementos
de (P(P(W)),C) sao, respectivamente, P(W) e (. O supremo e o infimo de X e Y
em P(P(W)) sdo, respectivamente, X UY = {X € P(W) : X € X ou X € Y} e
XNY={XeP(W): X eXeX eV} Ocomplementode X € P(P(WW)) com respeito
aP(W)éXxe={XeP(W): XX}

Para todo X € P(P(W)) e h € E, X, € P(P(W},)) denota a translacdo de todos
elementos de X" por h, ou seja, X, = {X}, € P(W,,) : X € X}. Sejam X, Y € P(P(W)).
Claramente, se X C ), entao, para todo h € FE, X;, C V). Usando este fato, temos a
seguinte propriedade facilmente verificavel.

Proposicao 3.19 Sejam X, Y € P(P(W)) e C € P(E). Se X C Y, entdo

(@) U{X) :h e}y C Uy heCl,
(b) O{XthC'}Qﬂ{ythC’}

3.4.3 Reticulado de Colecao de Intervalos Maximais

Sejam A, B € P(W) tais que A C B. Um intervalo contido em P(W) de extremidades A
e B é o elemento [A, B] de P(P(W)) dado por [A,B] ={X € P(W): AC X C B}. Os
conjuntos A e B sao chamados, respectivamente, as extremidades esquerda e direita do
intervalo [A, B]. Para todos os pares (A, B) tais que A € B, [A, B] representa a colec¢ao
vazia.

Dado um elemento X € P(P(W)), podemos construir iniimeras cole¢oes de intervalos.

Por exemplo, {[X, X] € P(P(W)): X € X} ou {[A,B] € P(P(W)) : [A,B] C X}. Note
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Figura 3.2: Diagramas que representam algumas colegoes de um reticulado completo Booleano.

que uma cole¢ao de intervalos é um subconjunto de P(P(W)), mas um subconjunto de
P(P(W)) nao é necessariamente uma colegao de intervalos. Nesta se¢ao, vamos definir
uma colecao de intervalos maximais e uma relacao de ordem < entre seus elementos.
Veremos também que essa colecao munida com a relacao < é um reticulado completo
Booleano.

Subconjuntos de P(P(W)) que sdo colegdes de intervalos serdo denotados por letras
maitsculas em negrito como Ay, By, Cyy, ..., ou, simplesmente, A, B, C, ..., se o conjunto
W estd claramente definido no contexto.

Dada uma colegao de intervalos X contidos em P(W), um intervalo [4,B] € X é

chamado intervalo maximal em X se, e somente se, nao existe um outro intervalo [A’, B'] €
X, distinto de [A, B], tal que [A, B] C [A’, B'].

A colegao de todos intervalos maximais de X é denotada por Max(X). E claro que,
se todos intervalos em X sdo maximais, entdao X = Maz(X).

Seja X um elemento de P(P(W)). A colegao de todos intervalos maximais que estao
contidos em X é denotada M(X), ou seja, M(X) = Max({[A, B] C P(W) : [A,B] C X}).

Denotaremos por U(X) a colegao de todos elementos de P(WW) que sao elementos dos
intervalos em X, isto é, U(X) ={X e P(W) : X € [A, B], [4, B] € X}.

Note que para qualquer X C P(W), U(Max(X)) = X. Assim, qualquer colegao
X C P(W) pode ser representada por seus intervalos maximais.

Por simplicidade de notagao, representaremos os subconjuntos de W por sucessoes de
-’s, 0’s e 1’s, onde ‘-’ representa que o ponto nao pertence a W, ‘0’ denota que o ponto
pertence a W mas nao pertence ao subconjunto e ‘1’ significa que ele pertence ambos
ao subconjunto e a W. Além disso, a origem nessa representacao é mostrada por um
caractere sublinhado. Por exemplo, se W é o conjunto {(—1,0),(1,0)}, o subconjunto
{(1,0)} é representado por 0-1

As subcole¢oes de um reticulado finito Booleano podem ser representadas por dia-
gramas como os apresentados na Figura 3.2. As caixas representam os elementos do
reticulado, e os segmentos de linhas tracejadas (isto é, arestas tracejadas) representam
a ordem parcial. As caixas em negrito representam os elementos da subcolegao. Os in-
tervalos maximais dentro de uma subcolecao sao representados por arestas em negrito.
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Para uma maior clareza, se dois intervalos maximais de uma cole¢ao tém uma aresta em
comum, entao eles serao representados em dois diagramas distintos.

Exemplo 3.20 Seja W = 111 e seja X = {000, 100,010,001, 110,
todos intervalos mazximais contidos em X é M(X) = {[000, 110], |
ras 3.2.a e 3.2.b mostram M(X).

}. A colegio de
01

011
00,011]}. As Figu-

Note que M(U(X)) nao é necessariamente igual a Max(X). Por exemplo, se Y =
{[000, 000], [000, 001], [010,011]}, a colecao de intervalos maximais em Y é Max(Y) =
{[000,001],[010,011], } e M(U(Y)) = {[000,011]}. A Figura 3.2.c apresenta U(Y) e
Maz(Y).

Denotaremos por Ily o conjunto {M(X) : X C P(W)}. Definimos a ordem parcial <
sobre os elementos de Il , estabelecendo que, para todo X,Y € Ilyy,

X <Y & V[A, Bl eX, A, B]€Y:[A B|C[4,B].

O poset (ITyy, <) constitui um reticulado completo Booleano [12]. O supremo e o
infimo de X e Y em Il verificam, respectivamente, X UY = M(U(X)UU(Y)) e X T
Y = MUX)NU(Y)). O complemento de X € Il é denotado por X e verifica X =
M((U(X))¢). Essas expressoes valem, pois o mapeamento M(-), definido de P(P(W)) em
Iy, é um isomorfismo de reticulado [12]. A inversa do mapeamento M(-) é o mapeamento
U(+) [12]. Com isto, podemos enunciar a seguinte proposigao [12].

Proposicao 3.21 O mapeamento M : P(P(W)) — Iy, € um isomorfismo de reticulado
entre P(P(W)) e . A inversa de M é o mapeamento U : Iy, — P(P(W)).

A Figura 3.4 apresenta um diagrama que mostra graficamente o isomorfismo de reti-
culado entre (P(P(W)),C) e (llw, <).

Para todo X € Il e h € E, X}, € llyy, denota a translacao de todos intervalos de X
por h, isto é, X = {[Ah, Bh] € HWh : [A, B] S X}

Proposigao 3.22 Se X € llyy e h € E, entao (M(U(X)))r = M((U(X))p).

Prova: Primeiramente, provaremos que U(X},) = (U(X))y. De fato,
DeUX,) < JA B eX,:DelA B]
< dJA,BleX:D_, €A B]
s Doy, e U(X)
& De (UX))p.
Agora, uma vez que U(Xy,) = (U(X))p, entao M(U(X})) = M((U(X))r) e, como M(+)
¢ a inversa de U(+), X, = M((U(X))p).

Finalmente, uma vez que X = M(U(X)), entao (M(U(X)))n = M((U(X))s). ]
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(HW/7 S)

Figura 3.3: Isomorfismo de reticulado entre Ily, and Tl .

O proximo resultado é uma conseqiiéncia imediata do isomorfismo de reticulado entre

(P(P(W)),C) e (Ilw, ).

Proposicao 3.23 Se X, Y,Z € lly e h € E, entao

(@) XUY =YUX, (d)XNY =YnNX,
(h) (XUY)UZ=XU(YUZ), (¢)(XNY)NZ=XMN(YNZ),
(¢) (XUY), =X, LYy, (f) (XNY), =X,1Y,.

Prova: As propriedades (a), (b), (d) e (e) sdo imediatas, uma vez que (Ily, <) é um
reticulado completo. Provaremos agora a propriedade (c).
(XpUYyr) =M(UXL) U UYSE)) (pela propriedade de isomorfismo)
= M( UX))r U UY))n)
= M(UX)UUY))n )
X) UU(Y

= ( M(U( UY)) n (pela Proposigao 3.22)
= (XUY), (pela propriedade de isomorfismo).
Analogamente a prova da propriedade (c¢), pode-se provar a propriedade (f). n

Sejam W, W’ € P(E) tais que W C W’. Definimos o conjunto Iy C Iy como
My w = {X € My : A CW e B =W =We, V[A,B] € X}.

Proposicao 3.24 Sejam W', W € P(E) tais que W C W'. O mapeamento W(-), de
(w, <) em Ty yw, <), definido por
WXwy)={[A,B|CPW):A=AeB =BUW¢® [A B] € Xy}
constitui um isomorfismo de reticulado entre (Ily, <) e (Il jw, <). A inversa do mape-
amento W(-) é o mapeamento W' (-), de Iy w em My, definido por
W Xy) ={[A,B]CPW): A=A and B= B'NW, [A, B'] € Xy}

Prova: Se Xy € Iy e [X,Y] € Xy, entao X CY C W. Provaremos a bijegao entre
Iy e Iy w. Primeiro, mostraremos que W(-) é uma funcao injetora, isto é, para todo
Xy € Iy, temos que W (W(Xy)) = Xy Assim,
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WL W(Xw)) = {[A,B] C POV) : A= 4, B = B 0 W, [, B] € W(Xyr)}
(pela definicio de W™'(+))
— {[A,BJCP(W):A=A,B=BnW,
A=X,B =YUWS,[X,Y] € Xy}
(pela definicao de W(+))

—{[A,B|CPW):A=X,B=(YUW)NW,[X,Y] € Xy}
—{[A,B|CPW): A=X,B=Y,[X,Y] € Xy}

(pela Proposigao 2.4, uma vez que Y C W)
= {[A7B] C P(W) : [A7B] S XW}

Agora, vamos provar que W(-) é uma fungao sobrejetora, isto é, para todo Xy €
Iy, temos que W(W ™ (Xyyv)) = Xy, Dessa forma,

WOW (X)) = {[A,B]CPW'): A=A B =BUW¢® [A Bl e WXy}
(pela definigao de W(+))
={[A,B|CPW): A=A B =BUW¢,
A=X'B=Y'nW, [X/,Y/] € XW/}
(pela definicio de W™(+))
={[A,B)|CPW):A=X"'B =Y nW)uWwe[X"Y'] e Xy}
—{[A,B]CPW): A =X"B' =Y"[X"Y'] € Xy}
(pela Proposigao 2.5, uma vez que Y/ C W' e Y — W = W¢)
={[A,B| CPW'):[A, B e Xy}
— Xy,

Logo, uma vez que W(+) é injetora e sobrejetora, entao, W(-) é bijetora. Agora, vamos
mostrar que W(-) preserva a ordem parcial. Sejam X, Y € Iy .

X <Y & VA B eX, X, Y] €Y:[A B CIX,Y]
s VA B eX, IX,Y]€Y:[4,BUW]C[X,Y UW
(uma vez que B,Y C W)
< VA Bl eWX), X, Y]eW(Y): [A B C[X,Y]
(pela definicao de W(+))
< WEX) <W(Y).
]

Sejam W, W' € P(E) tais que W C W’. A Figura 3.3 mostra um desenho que descreve
graficamente o isomorfismo de reticulado entre (Ily, <) e (Hy//w, <).

Como conseqiiéncia da Proposicao 3.24, se W C W', entao podemos mudar a repre-
sentacao de uma colegao de intervalos maximais Xy € Il para Xy € Iy C Iy, e
vice-versa.

Sejam Xy € Iy e C € P(E). A adigao e subtragao de Minkowski de Xy, por C' sao,
respectivamente, as colecoes de intervalos maximais Xy G C € lyyge e Xy o C € gt
dadas por Xy @ C' = LW{(Xp)wac:h € C} e Xy ©C =T{(X_p)wact : h € C}.
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Tecnicamente, a colecao Xy @ C € Il ge pode ser construida de seguinte forma.
Para cada h € C, faga a translacao dos intervalos em X por h, para obter a colecao
(Xp)w, € Iw,. Uma vez que W), C W & C, para todo h € C, mude a representagao
de (Xp)w, € Iw, para (Xp,)wec € Hwac. Finalmente, obtenha o supremo das colegoes
(Xn)wac, para todo h € C. A colecao X & C é construida de forma similar. Por exemplo,
sejam W = 111 e Xy = {[000,001],[001,011],[011,111]}. Se C' = 110, entao

Xy @C = {[0000,1001],[0001,1011],[0011,1111]} U
{[0000,0011], [0010,0111], [0110, 1111]}

— {[0010,0111],[0000, 0011],[0110, 1111],

(0000, 1001],[0011, 1111], [0001, 1011]}

————

Xy oC = {[0000,0011],[0010,0111],[0110,1111]}
{[0000, 1001], [0001, 1011], [0011, 1111]}
— {[o111,1111],[0011,0111],[0000, 0001], [0001,0011]}

M

3.4.4 Reticulado das Funcoes Binarias

O conjunto de todas fungoes f : P(W) — {0,1}, denotado por {0,1}7") ¢ chamado
de conjunto de funcgdes bindrias definidas sobre P(W). Definimos a ordem parcial <
sobre os elementos de {0, 1}P(W), estabelecendo que, para quaisquer f,g € {0, 1}7’(W),
f<ge f(X) < f(X), para todo X € P(W). O par ({0,1}7M) <) constitui um
reticulado completo Booleano [12].

Um isomorfismo entre os reticulados (ITyy, <) e ({0,1}7") <) é dada pela préxima
proposigao [12].

Proposicao 3.25 Seja F' um mapeamento de Iy, em {0,1}7W) definido por, para todo
X e P(W),

1 se X e U(X)

0 caso contrario

FOO() - {
constitui um isomorfismo de reticulado entre Iy, <) e ({0,1}7W) <), A sua inversa é
definida por
F7H(f) =M{X e P(W) : f(X) =1}).
A Figura 3.4 apresenta um diagrama que mostra graficamente o isomorfismo de reti-

culado entre (ITy, <) e ({0,1}7M) <).

3.4.5 Reticulado dos W-Operadores

Um operador ¢ € ¥ é chamado invariante por transla¢ao (IT) se, e somente se, para todo

xE€EeXe€PE), b(X,)=0(X),.
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Seja W um subconjunto finito de E. Um operador ¢ € ¥ é chamado localmente
definido (LD) na janela W se, e somente se, para todo z € Ee X € P(E), x € (X) &
x € P(X NW,).

Um operador ¢ € ¥ é chamado um W -operador se, e somente se, ele é I'T e LD em
uma janela W. O conjunto de todos W-operadores é denotado por Wy,. O par (Y, <)
constitui um sub-reticulado do reticulado (¥, <) [12].

Na proposicao [12] seguinte, apresentamos algumas propriedades de composigoes de
W-operadores em janelas distintas.

Proposicao 3.26 Sejam 1y e 1y dois W-operadores LD’s em Wy e Wy, respectivamente.
Entao,

(@) 1V by e by ANby sao LD’s em Wy U Wo;
(b) w2¢1 ¢ LD em Wl ©® WQ;
(¢) vy, Vv, Y1e, g sao LD’s em Wi.

Note que, pela Proposicao 3.26.c, os operadores v e ¢ sao neutros em relagao ao tama-
nho da janela. Assim, obviamente, ¥ é um W-operador LD em W, se e somente se, 1* é
também um W-operador LD em W.

A seguir, estudamos alguns isomorfismos de reticulados envolvendo (Vy,, <). Para
isso, precisamos fazer a seguinte definicao.

O nicleo ou kernel de um operator ¢ € Wy, é o conjunto Ky () € P(W) dado por
Kw(@) ={X e P(W):0ep(X)}.

Um isomorfismo entre os reticulados (P(P(W)), <) e (¥w, <) é dado pela seguinte
proposigao [12].

Proposicao 3.27 O mapeamento Ky (+) de (¥, <) em (P(P(W)), C) constitui um iso-
morfismo de reticulado entre (Vy, <) e (P(P(W)),C). A inversa do mapeamento Ky (+)
¢ o mapeamento Ky (+), onde Ky} (+) € definido como Ky} (X)(X)={z € E: X_,NW €
X}.

Um isomorfismo entre os reticulados (¥yy, <) e ({0,1}7W) <) é dado pela préxima
proposigao [12].

Proposigao 3.28 O mapeamento T de Wy, em {0,1YPW) definido como, para todo, X €
P(E),

1 seoe€y(X)

0 caso contrdrio

()X = {

constitui um isomorfismo de reticulado entre (Uy, <) e ({0,1}7W) <). A inversa do
mapeamento T é o mapeamento T, definido como, para todo X € P(E), T 1(f)(X) =
{reFE: f(X_,nW)=1}.
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(Tw,<) ({0,137 <)

(P(P(W)), <) (M, <)

Figura 3.4: Os quatro isomorfismos de reticulados.

A Figura 3.4 apresenta um diagrama que mostra graficamente os isomorfismos entre
os reticulados (P(P(W)),C), (T, <), ({0,1}7M), <) e (Tyy, <).

Como estes reticulados sao isomorfos dois a dois, temos que um determinado problema
definido em um desses reticulados pode ser estudado em qualquer um dos outros. Assim,
um resultado tedrico em um desses reticulados possui um equivalente em cada um dos
outros reticulados.

3.5 Teorema da Decomposicao de Operadores

Um primeiro estudo sobre decomposicao de operadores foi introduzido em um trabalho
publicado por Matheron [32] onde foi estabelecido que qualquer operador IT e crescente é
um supremo de operadores elementares denominados erosoes, ou dualmente, um infimo de
operadores elementares denominados dilatagoes. Uma generalizacao deste resultado para
operadores IT’s, mas nao necessariamente crescentes, foi obtida por Banon e Barrera [6].

Nesta secao apresentaremos o estado da arte sobre decomposicao de W-operadores.
A maioria dos resultados apresentados nesta segao para W-operadores foram obtidos por
Barrera e Salas [12].

3.5.1 Operadores Elementares: Erosao e Dilatacao

Seja C' € P(FE). A dilatagao e erosdo por C' sao os operadores ¢ e e¢ definidos por, para
todo X € P(E), d¢(X) = X C e ec(X) = X C. Se C é um subconjunto finito,
dizemos que ele é um elemento estruturante (EE).
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Devemos observar que d¢ e ¢ sdo operadores I'T’s [24, p. 85][8, p. 71, Prop. 4.14].
Além disso, se W é um subconjunto finito de E e C' € P(W), entdo d¢ e ¢ sao W-
operadores [12]. A seguir, apresentamos algumas propriedades de erosoes e dilatacoes.

A préxima proposigao [24, p. 85] mostra que a dilatagdo e a erosdo comutam, respec-
tivamente, com a uniao e a interseccao.

Proposicao 3.29 Se A, B,C € P(E), entio 6¢c(AUB) =6c(A)Ubc(B) ecc(ANB) =
ec(A)Nec(B).

A proposicao 24, p. 84, Eq. 4.41] seguinte mostra que o operador dual de uma erosao
é uma dilatacao e vice-versa.

Proposicao 3.30 Se C' € P(E), entao 65 = ect e €5 = dcr.

Na proposi¢ao [12] seguinte, apresentamos uma propriedade de composigao de um
W-operador com uma dilatacao ou com uma erosao.

Proposicao 3.31 Se v é um W-operador LD em W, entao os operadores dcp e ectp sao
LD’s, respectivamente, em W & Ct e W @ C.

Devemos observar que a Proposicao 3.31 fornece o pior caso para o crescimento da
janela na composicao de W-operadores. Pode acontecer que uma composicao, de dois
operadores LD’s em uma mesma janela W, produza um operador que ainda é LD em W.
Por exemplo, se 0464 é LD em W, entao (0464)(04€4) é também LD em W, uma vez que
<5A5A)(5A5A> = 5,45,4‘

3.5.2 Decomposicao Candnica de W-Operadores

Seja W C E, W finito, e sejam A, B € P(W) tais que A C B. O operador )‘ElV,B € Uy,
definido por, para todo X € P(E), M{p(X) ={r € E: AC X_,NW C B}, é
denominado operador sup-gerador, ou simplesmente, sup-gerador. O operador MZ!V,B € Uy,
definido por, para todo X € P(E), u}f 5(X) = {z € E: X_,NA" # 0 ou (X_,NW"')UB" #
W'}, é denominado operador inf-gerador, ou simplesmente, inf-gerador.

A seguinte proposigao [6, 12] é uma propriedade dos operadores sup-geradores e inf-
geradores.

Proposicao 3.32 Sejam A, B € P(W) tais que A C B. Entio, \{ 5 = €4 A vdpey e
MZXV,B =04 V VE(Bey, onde o complemento de B € em relagao a W.

O préximo resultado [6, 12] mostra como ¢ o niicleo de um sup-gerador A} 5.
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Proposicao 3.33 O nicleo de um sup-gerador € um intervalo, isto €, IC()\EKB) = [A, B].

A seguinte proposi¢ao [12] mostra que o operador dual de um sup-gerador é um inf-
gerador e vice-versa.

Proposigao 3.34 Se C € P(E), entio (A} 5)* = M%th e (uhp) = )\%th.

Banon e Barrera [6] mostraram uma conseqiiéncia interessante da Proposi¢ao 3.32.
Quando B = W o operador sup-gerador A" 5 e o inf-gerador ;'Y 5 coincidem, respectiva-
mente, com os operadores erosdo e dilatagao por A, isto é, A\, =4 e 'y = 4.

Para nao sobrecarregar a notagao, denotaremos os operadores )‘KB e ,LLAWB simples-
mente por Ay g e g p, se o conjunto W estd claramente definido no contexto.

A decomposicao de W-operadores em termos de sup-geradores (ou equivalentemente,
em termos de operadores elementares) é apresentada pela sup-representacao dada pelo
seguinte teorema [6, 12].

Teorema 3.35 Se ¢ € Uy, entio ¢ = \{\ap:[A, B C Kw(¥)}.

A decomposicao de W-operadores em termos de inf-geradores é apresentada pela inf-
representagao dada pelo seguinte teorema [6, 12].

Teorema 3.36 Se ¢ € Wy, entdo ¢ = /\{N%fgt :[A, B] € Kw (¢*)}.

Pelo Teorema 3.35 (ou equivalentemente, pelo Teorema 3.36), o conjunto formado (7)
pelos operadores erosao e dilatagdo, (ii) o operador de negacdo e (iii) as operagoes de
interseccao e uniao é suficiente para representar qualquer W-operador. Este é o principal
paradigma da MM e que pode ser formalizada pelo uso de uma linguagem formal, chamada
aqui de linguagem morfoldgica (LM), cujo vocabuldrio compreende os operadores erosao e
dilatacao, o operador de negacao, e as operacgoes de intersec¢ao e uniao. Esta linguagem é
completa (isto é, ela é suficiente para descrever qualquer W-operador) e expressiva (isto é,
a grande maioria dos W-operadores podem ser descritos por frases que usam relativamente
poucas palavras). Uma frase da LM é denominada uma representa¢do de um operador.
Uma implementagao da LM é chamada de mdquina morfolégica (MagqM) e um programa
da MagM ¢é uma implementacao de um operador para esta maquina.

3.5.3 Decomposicao Minimal de W-Operadores

Um primeiro estudo sobre decomposicao minimal de operadores I'T’s e crescentes, para
decomposicao apresentada por Matheron, foi introduzido por Maragos [30]. Seguindo
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a mesma idéia, Banon e Barrera [6] apresentaram uma generalizacdo mostrando uma
decomposi¢ao minimal para operadores IT’s (ndo necessariamente crescentes).

A decomposigao canénica de um W-operador (Teorema 3.35 ou 3.36) representa um
resultado tedrico bastante interessante. No entanto, com uma simples verificagao, po-
demos observar que existem redundancias nesta decomposicao. Basta verificar que, se
existem dois intervalos [A, B] e [A’, B'] contidos em Ky (¢) tais que [A, B] C [A', B,
entao o intervalo [A, B] é redundante, pois

[A,BI|C[A, Bl = A< up
= )\A7BV)‘A’,B’:)\A’,B’-

Assim, podemos definir um outro conjunto de intervalos equivalente ao nucleo, de

cardinalidade menor ou igual, que também caracteriza a decomposicao.

Para todo operador ¥ € Wy, a base de v, denotada por By (1)), ou simplesmente
B (1) se W estd claramente definido no contexto, ¢ a cole¢ao de todos intervalos maximais

contidos em Iy (v0), isto é, By (¢) = M(Kw (¥)).

Observe que a cardinalidade da base de um W-operador ¢ é sempre menor ou igual a
cardinalidade do seu nucleo.

A seguinte proposicao mostra a base de um sup-gerador )\EKB e é uma conseqiiéncia
imediata da Proposicao 3.33.

Proposigao 3.37 A base de um sup-gerador é composta por um unico intervalo, isto €,

B(\i5) = {[4, B]}.

O seguinte teorema [12] mostra que a decomposi¢ao de um W-operador 1, dada pelo
Teorema 3.35, pode ser simplificada usando a sua base em vez do seu nucleo.

Teorema 3.38 Se ) € Uy, entdo v = \{\ap:[A B] € By(¢)}.

A decomposicao dada pelo Teorema 3.36 também pode ser simplificada [12].
Teorema 3.39 Se ¢ € Wy, entdo & = N{u'l g : [A, B] € By ()}

A decomposigao do operador i) € Wy, dada nos Teoremas 3.38 e 3.39 sao chamadas,
respectivamente, de sup-representagdo ou sup-decomposi¢ao (minimal) e inf-representagdo
ou inf-decomposi¢ao (minimal) de 1.

3.5.4 Propriedades da Base de um W-Operador
Nesta secao, apresentaremos algumas propriedades da base de um W-operador. Com estas

propriedades serd possivel encontrar a base de um W-operador ¢ a partir de qualquer
representacao de .
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Dado um operador ¥ € ¥y, e um elemento h € E, o operador ¢, é LD em Wj. O
resultado seguinte [12] mostra como construir a base de v, a partir da base de .

Proposigao 3.40 Se ¢ € ¥y e h € E, entao By, (V¥n) = (Bw (¢))—p.

Dado um operador ¢ € ¥y, e C' € P(E), pela Proposigao 3.31, os operadores dct) e
ec sdo LD’s, respectivamente, em W & C* e W @& C. A proposicao seguinte [12] mostra
como construir as bases de ¢t and 01 a partir da base de 1.

Proposicao 3.41 Se ) € Uy, e C € P(E), entao

Bwact (dc?) = Bw (v) @ C*,
Bwec(ect) = By (v) © C.

Dados dois W-operadores 11,19 € Wy tais que ¥y e 1, sao LD’s, respectivamente,
em W e Wy, entao, pela Proposicao 3.26.a, os operadores ¥; V 15 € 11 Ay sao LD’s em
W1 UW,. A proposicao seguinte [12] mostra como construir as bases de ¢ V ¢ € 101 A 1y
a partir das bases de 1 e 5.

Proposicao 3.42 Se ¢y e 1)y sio dois W-operadores LD’s, respectivamente, em Wi e
Ws, entao

By, uw, (V1 V 2) = By, (¢1) U By, (12),
Bw,uw, (V1 A va) = B, (¥1) M B, (¥2).

Na proposigao seguinte [12], mostramos como construir a base da composi¢ao de um
W-operador i) com o operador de negacao, a partir da base de .

Proposicao 3.43 Se ¢ € Yy, entio By (vy) = By (¢¥).

Com os resultados apresentados nas Proposicoes 3.41, 3.42 e 3.43 podemos construir
a base de qualquer W-operador ¢ a partir de uma representacao de v, ou seja, de uma
frasa da LM que representa v [12]. A idéia é utilizar estes resultados recursivamente para
construir passo a passo (incrementalmente) a base de ¥. Neste processo, a condicao inicial
é a base do operador identidade, By (¢) = {[{0o}, W]}. Um estudo mais aprofundado deste
resultado pode ser encontrado em [12].

Como conseqiiéncia da construcao incremental da base de um operador v a partir de
qualquer representacao v, podemos verificar se duas frases da LM sao equivalentes ou
sinonimas, uma vez que estrutura de decomposicao, dada pelo Teorema 3.38, caracteriza
unicamente um W-operador, isto é, se duas representacoes de operadores tém a mesma
base, entao estas elas representam, de fato, o mesmo operador.

Para finalizar esta secao, apresentamos mais uma propriedade da base de W-opera-
dores [12]. Seja 1 € Wy,. Através desta propriedade podemos construir a base de ¢* a
partir da base de .
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Proposicao 3.44 Seja I = {1,2,---,n} um conjunto de indices. Seja 1 € Wy,. Se
B(v) = {[Ai, B;] : i € I}, entdo a base de ¥* €

B(¢7) = U{{[B;, Afl} - i € I}.

3.6 Decomposicao de Operadores Especiais

Para algumas classes de operadores, devido a certas propriedades algébricas, podemos
obter estruturas de decomposicao mais simples do que a decomposicao canonica. Nesta
secao, apresentamos as decomposigoes de duas classes particulares de operadores obtidas
por Matheron. Na Subsecao 3.6.1 apresentamos a decomposi¢ao de operadores crescentes
e I'T’s. Na Subsecao 3.6.2, apresentamos a decomposicao das aberturas e fechamentos
IT’s.

3.6.1 Operadores Crescentes Invariantes por Translacao

Seja 1 € Wy, um operador crescente. A definicao de operadores crescentes implica que seu
nicleo tem a propriedade de heranga, ou seja, para todo X,Y € P(W) tais que X C Y,
se X € K(¢), entdao Y € K (). Logo, para todo [A, B] € B(¢), temos que B =W e os
operadores Mg p e g p das familias de sup-geradores e inf-geradores dos Teoremas 3.35
e 3.36 tornam-se, respectivamente, erosoes e dilatacoes [6]. Dessa forma, temos o seguinte
resultado.

Teorema 3.45 Seja 1) € Uy,. Se ) € crescente, entdo

(a) ¥ =V{ea: [A,W] € Bu(v)}
() &= A{oa: [A, W] € By ()},

Se W = E, a classe dos W-operadores ¢é ela mesma a classe de operadores I'T’s, e sob
esta condicao, o resultado de decomposicao apresentado no Teorema 3.45 é o resultado
classico da decomposicao de operadores crescentes e IT’s obtida por Matheron [32].

Como a base de um operador 1) € Wy, se simplifica no caso em que v é crescente, ou
seja, a extremidade direita de todo intervalo na base de v é a prépria janela W, entao a
Proposicao 3.44 pode ser facilmente simplificada para o seguinte resultado.

Proposicao 3.46 Seja I = {1,2,--- . n} um conjunto de indices. Seja ¢ € Uy um
operador crescente. Se B(v) = {[A;, W] :i € I}, entao a base de p* é

B(*) =m{[{a},W]:a€ AS ei e I}.
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3.6.2 Aberturas e Fechamentos Invariantes por Translacao

Para cada A € P(W), a abertura morfolégica v (respectivamente, fechamento mor-
folégico ¢4) é o operador construido pela composigao da erosdo €4 (respectivamente, da
dilatagdo 04) com a dilatacdo 64 (respectivamente, da erosdo €4), ou seja, Y4 = €4
(respectivamente, ¢4 = £4094).

O ntcleo de uma abertura morfolégica é dado pela seguinte proposicao.
Proposigao 3.47 Se A € P(W), entio Ky (ya) ={X e PW): A, C X ehe A}.

Prova: Pela definicao de y4 e pela Proposicao 3.12, temos que, para todo X € P(FE),
va(X)=U{A, :h € Ee A, C X}. Assim, para todo Y € P(W),

Y eK(ra) & o0€u(Y)
ocU{A,:heEe A, CY}
dheFE:0e6A,e A, CY
JheE:heAeA , CY
E'hEAIA,th
Ye{XePW):A,,CXehe A}

teoee

Uma abertura morfoldgica (respectivamente, um fechamento morfolégico) é indepen-
dente da translagao, isto ¢, para todo h € E, 74 = 74, (respectivamente, ¢4 = ¢4, ).

Um invariante de um operador ¢ € ¥ é um subconjunto X € P(FE) tal que ¢(X) = X.
O conjunto de todos invariantes de v serd denotado por Inv(t), isto é, Inv(y) = {X €
P(E) : (X) = X}.

Matheron [32, Prop. 7.1.3] provou a seguinte decomposi¢ao para aberturas e fecha-
mentos I'T’s.

Teorema 3.48 Seja 1) € V.

(a) Sep é uma abertura IT, entdo ¢ = \{ya: A € Inv(y)}
(b) Se € um fechamento IT, entio 1» = N{pat : A € Inv(y*)}.

Devemos alertar o leitor para nao confundir a definicao de invariante de um conjunto
(definido na Subsecao 3.2.1) com invariante de um operador (definido acima). Lembramos
também que na Subsec@o 3.2.1, definimos que um conjunto A € P(W) é um aberto de
B € P(W) se, e somente se, A é um invariante de B. Os invariantes (ou equivalentemente,
os abertos) de um determinado conjunto tém a seguinte propriedade [41, p. 54].

Proposicao 3.49 Sejam A, B € P(W). Se A é um invariante de B, entio yg < 7ya €
$a < ¢p.

A propriedade dada pela Proposigao 3.49 permite a construgao de granulometrias [43]
e, por esta razao, esta propriedade é chamada de granulometria de absorcao.
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3.7 Mudanca de Estrutura de Representacao

Para um W-operador ¢ podem existir inimeras frases sinonimas da LM que o representem.
Na Subsecao 3.5.4, vimos algumas propriedades para construir incrementalmente a base de
um operador v a partir de uma representacao de 1. Nesta secao apresentaremos o estado
da arte no que se refere ao problema de transformacao de representacao de um operador
1, a partir de sua base, para encontrar frases da LM que implementem eficientemente o
operador 9. Este problema é extremamente complexo e pode ser visto como o problema
inverso da construcao incremental da base.

A escolha de “boas” representacoes de um operador depende da arquitetura da maqui-
na na qual o operador serd implementado. Em geral, decomposicoes seqiiénciais sao mais
adequadas para maquinas convencionais, enquanto que decomposicoes hibridas (seqiien-
cial-paralela) sao mais adequadas para méaquinas paralelas.

Atualmente, na literatura, existem poucos artigos que estudaram o problema geral de
transformacao de representacao de um operador, uma vez que se trata de um problema
extremamente dificil. Um primeiro trabalho, feito por Jones [27], foi o estudo de mudanga
de representagao de operadores I'T’s e crescentes. O problema estudado no artigo do Jones
pode ser enunciado da seguinte forma: dada a sup-decomposi¢ao de um operador IT e
crescente 11, encontrar todos subconjuntos possiveis para C' € P(FE) e de todas possiveis
sup-decomposicoes dos operadores 1, e 13, também IT’s e crescentes, tais que verifiquem
uma das seguintes equacoes:

(a) 1 = dcta V 9s3;
(b) Y1 = dcva A s;
(c) 1 =cectr V s;

(d) 1 = ecthy AN s.

No trabalho do Jones sao apenas apresentados, para cada equagao, alguns limites
superiores e inferiores para o subconjunto C' e para as sup-decomposicoes de 5 e 13, com
o objetivo de diminuir o espago de busca das solucoes das equacoes apresentadas acima.
No entanto, ele nao fez um estudo detalhado do problema, apresentando os resultados de
uma maneira bastante intrincada.

3.7.1 Mudanca de Representacao de Erosoes e Dilatacoes

Uma vez que, no caso geral, o problema de encontrar a melhor representagao de um opera-
dor é extremamente dificil, restringimos o estudo das propriedades da sup-decomposicao
para certas classes de operadores. De fato, existe um numero consideravel de estudos
desse problema para a familia das erosoes e dilatagoes.

Uma propriedade de dilatacoes e erosoes é que elas podem ter uma decomposicao
seqiiencial [41, p. 47].
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Figura 3.5: (a) Os conjuntos X e B. (b) Dilatagdo de X por B.

Proposicao 3.50 Sejam A, By, By, -+, B, € P(F). Entdo, 64 = 0p,0p, - 0p
€B,EB, " "E€B, Se, e somente se, A=B1 @By ® --- & B,.

€ Epa =

n

Teoricamente, a decomposicao seqiiencial de erosoes e dilatacoes pode ser considerada
a partir de dois pontos de vista. Por um lado, considerando a sup-decomposigao (respec-
tivamente, inf-decomposi¢ao), uma erosao (respectivamente, dilatacdo) é o operador mais
simples que pode ser representado, uma vez que a sup-decomposi¢ao (respectivamente,
inf-decomposi¢ao) de uma erosao (respectivamente, dilatagdo) é uma erosao (respectiva-
mente, dilatacao) [24, p. 86, Teorema 4.15] (veja também o Teorema 3.45). Por outro
lado, a composicao de erosoes (respectivamente, dilatagoes) é equivalente a erosao (res-
pectivamente, dilatagdo) de adigdes acumuladas de Minkowski de EE’s que caracterizam
as erosoes (respectivamente, dilatagoes) [41, p. 47] (veja também a Proposi¢ao 3.50).
Portanto, o problema de transformar a sup-decomposi¢ao de uma erosao (respectivamen-
te, inf-decomposigao de uma dilatagdo) em uma decomposigao seqiiencial é equivalente a
encontrar uma decomposicao do EE que o caracteriza em termos de adi¢coes de Minkowski.

Para o estudo de decomposicido de erosoes e dilatacoes, consideraremos E = Z* e o
ponto o = (0,0) como a origem de Z*. O quadrado 3 x 3 centrado na origem de Z?, isto
é, o conjunto {—1,0,1}*> = {-1,0,1} x {—1,0,1}, é chamado de quadrado elementar.

Seja X C Z? e seja n um inteiro em Z,. A sucessio de n — 1 adi¢oes de Minkowski
(X®X)®---@X) édenotada por nX. Essa notagao é estendida para n = 0 estabelecendo
que 0X = {o}.

Sejam X, B C Z*. Para se computar uma dilatacio (63(X)) ou uma erosio (e5(X)),
adotaremos a seguinte estrutura de dados para armazenar X e B.

Seja £(X) (respectivamente, ¢(B)) o comprimento do menor quadrado que contém
X (respectivamente, o comprimento do menor quadrado que contém B) e (p(X), q(X))
(respectivamente, (p(B),q(B))) o ponto correspondente a extremidade superior esquerda
deste quadrado. Por exemplo, para o conjunto X na Figura 3.5.a, £/(X) =5, p(X) = —2
e q(X)=2.

O EE B serd representado por uma estrutura de dados composta pelo valor ¢(B),
pela coordenada do ponto (p(B),q(B)) e uma lista ligada que contém os valores das
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coordenadas de cada ponto pertencente a B. Por exemplo, a estrutura de dados para
armazenar o EE B da Figura 3.5.a contém os valores ((B) = 2, p(B) = -1, ¢(B) =1e
uma lista ligada contendo os pontos (0,1), (—1,0), (0,0) e (1,—1).

A estrutura de dados para armazenar a imagem de entrada é composta por uma matriz
que contém valores 0’s e 1’s (X[i,j] = 1 se, e somente se, o ponto (i,j) pertence a X),
pelo comprimento ¢(X) e pela coordenada do ponto (p(X), ¢(X)).

Pode-se mostrar que ¢(05(X)) = €(X)+¢(B), p(dp(X)) = p(X) +p(B) e q(0p(X)) =
q(X) + q(B) (veja Proposicao 4.17). Por exemplo, na Figura 3.5.0,

o ((6p(X)) =L(X)+((B)=5+2=T,
) =p(X)+p(B) =-2+(-1) = =3
) =q(X)+q(B)=2+1=3,

Apresentamos a seguir um algoritmo simples para computar uma dilatacao.

[ ] p(§B(X
e q(op(X
Entrada: Um conjunto X C Z? e um EE B C Z°.

Saida: O conjunto C' C Z? correspondente & dilatacio 65(X).

01:  /* Inicializacao do conjunto C' */

02:  p(C) = p(X) + p(B); 4(C) = a(X) + a(B);

03: ((C)={X)+{B);

04: para cada i de p(C) a p(C) + ¢(C) faga

05: para cada j de p(C) a ¢(C) + ¢(C) faca
06: Cli, j] < 0;

07: /* Célculo da dilatagao */

08: para cada (u,v) da lista de pontos de B faga

09: para cada i de p(X) a p(X) + ¢(X) faga
10: para cada j de p(X) a q(X) + ¢(X) faga
11: Cli, j] < Cli, j] OR X[i + u,j + v]

A operacao OR no Passo 11 denota a operacao de “ou” légico.

Assim, a complexidade de tempo para se computar d5(X) é igual a ©((((B)+£(X))*+
|B| - £(X)?).

A decomposicao seqiiencial de EE’s tem implicagao na complexidade das implemen-
tagoes da erosao e dilatacao. Normalmente, a implementagao de seqiiéncias de erosoes e
dilatacoes é mais rapida e simples do que a equivalente implementacao direta.

Por exemplo, se B é o quadrado elementar, facilmente podemos verificar que, para
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S ow - §its,

(a) ()

Figura 3.6: (a) Um EE A. (b) O fecho convexo de A.

n >0, |nB| = (2n+1)> e {(nB) = 2n + 1. Uma vez que |B| = 9 e {(B) = 2, entao a
complexidade para computar dg(X) é ©(m?), onde m = ¢(X). Assim, as complexidades
para computar d,5 e dgdp - - - dp sao, respectivamente, O(n? - m?) e O(n-m? +n? - m +
n®). Observe que se n = O(m?), entao a implementacio seqiiencial é melhor que a
implementacao direta. Além disso, a implementacao seqiiencial é mais eficiente para
maquinas com “hardware” especializado onde em geral ha uma operacao em “hardware”
para executar rapidamente dilatagoes e erosoes por EE’s que sao subconjuntos do quadrado
elementar.

Na prética, podemos considerar que o conjunto X C Z? tem sempre uma dimensao
constante (por exemplo, 256 x 256 pixels) e, portanto, qualquer operacdo de translagao,
uniao e interseccao em X ¢é feito em tempo constante. Dessa forma, podemos calcular o
nimero de operagoes efetuadas para se computar uma dilatagao dg(X) levando em conta
somente o numero de operagdes unides (ou equivalentemente, o nimero de pontos de B).
Assim, neste caso, a medida de complexidade para se computar uma dilatacdo dz(X)
(respectivamente, uma erosao (X)) depende somente da cardinalidade de B.

Voltemos ao exemplo em que B é o quadrado elementar. Uma vez que |B| =9, entao
a computacao de d5(X) é feito em tempo constante. Como, paran > 0, [nB| = (2n+1)2.
entdao, as complexidades para computar d,5(X) e dgdp---dp(X) sdo, respectivamente,
(2n +1)> e 9 - n. De fato, a complexidade de computar erosoes e dilatagoes por um
EE decomposto como seqiiéncia de adigoes de Minkowski em termos de subconjuntos do
quadrado elementar, em uma maquina convencional, foi quantitativamente estudado por
Maragos [30, p. 77], que mostrou exemplos onde a complexidade de tempo de algoritmos
que implementam erosoes e dilatagoes foram, de quadréticas, na implementacao direta,
para linear, na decomposicao do EE por adi¢oes de Minkowski.

Alguns outros exemplos de como a complexidade de tempo de implementacoes de
erosoes e dilatagoes diminui, quando se usa decomposicao seqiiencial em vez de usar a
implementagao direta, podem ser encontrados em [8, p. 162].

Muitos pesquisadores [51, 38, 49, 28, 34, 35, 50, 1, 20, 19, 47, 45, 44, 33| tém estudado
o problema de decomposicao de um EE A como seqiiéncia de adi¢oes de Minkowski de
subconjuntos de cardinalidade menores que A e propuseram diferentes algoritmos para
gerarem tais decomposigoes.

Zhuang and Haralick [51] apresentaram um algoritmo baseado em uma arvore de busca
para decomposicao de um EE arbitrario, onde todos elementos na decomposi¢ao tém um
niumero k pré-estabelecido e fixo de pontos.

Devemos observar que nem todos EE’s tém decomposicao seqiiéncial por adigoes de
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Minkowski [49]. Além disso, o problema geral de decomposicao de EE’s é NP-completo [33].
No entanto, sabe-se que todo EE convexo tém uma decomposicao seqiiéncial [49]. Um EE
convexo € definido a seguir.

O fecho convero C(A) de um EE A é a intersecgao de todos semi-planos que contém A.
Nesta tese, vamos supor que os subconjuntos estao representados em uma grade quadrada
e consideraremos que somente os semi-planos com inclinacoes 0, 45, 90 e 135 graus para
construir o fecho convexo (para um exemplo, veja a Figura 3.6). Um EE A é dito convezo
se, e somente se, A = C(A).

Em 1991, Xu [49] apresentou um algoritmo para decomposigao de EE’s convexos em

termos de um nimero minimo de subconjuntos convexos do quadrado elementar.

Park e Chin [35] apresentaram uma extensao do algoritmo de Xu para decompor EE’s
simplesmente conexos (isto é, um EE 8-conexo que nido contém buracos!), onde todos
elementos na decomposicao sao também simplesmente conexos. Observe que todo EE
convexo ¢ também simplesmente conexo.

3.8 Problemas Estudados nesta Tese

Apés uma explanagao de alguns aspectos do estado da arte em MM, apresentaremos, nesta
se¢ao, os problemas que foram estudados nesta tese. A partir do proximo capitulo, todos
resultados apresentados sao contribuicoes originais desta tese. Acreditamos que com esses
resultados foram acrescentados alguns avangos no estado da arte em MM no que se refere
a transformacao de estruturas de decomposicao.

3.8.1 Decomposicao de Elementos Estruturantes

Nesta tese, estudamos o problema de decompor EE’s convexos, simplesmente conexos e
arbitrarios. Os detalhes sao dados nas subsecoes a seguir.

3.8.1.1 Decomposicao de Elementos Estruturantes Convexos

Para o caso de EE’s convexos, avancamos no estado da arte em MM apresentando no
Capitulo 5 um novo algoritmo que usa uma estratégia gulosa para decompor tais EE’s.

3.8.1.2 Decomposicao de Elementos Estruturantes Simplesmente Conexos

Para o caso de EE’s simplesmente conexos, mostramos, no Capitulo 6, que o algoritmo
de Park e Chin [35] para decompor tais EE’s ndo decompoe trés familias infinitas de EE’s

'Um estudo aprofundado sobre conexidade e topologia digital pode ser encontrado em [29].
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decomponiveis simplesmente conexos.

3.8.1.3 Decomposigao de Elementos Estruturantes Arbitrarios

No caso geral, apresentamos no Capitulo 7 um algoritmo que usa uma estratégia de
“branch and bound” para decompor EE’s arbitrarios.

3.8.2 Representacao Compacta de W-Operadores

Nesta tese, no Capitulo 8, estudamos o problema de representacao de operadores e intro-
duzimos uma nova representa¢ao mais compacta (ou seja, que utiliza um nimero menor
de operadores elementares) que a decomposigao na forma canonica. Este estudo é apre-
sentado de uma maneira construtiva para se obter algoritmos simples e nao sofisticados
que convertem a representacao canonica de um operador para tal representagao compacta.

Considerando os W-operadores que sao anti-extensivos e idempotentes em um sentido
estrito, obtivemos uma simplificacdo para a sua representacao compacta. Além disso,
colocando a hipdtese de que os W-operadores sao também crescentes, obtivemos uma
realizacao minimal da representagao classica de Matheron para as aberturas e fechamentos
IT’s a partir da representacao compacta simplificada.

3.8.3 Decomposicao Seqiiencial de W-Operadores

Vimos que a sup-decomposicao de um operador tem uma estrutura puramente paralela
que nao € eficiente para implementacao em maquinas convencionais sequenciais. Assim, no
Capitulo 9, estudamos e formalizamos o problema de transformar as sup-decomposicgoes
em decomposi¢oes puramente seqiienciais (quando elas existem). Uma versao especiali-
zada deste problema é o problema classico de encontrar decomposicoes seqiienciais para
erosoes e dilatacoes.

Propomos uma teoria que consiste na formulacao e solucao de equacgoes discretas em
reticulados completos, cujo espaco de solugoes tem uma forte natureza combinatoéria.
Essas técnicas foram desenvolvidas para W-operadores em geral, depois, especializadas
para WW-operadores crescentes e, posteriormente, aplicadas sobre operadores que podem
ser construidos a partir de composicoes de dilatagoes e erosoes.

Os resultados obtidos para W-operadores em geral sao uma extensao de alguns resul-
tados obtidos por Jones [27] para operadores crescentes IT’s e introduzem alguns novos
limites superiores e inferiores para o caso particular de W-operadores crescentes.



Capitulo 4

Decomposicao de Elementos
Estruturantes

Neste capitulo serao dados os fundamentos matematicos que foram estudados na nossa
pesquisa para se obter uma decomposicao de um dado EE. A maioria das idéias apresen-
tadas neste capitulo sao originais e servem de apoio para os Capitulos 5, 6 e 7.

Na Secao 4.1, veremos que encontrar uma decomposicao de um EE A equivale a
procurar uma subseqiiéncia de uma dada seqiiéncia construida a partir de A. Na Secao 4.2,
apresentaremos algumas propriedades do fecho convexo. Na Secao 4.3, introduziremos
algumas medidas feitas sobre EE’s e apresentaremos um limite inferior para o nimero de
subconjuntos para uma decomposicao de um EE.

4.1 Propriedades de uma Decomposicao de um Ele-
mento Estruturante

Nesta secao, estabeleceremos uma equivaléncia entre o problema de encontrar uma de-
composicao de um EE A e o problema de encontrar uma subseqiiéncia dentro de uma
dada seqiiéncia construida a partir de A. Para isso, devemos antes apresentar algumas
defini¢oes e propriedades da adicao de Minkowski.

Dado um EE A, uma segiiéncia de subconjuntos de A é uma sucessao de subcon-
juntos de A em uma determinada ordem pré-estabelecida. Por exemplo, se By, Bs, B3,
By, Bs, Bg, By sao subconjuntos distintos de A, entdo [By, By, By, By, By, B, B3, By, By,
Bs, By, Bg] é uma seqiiéncia de subconjuntos de A. Nesta tese, consideraremos somente
seqliencias de subconjuntos finitas.

Sejam R=[Ri, Ry, -+, R,] e S=[S1,Ss,--+,S,] duas seqiiéncias de subconjuntos de
um dado EE A. Dizemos que R é uma subseqiiéncia de S se, e somente se, para todo
R; € R, existe Sy;) € S, tal que R; = Sy (isto é, R=[Srx1), Sx2), -, Sx(m)]), onde

41
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7(j) é um indice em {1,2,3,---,n} e (1) < 7(2) < 7(3) < --- < w(m). Por exemplo,
se B, By, B3, By, By, Bg sdo subconjuntos distintos de A, entdo [By, By, By, Bs] é uma
Subseqiiéncia de [BG, Bl, Bl, Bl, BQ, BQ, B3, Bl, B47 B5, BQ], mas [Bl, Bl, B4, Bl] nao é.

Dado um EE A e duas seqiiéncias de subconjuntos de A, digamos S e R, a concatenacdo
das sequiéncias S e R, denotada por S-R, é a seqiiéncia formada pelos elementos de S seguida
pelos elementos de R. Por exemplo, se S = [By, Bs] e R = [By, B3] sdo duas seqiiéncias de
subconjuntos de A, entdo a concatenagado T =S - R é a seqiiéncia T = [By, Bsy, By, Bs].

Dizemos que um EE A tem uma decomposi¢ao seqiiencial (ou A é decomponivel) se
existe uma seqiiéncia [By, B, -+, B,] de subconjuntos do quadrado elementar tal que
A=B &By®---® B,. A seqiiéncia [By, By, ---,B,| é chamada uma decomposi¢dio
seqiiencial de A.

Uma decomposicao seqiiencial de um EE pode ser particionada em duas subseqiién-
cias: de forma e de translacdo. A subseqiiéncia de forma representa a forma do EE e
ela é formada por subconjuntos que tém pelo menos dois elementos. A subseqiiéncia de
translacao define a posicdo do EE em Z? e ela é formada por subconjuntos unitérios. A
subseqiiéncia de forma [By, - - -, By é chamada de decomposi¢ao de forma (ou simplesmen-
te, decomposi¢ao) de A e o nimero inteiro k é o comprimento de uma decomposicao de A.
Dizemos que uma decomposicao de A é dtima se, e somente se, k é o menor valor possivel
para uma decomposicao de A.

O resultado seguinte é uma conseqiiéncia imediata da Proposicao 3.15.

Proposicao 4.1 Seja A um EE. Se [By, By, -, Bi] € uma decomposi¢ao de A, entdio
cada B; é um invariante de A.

Prova: Uma vez que [By, By, - - -, Bi] é uma decomposicdo de A, entdo existe h € Z* tal
que A= (B1@®By®---@Bg)p,ou A= (B®By®---®By)®{h}. Assim, pela propriedade
de comutatividade e associatividade da adi¢ao de Minkowski e pela Proposicao 3.15, cada
B; (i=1,2,---,k) é um invariante de A. ]

Sejam A e X dois EE’s tais que X é um invariante de A. A multiplicidade de X com
respeito a A é o maior inteiro positivo n tal que nX é ainda um invariante de A. Por
exemplo, a multiplicidade de By, By e B3, os conjuntos apresentados na Figura 3.1.b,
com respeito a A, o conjuntos apresentado na Figura 3.1.a, é 1, uma vez que, para
todo i € {1,2,3}, 2B; nao é um invariante de A. Observe que conjuntos unitarios tém
multiplicidade infinita com respeito a qualquer EE A.

Introduziremos agora uma relagao de equivaléncia sobre uma cole¢cao genérica X de
subconjuntos de Z?* (isto é, X € P(Z?)). Sejam X e Y dois elementos de X'. Dizemos que
X e Y sao equivalentes sob translacao se, e somente se, um pode ser obtido a partir de
uma translacdo do outro, isto é, X =Y se, e somente se, existe h € Z* tal que X, =Y.

Uma vez que a equivaléncia sob translacao é uma relacao de equivaléncia, o conjunto
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de suas classes de equivaléncia (isto é, os conjuntos compostos exatamente por todos
elementos equivalentes em X') constitui uma partigao de X.

Denotaremos por Q(X') o conjunto de todas as classes de equivaléncia (sob translagao)
em X (isto é, o conjunto quociente de X'). Denotaremos por R(X) o conjunto composto
por exatamente um representante de cada classe de equivaléncia em Q(X), isto ¢, R(X)
¢ o conjunto tal que |R(X)| = |Q(X)].

O conjunto de todos os subconjuntos do quadrado elementar que tém pelo menos dois
pontos é denotado por & = {B C {-1,0,1}* : |B] > 2}. Denotaremos por SeqQ =
[By, By, -+ -, By,] a seqiiéncia formada por todos elementos de R(€) em uma determinada
ordem.

Dado um EE A, o conjunto de todos elementos de R(E) (ou equivalentemente, de todos
clementos da seqiiéncia SeqQ) que sao invariantes de A é denotado por B(A) = {B €
R(E) : B é um invariante de A}. Por exemplo, o conjunto B(A) para o EE A apresentado
na Figura 3.1.a é B(A) = {Bj, Bs, B3}, onde B;, By e B; sdo os EE’s apresentados na
Figura 3.1.b.

Dado um EE A, a seqiiéncia composta por todos elementos de B(A) que é uma sub-
seqiiéncia de SeqQ = By, Ba, - - -, B,,] é denotada por SeqB[A]. Por exemplo, considere os
EE’s apresentados na Figura 3.1.b. Se [By, Bs, B3] é uma subseqiiéncia de SeqQ, entao a
seqiiéncia SeqB[A] para o EE A apresentado na Figura 3.1.a é SeqB[A] = [B;, Bs, Bs]. Nes-
te exemplo, note que [By, Bs, Bs] nao é uma subseqiiéncia de SeqQ, e portanto SeqB[A] #
[Bl, B3, BQ]

Proposicao 4.2 Sejam A um EE e X um elemento da seqiiéncia SeqB[A]. Se n € a
multiplicidade de X com respeito a A, entao qualquer decomposicao de A contém no
mazrimo n elementos iguais a X.

Prova: Suponha que exista uma decomposicao seqiiéncial de A que contenha m > n
elementos iguais a X, isto é, A=mX & B; ® By ® - - - ® By. Pela Proposicao 3.15, mX é
um invariante de A. Mas isto contradiz a definicdo de multiplicidade de A. Logo, qualquer
decomposicao de A contém no maximo n elementos iguais a X. |

Seja X um EE e n um inteiro nao negativo. Se n # 0, entao a seqiiéncia formada pela
sucessao de n conjuntos X é denotada por Seq[X,n], ou seja, Seq[X,n| = [X, X, -+, X].
Se n = 0, Seq[X, 0] denota a seqiiéncia vazia.

Seja A um EE. Seja SeqB[A] = [By, Bs, - - -, Bi] e seja n; a multiplicidade de B; com
respeito a A (i = 1,---,k). A seqiéncia de invariantes de A é a seqiiéncia Seqlnv[A] =
Seq[B1, n1] - Seq[Bag, na) - - - Seq[ By, ny]. Por exemplo, a seqiiéncia [By, Bs, B3] (conjuntos
apresentados na Figura 3.1.0) é a seqiiéncia de invariantes do EE A apresentado na Figu-
ra 3.1.a, uma vez que, para i € {1,2,3}, a multiplicidade de cada conjunto B; é 1.

O teorema seguinte é uma conseqiiéncia imediata das Proposicoes 4.1 e 4.2.
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Teorema 4.3 Se A € um FE, entdo A tem uma decomposicao seqiiéncial se, e somente
se, existe uma subseqiiéncia de Seqlnv[A] que é uma decomposi¢ao de A.

Prova: (=) Seja [By, By, -+, B,] uma decomposigao seqiiencial de A. Seja [Dy, Dy, - -+,
Dy a subseqiiéncia de [By, Ba, - - -, B,| que é a decomposigao de A. Pela Proposicao 4.1,
cada D; é um invariante de A, e, uma vez que todo D; tem pelo menos dois pontos,
entao, para cada i € {1,2,---,k}, existe X,, € SeqB[A4] tal que X,, = D;. Sem perda de
generalidade, podemos supor que r; = i, para i € {1,2,---,k}. Claramente, a seqiiéncia
(X1, Xo, -+, Xi] é uma decomposicao de A.

Por construcao de Seqlnv[A], qualquer elemento de SeqB[A] aparece em Seqlnv[A].
Assim, todo elemento distinto da seqiiéncia [X7, X, -+, X;] aparece em Seqlnv[A]. Se-
jam Y7, Y5, -+ Y, todos elementos distintos de [X;, Xo, -+, X] tais que, para todo j €
{1,2,---,0 — 1}, Y; aparece antes que Y;;; em Seqlnv[A]. Para todo j € {1,2,---,(},
seja m; o nimero de ocorréncias de Y; em [Xi, X5, -+, X]. Evidentemente, a seqiiéncia
Seq[Y1,m4] - - - Seq[Ys, my] é uma decomposicao de A.

Note que cada Y; em Seq[Y7, my]---Seq[Ys, my| é um elemento de Seqlnv[A] e, para
todo j € {1,2,---,¢ — 1}, Y; aparece antes que Yj; em Seqlnv[A]. Assim, para provar
que a seqiiéncia Seq[Y7, m4]- - - Seq[Ys, my] é uma subseqiiéncia de Seqlnv[A], temos que
mostrar que m; < n;, onde n; é o nimero de ocorréncias de Y; em Seqlnv[A]. De fato,
pela construcao de Seqlnv[A], n; é a multiplicidade de Y; com respeito a A, assim, pela
Proposigao 4.2, qualquer decomposicao seqiiéncial de A contém no méaximo n; elementos
iguais a Y}, e, portanto, m; < n;.

(<) Claramente, se existe uma subseqiiéncia de Seqlnv[A] que é uma decomposigao de
A, entao A tem uma decomposicao seqiiencial. |

4.2 Propriedades do Fecho Convexo

Nesta secao apresentaremos algumas propriedades bésicas (Lemas 4.4 a 4.9) do fecho
convexo que serao utilizadas nesta tese.

Lema 4.4 Se A,B C Z?, entio
(a) AC C(4),
(b) ACB= C(A) CC(B),
(c) (C(A)) = C(Ay), para todo h € Z*.

Prova: Sejam A e B o conjunto de todos os semiplanos em Z* que contém, respectiva-
mente, A e B.
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Uma vez que C'(A) é a intersecgao de todos os semiplanos que contém A, entao, pela
propriedade da intersecgao dada pela Proposicao 2.3.7, C'(A) C A. Isto prova (a).

Para provar (b), seja X € B. Uma vez que X O B D A, entao X € A. Assim, B C A.
Desta forma,

(YﬂBY) N (XﬂAX) = XﬂAX < C(B)NC(A) =C(A)
) ) ) & C(A) CC(B) (pela Proposigao 2.3.c)

Finalmente, para provar (c), seja h € Z? e seja H o conjunto de todos os semiplanos
que contém Aj,. Assim, He H< HD A, < H , D A& H , € A Logo,

CA=(NHr=(H,)=( ) H) =([) H) =C(A4).

HeA HeA H_pcA HeH

Lema 4.5 Se A, B C Z?, entdo
(a) C(A)UC(B) C C(AUB),
(b) C(A)NnC(B) 2 C(AN B).

Prova: Vamos provar (a). Pela Proposi¢ao 2.3.b, temos que A C AUB e B C AUB. As-
sim, pelo Lema 4.4.b, C(A) C C(AUB) e C(B) C C(AUB). Logo, pela Proposicao 2.3.7,
C(A)UC(B) C C(AU B). De maneira similar pode-se demonstrar a Propriedade (b). m

Lema 4.6 Se A C Z?, entio C(C(A)) = C(A).

Prova: Por um lado, pelos Lemas 4.4.a e 4.4.b, é facil ver que C(A) C C(C(A)). Por
outro lado, C(C(A)) C C(A). De fato, seja A o conjunto de todos semiplanos que contém
A. Logo,
cem) = () x)
XeA
c N CX) (pelo Lema 4.5.b)
XeA
= (1 X (uma vez que C(X) = X, para todo X € A)
XeA

= C(A).
Portanto, C'(C(A)) = C(A). u

Lema 4.7 Se A, B C Z?, entio C(A) @& B C C(A® B).

Prova:
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C(A)@B = bLEJB( (4))s
- U (pelo Lema 4.4.¢)
C bEBU Ay) (pelo Lema 4.5.a)
= (féa B).

Lema 4.8 Se A, B C Z?, entio C(A® C(B)) C C(A® B).

Prova: Pelo Lema 4.7, A® C(B) = C(B) @ A C C(A® B). Pelos Lemas 4.4.b e 4.6,
C(AeC(B)) CC(C(A® B))=C(Aa® B). n

Lema 4.9 Se A, B C Z?, entio C(C(A) ® C(B)) = C(A® B).

Prova: Primeiro, vamos provar que C(A @& B) C C(C(A) & C(B)). Pelo Lema 4.4.a,
A C C(A) e B C C(B). Entao, pela Proposicao 3.8.9, A@® B C C(A) @ B e, pela
Proposigao 3.8.d, C(A) ® B C C’(A) ® C(B). Logo, A® B C C(A) ® C(B) e, pelo
Lema 4.4.b, C(A® B) C C(C(A) & C(B)).

Finalmente, provaremos que C(C(A) & C(B)) C C(A @ B). Pelo Lema 4.7, C(A) @
C(B) CC(A@ C(B)). Assim,

C(C(AaC(B) C C(C(AaC(B))) (pelo Lema 4.4.b)
= C(AeC(B)) (pelo Lema 4.6)
C C(AsB) (pelo Lema 4.8).
Portanto, C(C(A) & C(B)) = C(A® B). ]

4.3 Algumas Medidas Tomadas sobre um Elemento
Estruturante

Nesta segao, definiremos duas medidas (Subsegoes 4.3.2 e 4.3.3) tomadas sobre EE’s que
serao utilizadas largamente nesta tese. Para isso, precisamos de algumas definigoes e resul-
tados apresentados na Subsec¢ao 4.3.1. Como aplicacao dessas medidas, na Subsecgao 4.3.4,
apresentamos um limite inferior para o comprimento de uma decomposicao de um EE.

4.3.1 Lados ou Arestas de um Elemento Estruturante

Sejam 1y, 1, Uy € U3 os eixos Cartesianos que passam pela origem de Z* e que tenham,
respectivamente, as inclinagoes, —90, —45, 0 e 45 graus (veja a Figura 4.1). Para um
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Sl =y @

Gt}
SRNER P lo(y) = o

N\ 7
o 3
i 13(y) = vs - 2

Figura 4.1: Um ponto y e os eixos g, U1, Uz € Us.

MINg(A) = —1 MAXy(A) = 3

A MINg(A) = —1

O e MAX((A) = 2

MIN{ (A) = —2-° T MAX3(A) =2
i

MAX{(A) = 4- MINg(A) = —2

Figura 4.2: Um EE A com os eixos wy, U, s € U3.

dado ponto x € Z?, sejam ly(z), Iy(x), loy(x) e I3(x) as projecdes ortogonais de x sobre
os eixos Cartesianos iy, 17, Uy e U3, respectivamente. Observe que estas projecoes sao
numeros inteiros nas dire¢coes de —90 e 0 graus e ndmeros reais (proporcionais a ?)
nas direcoes de —45 e 45 graus. Dado um ponto z € Z?, denotaremos por o, =1, s
e x3 as projecoes ortogonais normalizadas do ponto x sobre os eixos Cartesianos g, y,
ily e i3, respectivamente, dadas por zo = lo(z), z1 = li(2) - V2, 23 = lh(z) e 3 =
l3(x) - V2, respectivamente. Por exemplo, as projecoes ortogonais normalizadas do ponto
y= (=52 €Z*saoyy=—2,y1 = —7, yo = =5 e y3 = —3 (veja a Figura 4.1).

Seja A um EE. Para i = 0,1,2,3, sejam MAX;(A) e MIN;(A), respectivamente, as
projecoes ortogonais normalizadas maxima e minima sobre o eixo Cartesiano u; dos pontos
de A, isto é, MAX;(A) = max{x; : x € A} e MIN;(A) = min{z; : x € A}. Por exemplo, as
projecoes ortogonais normalizadas maxima e minima do EE A apresentado na Figura 4.2
sdo, respectivamente, MAXy(A) = 2, MAX;(A4) = 4, MAXy(A) = 3, MAX;3(4) =2 e
MINg(A) = —1, MIN;(A) = =2, MINy(A) = —1, MIN3(A) = —2.

Os Lemas de 4.10 a 4.12 fornecem algumas propriedades de MAX;(A) e MIN;(A) de
um dado EE A.

Lema 4.10 Se A e B sao EE’s, entdo, para todo i € {0,1,2,3},

MAX;(A® B) = MAX;(A) + MAX;(B) e MIN;(A® B) = MIN;(A) + MIN;(B).
Prova: MAX;(A®B) = max{z; : 2 € A® B} = max{a;+b;:a € A,b € B} = max{a, :
a € A} + max{b; : b € B} = MAX;(A) + MAX;(B). De maneira similar, podemos
demonstrar que MIN;(A & B) = MIN;(A) + MIN;(B). u

O préximo lema é uma conseqiiéncia imediata do Lema 4.10.
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Figura 4.4: Os oito lados de um EE convexo A.

Lema 4.11 Se X ¢ um EE e h é um ponto em Z?*, entio MAX;(X},) = MAX;(X) + h;
e MIN;(X},) = MIN;(X) + h,.

Prova: Pela Proposicao 3.8.b, temos que X;, = X @& {h}. Assim, pelo Lema 4.10,
MAX; (X)) = MAX; (X @ {h}) = MAX,(X) + MAX;(h) = MAX;(X) +h;. Analogamente,

Lema 4.12 Se A é um EE, entdo, para todo i € {0,1,2,3},
MAX;(C(A)) = MAX;(A) e MIN;(C(A)) = MIN;(A).

Prova: Para todo i = 0,1,2,3, pela definicao de MAX;(A), existe y € A tal que y; =
MAX;(A). Por um lado, MAX;(A) < MAX;(C(A)), uma vez que, pelo Lema 4.4.qa,
A C C(A). Por outro lado, MAX;(A) > MAX;(C(A)). De fato, suponha por absurdo
que MAX;(A) < MAX;(C(A)). Entao, existe w € C(A) tal que MAX;(A) < w;. Sejam
H ={r€Z:2; <MAX;(A)} e Hy = {x € Z* : v; < w;}. Claramente, H; e H, sdo dois
semiplanos que contém A e w ¢ H; (veja a Figura 4.3). Uma vez que C(A) é a intersecgao
de todos semiplanos que contém A, entdo, w ¢ C(A). Mas isto contradiz a escolha de
w € C(A). Portanto, MAX;(A) > MAX;(C(A)). A prova de que MIN;(C(A)) = MIN;(A)

pode ser feita de uma maneira similar. |

Seja A um EE. Definimos a seguir os oito lados ou arestas de A, denotados por
Ey(A), E1(A), E5(A),---, E7(A), da seguinte forma. Parai € {0,1,2,3}, E;(A) e Ei14(A)
sdo os conjuntos contendo todos pontos de C(A) que tém, respectivamente, a mesma
projecao ortogonal normalizada méxima e minima sobre o eixo u;, isto é, E;(A) = {z €
C(A) : z; = MAX;(A)} e Eip4(A) = {2z € C(A) : z; = MIN;(A)} (veja a Figura 4.4
para um exemplo). Note que o eixo u; é perpendicular aos lados F;(A) e E; 4(A) (veja a
Figura 4.4).
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MAX;41(4) @1
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© MAX; (A)

Figura 4.5: Os lados E;(A) e E;11(A) de um EE A.

MAX;1(A)

E'i+1(A).
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MAX;—1(4) 1 Ak, (4)
i

Figura 4.6: Extremidades do lado E;(A).

Pela construgao de E;(A), i € {0,1,2,---, 7}, e, pelos Lemas 4.6 e 4.12, é evidente que
Ei(A) = E(C(4)) C C(A).

Dado um EE A, o prézimo lado de E;(A) é E;11(A), se i <7, ou Ey(A),sei=17. O
lado anterior de E;(A) é E;—1(A), se i > 0, ou E;(A), se i = 0. Por exemplo, os proximos
lados de E4(A) e E7(A) s@o, respectivamente, Fy(A) e Eg(A); os lados anteriores de F5(A)
e Fo(A) sao, respectivamente, E,(A) e E;(A). Por simplicidade de notagao, denotaremos
E; 1(A) e E;11(A), respectivamente, o préximo lado e o lado anterior de E;(A).

Lema 4.13 Se A é um EE, entao, para todo i € {0,1,---,7}, |E;(A) N Eiq1(A)] = 1.

Prova: Suponha que i = 1 ou 2 (os outros casos, ou seja, para i = 0,3,4,5,6,7, podem
ser provados de uma maneira similar).

Considere o sistema de coordenadas formado pelos eixos Cartesianos u; e #;1 (veja a
Figura 4.5). Neste sistema, qualquer ponto = € Z? pode ser unicamente representado por
um par ordenado (z;, x;11).

Claramente, E;(A)UFE;;1(A) é um subconjunto 8—conexo de C'(A) (veja a Figura 4.5).
Assim, pelas defini¢oes de F;(A) e E;11(A), existe um ponto y € E;(A)U E;11(A) tal que
y; = MAX;(A) e yir1 = MAX;11(A) (veja Figura 4.5). Assim, também pelas defini¢oes
de E;(A) e E;11(A), y € E;(A) ey € E;i11(A). Resta-nos mostrar que este ponto é tnico.
Suponha que existam dois pontos y,z € E;(A) N E;11(A). Neste caso, y; = z; (uma vez
que y,z € Ei(A)) e yiy1 = zip1 (uma vez que y,z € E;1(A)). Assim, y = (y;,Yiv1) =
(zi, ziv1) = 2 e, portanto, |E;(A) N E;11(A)| = 1. m

Dado um EE A, é facil ver que, para todo i € {0,1,---,7}, E;(A) é uma linha formada
por pontos consecutivos de C'(A) nas dire¢oes com inclinagoes —90, —45, 0 ou 45 graus.
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Assim, cada E;(A) contém no méximo dois pontos que chamaremos eztremidades de E;(A).
Mais formalmente, as duas extremidades de E;(A) sao os pontos z,y € E;(A) tais que
x € Eip1(A) ey € E;_1(A). Por exemplo, na Figura 4.6, os pontos x e w sao as duas
extremidades de F;(A).

Lema 4.14 Se A e B sao EE’s, entdo, para todo i € {0,1,---,7}, E;(A® B) = E;(A) &
Ei(B).

Prova: Suponha que i =1 ou 2 (o0s outros casos, ou seja, para i = 0,3,4,5,6,7, podem
ser demonstrados de uma maneira similar).

Primeiro, vamos provar que E;(A) ® E;(B) C E;(A® B).

Pela defini¢ao de F;(A @ B), v € E;(A® B) se, e somente se, v € C(A® B) e z; =
MAX;(A® B). Assim, para provar que E;(A)® E;(B) C F;(A® B), devemos mostrar que,
sex € E;(A)® E(B), entao z € C(A® B) e x; = MAX;(A® B) = MAX;(A) + MAX;(B)
(pelo Lemma 4.10).

Uma vez que E;(A) C C(A) e E;(B) C C(B), entao, pela Proposicao 3.8.d, E;(A) ®
Ei(B) C Ei(A) @ C(B) C C(A) ® C(B). Assim, pelos Lemas 4.4.a e 4.9, E;(A) &
E;(B) C C(A@® B). Resta-nos mostrar que z; = MAX;(A) + MAX;(B). Pela defini¢ao
da adigdo de Minkowski, se x € E;(A) & E;(B), entao existem y € F;(A) e z € E;(B)
tais que © = y + z. Pela definicdo de F;(A), y € E;(A) se, e somente se, y € C(A) e
yi = MAX;(A). Analogamente, z € E;(B) se, e somente se, z € C(B) e z; = MAX;(B).
Assim, uma vez que x = y + z, entdo z; = y; + z; = MAX;(A) + MAX;(B). Logo,
Ei(A) @ E,(B) C E;(A@ B).

Agora, provaremos que F;(A® B) C E;(A) @ E;(B).

Por um lado, por definigao, os lados E;(A) e E;(B) sao linhas formadas por pontos
consecutivos de C'(A) e C(B), respectivamente, em uma mesma dire¢do com inclinagao de
—45 ou 0 graus (uma vez que i = 1 ou 2). Além disso, o eixo Cartesiano u; é perpendicular
a E;(A) e E;(B). Entao, pela definicao da adigao de Minkowski, F;(A) @ E;(B) é uma
linha formada por um segmento de pontos consecutivos de C'(A)®C(B) na mesma diregao
que E;(A) e E;(B). Assim, o eixo Cartesiano u; é também perpendicular a E;(A) @ E;(B).

Por outro lado, por defini¢ao, F;(A @ B) é uma linha formada por um segmento
consecutivo de pontos de C'(A & B) na mesma diregao que E;(A) e E;(B). Dessa forma,
o eixo Cartesiano u; é também perpendicular a E;(A @ B).

Assim, se as extremidades de E;(A® B) pertencem a E;(A)® E;(B), entao, obviamente,
Ei(A® B) C E;(A) ® E(B).

Sejam ¢ e z as extremidades de E;(A @ B) tais que {t} = F;_ 1(A® B)NE;(A® B) e
{2} = Ei(A®&B)NE;11(A® B). Vamos mostrar que z,t € F;(A)® E;(B). Para isso, sejam
x e y extremidades de, respectivamente, E;(A) e E;(B) tais que {z} = E;(A) N E;i11(A) e
{y} = Ei(B) N Eia(B).
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A= :t... o) = Eis:.

(a) ()

0211203242506271 v(A) = (2,1,0,2,2,0,2,1)

(e) (d)

Figura 4.7: (a) Um EE A. (b) O fecho convexo de A. (¢) O cédigo de cadeia de C'(A4). (d) O vetor
projecao de A.

No sistema de coordenadas formado pelos eixos Cartesianos u; e w;,1, temos que
T = (T3, Tit1), ¥ = (Ui, Yis1) € 2 = (25, Zig1).

Uma vez que z € E;(A),y € Ei(B), z € E;(A®B) ei =1 ou 2, entao, z; = MAX;(A),
yi = MAX;(B) e z; = MAX;(A & B). Assim, pelo Lema 4.10, z; = MAX;(A & B) =
MAX;(A) + MAX;(B) = z; + y;- Analogamente, z;,1 = T;11 + ¥iy1. Logo, z = (2;, 2i41) =
(T, Tiv1) + (Wi Yira) = v+ y.

De maneira similar, se r e s sdo, respectivamente, extremidades de F;(A) e E;(B) tais
que {7”} = El_l(A) N EZ(A) e {8} = El_l(B> N Ez(B>, entaot =7+ s.

Portanto, uma vez que E;(A) ® E;(B) = {u+v : u € E(A),v € E;(B)}, entao
z=x+yet=r+s pertencem a E;(A) ® E;(B). n

Lema 4.15 Se A e B sao EE’s, entao, para todo i € {0,1,---,7}, |E;(A®B)| = |E;(A)|+
|Ei(B)| - 1.

Prova: Uma vez que E;(A) e E;(B) s@o linhas formadas por segmentos de pontos conse-
cutivos, respectivamente, de C'(A) e C'(B), ambas com uma mesma diregao de inclinac¢ao
—90, —45, 0 ou 45 graus, entao, pela definicao da adicao de Minkowski, é facil ver que a
cardinalidade de E;(A) ® E;(B) é igual a |E;(A)| + |E;(B)| — 1. Portanto, |E;(A® B)| =
|E;(A)| + |E;(B)| — 1, uma vez que, pelo Lema 4.14, E;(A & B) = E;(A) @ E;(B). ]

4.3.2 Vetor Projecao de um Elemento Estruturante

O vetor proje¢do de um dado EE A é o vetor v(A) = (5(A), v1(A), - -, v7(A)) € Z° tal que
cada uma de suas coordenadas corresponde ao valor |E;(A)|—1 (veja as Figuras 4.7.a, 4.7.b
e 4.7.d) Mais formalmente, o vetor projecao do EE A é v(A) = (vo(A), 1 (A), -, v7(A)),
onde v;(A) = |E;(A)| — 1.

Note que o vetor projegao é independente de translagao, ou seja, v(A) = v(Ay,), para
todo h € Z*. Observe também que, para todo EE A, v(A) = v(C(A)), uma vez que, por
defini¢ao, E;(A) = E;(C(A)).
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v(A) = (2,2,2,3,2,2,2,3)

Figura 4.8: O vetor retangular de A.

Kanungo e Haralick [28] estudaram algumas propriedades de decomposicao de EE’s
convexos e 4-conexos, onde usaram um esquema de codificagao de borda muito similar
com o vetor projecao definido acima.

Sabe-se que o c6digo de cadeia (“chain code”) [18][22, p. 484] descreve completamente
a forma de um EE convexo. Sem perda de generalidade, assumiremos que o codigo de
cadeia de um EE convexo comeca na direcao de 0 graus e percorre o EE em sentido
anti-horario. Assim, o cddigo de cadeia de um EE convexo pode ser representado por
uma seqiiéncia de nimeros entre 0 e 7: 0" 1™ ... 7" onde " (n; > 0) é a seqiiéncia de
numeros ¢ definida da seguinte forma: i repete n; vezes se n; > 0 ou ¢ é uma seqiiéncia
vazia se n; = 0. Por exemplo, o codigo de cadeia do EE apresentado na Figura 4.7.b é
mostrado na in Figura 4.7.c. Podemos facilmente ver que o vetor projecao de um dado EE
A e o cédigo de cadeia de C'(A) s@o defini¢oes equivalentes (veja as Figuras 4.7.c e 4.7.d).

Dado um EE convexo A, um algoritmo O(]A|) para encontrar o cédigo de cadeia de
A (ou equivalentemente, o vetor projecao de A) pode ser visto em [36, p. 143].

O préximo resultado fornece uma importante propriedade do vetor projecao de um
dado EE. O mesmo resultado para EE’s convexos que sao 4-conexos pode ser encontrado
em [28].

Proposicao 4.16 Sejam A, X eY EE’s. Se A= X &Y, entao v(A) =v(X) +v(Y).

Prova: Uma vez que o vetor proje¢ao ¢ independente de translagao, entao, para todo
ie{0,1,---,7},

vi(A) = u(XaY)
= |Ei(XaY) -1
= (|[E(X)|+|E(Y) —1) -1 (pelo Lema 4.15)

= (EBX) =D+ (EY)] 1)

Portanto, v(A) = v(X) + v(Y). ]
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4.3.3 Vetor Retangular de um Elemento Estruturante

O wvetor retangular de um EE A é o vetor p(A) = (po(A), p1(A)) € Z* tal que, py(A) =
v3(A) + va(A) +v5(A) e p1(A) = 11(A) + 1.(A) + v3(A). Por exemplo, o vetor retangular
do EE A apresentado na Figura 4.8 é p(A) = (7,7). Em outras palavras, as coordenadas
do vetor retangular de um EE A sao os comprimentos dos lados do menor retangulo que
contém A. Note que, para todo subconjunto B do quadrado elementar, p(B) < (2,2),
isto é, po(B) <2 e p1(B) < 2.

Uma vez que o vetor projecao é independente de translagao, entao o vetor retangular
também o é, ou seja, para todo h € ZZ, p(A) = p(Ay). Uma vez que, para todo EE A,
v(A) = v(C(A)), temos que p(A4) = p(C(A)).

O proximo resultado é uma conseqiiéncia imediata da definicao de vetor retangular e
da Proposicao 4.16.

Proposigao 4.17 Sejam A, X eY EE’s. Se A= X @Y, entao p(A) = p(X) + p(Y).

4.3.4 Limite Inferior de uma Decomposicao

O teorema seguinte fornece um limite inferior para o comprimento de uma decomposicao
de um EE. Um resultado andlogo também pode ser encontrado em [49].

Teorema 4.18 Seja A um FE. Se A tem uma decomposicao, entdo uma decomposicao
de A contém pelo menos lower(A) = [max{po(A), p1(A)}/2] elementos.

Prova: Seja [By, By, -+, B,,] uma decomposicao de A. Entao, A= B1 & By @ --- @ By,
e, consequientemente, existe h € Z? tal que A= (B1® By ® -+ ® By,),. Para todo i =
1,2,---,m,seja S; o quadrado 3 x 3 que contém B;. Claramente, A C (S1®Sa®- - -® S )
e o vetor retangular de (S; @S2 @ -+ - B Sp)n € p((MS)y) = p(mS) = (2m,2m), onde S é
o quadrado elementar.

Logo, uma vez que A C (S @ Sa @ -+ @ Sp)n, entao po(A) < 2m e pi(A) < 2m.
Assim, max{pg(A), p1(A)} < 2m e, portanto, m > [max{py(A), p1(A4)}/2]. n

Dado um EE A, o comprimento de uma decomposicao étima A deve ser maior ou igual
ao limite inferior estabelecido pelo Teorema 4.18. Claramente, se o comprimento de uma
decomposicao de A é igual a esse limite inferior, entao essa decomposicao é 6tima. No
caso de EE’s convexos, mostraremos no capitulo seguinte que esse limite inferior € justo.

4.4 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos algumas propriedades e defini¢coes que serao utilizadas nos
Capitulos 5, 6 e 7.
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Vimos que o problema de encontrar uma decomposicao de um EE A é equivalente ao
problema de encontrar uma subseqiiéncia de uma seqiiéncia de subconjuntos do quadrado
elementar construida a partir de A. Apresentamos também algumas propriedades bésicas
do fecho convexo e introduzimos duas importantes medidas sobre um EE: o vetor pro-
jecao e o vetor retangular. Finalmente, explorando uma propriedade do vetor retangular,
estabelecemos um limite inferior para o comprimento de uma decomposi¢ao de um EE.



Capitulo 5

Decomposicao de Elementos
Estruturantes Convexos

Este capitulo apresenta um algoritmo guloso simples para decompor um EE convexo como
sequéncia de adigoes de Minkowski de subconjuntos do quadrado elementar. A técnica
proposta estd baseada em propriedades algébricas e geométricas da adicao de Minkowski.
Além da simplicidade do algoritmo, a vantagem desta técnica sobre outros algoritmos
conhecidos [49, 34] é que o algoritmo proposto gera uma seqiiéncia minima de subconjuntos
nao necessariamente convexos, o que significa que a decomposicao contém subconjuntos de
menor cardinalidade e, conseqiientemente, em comparagao com os algoritmos conhecidos
que geram somente subconjuntos convexos, obtemos implementagoes mais eficientes das
correspondentes dilatagoes e erosoes.

Na Secao 5.1 descrevemos suscintamente dois algoritmos conhecidos para decompor
EE’s convexos. Na Secao 5.2, descrevemos resumidamente o método guloso para resolver
problemas de Otimizacao Combinatoria; e na Segao 5.3, apresentamos o algoritmo propos-
to. Resultados experimentais, prova de corretude e andlise computacional do algoritmo
estao apresentados, respectivamente, nas Secoes 5.4, 5.5 e 5.6. Finalmente, na Secao 5.7,
apresentamos uma conclusao deste capitulo.

5.1 Algoritmos Classicos para Decompor Elementos
Estruturantes Convexos

Nesta segao serao descritos dois algoritmos classicos para decompor EE’s convexos. Uma
restricao forte desses algoritmos é que todos subconjuntos do quadrado elementar que
estao na decomposicao gerada por esses algoritmos sao convexos.

Em 1991, Xu [49] apresentou um algoritmo para decomposigao de EE’s convexos em
termos de um nidmero minimo de subconjuntos convexos do quadrado elementar. O

55
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algoritmo do Xu [49] pode ser dividido em dois principais passos:

Passo 1:  uma decomposicao de um EE convexo é encontrada resolvendo-se um sis-
tema de equacoes lineares com um numero fixo de variaveis;

Passo 2:  aplica-se um intricado processo de otimizacao, subdividido em varios com-
plexos subcasos, para juntar, por adicoes de Minkowski, os subconjuntos
convexos encontrados no Passo 1.

Em 1994, Park e Chin [34] desenvolveram um novo algoritmo mais simples, que é
uma extensao do Passo 1 do algoritmo do Xu, para encontrar uma decomposicao 6tima
de EE’s convexos. No entanto, o algoritmo deles continua utilizando, como processo de
otimizacao, o Passo 2 do algoritmo do Xu.

Para finalizar esta secao, apresentamos a complexidade de tempo desses algoritmos.
Dado um EE convexo A, a complexidade de tempo de cada um desses dois algoritmos
é O(n?), onde n = max{py(A), p1(A)}. Veremos, neste capitulo, que a complexidade de
tempo do algoritmo guloso proposto é O(n?®). A vantagem de nosso algoritmo em relagio
a estes algoritmos é que ele é simples e a decomposicao 6tima encontrada por ele pode
conter subconjuntos do quadrado elementar que nao sejam convexos.

5.2 Meétodo Guloso

Para alguns problemas de Otimizacao Combinatoéria é possivel aplicar uma estratégia
gulosa [15, p. 329][4, p. 157] para se obter uma solugao 6tima. O método guloso consiste
em encontrar uma seqiiéncia de solugoes parciais (que sdo maximos ou minimos locais do
problema) que nos levam a uma solu¢ao 6tima do problema (ou seja, a um méximo ou
minimo global do problema). Por exemplo, se o problema é maximizar uma dada fungao e
é conhecido que uma solucao parcial cujo valor digamos seja 25, e este valor pode crescer
para 30, 28 ou 45, entao a solugao de valor 45 é a préxima solucao parcial.

Quando um problema de Otimizacao Combinatoéria pode ser resolvido por uma es-
tratégia gulosa, o correspondente algoritmo é chamado de algoritmo guloso e, normalmen-
te, eles sao bastante simples. No entanto, na maioria dos casos, provar a corretude desses
algoritmos pode ser uma tarefa nao muito trivial.

5.3 Decomposicao Otima de Elementos Estruturan-
tes Convexos

Esta secao apresenta o algoritmo guloso proposto para a decomposicao de EE’s convexos
(veja a Subsecdo 5.3.2). Mas antes, introduziremos na Subsecao 5.3.1, algumas proprie-
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dades necessarias para a apresentacao do algoritmo. Para isto, faremos uso de algumas
propriedades ja vistas nos Capitulos 3 e 4.

5.3.1 Propriedades Necessarias para o Algoritmo

A seguinte proposi¢ao [49] afirma que todo EE convexo tem uma decomposigao seqiiencial.
Proposicao 5.1 Se A ¢ um EFE convexo, entao A tem uma decomposicao seqiiencial.

Como uma conseqiiéncia da Proposi¢ao 3.15, temos que a relagao de invarianga é
transitiva.

Proposicao 5.2 Sejam X, Y e Z EE’s. Se X € invariante de'Y e Y € invariante de Z,
entdo X € um invariante de Z.

Prova: Uma vez que X ¢ invariante de Y e Y é invariante de Z, entdao Y = (Yo X)d X
eZ=ZoeY)eY=ZeY)ea(YeX)oX)=((ZoaY)d (Yo X)) ®X. Assim,
pela Proposicao 3.15, X é um invariante de Z. [ |

Como uma conseqiiéncia das Proposicoes 3.14 e 4.16, temos o seguinte corolario.

Corolario 5.3 Sejam A e X dois EE’s. Se existe um i € {0,1,---,7} tal que v;(A) <
vi(X), entao X ndo é um invariante de A.

Prova: Suponha por absurdo que X é um invariante de A. Assim, pela Proposicao 3.14,
existe um EE Y tal que A =Y & X. Dessa forma, pela Proposicao 4.16, v(A) = v(Y) +
v(X) e, portanto, para todo i € {0,1,---,7}, v;(A) > 1;(X). Mas isto é uma contradigao,
pois por hipétese, existe i € {0,1,---,7} tal que v;(A) < 1;(X). Portanto, X nao é um
invariante de A. n

Note que o Corolario 5.3 fornece somente uma condicao necessaria para verificar se
um EE X é um invariante de A. Assim, o fato de que v;(A) > 1;(X), para todo i €
{0,1,---,7}, ndo implica que X é um invariante de A.

5.3.2 Apresentacao do Algoritmo Proposto

O algoritmo proposto, chamado de DECCON, estd baseado em uma simples idéia que apre-
sentamos a seguir. A seqiiéncia SeqQ = [By, By, - - -, B, (veja sua definigao na péagina 43),
mencionada no Passo 01 do algoritmo, pode ser construida antes de rodar DECCON. No
inicio de cada iteragao, temos uma solugao parcial S;(A4) = [Cy, Cy, - - -, C;] e um conjunto
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Y, =Ac (60,6 -6 () (primeira iteragdo: Passos 02 e 03; proximas iteragoes:
Passos 11 e 12). Se p(Y;) = (0,0), ent@o o algoritmo péra e S;(A) = [Cy,Cy,---,C}] é a
decomposicao 6tima de A (Passos 05 e 15). Caso contrario, um elemento B; de SeqQ é
selecionado. Se B; ndo é um invariante de Y; (Passos 06 e 08), ent@o o algoritmo seleciona
o proximo elemento B,y de SeqQ e uma nova iteragao comega (Passos 07, 09 e 05). Caso
contrario, B; é usado para se obter uma nova solucao parcial S;+1(A) = S,(A) - [B;] (Pas-
so 11) e um novo conjunto Y, =Y; © B; (Passo 12) e, em seguida, uma nova interagao
¢ iniciada (Passo 05).

Algoritmo DECCON:

Entrada: Um EE convexo A tal que |A| > 2.

Saida: Uma decomposicao 6tima de A.

01: Seja SeqQ = [By, By, -+, By).

02: So(A) <[] /* seqiiéncia vazia */

03: Yy« A

04: 1+ 1;75<0

05: se p(Y;) = (0,0) entao va para o Passo 15

06: seexiste k € {0,1,---,7} tal que v (Y;) < v(B;) entao

07: i« i+ 1 e va para o Passo 05 /* pelo Corolério 5.3,
B; nao ¢ um invariante de Y; */

08: se B; nao ¢ um invariante de Y; entao

09: 1+ 1+ 1 e va para o Passo 05

10:  /* B; é um invariante de Y; */

i Sj1(4) — S(4) - B

12: Y <« Y, 0 B;

13: j«—7+1

14: va para o Passo 05

15:  Devolva a seqiiéncia S;(A).

Dependendo da ordem escolhida para construir a seqiiéncia SeqQ = [By, B, - -, By,
diferentes decomposigoes podem ser obtidas pelo algoritmo DECCON. Noés ordenamos
os elementos da seqiiéncia SeqQ em ordem decrescente segundo a soma das coordenadas
dos vetores retangulares de cada elemento em SeqQ, isto é, po(B1) + p1(B1) > po(B2) +
p1(Bs) > -+ > po(Bn)+p1(By), €, a0 mesmo tempo, se po(B;)+p1(B;) = po(B;)+p1(B;),
e |B;] < |Bj|, entao B; aparece antes de B; em SeqQ. Por exemplo, na Figura 5.1.b
apresentamos os invariantes do EE A (apresentado na Figura 5.1.a) segundo a ordem
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(®)
[B1, Ba, B3, B3, B3, Byl [B2, Ba, By, By, By, Byl

(c) (d)

Figura 5.1: (a) Um EE A. (b) Elementos de B(A). (c¢) Saida do algoritmo DECCON. (d) Saida do
algoritmo do Xu.

escolhida para construir SeqQ. Nesta figura, observe que po(B1) + p1(B1) = po(Ba2) +
p1(Bz) > po(Bs) + p1(Bs) = po(Ba) + p1(Ba) > po(Bs) +p1(Bs), |Bi| < |Ba| e | Bs| < |Byl.

Segundo esta ordenacao, a cada iteragao, o algoritmo DECCON escolhe o EE em
SeqQ cuja a soma de coordenadas do seu vetor retangular é a maior possivel (e no caso
dessa soma ser igual, entao escolhe-se o EE de cardinalidade menor possivel) para colocar
na solucao parcial. Esta escolha caracteriza a estratégia gulosa do algoritmo. Além
disso, o algoritmo DECCON prefere escolher EE’s nao convexos em vez de EE’s convexos
para a decomposicao de A, uma vez que EE’s nao convexos tém menos pontos do que
os convexos. Assim, como a complexidade de tempo dos algoritmos que implementam
erosoes e dilatagoes dependem do nimero de pontos dos EE’s que o caracterizam, entao o
algoritmo DECCON tem uma grande vantagem em relagao ao algoritmo desenvolvido por
Xu, uma vez que, pelo algoritmo do Xu, todos os elementos encontrados sao subconjuntos
convexos do quadrado elementar [49].

Por exemplo, nas Figuras 5.1.c e 5.1.d estao apresentados, respectivamente, as saidas
do algoritmo proposto e do algoritmo do Xu. Neste particular exemplo, a diferenca é
somente de quatro pontos, mas para EE’s maiores, esta diferenca pode ser consideravel
(veja a Secao 5.4).

Na Figura 5.2, mostramos uma simples aplicacao do algoritmo DECCON para encon-
trar uma decomposicao do EE convexo A (apresentado na Figura 5.2.a). A Figura 5.2.b
apresenta os invariantes de A que sao subconjuntos do quadrado elementar. O vetor
projecao, o vetor retangular e o limite inferior de A sao mostrados na Figura 5.2.c. A
Figura 5.2.d apresenta a seqiiéncia vazia Sy(A) e o conjunto Yy = A que sdo iniciali-
zados, respectivamente, nos Passos 02 e 03. O primeiro invariante de Y, em SeqQ (esta
seqiiéncia é previamente construida antes de rodar o algoritmo) é B;. A Figura 5.2.e apre-
senta o conjunto Y; = Yy © By (construido no Passo 12), e a solugao parcial S1(A) = [By]
(construida no Passo 11). De uma maneira similar, a Figura 5.2. f apresenta o conjunto
Yy = Y] © By (construido no Passo 12), onde Bs é o proximo elemento da seqiiéncia SeqQ
que é invariante de Y7, e a solugao parcial Sy(A) = [Bj, Bs] (construida no Passo 11).
As Figuras 5.2.g, 5.2.h and 5.2.7 apresentam os conjuntos Y3 = Y5 & B3, Y, = Y3 © B3
e Ys = Yy © By (construidos no Passo 12), onde B3 é o proximo elemento da seqiiéncia
SeqQ que é invariante de Y3, Y e Ys; e as solugoes parciais S3(A), Sy(A) e S5(A) (cons-
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v(Yp) = (0,4,8,0,0,8,0,4)
p(Yp) = (8,12)
Sp(A) =[]

(d)

o
Il
o,

v(Y3) = (0,0,6,0,0,3,0,3)
p(Y3) = (3,6)
S3(A) = [By, Bg, B3]

(9)

v(A) = (0,4,8,0,0,8,0,4)
p(A) = (8,12)
lower(A) =6
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v(Yy) = (0,2,8,0,0,6,0,4)
p(Y1) = (6,10)
S1(A) = [Bq]

(e)

'
Y, = ’:E

v(Y4) = (0,0,4,0,0,2,0,2)
p(Yy) = (2,4)
S4(A) = [B1, B2, B3, B3]

e

v(Yy) = (0,0,8,0,0,4,0,4)
p(Y2) = (4,8)
Sa(A) = [By, Ba]
)
3
Yy =
G

v(Ys) = (0,0,2,0,0,1,0,1)
p(Ys) = (1,2)
S5 (A) = [By, Ba, By, B3, B3]

(h) (4)

Yg = *

v(Yg) = (0,0,0,0,0,0,0,0)

p(Yg) = (0,0)

Se(A) = [B1, B2, By, B3, B3, Byl

)

Figura 5.2: Aplicagdo do algoritmo DECCON para um exemplo simples.

truidas no Passo 11). Na Figura 5.2.5, a solugao parcial Sg(A) e o conjunto Y5 = Y5 © By
sao construidos nos Passos 11 e 12, respectivamente, uma vez que B, é o proximo ele-
mento na seqiiéncia SeqQ que é invariante de Y;. Além disso, uma vez que Yz é um
conjunto unitério, entdao p(Ys) = (0,0), e, conseqiientemente, o algoritmo péra. Como
A= By ® By® B3 ® B3® Bs® By, entao Sg(A) é uma decomposicao 6tima do EE convexo
A, uma vez que lower(A) = 6. Vale a pena observar aqui que a solu¢do Sg(A) é uma
subseqiiéncia de Seqlnv|[A] = [B1, Bs, By, Bs, Bs, B3, By, By, By, By, Bs, Bs].

5.4 Resultados Experimentais

Nesta se¢ao, apresentaremos alguns resultados experimentais da aplicagao do algoritmo

do Xu e do algoritmo proposto e compararemos o desempenho desses algoritmos para
encontrar decomposicoes 6timas de EE’s convexos.

Estes experimentos foram executados usando uma méaquina com processador Pentium
I11, 450MHz. O tempo de processamento da CPU foi medido em segundos (s).
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Tempo Médio para Numero médio de
encontrar uma, pontos na
solucao 6tima solucao 6tima

Subconjuntos do | Algoritmo | Algoritmo | Algoritmo | Algoritmo

retangulo do Xu DecConN do Xu DecConN
20 x 21 0.22s 0.23s 58 32
38 x 40 0.23s 0.27s 114 57
56 x 57 0.23s 0.26s 176 84
73 x 73 0.26s 0.28s 234 110
89 x 89 0.28s 0.28s 297 137
109 x 108 0.25s 0.33s 358 164
124 x 124 0.32s 0.54s 420 191
141 x 144 0.29s 0.42s 476 216
160 x 162 0.31s 0.47s 539 244
176 x 179 0.35s 0.56s 611 275
192 x 193 0.37s 0.63s 661 297
214 x 210 0.41s 0.75s 729 326
229 x 227 0.45s 0.86s 786 352
246 x 247 0.48s 0.97s 844 377

Tabela 5.1: Tempo médio para encontrar uma decomposi¢ao 6tima e a média do nimero de pontos
nesta decomposicao.

Noés aplicamos o algoritmo do Xu e o algoritmo DECCON para encontrar uma de-
composi¢ao 6tima de aproximadamente 700 EE’s convexos. Estes EE’s foram gerados
aleatoriamente.

Na Secao 5.6, provaremos que, dado um EE convexo A, a complexidade de tempo de
DEcCoON e do algoritmo do Xu para encontrar uma decomposi¢cao 6tima sao, respecti-
vamente, O(n?) e O(n?), onde n é o valor maximo entre as duas coordenadas do vetor
retangular de A, ou seja, n = max{po(A), p1(A)}. Assim, na Tabela 5.1, nas colunas 2 — 3,
podemos ver que o tempo médio para o algoritmo do Xu encontrar uma solucao 6tima é
melhor do que o algoritmo DECCON.

Seja A um EE. Seja S = [C},Cy, -+, ;] uma decomposicao de A. Denotaremos
por o(S) a soma da cardinalidade de todos elementos na seqiiéncia S, isto é, o(S) =
|Ch| + |Co| + -+ ]C5).

Dado um EE convexo A, denotamos Decomp(A) e Xu(A) a decomposi¢ao de A encon-
trada, respectivamente, por DECCON e pelo algoritmo do Xu.

Seja A = {Ay, Ay, -+, A, } uma cole¢do de EE’s convexos. Definimos o nimero médio
de pontos na solugao 6tima encontrada por DECCON e pelo algoritmo do Xu, respectiva-
S o(Decomp(4,) | [ S o(Xu(4,)

=1 e i=1

mente, como

O numero médio de pontos na solucao étima encontrada por DECCON ¢é menor do
que a obtida pelo algoritmo do Xu (colunas 4 — 5 da Tabela 5.1). Conseqiientemente, a
complexidade computacional para aplicar dilatacoes ou erosoes usando as solucoes dadas
por DECCON sao melhores que as solugoes encontradas pelo algoritmo do Xu.

Para finalizar esta secao, observamos que um proximo passo deste trabalho pode ser
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fazer uma versao simplificada do algoritmo DECCON colocando-se na seqiiéncia SeqQ
somente os elementos de SeqQ que sao subconjuntos convexos do quadrado elementar.
Com isto, de acordo com uma propriedade de subconjuntos convexos [34, Proposicao 3.3,
p. 306], o teste do Passo 08 pode ser simplicado e executado em tempo O(1). Além disso,
nao seria necessario construir os conjuntos Y; (ou seja, o Passo 12 seria desconsiderado).
Dessa forma, com esta simplificagao, o algoritmo teria mesma complexidade do algoritmo
do Xu.

5.5 Corretude do Algoritmo

Nesta secao, provaremos a corretude do algoritmo. Embora o algoritmo DECCON seja
simples, sua prova de corretude nao ¢ intuitiva. Dividiremos esta secao em trés partes. Na
primeira, apresentaremos algumas propriedades do fecho convexo necessarias para a prova
da corretude do algoritmo. Na segunda parte, provaremos que, dado um EE convexo A, a
saida do algoritmo é uma decomposicao de A. Finalmente, na tltima parte, mostraremos
que esta decomposicao encontrada é otima.

5.5.1 Propriedades do Fecho Convexo para Elementos Estrutu-
rantes Convexos

Esta subsecgao fornece algumas propriedades do fecho convexo que serao utilizadas para a
prova de corretudo do algoritmo.

Lema 5.4 Seja A um EE convero. Se X e Y sio EE’s tais que X @Y = A, entao
CX)aY =A.

Prova: Por um lado, A C C(X) @Y, uma vez que, pelo Lema 4.4.a, X C C(X) e, pela
Proposigao 3.8.g, X ®Y C C(X) @Y. Por outro lado, C(X)®Y C A, uma vez que, pelo
Lema 4.7, C(X)®Y CC(X @ Y) = C(A) = A. Portanto, C(X) @Y = A. n

O proximo resultado é uma conseqiiéncia imediata do Lema 5.4 e das Proposicoes 3.14
e 3.15.

Lema 5.5 Seja A um EE convexo. Se X € um invariante de A, entao C(X) também é
um invariante de A.

Prova: Como X ¢é um invariante de A, entao, pela Proposicao 3.14, existe um EE
Y € Z* tal que X @Y = A. Pelo Lema 5.4, C(X) @Y = A. E, pela Proposicio 3.15,
C(X) é um invariante de A. |
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Lema 5.6 Seja A um EE convexo. Se X é um invariante de A, entao AS X é um FE
CONVETO.

Prova: Dividimos a prova deste lema em duas partes. Por um lado, pelo Lema 4.4.a,
Ao X C C(As X). Por outro lado, C(Ae X) C Ao X. De fato, uma vez que X é um
invariante de A, (A6 X) @& X = A e, pelo Lema 5.4, C(A6 X) @& X = A. Assim, pela
relagdo de adjuncao, dada pela Proposigao 3.11, C(A© X) C Ao X.

Logo, C(A©6 X) = A6 X e, portanto, A © X é um EE convexo. n

5.5.2 A Saida do Algoritmo é uma Decomposicao

Nesta subsegao, provaremos que, dado um EE convexo A, a saida do algoritmo DECCON é
uma decomposicao de A. Para isso, precisamos estudar algumas propriedades do algoritmo
proposto.

A cada iteracao, um EE Y; é construido pelo algoritmo. Quando Y; é o EE considerado
em uma iteracdo do algoritmo, S;(A) = [ | (seqiiéncia vazia) , se j = 0; ou S;(A) =
[C1,Cy,--+,C4], se § >0, é a solugao parcial atual de A, ou simplesmente, solu¢cdo parcial

de A.

Para provar que a saida do algoritmo S;(A) = [C4, Cy, - - -, C;] é uma decomposicao de
um dado EE A, devemos mostrar que C; @ Co @ --- @ C; = A. Dados dois EE's Ae Y, a
proposicao seguinte nos fornece uma definicao equivalente para A =Y.

Proposicao 5.7 Sejam A eY dois EE’s. EntaoY = A se, e somente se, Y € invariante
de Aep(Y)=p(A).

Prova: (=) Se Y = A, entdo, existe h € Z* tal que A =Y, = Y @ {h}. Logo, pela
Proposigao 3.15, Y é invariante de A. Uma vez que p(Y;) = p(Y), entao, p(Y) = p(A).

(<) Uma vez que Y é invariante de A, pela Proposicao 3.14, existe um EE X tal que
A= X@a&Y. Pela Proposigao 4.17, p(A) = p(X)+ p(Y). Uma vez que p(A) = p(Y), entdo
p(X) = (0,0) e, portanto, | X| = 1. Seja h € Z* tal que X = {h}. Neste caso, a adicdo
de Minkowski X @Y = A é uma translacao do conjunto Y por h. Logo, Y = A. ]

Agora, vamos introduzir duas defini¢oes. Seja SeqQ = [By, B, - -, By] e seja A um EE
convexo. Quando Y; é o EE considerado pelo algoritmo, ou seja, Y; é o EE considerado
em uma dada iteracao do algoritmo, chamamos de sequéncia decrescente atual de A, ou
simplesmente, seqiiéncia decrescente de A, a sequiéncia formada por todos EE’s Y; gerados
pelo algoritmo (nos Passos 03 e 12) até Y; (inclusive), ou seja, a seqiiéncia [Yp, Y3, -, Y]]
Se S;(A) = [C},Cy, - -+, (] é a solugao parcial, chamamos de segiiéncia restante de Y; a
seqiiéncia Restante[Y;] = SeqQ, se j = 0; ou Restante[Y;] = [C; = B;, Bij1,---, By, se
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j >0, onde B;, Bit1,- -, B, € SeqQ. Observe que, pela defini¢do de Restante[Y}], B, = C;
é o elemento de SeqQ usado para construir Y; (no Passo 12).

Assim, pelas definicoes dadas acima, dado um EE convexo A, podemos ver claramente
que, se [Yp, Yy, ---,Yj| e S;(A) = [C1, Cy, - - -, (] s@o, respectivamente, a seqiiéncia decres-
cente atual de A e a solugao parcial atual, entdo pela construgao do algoritmo (Passos 10
e 11), para cada i € {1,2,---,j}, C; é um invariante de Y;_1, e, além disso, C; é utilizado
para construir Y;, isto é, Y; = Y;_1 6 C;. Se p(Y;) # (0,0), entdao o préximo elemento Cjq
para gerar a nova solugao parcial S;ji1(A) < S;(A) - [Cj4+1] (no Passo 11) é um elemento
de Restante[Y;]. Seja B, o elemento de Restante[Y;] tal que B, = Cj;;. Pela construgao do
algoritmo, B, é o primeiro elemento de Restante[Y;] tal que B, é um invariante de Y;, ou
seja, RestantelY;] = [C; = B;, Biy1,- -+, Br-1,Cj41 = By, Byy1 -+ -, By e todos elementos
na seqiiéncia [B;, Bit1, - - -, By—1] ndo sao invariantes de Yj.

Dado um EE convexo A, para provar a corretude do algoritmo proposto, temos que
mostrar que as seguintes duas afirmacoes sao validas.

(1) Sep(Y;) =(0,0), entao A=C1®Co&---®Cy, onde [C,Cy, - -+, C;] é asalda
do algoritmo;

(2) Existe um elemento B em Restante[Y]] tal que B é um invariante de Y; se, e
somente se, p(Y;) # (0,0).

Note que a Afirmagao (1) guarante que quando p(Y;) = (0,0), a saida do algoritmo
¢ uma decomposicao, enquanto a Afirmacao (2) guarante que, se existe um elemento B
em Restante[Y]] tal que B é um invariante de Y, entdo p(Y;) # (0,0). Assim, neste
caso, a condi¢cao no Passo 05 nao ¢ satisfeita e, conseqiientemente, a préxima iteracao do
algoritmo é sempre possivel. Além disso, a Afirmacao (2) também guarante que se todos
elementos em Restante[Y;] nao s@o invariantes de Yj, entdao p(Y;) = (0,0) e, portanto, o
algoritmo para.

Para provar as Afirmacoes (1) e (2), vamos introduzir mais uma definigdo. Dado

um EE convexo A. Se S;(A) = [C},Cy, -+, C;] é a soluc@o parcial atual, chamamos de
seqiiéncia crescente atual de A, ou simplesmente, seqiéncia crescente de A, a seqiiéncia
[Xo, X1, -+, X;], onde Xy = {o} (isto é, o conjunto unitdrio que contém a origem) e

X; =X, 1®C;, para 1 <i < j. Assim, para provar a Afirmagao (1), temos que mostrar
que, se p(Y;) = (0,0), entao X; = A, uma vez que X; =C1 & Co @ --- & C.

5.5.2.1 Prova da Afirmacao (1)

Seja A um EE convexo. Sejam [Yp,Y7,---,Y)| e [Xo, Xy, -+, X|], respectivamente, as
seqiiéncias decrescente e crescente de A. Os seguintes resultados (Lemas 5.8, 5.9 e 5.10)
fornecem algumas propriedades para provar a Afirmacao (1). O Lema 5.8 mostra que
A=Y, ®X;. O Lema 5.9, que é uma conseqiiéncia da Proposicao 3.15 e do Lema 5.8,
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mostra que X; é um invariante de A. O Lema 5.10 motra que se p(Y;) = (0,0), entao
p(X;) = p(A). Finalmente, usando os resultados dos Lemas 5.9 e 5.10, a Proposicao 5.11
prova a Afirmagdo (1) mostrando que se p(Y;) = (0,0), entdo X; = A.

Lema 5.8 Seja A um EE convexo. Se [Yy,Y1,---, Y]] e [Xo, X4, -+, X|| sdo, respectiva-
mente, as sequéncias decrescente e crescente atuais de A, entao A =Y;0X; eY; = ASX;.

Prova: Provaremos este lema por indugao em j. Quando j = 0, é 6bvio que A = Y@ X,
e Yy = AS Xy, uma vez que Yy = A e Xy = {o}. Se j > 0, suponha, por hipdtese de
inducao, que este lema ¢ verdadeiro para j—1, ouseja, A =Y, 1@ X, 1eY;_; = ASX,_;.
Provaremos que A=Y, ® X; e Y; = A0 X|.

Se S;(A) = [Cy,Cy, - - -, Cy] é asolugao parcial atual, entdo C; é um invariante de Y;_1,

Vi=Yia0CeX;=X; 00

Assim, a prova para a primeira igualdade é dada da seguinte forma.

A = Y 180X, (por hipétese de indugao)

(Yio1eC)el)) e X, (uma vez que Cj é invariante de Y;_;)

= Yauel)e (X,.1e0) (pela comutatividade e associatividade
da adicao de Minkowski)

E, para a segunda igualdade,

Y, = Y1060

(Ae X,;1) e (por hipétese de indugao)
As (X;.18C)) (pela Proposigao 3.9.f)
= AcX;.

O proéximo resultado é uma conseqiiéncia da Proposicao 3.15 e do Lema 5.8.

Lema 5.9 Seja A um EE convexo. Se [Yy,Y1,---,Y;] e [Xo, Xq, -+, X|| sdo, respectiva-
mente, as sequéncias decrescente e crescente atuais de A, entao Y; e X; sao invariantes

de A.

Como conseqiiéncia do Lema 5.9, o tltimo EE X; em qualquer seqiiéncia crescente de A
é um invariante de A. Assim, em particular, quando p(Y;) = (0,0), X; é um invariante de
A. Um passo intermedidrio para provar a Afirmagao (1) é mostrar que, se p(Y;) = (0,0),
entdao p(X;) = p(4).
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Lema 5.10 Seja A um EE convexo. Sejam [Yo,Y:,---,Y] e [Xo, X1, -, Xj], respecti-
vamente, as seqiéncias decrescente e crescente atuais de A. Se p(Y;) = (0,0), entao

p(X;) = p(A).

Prova: Pelo Lema 5.8, A =Y;®X;. Assim, pela Proposicao 4.17, p(A) = p(Y;)+p(X;).
Logo, p(X;) = p(A), uma vez que p(Y;) = (0,0). ]

Finalmente, a Proposigao 5.11 prova a Afirmacao (1).

Proposicao 5.11 Seja A um EE convexo. Sejam [Yy, Yy, --,Y;] e [Xo, X1, -, X|] as
seqiiéncias decrescente e crescente atuais de A. Se p(Y;) = (0,0), entao X; = A.

Prova: Pelo Lema 5.9, X; é um invariante de A. Uma vez que p(Y;) = (0,0), entao,
pelo Lema 5.10, p(X;) = p(A). Assim, pela Proposigao 5.7, X; = A. n

5.5.2.2 Prova da Afirmacgao (2)

Dizemos que as seqiiéncias decrescente e crescente de A, [Yy, Y1, -+, Y] e [Xo, X7 -+, Xj],
sdo mazximais se, e somente se, nao existe um elemento B em Restante[Y;] tal que B é um
invariante de Y;. Obviamente, a seqiiéncia decrescente atual [Yp, Y7, - - -, Y| é maximal se,
e somente se, a seqiiéncia crescente atual [Xo, X1, - -+, X;] é maximal.

Dado um EE convexo A, para mostrar a corretude do algoritmo, falta provarmos a
Afirmagao (2), ou seja, temos que mostrar que p(Y;) # (0, 0) se, e somente se, a seqiiéncia
decrescente (equivalentemente, crescente) atual de A ndo é maximal. Mas antes disso,
precisamos do seguinte resultado.

Lema 5.12 Seja A um EE convezro. Seja [Yy,Y1,---,Y]] a seqiéncia decrescente atual de
A. Seja B um elemento da seqiiéncia SeqQ = [By, Ba,- -+, B,]. Se B é um invariante de
Y;, entdo B € um elemento de Restante[Y}].

Prova: Provaremos este lema por inducao em j. Se j = 0, uma vez que Restante[Yy] =
SeqQ e B € SeqQ, entdao B é um elemento de Restante[Yp]. Caso j > 0, suponha,
por hipétese de indugao, que este lema vale para j — 1, isto é, B é um elemento de
Restante[Y;_;]. Provaremos que B € Restante[Y}].

Se Restante[Y;| = [B;, Bi11,- - -, By), entao B; é o EE de SeqQ usado pelo algoritmo pa-
ra construir Y;, ouseja, Y; = Y;_16B;. Assim, C; = B;. Similarmente, se Restante[Y;_;] =
[Bi, Bit1, -+, By, entdao By, € SeqQ e Cj_1 = Byj. Pela construcao do algoritmo, C;
é o primeiro elemento de Restante[Y;_;] tal que C; é um invariante de Yj, ou seja,
Restante[Yj_l] = [Bk, Bk+1, Tt >Bi—17 Bz‘7 Bz‘+17 MR Bn] = [Bk, Bk—i—l; MR Bz’—l] : Restante[Yj]
e nenhum elemento na seqiiéncia [By, By+1, - - -, B;—1] ¢ um invariante de Yj.
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Uma vez que B é um invariante de Y; e, por hipétese de inducao, B € Restante[Y;_4],
entdo, claramente, B é um elemento de Restante[Y}]. ]

Finalmente, o préximo resultado prova a Afirmagcao (2).

Proposicao 5.13 Seja A um FEE convexo. A seqiiéncia decrescente atual de A, digamos
Yo, Y1, -+, Y], € mazimal se, e somente se, p(Y;) = (0,0).

Prova: (<) Suponha por absurdo que a seqiiéncia decrescente atual de A nao seja
maximal. Seja B um elemento de Restante[Y;] tal que B é um invariante de Y;.

Uma vez que Restante[Y;] é uma subseqiiéncia de SeqQ, entdo B tem pelo menos dois
pontos e, conseqiientemente, po(B) > 0 ou pi(B) > 0.

Uma vez que B ¢ um invariante de Y, entao, pela Proposicao 3.14, existe um EE
X tal que Y; = X @ B. Assim, pela Proposicao 4.17, p(Y;) = p(X) + p(B). Logo,
po(Y;) > po(B) > 0 ou p1(Y;) > p1(B) > 0, e, conseqiientemente, p(Y;) # (0,0). Mas isto
contradiz a hipétese de que p(Y;) = (0,0). Portanto, a seqiiéncia decrescente atual de A
¢ maximal.

(=) Suponha por absurdo que p(Y;) # (0,0). Seja [Xo, X1, -, X|] a seqiiéncia cres-
cente atual de A. Assim, pelo Lema 5.8, Y; = A© X e, pelo Lema 5.9, X é um invariante
de A.

Como A é um EE convexo e X; é um invariante de A, entao, pelo Lema 5.6, Y, = ASX;
¢ também um EE convexo. Assim, pela Proposicao 5.1, Y; tem uma decomposi¢ao seqiien-
cial, digamos [Z1, Zs, - -, Z,]. Uma vez que p(Y;) # (0,0), entdo |Y;| > 2, e, conseqiien-
temente, um elemento em [Zy, Zs, - -+, Z;], digamos Z;, contém pelo menos dois pontos.
Claramente, Z; é um invariante de Y;. Uma vez que, pelo Lema 5.9, Y; é um invariante
de A, entao, pela transitividade da rela¢do de invarianga (dada pela Proposigao 5.2), Z;
é um invariante de A.

Uma vez que Z; é um subconjunto do quadrado elementar e |Z;| > 2, entéo existe um
elemento B em SeqQ = [By, Bs, - - -, B,] tal que B = Z;. Uma vez que Z; é um invariante
de Y}, claramente, B também ¢ um invariante de Y}, e, pelo Lema 5.12, B ¢ um elemento
de Restante[Y]]. Mas isto contradiz a hipétese de que a seqiiéncia decrescente atual de A
¢ maximal. Portanto, p(Y;) = (0,0). n

Para a completude desta secao, o proximo resultado mostra que a saida do algoritmo
DEcCON é uma decomposigao de A.

Teorema 5.14 Seja A um EE convexo. Se a seqiiéncia crescente atual de A, digamos
(X0, X1, -+, Xj], € mazimal, entio X; = A.

Prova: Uma vez que a seqiiéncia [Xg, X1, -+, X;] é maximal, entdo a seqiiéncia de-
crescente atual de A, digamos [Yj, Y7, --,Y;], também é maximal. Assim, pela Propo-
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sigao 5.13, p(Y;) = (0,0). Logo, pelo Lema 5.10, p(X;) = p(A). Uma vez que, pelo
Lema 5.9, X; ¢ um invariante de A, entao, pela Proposicao 5.7, X; = A. |

5.5.3 A Saida do Algoritmo é uma Decomposicao Otima

Na tltima subse¢ao, o Teorema 5.14 mostra que se a seqiiéncia crescente atual [ X, Xi,-- -,
X;] de um dado EE convexo A é maximal, entdo X; = A e, portanto, a solu¢ao parcial
atual S;(A) = [C1,C%,---,C}], é uma decomposi¢do de A. No final do Capitulo 4, na
Subsecao 4.3.4, o Teorema 4.18 mostra um limite inferior para o comprimento das decom-
posicoes de A. Se provarmos que este limite inferior para decomposi¢ao de A = X; é j
elementos (isto é, lower(X;) = j), entdo S;(A) sera uma decomposi¢do 6tima de A, uma
vez que S;(A) contém exatamente j elementos.

Assim, para provar que a saida do algoritmo DECCON é uma decomposi¢ao 6tima
A, vamos mostrar que, para cada seqiiéncia crescente atual [Xo, X1, -+, X;] de um dado
EE convexo A, a correspondente solugao parcial atual S;(A4) = [Cy,Cy, -+, C;] é uma
decomposicao 6tima de X, ou seja, lower(X;) = j. Para isso, precisamos de algumas
definicoes e resultados preliminares.

Seja A um EE. Seja R = [C}, Cy, - - -, C;] uma subseqiiéncia qualquer de Seqlnv[A]. A
seqiiéncia E = [Xo, Xj,---, X;], onde Xo = {o} e X; = X, 1 ®C;, parai € {1,2,---,j}, é
chamada de seqiiéncia gerada a partir de R e a seqiiéncia R é chamada sequéncia geradora
de E. Note que, por essa defini¢ao, a solucao parcial atual S;[A] é uma seqiiéncia geradora
da seqiiéncia crescente atual de A.

Seja A um EE. Seja R = [C4, Cy, - - -, ;] uma subseqiiéncia de Seqlnv[A|. Denotaremos
por ¢.5(R), para a,b € {0,1,2}, o nimero de EE’s em R cujo vetor retangular ¢ igual a
(a,b). Por exemplo, na Figura 5.2.i, claramente S5(A) ¢ uma subseqiiéncia de Seqlnv[A]
e c22(S5(A4)) = 2, c12(S5(A)) = 3 e cp(S5(A)) = 0, para os outros valores de a,b.
Claramente, ¢oo(R) = 0, uma vez que qualquer elemento B € SeqQ contém pelo menos
dois pontos, ou seja, p(B) # (0,0).

Dado um EE A e seja R = [C4,C%,---,C;] uma uma subseqiiéncia de Seqlnv[A].
Dizemos que R é uma seqiéncia retangular de A se, e somente se, todas as restrigoes
abaixo sao satisfeitas:

(a) Cgvo(R) . CQQ(R) = 0, (b) 0270<R) . C()J(R) = 0,
(¢) c2(R)-cio(R)=0;  (d) c21(R)co1(R) = 0;
(e) c12(R)-c1o(R) = 0; (f) c1(R) +c1o(R)+ c01(R) < 1;
(9) C2,0(R) 01,1(R) = 0; (h) CQ,O(R) : 01,2(R) = 0;
E )) o, 2((R))' c11(R)=0;  (j) co2(R)-c21(R) =0;

—
Y
~—
I
e

Seja A um EE. Seja R = [Cy,Cy, - -, C;] uma subseqiiéncia de Seqlnv[A]. Definimos
a seqliencia E = [Xo, Xq,--+,Xj], onde X; = X;_1 & C;, como a seqiiéncia elemento
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retangular de A se, e somente se, R é uma seqiiéncia retangular de A. Além disso, note
que R é uma seqiiéncia geradora de E.

O préximo resultado, provado na Se¢ao 5.8, mostra que uma seqiiéncia crescente atual
construido pelo algoritmo DECCON de um dado EE convexo A é uma seqiiéncia elemento
retangular de A.

Proposigao 5.15 Se [Xy, X1, -+, X;| uma seqiiéncia crescente atual construido pelo al-
goritmo DECCON de um dado EE convexo A, entao [Xo, X1,---,X;| € uma seqiéncia
elemento retangular de A.

A préxima proposigao mostra que se [Xo, X1, -+, X;] é uma seqiiéncia elemento re-
tangular de um dado EE A, entdo lower(X;) = j. A prova desta proposi¢do é dada na
Secao 5.8.

Proposigao 5.16 Seja A um EE. Se E = [Xo, X, -+, X,] € a seqiiéncia elemento retan-
gular de A, entdo lower(X;) = j.

O préximo teorema fornece a prova de que a saida do algoritmo DECCON é uma
decomposicao 6tima de um dado EE convexo A.

Teorema 5.17 Seja A um EE convexo. Seja [Xo, Xo, - -+, X;] a seqiéncia crescente atual
de A. Se [Xo, Xo,- -+, X;| € mazimal, entdo, S;j(A) = [Cy,Cy,---,C;] € uma decomposigao
otima de A.

Prova: Pelo Teorema 5.14, X; = A. Assim, p(X;) = p(A4), e conseqiientemente,
lower(X;) = lower(A). Como, pela Proposigao 5.15, [Xo, X, -+, Xj] é uma seqiiéncia
elemento retangular de A, entdo, pela Proposigao 5.16, lower(X;) = j. Uma vez que
S;(A) contém exatamente j elementos e lower(A) = j, entdo, claramente, S;(A) é uma
decomposicao 6tima de A. |

Dado um EE convexo A, quando uma seqiiéncia crescente atual maximal [Xo, X7 -- -,
X,] é encontrada pelo algoritmo, entao, pelo Teorema 5.14, X; = A e, portanto, S;(A) =
[C1,Cy, - -+, C;] é uma decomposigao de A. Pelo Teorema 5.17, S;(A) é uma decomposigao
6tima de A, uma vez que lower(A) = lower(X;) = j.

5.6 Complexidade do Algoritmo

Nesta secao, discutiremos a complexidade de tempo do algoritmo DECCON. Para isso,
dado um EE convexo, usaremos, nesta secao, a seguinte notacao:
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e m, denota o nimero de pontos de A;
e m, denota o nimero total de iteracoes que foram efetuadas pelo algoritmo;

e n denota o valor maximo entre as duas coordenadas do vetor retangular de A,
ou seja, n = max{po(A), p1(A)}.

Claramente, o niimero de pontos de um dado EE convexo A é m, = O(n?). A com-
plexidade de tempo do algoritmo do Xu [49] para decompor EE’s convexos ¢ O(n?). Na
proposigao seguinte, mostramos que mg = O(n).

Proposicao 5.18 Se A € um EE convezo, entdo o numero total de iteracoes do algoritmo
DEcCON € ms; = O(n).

Prova: Para cada B; de SeqQ, se B; ¢ um invariante de Y}, entao, no Passo 13, j « j+1.
Caso contrario, no Passo 07 ou 09, ¢ < ¢ 4+ 1. Dessa forma, o nimero de iteragoes do
algoritmo DECCON para encontrar a solucao final S;(A) é no maximo i + j, ou seja,
ms < i+ j. Uma vez que existem no maximo 2° subconjuntos do quadrado elementar,
entdo |SeqQ| < 29 e, conseqiientemente, i < 2°.

Se [Xo, X1, -+, Xj| é a seqiiéncia crescente atual de A e se ela é maximal, entao, pelas
Proposicoes 5.15 e 5.16 e pelo Teorema 5.14, X; = A e lower(X;) = j. Logo, j = lower(A)
e, pelo Teorema 4.18, j = O(n). Portanto, ms; = O(n). n

Note que a seqiiéncia SeqQ (no Passo 01) é construida previamente e, portanto, a
construcao dela nao depende do EE de entrada.

Os passos cruciais para a complexidade de tempo do algoritmo sao os Passos 05, 06,
08 e 12. A Subsecao 5.6.1 apresenta a analise de complexidade dos Passos 05 e 06. A Sub-
secao H.6.2 fornece as complexidades dos Passos 08 e 12. Finalmente, na Subsecao 5.6.3,
mostramos a complexidade do algoritmo.

5.6.1 Complexidade dos Passos 05 e 06

Nos Passos 05 e 06 o algoritmo verifica se p(Y;) = (0,0) e se existe & € {0,1,---,7} tal
que v4(Y;) < vg(B;). Assim, nestes passos, o algoritmo tem que determinar p(Y;), v(Y;)
€ V(Bl)

O vetor projecao de cada elemento de SeqQ pode ser calculado antes da execucao do
algoritmo, uma vez que todos elementos nesta seqiiéncia estao previamente fixados. Desta
forma, a complexidade de tempo para determinar v(B;) e p(B;) é O(1).

Para determinar o vetor projecao e o vetor retangular de Y, vamos considerar dois
casos: j =0or 7> 0.
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Se 7 = 0, entao o algoritmo tem que calcular o vetor projecao e o vetor retangular
de Yy = A. Um algoritmo O(m,) para determinar o “chain code” de A (ou equivalente-
mente, o vetor projecao de A) pode ser visto em [36, p. 143]. Observe que o algoritmo
precisa calcular v(A) somente uma vez. Além disso, note que, se v(A) ja foi calculado
anteriormente, entao, pela definicao do vetor retangular, a complexidade para determinar

p(A) ¢ O1).

Portanto, se j = 0, a complexidade de tempo do Passo 06, ou seja, para calcular v(Yp)
e verificar se existe k € {0,1,---,7} tal que v (Yy) < vk(B;) é O(m,) e a complexidade
do Passo 05, ou seja, para calcular p(Yy) e comparar se p(Yy) = (0,0) é O(1).

No caso de j > 0, o vetor projecao e o vetor retangular de Y; podem ser calculados
usando o seguinte resultado.

Proposigao 5.19 Sejam B e Y EE’s. Se B é um invariante de Y, entio v(Y & B) =
V(Y) = v(B) ¢ p(Y © B) = p(Y) — p(B).

Prova: Uma vez que B é um invariante de Y, entao Y = (Y © B) @ B. Logo, pela
Proposigao 4.16, v(Y) = v(Y © B) + v(B) e portanto, v(Y © B) = v(Y) — v(B). De uma
maneira similar, usando a Proposicao 4.17, ¢ facil mostrar que p(Y © B) = p(Y) — p(B).

]

Se Sj(A) = [C1,Cs, -+, C}] é a solucao parcial atual quando o EE considerado pelo
algoritmo ¢ Y}, entao C; é um invariante de Y;_; e o algoritmo construiu Y; < Y, © C}.
Assim, pela Proposicao 5.19, v(Y;) = v(Y;_1) — v(C)) e p(Y;) = p(Y;—1) — p(Cj). Se
J > 0, podemos considerar que o vetor projecao e o vetor retangular de Y;_; ja foram
construidos. Assim, neste caso, a complexidade de tempo para calcular v(Y;) e p(Y;) é
O(1), uma vez que v(Y;) e p(Y;) tém um numero fixo de coordenadas, e o vetor retangular
e o vetor projecao de cada B € SeqQ ja foram determinados previamente antes de rodar
o algoritmo.

Portanto, se j > 0, a complexidade de tempo do Passo 05, ou seja, para calcular p(Y;)
e comparar se p(Y;) = (0,0) é O(1); e a complexidade do Passo 06, isto é, para calcular
v(Y;) e verificar se existe k € {0,1,---,7} tal que v, (Y;) < v (B;) é O(1).

5.6.2 Complexidade dos Passos 08 e 12

Para verificar se B; ¢ um invariante de Y, temos que comparar se Y; = (Y; © B;) & B;.
Dado um EE X, a complexidade para construir X & B; ou X © B;, pela definicao de
adigao e subtracao de Minkowski, é O(m,, - m;), onde m, e m; denotam, respectivamente,
o numero de pontos de X e B;. Uma vez que B; contém no maximo 9 pontos, entao a
complexidade para construir X @ B; ou X © B; é O(my).

Obviamente, pela definigao da subtragao de Minkowski, se Y = A6 X, entao |Y| < | A|.
Conseqiientemente, se [Yp, Y7, --,Y;] é a seqiiéncia decrescente atual de um dado EE
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A, entao, para todo k € {0,1,---,7}, |Yi| < |A|. No Passo 08, o algoritmo constréi
Z;j =Y, 6B, e W, = Z; ® B;; e depois verifica se Y; = W;. A complexidade para
construir Z; = Y; © B, e W; = Z; @ B, e comparar se Y; = W, é O(m,,), uma vez que
|Z;| < |Y;| <|A| =m,. Dessa forma, a complexidade do Passo 08 ¢ O(m,). Além disso,
a complexidade do Passo 12, ou seja, para construir Y41 = Y; © B;, é O(m,,), uma vez
que || < |A] = m,.

5.6.3 Complexidade do Algoritmo

Pela Proposigao 5.18, o numero de iteragoes do algoritmo DECCON é my = O(n). Assim,
as comparagoes nos Passos 05, 06, 08 e 12 sao executadas ms = O(n) vezes.

Uma vez que a primeira compara¢do no Passo 05 leva tempo O(m,) e as outras
comparagoes levam tempo O(1), entdo a complexidade total do algoritmo deste passo

é¢ O(my)+0(1)+---+0(1) = O(m,) + O(my).

ms—1 times

Uma vez que cada comparacao no Passo 06 leva tempo O(1), entdo a complexidade
total do algoritmo neste passo é O(my).

Uma vez que cada comparagao nos Passos 08 e 12 leva tempo O(m,,), a complexidade
total do algoritmo nestes passos é O(my - m,).

Logo, a complexidade do algoritmo para encontrar uma decomposicao 6tima de um
EE convexo A é O(mg - m,), ou seja, O(n?), uma vez que ms = O(n) e m, = O(n?).

5.7 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos um algoritmo guloso para decompor um EE convexo em ter-
mos de um nimero minimo de subconjuntos (nao necessariamente convexos) do quadrado
elementar. Este algoritmo é simples e inédito. A complexidade deste algoritmo ¢ O(n?),
onde n é o valor maximo entre as duas coordenadas do vetor retangular do EE convexo
de entrada.

Embora a complexidade de tempo do algoritmo do Xu [49] seja O(n?), todos elementos
na decomposicao encontrado por este algoritmo sao convexos.

Logo, como a complexidade computacional dos algoritmos que implementam erosoes e
dilatacoes depende do nimero de pontos do EE, o algoritmo proposto neste capitulo tem
uma vantagem sobre o algoritmo do Xu.

Uma outra qualidade de algoritmo proposto é que seu processo de otimizacao é muito
simples, comparado ao algoritmo do Xu.

Um proximo passo deste trabalho pode ser fazer uma versao simplificada do algo-
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ritmo DECCON colocando-se na seqiiéncia SeqQ somente os elementos de SeqQ que sao
subconjuntos convexos do quadrado elementar.

Finalmente, uma andlise teérica (prova de corretude e da complexidade de tempo) do
algoritmo proposto foi apresentada.

5.8 Apéndice do Capitulo 5

Para facilitar a leitura deste capitulo e nao distrair o leitor de seus resultados princi-
pais, apresentaremos as provas das Proposi¢oes 5.15 (na Subsegao 5.8.1) e 5.16 (na Sub-
se¢ao 5.8.2) como um apéndice deste capitulo.

5.8.1 Prova da Proposicao 5.15

Dividiremos a prova da Proposicao 5.15 em duas partes. Na primeira, mostraremos alguns
resultados intermediarios necessarios para esta prova e, na segunda parte, provaremos a
Proposicao 5.15.

5.8.1.1 Resultados Necessarios para a Prova da Proposicao 5.15

Para prova da Proposi¢ao 5.15, precisamos de cinco resultados intermediarios dados nos
Lemas de 5.20 a 5.24.

Lema 5.20 Seja A um EE convexo. Sejam [Xo, X1, -+, X;] e S;(A) = [C1,Cy, -+, C}]
a sequéncia crescente atual de A e a solugao parcial atual, respectivamente. Seja D um
elemento de SeqQ. Se, para algum i € {1,2,---,4}, D é um invariante de Y; 1, entdo

po(Ci) + p1(Ci) = po(D) + p1(D).

Prova: Seja [Yy, Y1, -+, Y 1] a seqiiéncia decrescente atual de A quando Y;_; foi consi-
derado pelo algoritmo. Uma vez que D é um elemento de SeqQ e D é um invariante de
Y;_1, entdo, pelo Lema 5.12, D é um elemento de Restante[Y;_;].

Seja Restante[Y; 1] = [Ci_1, By, Byy1,- -+, Bs_1,C; = Bs, Bsy1,-++, By]. O algoritmo
DECCON seleciona C; de Restante[Y;_1] para construir S;;1(A) < S;(A) - [Ci], pois C; é o
primeiro elemento de Restante[Y; ;] que é um invariante de Y;_;, isto é, todos elementos
da seqiiéncia [C;_1, By, Byy1, - -+, Bs—1] ndo sao invariantes de Y;_;. Assim, uma vez que
D é também um invariante de Y;_; e D é também um elemento de Restante[Y; 4], entao
D deve ser um elemento de Restante[Y;] = [C; = B, Bsi1,- -+, By]. Logo, pela ordem
escolhida para construir a seqiiéncia SeqQ, po(C;) + p1(C;) > po(D) + p1(D). ]
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O Lema 5.21 fornece um resultado simples e interessante sobre a adicao de Minkowski
entre o ultimo elemento da seqiiéncia decrescente atual e o ultimo elemento da correspon-
dente solucao parcial. Este lema é simplesmente um passo intermedidrio para provar o
Lema 5.22.

Lema 5.21 Seja A um EE convezo. Se [Yy,Y1,---,Y;] e S;(A) = [C1,Cy, -+, C}] sdo,
respectivamente, a sequéncia decrescente atual de A e a solu¢do parcial atual, entao Y;_1 =
Y; © Cj.

Prova: Uma vez que S;(A) = [C},Cy,---,C}] é a solugdo parcial atual, entdo Y; =
Y;_1©Cj e C; é um invariante Y;_;. Assim, uma vez que C; é um invariante Y;_;, entao
Y,-1 = (Y;o16C;) @0, e, conseqiientemente, como Y; =Y, 16C;, entao Y;_1 =Y,; B C;.

n

Como uma conseqiiéncia do Lema 5.21, o proximo resultado fornece uma proprieda-
de da seqiiéncia decrescente e a solugao parcial atuais. Este lema é somente um passo
intermediario para provar o Lema 5.23.

Lema 5.22 Seja A um EE convezo. Seja [Yy, Y1, --,Y;] a seqiéncia decrescente atual
de A. Se S;(A) = [C4,Cy,---,Cy] € a solugdo parcial atual, entdo, para todo 1 < £ < j,
Yo :Yj@Cj@Cj,l@---@Cg.

Prova: Provaremos este lema por inducao em ¢. Se ¢ = j, entao, pelo Lema 5.21,
Y;_1 =Y; ®Cj. Suponha, por hipdtese de inducao, que este lema vale para 1 < £ < j, ou
seja, Y1 =Y, 0C; ®C;_1 @ ---®Cy. Provaremos que Yy o =Y, C,;, @ --- D Cr @ Cp_y.

Se Sy_1(A) = [Cy, Cy, - -+, Cy_1] é a solugao parcial atual quando Y;_; foi o EE conside-
rado pelo algoritmo, entao, pelo Lema 5.21, Y, o =Y, 1®Cy_;. Uma vez que, por hipotese
de inducdo, Y1 = Y;@C;0C;_1®- - -®Cy, entao, Yi_o = (V;0C;0C;_1®-- - BC,) BCy_1.

[

Lema 5.23 Seja A um EE convexo. Seja [Yo,Y1,---,Y;] e S;(A) = [Cy,Cy,---,Cy],
respectivamente, a sequéncia decrescente atual de A e a solucdo parcial atual com j > 2.
Sejam C; e Cy, dois elementos de S;(A) tais que i < k. Se T € um EFE tal que |T| > 2,
p(T) <(2,2) eT € um invariante de C; & Cy ou C(C;) & C(Cy), entao existe um EE D
em SeqQ tal que p(D) = p(T') e D € im invariante de Y;_;.

Prova: Uma vez que [T| > 2, p(T') < (2,2), entdo, claramente, existe um elemento D
em SeqQ tal que D = T. Assim, evidentemente, p(D) = p(T). Falta mostrar que D (ou
equivalentemente, T') é um invariante de Y;_;.

Uma vez que T' é um invariante de C; & Cy, ou C(C;) ®C(CY), se provarmos que C; ® Cy,
e C(C;) ® C(Cy) sao invariantes de Y;_1, entdo, pela propriedade de transitividade de
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Figura 5.3: Elementos de R. Figura 5.4: Elementos de S.

invarianga (dada pela Proposicao 5.2), T' é um invariante de Y;_; e, conseqiientemente, D
também é um invariante de Y;_;.

Agora, provamos que C; @ Cj é um invariante de Y;_;.

Sejam [Yp, Y7, -, Y] e S;(A) = [C4,Cy, - - -, Cy], respectivamente, a seqiiéncia decres-
cente atual de A e a solucao parcial atual quando Y; foi o EE considerado pelo algoritmo.
Uma vez que, 1 < i < j, pelo Lema 522, Y,y =Y, & C; ®C;—1 @ --- @& ;. Note
que C; e C sao elementos em [C;,Ciyq,---,Cy], uma vez que i < k < j. Se Z é a
adicao de Minkowski de todos elementos em [C;, Cit1, - - -, C;] exceto para C; e Cj, entao
Yo=Y, eZaCal,=(Y;®Z)® (C; @ Ck). Logo, pela Proposicao 3.15, C; @ Cj, é
um invariante de Y;_;.

Falta provar que C(C;) ® C(Cy) é um invariante de Y;_;.

Seja [Xo, X1, -+, X;_1] a seqiiéncia crescente atual de A quando Y;_; foi o EE consi-
derado pelo algoritmo. Uma vez que, pelo Lema 5.8, Y, 1 = A© X; 1 e, pelo Lema 5.9,
X;_1 é um invariante de A, entao, pelo Lema 5.6, Y;_; é um EE convexo. Assim, uma
vez que Y, =Y; ® Z ® C; @ Cy, entdo, pelo Lema 54, Y, 1 =Y, & Z & C(C;) @ Cy, =
Y,6Z&C(C;)®C(Cy). Dessa forma, pela Proposigao 3.15, C(C;) & C(Cy) é um invariante
de Y;_;. [ |

Lema 5.24 Seja A um EE convexo. Sejam [Yo,Yy,---.Y;] e S;(A) = [C1,Cy,---,Cy],
respectivamente, a seqiiéncia decrescente atual de A e a solu¢ao parcial atual. Se existem
Ci e Cy em S;(A) tais que p(C;) = (2,1) e p(Cx) = (1,2), entdo existe D em SeqQ tal
que p(D) = (2,2) e D é um invariante de Y, 1, onde { = min{i, k}.

Prova: Sejam R e S os conjuntos de todos elementos em SeqQ tais que os vetores
retangulares sejam iguais a, respectivamente, (2,1) e (1,2). Uma vez que p(C(C;)) =

p(Cy) =(2,1) e p(C(Cy)) = p(Ck) = (1,2), entao C(C;) € Re C(Cy) € S.

Cada subconjunto convexo do quadrado elementar apresentado na Figura 5.3 (respec-
tivamente, Figura 5.4) é equivalente sob translacao a um elemento of R (respectivamente,
S) e vice-versa. Assim, sem perda de generalidade, suponha que os elementos de R (res-

pectivamente, §) sejam os EE’s convexos apresentados na Figura 5.3 (respectivamente,
Figura 5.4).
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Figura 5.7: Todas possibilidades de C(B;) @& C(Bg) se C(B;) € Ra e C(By) € Sa.

Agora, particionamos os conjuntos R e S da seguinte forma. Sejam R e S os conjun-
tos formados pelos EE’s convexos apresentados, respectivamente, nas Figuras 5.3.a a 5.3.¢
e nas Figuras 5.4.a a 5.4.g. Sejam Ry =R —R1e S =8 —&;.

Uma vez que C(C;) € R, C(Ck) € S e {R1,Ra} e {S1, S} sdo partigdes, respecti-
vamente, de R e S, entdo podemos considerar somente dois casos: (1) C(C;) € Ry ou
C(Cy) € S15e (2) C(C;) € Ry e C(C;) € Sy. Note que, o Caso 2 é satisfeito se, e somente
se, o Caso 1 nao ¢ satisfeito.

Caso 1: C(C;) € Ry ou C(Cy) € .

Consideraremos que C(C;) € R (a prova para C'(Cy) € S; pode ser feita de maneira
similar).

Como indicado na Figura 5.5, se C(C;) € R4, entdo existem dois EE’s convexos
Dy e Dy tais que C(C;) = D1 @ Da, p(Dy) = (1,1) e p(Ds) = (1,0). Dessa forma,
C(C;) @ C(Ck) = (D1 ® Dg) @ C(Cx) = D1 & (D ® C(Cx)) = Dy @ T, onde
T = Dy ® C(Cy). Assim, uma vez que T' é um invariante de C(C;) @ C(Cy) (pela
Proposigao 3.15) e p(T') = p(Ds) + p(C(Ck)) = (2,2) (pela Proposi¢ao 4.17), entao,
pelo Lema 5.23, existe um elemento D em SeqQ tal que p(D) = p(T) = (2,2) e D
¢ um invariante de Y;_; (se i < k) ou Yj_; (se k < i).

Caso 2: C(CZ) € RQ € C(Cl) € SQ.
Neste caso, a Figura 5.7 apresenta todas possibilidades de C(C;) & C(Cy). Assim,

como indicado nesta figura, existem dois EE’s convexos Dy e Dy tais que C(C;) &
C(Cy) = D1 @ Ds, p(D1) = (2,2) e p(D2) = (1,1). Assim, pela Proposicao 3.15, D
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¢ um invariante de C(C;) @ C(Cy). Dessa forma, pelo Lema 5.23, existe D em SeqQ
tal que p(D) = p(Dy) = (2,2) e D é um invariante de Y;_; (se i < k) ou Y1 (se
k <1i).

Portanto, existe D em SeqQ tal que p(D) = (2,2) e D é um invariante de Y;_;, onde
¢ = min{i, k}. ]

Agora, usando os resultados dos Lemas de 5.20 a 5.24, podemos provar a Propo-
sicao 5.15.

5.8.1.2 Demonstragao da Proposigao 5.15

Seja S;(A) = [C1,Cy, - -+, C}] a solugao parcial atual. Obviamente, por construcao, S;(A)
é a seqiiéncia geradora de [Xo, X1, - -, Xj]. Assim, para provar que [Xo, X1, -, X;] é uma
seqiiéncia elemento retangular de A, basta mostrar que sua seqiiéncia geradora S;(A) é
uma seqiiencia retangular. Dessa forma, temos que provar que as Restricoes da definicao
de seqiiéncia retangular sao validas para S;(A).

Prova que as Restrigoes de (a) a (f) sao vélidas:

Suponha, por absurdo, que uma das Restri¢oes de (a) a (f) da definigao de seqiiéncia
retangular nao seja valida para S;(A). Assim, existem dois elementos C; e Cy, com i < k,
em S;(A) = [C1,Cy, - - -, C}] tais que p(C; & C) = p(C;)+p(Cy) < (2,2). SejaT = C;dC.
Claramente, T' é um invariante de C; & C). Além disso, como C; e () sao elementos de
SeqQ, entdo |T'| > 2 e po(Ck) + p1(Ck) > 0.

Uma vez que p(T) = p(C;) + p(Cr) < (2,2), |T| > 2 e T é um invariante de C; ® Cy,
entdo, pelo Lema 5.23, existe um elemento D em SeqQ tal que p(D) = p(T) e D ¢é
um invariante de Y; ;. Assim, uma vez que i € {1,2,---,j}, entdo, pelo Lema 5.20,

po(Ci) + p1(Cs) = po(D) + p1(D).
Uma vez que p(D) = p(B) = p(C;) + p(Cy), entao
po(Ci) + p1(Cs) 2 po(D) + p1(D) = (po(Ci) + po(C)) + (p1(Ci) + p1(Ck))
= (po(Ci) + p1(C)) + (po(C) + p1(Ci))-
Dessa forma, po(C) + p1(Ck) < 0. Mas isto é um contradi¢ao, pois po(Cx) + p1(Ck) > 0
Portanto, todas as Restri¢oes de (a) a (f), sao validas para S;(A).

Prova que as Restrigdes de (g) a (j) sdo validas:

Suponha por absurdo que uma das restri¢oes, de (g) a (j), nao seja valida. Dessa
forma, ¢30(S;(A)) > 0 ou ¢p2(S;(A)) > 0. Conseqiientemente, existe um elemento Cj, em
S;(A) tal que p(Cy) = (2,0) ou p(Ck) = (0,2). Consideraremos o caso p(Cy) = (2,0). O
outro caso p(C) = (0,2) pode ser provado de uma maneira similar. Logo, pelas restrigdes
(g) ou (h), c11(S;(A)) > 0ouci2(S;(A)) > 0, e, portanto, existe um elemento C; em S;(A)
tal que p(C;) = (1,1) ou p(C;) = (1,2). Uma vez que po(C;) + p1(Cs) = po(Cr) + p1(Ck),
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pela ordem escolhida para construir SeqQ, podemos considerar que ¢ < k (o caso i > k é
analdgo).

Uma vez que, p(C(Ck)) = p(Ck) = (2,0) (pela defini¢ao de vetor retangular), entao
C(C) é uma linha horizontal com trés pontos consecutivos. Dessa forma, existem duas

linhas horizontais com dois pontos consecutivos cada um, digamos L; e Lo, tais que
C(Cy) = Ly @ L. Claramente, p(Ly) = p(Lg) = (1,0).

Assim, C(C;) & C(Cy) = C(C;) & (L1 & Ly) = (C(C;) & L1) & La. Dessa forma,
pela Proposicao 3.15, T' = C(C;) ® L, é um invariante de C(C;) @ C(Cy). Além disso,
pela Proposicao 4.17, p(T) = p(C(C;)) + p(L1) < (2,2), uma vez que p(C;) = (1,1) ou
p(Ci) = (1,2).

Uma vez que, p(T) < (2,2), B é um invariante de C(C;) & C(Cy) e i < k, entao, pelo
Lema 5.23, existe D em SeqQ tal que p(D) = p(T') e D é um invariante de Y;_ ;. Dessa
forma, uma vez que i € {1,2,---,j}, pelo Lema 5.20, po(C;) + p1(C;) > po(D) + p1(D).

Uma vez que p(D) = p(B) = p(C(C)) + p(L1) e p(C(Ch)) = p(Cy), entao

i)
po(Ci) + p1(Ci) = po(D) + p1(D) = (po(C(Cs)) + po(L1)) + (p1(C(Cy)) + p1(Lr))
= (po(Ci) + po(L1)) + (p1(Ci) + p1(L1))
= (po(Cs) + p1(Ci)) + (po(L1) + p1(L1)).

Assim, po(L1) 4+ p1(L1) < 0. Mas isto contradiz o fato de que p(L;) = (1,0). Logo, as
Restrigoes de (g) a (j) sao vélidas para S;(A).

Prova que a Restricao (k) é valida:

Suponha por absurdo que a Restrigdo (k) nao seja vélida, ou seja, ¢12(S;(A4)) > 0
e c21(S;(A)) > 0. Sejam C; e C dois elementos em S;(A) = [Cy,Cy, - -+, C}] tais que,
p(Ci) = (1,2) e p(Cx) = (2,1). Sem perda de generalidade suponha que i < k.

Pelo Lema 5.24, existe um elemento D em SeqQ tal que p(D) = (2,2) e D é um
invariante de Y;_;. Dessa forma, uma vez que i € {1,2,---,j}, pelo Lema 5.20, po(C;) +
p1(C;) > po(D) + p1(D). Mas, isto contradiz o fato de que po(C;) + p1(C;) = 3 e po(D) +
p1(D) = 4. Logo, ¢12(S;(A)) = 0oucy1(S;(A)) = 0 e, portanto, co1(S;(A))-c12(S;(A)) =
0.

5.8.2 Prova da Proposicao 5.16

Nesta subsegao, daremos a prova da Proposicao 5.16. Mas, antes isso, precisamos do
resultado do seguinte lema.

Lema 5.25 Seja A um EE. Seja E = [Xo, X1, -+, Xj] uma seqiéncia elemento retangular
de A e seja R = [Cy,Cy, -+, C}] uma seqiiéncia retangular geradora de E. Considere as
sequintes condicoes.

(@) po(Xj—1) = p1(Xj-1), po(Cy) = p1(C5) € po(Cy) = 2;
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(b) po(Xj-1) = p1(Xj-1), po(C)) = p1(Cy), po(Cj) =1 e po(X;-1) € um niumero par;
(€) p1(Xj-1) 2 po(Xj1), p1(C5) = po(C) € pi(Ch) = 2;

po(C;), p1(Cy) =1 e p1(X;_1) € um ndmero par;
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Se uma das condigoes acima € satisfeita, entdo lower(X;) = lower(X;_1) + 1.

Prova: Pela definicao de seqiiéncia elemento retangular de A, X; = X;_1 ® C;. Dessa
forma, pela Proposi¢ao 4.17, p(X;) = p(X;_1) + p(C;). Pelo Teorema 4.18, temos que
lower(X;) = [max{po(X;), p1(X;)}/2]. Logo, uma vez que p(X;) = p(X;-1) + p(C;),
entao lower (X;) = [max{po(X;-1) + po(Cj), p1(Xj-1) + p1(C5)}/2].

Portanto, se a Condicao (a) ou (b) ¢ satisfeita, entdo, o limite inferior lower(X;) =
[(po(Xj-1)+po(C5))/2], uma vez que po(Xj-1) > p1(Xj-1) e po(Cj) = p1(C;). Além disso,
pelo Teorema 4.18, lower(X;_1) = [po(X;_-1)/2], uma vez que po(X;_1) > p1(X;_1).

Assim, se a Condigao (a) ¢é satisfeita, entao,

lower(X;) = [(po(X;-1) + po(C;))/2]
= [(po(X;-1) +2)/2]

= [po(X;1)/2] +1
= lower(X;-1)+1
(uma vez que lower(X,_1) = [po(X;-1)/2]).

(uma vez que po(C;) = 2).

No caso em que a Condigao (b) é satisfeita,

lower(X;) = [(po(Xj-1) + po(Cy))/2]
= [(po(Xj-1) +1)/2]

= [po(Xja)/2] +1
(uma vez que po(X;_1) é um nimero par)

= lower(X;_1) +1
(uma vez que lower(X;_1) = [po(X;-1)/2]).

(uma vez que po(C;) = 1)

Se a Condigao (c) ou (d) é satisfeita, entao, o limite inferior lower(X;) = [(p1(X;-1) +
p1(C;))/2], uma vez que p1(X;-1) > po(X;-1) e p1(C;) > po(C;). Além disso, pelo
Teorema 4.18, lower(X;_1) = [p1(X;-1)/2], uma vez que p1(X;_1) > po(X;_1).

Assim, se a Condigao (c) ou (d) é satisfeita, o resultado lower(X;) = lower(X;_;)+1
pode ser provado de uma maneira andloga a prova das Condigdes (a) e (b), respectiva-
mente, substituindo-se po(X;_1) por p1(X;_1) e po(C;) por p1(C}). n

Seja A um EE. Seja E = [Xo, X3, -+, Xj| uma seqiiéncia elemento retangular de A.
Se R = [C},Cy, -+, C;] é uma seqiiéncia retangular geradora de E, ento, pela definigao
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de seqiiéncia elemento retangular, R ¢ uma decomposicao seqiiencial de X, ou seja, X; =
Ci®Cy®---dC;. Dessa forma, pela Proposicao 4.17, p(X;) = p(C)+p(C2)+- - -+ p(C}).
Logo, uma vez que ¢, ,(R) é o nimero de EE’s em R cujos vetores retangulares sdo iguais
a (x,y), entdo, obviamente,

X;) = Z Z Cay(R) - (7,y).

=0 y=0

Portanto, cada coordenada de p(X;) pode ser escrita como

PO(X )
P1 (X )

Dado um EE, seja R = [C}, Cy, - - -, C;] uma seqiiéncia retangular de A. Se po(C;) +
p1(C;) = z, entdo, pela ordem escolhida para construir SeqQ (e, conseqiientemente,
Seqlnv[A]), para todo elemento C; de R, po(C;) + p1(C;) > x. Assim, por exemplo, se
po(C;) + p1(C;) = 3, entao, para todo elemento C; de R, po(C;) + p1(C;) > 3. Dessa for-
ma, neste mesmo exemplo, ¢g2(R) = ¢20(R) = ¢11(R) = ¢0.1(R) = ¢10(R) = 0. Além disso,
se [Xo, X1, -+, X;| é a seqiiéncia elemento retangular gerada por R, entdo, pelas Igualda-
des (1) e (2), po(X;) = 2 [e22(R) +c21(R)] +c12(R) € p1(X;) = 2 [e22(R) +1,2(R)] +c2.1(R).

Agora, usando os fatos discutidos acima, podemos provar o fato de que, dado um
EE A, para qualquer seqiiéncia elemento retangular [Xo, Xi,---,X;] de A, temos que
lower(X;) = j.

2 [c22(R) + c21(R) 4+ c20(R)] + c12(R) + c1,1(R) + c10(R); (1)
2 [ (R) + CI,Q(R) + C()Q(R) + CQJ(R) + 0171(R) + C(],l(R). (2)

5.8.2.1 Prova da Proposicao 5.16

Provaremos este teorema por indu¢ao em j. Quando j = 0, é 6bvio que lower(X,) =
[max{0,0}/2] = 0, uma vez que Xy é o conjunto unitario que contém a origem. Supo-
nha, por hipétese de indugao, que este teorema vale para j — 1, ou seja, lower(X;_;) =
[max{po(X;_1), p1(X;-1)}/2] = j — 1. Vamos provar que lower(X;) = j.

Se Rj = R = [C, 0%, - -+, C}] é uma seqiiéncia retangular de A, entdo, por definicao,
R;—1 = [C1,Cy, - - -, C;_1] é uma decomposicao seqiiencial de X;_;. Além disso, se p(C;) =
(a,b), entao, claramente,

coy(R;) = { Coy(Rjz1) +1 se (z,y) = (a7b;; (3)

Cx,y(R]fl) se ({E y) 7& (G,b :

Agora, considere X; = X,;_; @ C;. Pela Proposicao 4.17, p(X;) = p(X,-1) + p(C}).
Temos entao que anahsar quatro casos possiveis para C;: po(C;) + p1(C;) = 4,3,2 ou 1.

Caso 1: po(Cj) + p1(C;) =4

Neste caso, po(Cj) = p1(C;) = 2. Dessa forma, se po(X;_1) > p1(X;-1), entao
a Condi¢ao (a) do Lema 5.25 é satisfeita. Caso contrario, a Condi¢ao (¢) do Le-
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ma 5.25 é satisfeita. Logo, uma vez que uma das condigoes do Lema 5.25 é satisfeita,

lower(X;) = lower(X;_1)+1=(j—1)+1=.

Caso 2: po(Cj) 4+ p1(Cj) =3

Neste caso, temos duas possibilidades: p(C;) = (1,2) ou p(C;) = (2,1). Provaremos
somente a primeira. A prova para p(C;) = (2,1) pode ser feita de uma maneira similar.

Uma vez que p(C;) = (1,2), pela Igualdade (3), c12(R;) = c12(Rj—1) + 1; e, para
todo (z,y) # (1,2), cz4(R;) = czy(Rj—1). Conseqiientemente, uma vez que ¢; 2(R;) =
c12(Rjz1) +1, c12(R;) > 0, e, pela Restricdo (k) da definigao de seqiiéncia retangular,
c21(R;) = 0. Uma vez que ¢21(R;) = ¢c21(Rj_1), entdo ¢21(R;-1) = 0.

Pela ordem escolhida para construir SeqQ, uma vez que po(C;) + p1(C;) = 3, temos
que ca0(Rj-1) = co2(Rj-1) = c11(Rj-1) = c10(Rj-1) = co1(Rj-1) = 0.

Assim, aplicando as Igualdades (1) e (2) para X;_;, temos que

po(Xj—1) =2 c20(Rj1) + c12(Rj1) e
p1(Xj1) = 2 [e22(Rj—1) 4 cr2(Rj-1)]-
Logo, p1(Xj-1) > po(Xj_1). Dessa forma, uma vez que p(C;) = (1,2), entdo a
Condicao (d) do Lema 5.25 ¢ satisfeita. Portanto, lower(X;) = lower(X;_1) +1 =
-1 +1=j.

Caso 3: po(Cj) + p1(C;) =2

Neste caso, temos trés possibilidades: (3.a) p(C;) = (1,1); (3.b) p(C;) = (2,0) ou
(3.0) p(C;) = (0,2).

(3.a) Suponha que p(C;) = (1,1). Assim, pela Igualdade (3), temos que ¢;1(R;) =
c11(Rjz1) +1; e ¢4 (Rj) = ¢z (Rj_1), para todo (z,y) # (1,1). Conseqiiente-
mente, uma vez que ¢11(R;) = ¢11(Rj-1) + 1, ¢11(R;) > 0. Dessa forma, pela
Restrigao (f) da definicdo de seqiiéncia retangular, temos que ¢;;(R;) = 1.
Logo, uma vez que ¢;1(R;) = ¢11(Rj-1) + 1, temos que ¢11(R;—;) = 0.

Uma vez que po(C;) + p1(C;) = 2 e pela ordem escolhida para construir a
seqiiéncia SeqQ, temos que ¢ 0(R;) = c01(R;) = 0. Assim, pela Igualdade (3),
CI,O(Rj—l) = C()J(Rj_l) = 0.

Como ¢11(R;) = 1, entdo, pelas Restrigoes (g) e (7) da defini¢ao de seqiiéncia
retangular, co0(R;) = co2(Rj) = 0. Conseqiientemente, pela Igualdade (3),
0270<Rj_1) = CO,Q(Rj—l) = 0. Portanto, Cl,l(Rj—l) = Cl,O<Rj—1) = CO,1<R]‘_1) =
c20(Rj=1) = c02(Rj—1) = 0. Aplicando as Igualdades (1) e (2) para X;_q,
temos que

po(Xj—1) =2 [c22(Rj—1) + c2,1(Rj—1)] + c12(Rj-1) e
p1(Xj-1) = 2 [e22(Rj—1) + c12(Rj-1)] + c2.1(Rj-1).
Temos dois subcasos para analisar: (3.a.7) ¢12(R;—1) =0 e c21(Rj—1) =0; e
(?)CLZZ) C1’2(Rj,1> >0 ou CQJ(R]',l) > 0.
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(3(17,) Se Cl,Q(Rg?l) =0e CQJ(R]',l) = 0, entao po(Xjfl) =2 CQ’Q(RJ',1> €
p1(Xj-1) = 2 ¢22(Rj-1). Logo, po(X;j-1) = p1(Xj-1) € po(X;-1) é
um numero par. Dessa forma, uma vez que p(C;) = (1,1), entdo
a Condigao (b) do Lema 5.25 ¢é satisfeita. Portanto, lower(X;) =
lower(X;_1)+1=(j—-1)+1=j.

(3&%) Supunha que 0172(R]‘_1) > 0 ou 6271(Rj_1) > 0. Se CLQ(Rj_l) >
0, entdao, pela Restricao (k) da definicao de seqiiéncia retangu-
lar, c21(Rj—1) = 0. Assim, po(X;-1) = 2 c22(Rj_1) + c12(R;-1)
e p1(Xj1) = 2 [e22(Rj1) + c12(Rj-1)]. Logo, p1(X;-1) = po(X;-1)
e p1(X;_1) é um ndimero par. Dessa forma, uma vez que p(C;) =
(1,1), entdo a Condic¢ao (d) do Lema 5.25 é satisfeita. Portanto,
lower(X;) = lower(X;_1)+1=(j—1)+1=.

Se ¢21(Rj—1) > 0, pode-se provar, de uma maneira similar ao caso
c12(Rj-1) > 0, que lower(X;) = j.

(3.b) Agora, suponha que p(C;) = (2,0). Assim, pela Igualdade (3), c20(R;) =
c20(Rjz1) +1; e ez y(Rj) = ¢ 4(R;-1), para todo (z,y) # (2,0). Conseqiiente-
mente, uma vez que ca0(R;) = c20(Rj_1) + 1, ¢20(R;) > 0. Dessa forma, pela
Restri¢do (a) da definicdo de seqiiéncia retangular, ¢o2(R;) = 0 e, pelas Re-
trigoes (g) e (h) da definigao de seqiiéncia retangular, ¢ 1(R;) = ¢12(R;) = 0.
Assim, pela Igualdade (3), co2(Rj—1) = c11(Rj=1) = c12(Rj=1) = 0. Desta
forma, aplicando as Igualdades (1) e (2) para X;_;, temos que

po(Xj-1) =2 [c22(Rj-1) + c21(Rj1) + c20(Rj-1)] e
p1(Xj-1) =2 ca2(Rj1) + c21(Rj-1).
Logo, po(Xj-1) > p1(X;_1) Assim, uma vez que p(C;) = (2,0), entao a Con-
digao (a) do Lema 5.25 ¢ satisfeita. Portanto, lower(X;) = lower(X;_1)+1 =
G-D+1=7j.
(3.c) A prova para o caso p(Cj_1) = (0,2) pode ser feita de uma maneira aniloga
ao caso p(Cj_1) = (2,0).

Caso 4: po(Cj) + p1(C;) =1

Neste caso, temos duas possibilidades: p(C;) = (1,0) ou p(C;) = (0,1). Provaremos
somente a primeira. A prova para p(C;) = (0, 1) pode ser feita de uma maneira similar.

Uma vez que p(C;) = (1,0), pela Igualdade (3), ¢10(R;) = c10(Rj—1) + 1 e, pa-
ra todo (z,y) # (1,0), c;y(R;) = czy(Rj—1). Conseqiientemente, uma vez que
c10(Rj) = c10(Rjz1) + 1, c10(R;) > 0. Assim, pela Restrigdo (f) da definicdo de
seqiiéncia retangular, ¢p1(R;) = ¢11(Rj) = 0 e ¢19(R;) = 1. Dessa forma, pela Igualda-
de (3), c10(Rj-1) = c0.1(Rj=1) = ¢11(R;j=1) = 0. Uma vez que, ¢1(R;) > 0, pelas Res-
trigoes (c) e (e) da definicao de seqiiéncia retangular, ¢o2(R;) = ¢12(R;) = 0. Assim,
pela Igualdade (3)7 CO7Q<R]‘_1> = CLQ(Rj_l) = 0. POIt&HtO, cl,O(Rj—l) = C()J(Rj_l) =
Cl,l(Rj—l) = Co,z(Rj—l) = 01,2(Rj—1) = 0.

Logo, aplicando as Igualdades (1) e (2) para X;_;, temos que
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po(Xj-1) =2 [c22(Rj-1) + c21(Rj-1) + e20(Rj-1)] e

pr(Xj1) = 2 c22(Rj-1) + c21(Rj ).
Assim, po(X;-1) > p1(X;_1) € po(X;_1) é um nimero par. Desta forma, uma vez que
p(C;) = (1,0), entao a Condigao (b) do Lema 5.25 é satisfeita. Portanto, lower(X;) =
lower(X;_1)+1=(j—-1)+1=j.



Capitulo 6

Decomposicao de Elementos
Estruturantes Simplesmente Conexos

Park e Chin [35] desenvolveram um complexo algoritmo para encontrar uma decomposi¢ao
6tima de EE’s simplesmente conexos (isto é, EE’s 8-conexos que nao contém buracos) im-
pondo a restricao de que todos elementos nesta decomposicao sejam também simplesmente
conexos. Neste capitulo, mostraremos que existem familias infinitas de EE’s simplesmente
conexos que tém uma decomposicao segundo a definigao dada no Capitulo 4, mas nao sao
decomponiveis segundo a definicao de Park e Chin. Além disso, faremos um comentério
sobre a complexidade do algoritmo de Park e Chin, uma vez que uma anélise da comple-
xidade de tempo do algoritmo nao foi feita no trabalho deles.

6.1 O Algoritmo de Park e Chin

Park e Chin [35] apresentaram uma extensao do algoritmo do Xu (que decompoe EE’s
convexos) para decompor EE’s simplesmente conexos (isto é, EE’s 8-conexos que nao
contém buracos), impondo a restricdo de que todos elementos na decomposi¢ao sejam
também simplesmente conexos.

O algoritmo deles é bastante complexo e pode ser basicamente dividido em trés passos.
Seja A um EE simplesmente conexo. Entao, os passos do algoritmo de Park e Chin sao
dados a seguir.

Passo 1: O algoritmo verifica se A satisfaz algumas condi¢oes necessarias para de-
composicao. Se estas condigoes nao sao satisfeitas, entao A nao tem de-
composicao e o algoritmo péra.

Passo 2: O algoritmo monta um sistema linear de inequag¢oes com um nimero fixo
de varidves e inicia uma busca por uma solucao inteira para este sistema.

84
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€]
(a)

Figura 6.1: (a) Um EE A (b) Uma decomposicao de A.

Se nenhuma solugao inteira é encontrada, entao A nao tem decomposicao
e o algoritmo para. Caso contrario, o algoritmo obtém uma solucao do
sistema e vai para o passo seguinte.

Passo 3: A partir da solucao encontrada no passo anterior, o algoritmo procura uma
decomposicao 6tima de A usando uma extensao do intricado processo de
otimizacao (Passo 2) do algoritmo do Xu [49].

O ponto crucial da complexidade do algoritmo de Park e Chin esta no Passo 2. No
trabalho deles, a maneira como o algoritmo busca por uma solugao inteira do sistema
linear nao é mencionada. Sabemos que, teoricamente, existe um algoritmo polinomial
para encontrar solugoes inteiras de sistemas de inequacoes lineares com um nimero fixo
de variaveis [40, p. 256]. No entanto, no trabalho deles, Park e Chin [35] ndo analisaram
a complexidade de tempo do algoritmo deles.

Estudando o problema da decomposicao de EE’s, observamos que existem alguns EE’s
simplesmente conexos, que nao sao decomponiveis segundo a definicao dada por Park e
Chin, mas que podem ter uma decomposicao segundo a definicao dada no Capitulo 4,
ou seja, uma decomposicao como uma seqiiéncia de subconjuntos do quadrado elementar
(sem a restricdo que estes subconjuntos sejam simplesmente conexos).

Por exemplo, na Figura 6.1.a, apresentamos um EE simplesmente conexo A que nao é
decomponivel segundo a defini¢ao de Park e Chin [35, Exemplo 3, p. 10]. Mas, se retirar-
mos a imposicao de que os subconjuntos na decomposi¢ao sejam simplesmente conexos,
entao A tem uma decomposicao que estd apresentada na Figura 6.1.b. Note que o primeiro
subconjunto nesta decomposi¢ao nao é simplemente conexo.

Neste capitulo, mostraremos que existem familias infinitas de EE’s simplesmente cone-
x0s que tém decomposicao, mas que nao sao decomponiveis segundo a definicao de Park
e Chin. Daremos também alguns comentérios sobre a complexidade do algoritmo deles.

Seguindo esta breve introducao, a Secao 6.2 apresenta algumas familias infinitas de
EE’s e prova que os EE’s pertencentes a essas familias sao simplesmente conexos e que
nao tém decomposi¢ao segundo a definigdo de Park and Chin. A Secao 6.3 fornece alguns
comentarios sobre a complexidade de tempo do algoritmo de Park e Chin. Finalmente,
na Secao 6.4 apresentamos algumas conclusoes deste capitulo.
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MIVg(A) = —1 MAV((A) = 3

Figura 6.2: Os eixos Cartesianos vy e 7. Figura 6.3: Um EE A com os eixos ¥ e 7.

D= + Do= + D3= & Dy=4 Ds= 4
[ ] [ [ ]
) (e) (d) (e)

Figura 6.4: (a) — (e) Os EE’s Dy, Dy, D3, Dy e Ds.

6.2 Familias Infinitas de Elementos Estruturantes

Neste capitulo, consideraremos dois eixos Cartesianos vy e ¥; que intersectam a origem
de Z* e cujas inclinacoes sao, respectivamente, 0 e 90 graus (veja a Figura 6.2). Para um
ponto x € Z?, denotaremos o € 1 as projecoes ortogonais de x nos eixos Cartesianos
e U1, respectivamente. Por exemplo, as projegdes ortogonais do ponto y = (—5,2) € y
sao Yo = —b e y; = 2 (veja a Figura 6.2). Note que vy = Uy e ) = —up, onde Uy e Uy sA0
os eixos Cartesianos definidos no Capitulo 4 (veja estas defini¢bes na pagina 47).

Seja A um EE. Parai = 0, 1, sejam MAV,;(A) e MIV;(A), respectivamente, as projegoes
ortogonais méaxima e minima sobre os eixos Cartesianos v; dentre todos pontos de A, isto
é, MAV;(A) = max{z; : € A} e MIV;(A) = min{z; : € A}. Por exemplo, as projegdes
ortogonais maxima e minima do EE A apresentado na Figura 6.3 sao, MAVy(A) = 3,
MAV;(A) =1, MIVy(A) = =1 e MIV(A) = —2.

Note que MAVO(A) = MAXQ(A), MIVO(A) = MINQ(A), MAVl(A) = —MAX()(A) e
MIV;(A) = —MINy(A), onde MAX5(A), MINy(A), MAX(A) e MING(A) sao os valores
definidos no Capitulo 4 (veja estas defini¢oes na pégina 47).

A seguir apresentamos duas propriedades de MAV;(A) e MIV;(A), dadas pelos Le-
mas 6.1 e 6.2, que sao necessarias para a construcao das familias de EE’s simplesmente
conexos. O Lema 6.1 (respectivamente, Lema 6.2) é uma conseqiiéncia imediata do Le-
ma 4.10 (respectivamente, Lema 4.11).

Lema 6.1 Se X eY sdo EE’s, entio MAV;(X®Y) = MAV,(X)+MAV,(Y) e MIV,;(X®
Y) = MIV;(X) + MIV,(Y).

Lema 6.2 Se X éum EE e h € Z?, entdo, para todoi € {0,1}, MAV,(X}) = MAV,(X)+

Para construir as familias infinitas de EE’s simplesmente conexos, considere os seguin-
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Figura 6.5: (a) — (c) EE’s X1, Y1 e Z;.

tes EE’s: Dy = {dy1,ds}, Dy = {dy,ds}, D3 = {dy,ds,ds}, Dy = {d3,ds} e D5 = {dy,ds},
onde d; = (—1,1), dy = (1,—-1), d3 = (0,0) e dy = (0,—1). Estes EE’s estdo apresenta-
dos na Figura 6.4. Em particular, observe que MAVy(D3) = MAV,(D,) = MIVy(Dy) =
MAV()<D5) =0e MIV()(DS) = MIVO(D5) =-—1.

Agora, para todo inteiro ¢ > 0, considere os EE’s X; = 1D ® D3, Y; = 1Dy ® Dy e
Z; = 1Dy @ Ds5. Por exemplo, os EE’s X, Y] e Z; estao apresentados na Figura 6.5 e os
EE’s Xg, Y7 e Z; podem ser vistos na Figura 6.9.

Mostraremos que as familias X = {X; : i >0}, Y ={Y;:i >0} e Z={Z;: 1> 0}
sao familias de EE’s simplesmente conexos que tém uma decomposicao, mas nao sao
decomponiveis segundo a definicao de Park e Chin.

Dividimos esta secao em duas partes. Na primeira, mostraremos que cada EE em X', )
e Z sao simplesmente conexos. Na segunda parte, provaremos que qualquer decomposicao
de X;, Y; e Z; contém pelo menos um elemento que nao é simplesmente conexo.

6.2.1 Familias de Elementos Estruturantes Simplesmente Cone-
XO0S

Para provar que os elementos das familias X', ) e Z sao simplesmente conexos, precisamos
do seguinte resultado.

Proposicao 6.3 Sejam X e Y dois EE’s simplesmente conezos. tais que 0s pontos r =
(MAV((X),MIV{(X)) ey = (MIVy(Y), MAV(Y)) estao em X eY, respectivamente. Se
0 <MIVy(Y) —MAV(X) <1 e0<MIVy(X)—MAV(Y) <1, entdo X UY € também
um EFE simplesmente conezo.

Prova: Podemos ver facilmente que se X e Y satisfazem as restrigdes 0 < MIVy(Y) —
MAV((X) <1e0 < MIVy(X)—MAV,(Y) < 1, entao temos somente quatro possibilidades
para X e Y, como mostrado na Figura 6.6. Uma vez que X e Y sao EE’s simplesmente
conexos e x € X ey € Y, entao claramente XUY ¢é também um EE simplesmente conexo.

u

Note que, para todo inteiro i > 0, iDy = {hg, h1,...,h;} e iDy = {g0,91,--.,9i}, onde
ho = go = (—i,4) e, para todo j € {1,2,...,i}, hj = hj_1 +(2,-2) e g; = g;—1 + (1, —2).
Por exemplo, a Figura 6.7 mostra os EE’s ¢D; e iDy. Observando esta figura, podemos
ver facilmente que MAV(iDy) = i, MIV(iD;) = —i, MAV((iDs) = 0 e MIV,(iD3) = —i.
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Figura 6.6: (a) — (d) As quatro possibilidades para X e Y.

Além disso, para todo ¢ > 0, 1D e 1Dy nao sao EE’s simplesmente conexos. Observe
também que dy —dy = (2, —2) e dy —d; = (1, —2). Assim, podemos escrever as expressoes
para h; e gj como hj +dy = hj_1 +dy e g; +di = gj—1 + da.

A Proposicao 6.4 fornece uma propriedade dos EE’s X;, Y; e Z;. O Teorema 6.5 prova
que os EE’s X;, Y; e Z; sao simplesmente conexos.

Proposicao 6.4 Para todo inteiro i > 0,

(@) Xip1 = (Xi)a, U (D3)p,,
(0) Y1 = (Yi)a, U (Da)g,,
(¢) Zisx1 = (Zi)a, U (Ds)g,,

onde, p;=(i+1,—i—1) e g = (0,—i — 1).

Prova: Provaremos somente a primeira igualdade. As outras podem ser provadas de
uma maneira analoga. Dividiremos esta prova em duas partes. Na primeira parte, pro-
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Po T TR 90 = (D)
"1 : 91 :
[ : o :
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--------------------- o hi= (=i S P
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Figura 6.7: (a) — (b) EE’s iD; e iDs.

varemos que (i + 1)D; = iDy & Dy = (iD1)q, U {pi} e, na segunda, mostraremos que
Xit1 = (Xi)d1 U (D3)pi‘

iDy® Dy = {ho,h1, -+, hi—1, hi} @ {dy, da}

= {ho+dy, - hici +di,hi +di} U{ho+do, - hioy + dy, hi + da}
(pela defini¢ao da adicao de Minkowski)

= {ho—i‘dl,"',hi—'—dl,hi‘f—dg}
(uma vez que h; +dy = hj_1 + d, para todo j > 0)

= {ho, b1, hita, U{h; + do}

= (iD1)a, U{pi}

(uma vez que p; = (1 + 1, —i — 1) = h; + d).

Agora, o conjunto X;,;.
X =

( )
(1D1)a, @ D3) ({pi} @ Ds)
(iD1)a, ® D3) U (Ds)y,
(pela Proposicao 3.8.b)
= (iD1 ® D3)a, U (D3)y,
(pela Proposigao 3.8.¢)
= (Xi)a, U(Ds)y,

Na Figura 6.8, mostramos os EE’s X, 11 = (X;)g, U (D3)p,, Yir1 = (Yi)a, U (Dy)g, €
Ziv1 = (Zi)a, U (D5)Qi'

Agora, estamos prontos para provar que, para i > 0, os EE’s X;, Y; e Z; sao simples-
mente conexos.

Teorema 6.5 Para todo inteiro i > 0, X;, Y; e Z; sao EE’s simplesmente conexos.

Prova: Provaremos que para todo inteiro ¢ > 0, X; é simplesmente conexo. De uma
maneira analoga, pode-se provar que Y; e Z; sao também EE’s simplesmente conexos.
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Figura 6.8: (a) X;41 = (Xi)q, U (D3)p, (b) Yig1 = (Yi)a, U(Da)g, € (¢) Zix1 = (Zi)a, U (Ds)g,-

A prova sera por inducao em i. Se ¢ = 1, X; é obviamente simplesmente conexo
(veja a Figura 6.5). Agora, suponha por hipdtese de indugao que, para todo i > 1, X; é
simplesmente conexo. Mostraremos que X;;; é também simplesmente conexo.

Pela Proposicao 6.4, X;11 = (X;)a,U(Ds),,. Os EE’s (Ds),, (veja a Figura 6.4) e (X;)q,
(por hipétese de indugao) sao simplesmente conexos. Observando a Figura 6.8, podemos
VEr que 0 S MIVQ((Dg)p) _MAVO((Xz)dl) S 1e0 S MIVl((Xz)dl) —MAvl((Dg)m) S le
os pontos z = (MAV,((X;)a, ), MIV1((X3)4,)) € y = (MIVo((D3),,), MAV,((Ds3),,)) estao
em (X;)4 e (Ds)p,, respectivamente. Assim, pela Proposicao 6.3, X;11 = (X;)a, U (D3),,
é um EE simplesmente conexo. [ |

6.2.2 Um Elemento em qualquer Decomposicao nao é Simples-
mente Conexo

Para mostrar que um elemento em qualquer decomposicao de X;, Y; e Z; nao é simples-
mente conexo, precisamos antes estudar algumas propriedades desses EE’s. Note que, por
definicao de X;, Y; e Z;, podemos escrever as expressoes para X;i1, Y;i1 € Z;11 em termos
da uniao de duas translagoes de X;, Y; e Z;, respectivamente. Mais formalmente,

(@) Xipn=0D1®D3)d D1 =X,® D1 =X,®{d1,d2} = (Xi)a, U (Xi)a,;
(b) Yiq1=(iDa®Dy) @Dy =Y, ® Dy =Y, ®{d1,ds} = (Yi)a, U (Yi)as;
(¢) Ziy1=(iDa® D3) ® Dy =2;® Dy = Z; & {d1,ds} = (Zi)ay U (Zi)a,-

A préxima proposicao fornece uma propriedade interessante de (X;)a, € (X;)ay; (Yi)a,
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e (Yi)ay (Zi)a, € (Zi)ay-

Proposicao 6.6 Para todo i > 0,

(a) (Xi)dl - (Xi)dz C (D3)_Pi € (Xi)dQ - (Xi)d1 C (D3)pi7
(0) (Yi)a, — Yi)a, © (Da)—p, € (Yi)ay — (Yi)a, € (Da)g,.
(C) (Zi)d1 - (Zi)d4 C (D4>*Pi € (Zi)d4 - (Zi)dl C (D4>q¢7

ondep;=(i+1,—i—1) eq = (0,—i—1).

Prova: Provaremos somente as inclusoes dadas em (a). As outras podem ser provadas
de uma maneira similar.

Observe que podemos escrever as expressoes de (X;)q, € (X;)q, como

(Xi)dz = (Z.Dl D D3)d2
= (iD1)a, ® D3
(pela Proposigao 3.8.¢)
— {h0+d2,h1+d2,"',hi_1+d2,hi+d2}€9D3
= {hi+di,hy+dy, - hi+di, by +dy} © Dy
(uma vez que h; + dy = hj_1 + ds, para todo j > 0)
= ({hi—ng}U{hl+d1,h2+d1,"',hi+d1})@D3
= (DS)hi+d2 U Ri, onde Rl = {hl + dl, hg + dl, cee, hl -+ dl} D Dg,

(Xi)a, = (iD1® D3)a,
= (iD1)a, © D3
(pela Proposigao 3.8.¢)
= {ho+di,hi+dy,--- by +dihi+di} @ Ds
= ({ho+di}U{h1+di,ha+dy, -, hi+d1}) @ Ds
= (Ds)ngta, U Ri.

ASSimv (Xi)dl - (Xi>d2 - <D3)h0+d1 € (Xi)d2 - (Xi)dl - (‘D3)hi+d2‘ Uma vez que
(i+1,—i—1)=p;, entdo (X;)a, — (Xi)a, € (D3)—p; € (Xi)a, — (Xi)ay € (D3)p,- u

Como conseqiiéncia do tltimo resultado, a proxima proposicao fornece uma caracteri-
zagao se um EE D, com p(D) < (2,2), é um subconjunto de X;,1, Yii1 e Z; 1.

Proposigao 6.7 Seja D um EE tal que p(D) < (2,2). Para todo i > 0,
(a) D C X;q1 se, e somente se, D C (X;)g, ou D C (X;)a,;
(b) D CY;y1 se, e somente se, D C (Y;)q, ou D C (Y})a,;
(¢) D C Zq se, e somente se, D C (Z;)g, ou D C (Z;)a,.

Prova: Provaremos somente a primeira caracterizagao. As outras podem ser provadas
de maneira analoga.
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(<) Evidentemente, se D C (X;)4, ou D C (X;)4,, entdo D C X1 = (X;)a, U (X;)ay-
(=) Provaremos que se D C X; 1, entdao D C (X;)aq, ou D C (X;)q,.

Suponha por absurdo que D & (X;)g, € D € (X;)a,. Assim, uma vez que D C
Xit1 = (Xi)a, U (X;)a, entao existem dois pontos z,y € D tais que = € (X;)q, — (X;)a, €
Y€ (Xi)dz - (Xi)dl'

Uma vez que, pela Proposigao 6.6, (X;)a, —(Xi)a, € (D3)—p; € (Xi)a,— (Xi)a, € (D3)p,;,
onde p; = (i+1,—i—1), entao g < MAV,((D3)_p,) = —i—1eyy > MIVy((Ds),,) = i+1.
Dessa forma, yo — xg > 2i+ 2. Uma vez que ¢ > 0, entao yo — xg > 2. Conseqiientemente,
temos que po({z,y}) > 2. Como {z,y} C D, entdo, claramente, 2 < po({z,y}) < po(D).
Mas, isto ¢ uma contradigao, uma vez que, por hipdtese, po(D) < 2. Portanto, D C (X;)4,
ou D C (X;)a,- n

A proxima proposicao fornece uma propriedade interessante sobre subconjuntos do
quadrado elementar que sao invariantes de X;,1, Vi1 € Z;11.

Proposicao 6.8 Seja D um subconjunto do quadrado elementar. Para todo i > 0,

(a) D € um invariante de X; se, e somente se, D é um invariante de X;y1;
(b) D € um invariante de Y; se, e somente se, D é um invariante de Yi,1;
(¢) D € um invariante de Z; se, e somente se, D é um invariante de Z;,q.

Prova: Provaremos somente a primeira afirmacao. As outras podem ser provadas de
maneira similar.

(=) Se D é um invariante de X;, entdao, Pela Proposi¢do 3.17, D é também um
invariante de (X;)p,, para todo ponto h € Z*. Assim,

Xiy1 = (Xi)dl U (Xi)dz
= (Xi)a © D)@ D) U(((Xi)a, © D) © D)
(uma vez que, para todo h € Z*, D é invariante de (X;),)

= (U{Dy:heZ?e D, C(Xy)a,})U(U{Dy:he€Z? e Dy C(Xi)a})
(pela Proposigao 3.12)

= U{DL:heZe (D, C(Xy)q ouDy C(X)a,)}

= U{D,:heZeD,C X;11}

(pela Proposigao 6.7, uma vez que p(Dy) < (2,2))

= (Xine D)o D

(pela Proposigao 3.12).

Portanto D é um invariante de X ;.

(<) Agora, suponha por absurdo que D nao seja um invariante de X;. Assim, pela
Proposicao 3.17, D nao é um invariante de (X;), para todo h € Z*. Como, pela Propo-
sicao 3.13, (X;)hoY)adY C (X)), entdo, ((X;), ©Y) B Y é um subconjunto préprio
de (X;)n, isto é, para todo h € Z%, (X)), ©Y)®Y C (Xi)s. Logo,
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(X;neD)®D = U{Dy,:heZeD,C X;1}
(pela Proposigao 3.12).
= U{Dh che Z2 e (Dh - (Xz'>d1 ou Dy, C (Xz)d2>}
(pela Proposigao 6.7, uma vez que p(Dy) < (2,2))
= (U{Dh che Z? ¢ Dy, C (Xz)dl}) @)
(U{Dh che ZQ e D, C (X'L)dg})
= (X))o, © D)@ D)U((Xi)e, © D) & D)
(pela Proposigao 3.12).
C  (Xi)a, U(Xi)a
(uma vez que, para todo h € Z*, D nao é invariante de (X;);,)
= Xz'+1-

Assim, (X;11©D)® D é um subconjunto préprio de X;,;. Mas isto é uma contradigao,
uma vez que, por hipétese, D é um invariante de X1, ou seja, X;11 = (X;51© D) ® D.
Portanto, D é um invariante de Xj. [ |

Como uma conseqiiéncia imediata da tltima proposicao, temos o seguinte resultado.

Proposicao 6.9 Seja D um subconjunto do quadrado elementar. Para todo i > 0,

(a) se D é um invariante de X;, entao D = Dy ou D = Ds;
(b) se D € um invariante de Y;, entdo D = Dy ou D = Dy;
(¢) se D € um invariante de Z;, entao D = Dy ou D = Ds.

Prova: Provaremos somente a primeira afirmacao. As outras podem ser provadas de
uma maneira similar.

A prova é por inducao em 7. Para o caso i = 1, o subconjunto do quadrado elementar
D que é invariante de X1 = D1 @ D3 é D = Dy ou D = D3 (fazendo-se uma busca
exaustiva).

Agora, suponha por hipdtese de indugao que, para ¢ > 0, se D é um invariante de X,
entao D = Dy ou D = Ds3. Provaremos que esta afirmacao ainda vale para X; 1.

Se D é um invariante de X;,1, entao, pela Proposi¢ao 6.8, D ¢é também um invariante
de X;. Assim, por hipdtese de indugao, D = D ou D = Ds. |

Finalmente, o resultado principal desta secao.

Teorema 6.10 Para todo i > 0, um elemento em qualquer decomposicao de X;, Y; e Z;
nao € simplesmente conexo.

Prova: Pela Proposicao 6.9, os invariantes de X;, que sao subconjuntos do quadrado
elementar, sdo somente D] = D; e D} = D5. Assim, pelo Corolério 4.1, qualquer decom-
posicao de X; pode conter somente D} = D, ou Dj = Ds. Portanto, X; = aD,®bD3, com
a > 0eb>0. Assim, para provar que um elemento em qualquer decomposicao de X; nao
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[D1, Dy, Dy, Dy, Dy, Dy, D3]

(a)

[ J [ ]
. .
[ ] [ ]
e [ J
[ ] [ ]
[ ] [ ]
° °
Y7 = ° —+ Zg = ° +
° °
[ ] [ ]
[ J [ ]
. °
[ [ J
. .
[ ] [ ]
L J
[D2, Da, Da, Da, Dg, Do, Dg, Dyl [D2, Do, Dy, Dy, Da, Dy, D3, Ds]

(b) (e)

Figura 6.9: (a) — (¢) Os EE’s Xg, Y7 e Z7 e suas respectivas decomposigoes.

é simplesmente conexo, devemos mostra que a > 0, uma vez que D; nao é simplesmente
conexo (veja a Figura 6.4). Para isso, dividimos esta prova em duas partes. Na primeira,
provamos que se b = 1, entao a > 0. Na segunda parte, mostramos que b = 1.

Provaremos agora que, se b = 1 entao a > 0. Suponha por absurdo que a = 0. Assim,
X, = aD; ® bD3 = D3, para todo ¢ > 0. Mas, isto é uma contradicao, uma vez que,
claramente, X; #Z D3, para todo i > 0. Dessa forma, se b = 1, entdao a > 0.

Provaremos agora que b = 1.

Por um lado, b > 1. Suponha por absurdo que b < 1 (isto é, b = 0). Assim, X; = aD;.
Mas, isto é uma contradi¢ao, uma vez que, pelo Teorema 6.5, para todo ¢ > 0, X; ¢é
simplesmente conexo e ¢D; nao é simplesmente conexo (veja a Figura 6.7). Logo, b > 1.

Por outro lado, b < 1. De fato, suponha por absurdo que b > 1 (isto é, b > 2), entao
X; =aD, & bD3 = (aDy & (b— 2)D3) & 2D;5 e conseqiientemente, pela Proposicao 3.15,
2D3 é um invariante de X;. Mas, isto é uma contradi¢cao, uma vez que, por inspecao, 2D3
nao é um invariante de X e, portanto, pela Proposicao 6.8, 23 nao é um invariante de
X, para todo ¢ > 0. Logo, b < 1.

Analogamente, pode-se mostrar que um elemento em qualquer decomposicao de Y; e
Z; nao é simplesmente conexo. |

Pela Proposicao 6.10, as familias de EE’s simplesmente conexos X = {X; : i > 0},
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Y={Y;,:1>0}e Z={Z :i>0} nao sdo decomponiveis segundo a definicdo de Park
e Chin, uma vez que, pelo menos um elemento em qualquer decomposigao (D; ou Do)
desses EE’s nao é simplesmente conexo. Na Figura 6.9, mostramos um EE de cada familia
e suas respectivas decomposigoes.

6.3 Complexidade do Algoritmo de Park e Chin

No trabalho de Park e Chin [35] nao foi mencionada a complexidade de tempo do algoritmo
deles. No Passo 2 do algoritmo do Park e Chin, é necessario encontrar uma solucao inteira
de um sistema linear de inequagoes com um nimero fixo de varidveis [35, p. 8]. No entanto,
eles nao mostraram como fazer isso. Teoricamente, para cada ntmero inteiro positivo n,
existe um algoritmo polinomial para encontrar solugoes inteiras de sistemas de inequagoes
lineares com n varidveis [40, p. 256]. No entanto, este resultado é somente tedrico, e a
implementagao desse algoritmo na pratica nao ¢ viavel. No caso geral, resolver sistemas
lineares de solugao inteira é um problema bastante dificil [40, p. 227].

6.4 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos trés familias infinitas de EE’s simplesmente conexos tais que
pelo menos um subconjunto do quadrado elementar em qualquer decomposicao desses EE’s
nao é simplesmente conexo. Isto significa que o algoritmo de Park e Chin é limitado no
sentido de que ele nao é capaz de decompor os EE’s dessas familias.

Teoricamente, o algoritmo de Park e Chin é um algoritmo polinomial, mas a sua
implementagao nao ¢ viavel, uma vez que, no Passo 2 do algoritmo deles, é necessério
encontrar uma solugao inteira de um sistema linear com um ntmero fixo de variaveis.



Capitulo 7

Decomposicao de Elementos
Estruturantes Arbitrarios

Este capitulo apresenta um algoritmo geral para decomposi¢ao de EE’s arbitrarios. Com
este algoritmo é possivel verificar se uma erosao (respectivamente, dilatacao) arbitraria
tem uma decomposicao seqiiencial. Se uma decomposicao de um EE A existe, entao é
apresentada uma decomposicao 6tima de A. O algoritmo usa a técnica de “branch and
bound”, com estratégias de poda baseadas em propriedades algébricas e geométricas da
adicao de Minkowski. A técnica aqui apresentada generaliza resultados classicos como
os de Zhuang and Haralick [51], Xu [49], e Park and Chin [35], com um desempenho
melhor ou equivalente. Finalmente, andalises tedricas do algoritmo proposto e resultados
experimentais também sao apresentados.

7.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos um algoritmo para encontrar, se existe, uma decompo-
sicao de um EE arbitrario. Se uma tal decomposicao existe, o algoritmo fornece uma
decomposi¢ao com um nimero minimo de elementos; caso contrario, ele mostra que o EE
nao tem uma decomposicao.

Como no trabalho de Zhuang and Haralick [51], a idéia fundamental do método pro-
posto é a aplicacao de técnicas de Otimizagao Combinatéria. A formulagao adotada no
algoritmo proposto neste capitulo é uma busca baseada em “branch and bound” em uma
arvore que representa o espaco de todas as possiveis sequiéncias de subconjuntos que pode-
riam ser uma decomposicao do EE de entrada. Nesta busca, o algoritmo procura solugoes
validas, podando as solucoes nao viavéis. A eficiéncia de encontrar tais podas, que é ba-
seada em propriedades algébricas e geométricas da adicao de Minkowski, é essencial para
a viabilidade do método. Se nenhuma solugao valida é encontrada, entao o EE nao tem
decomposigao.

96
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7.1.1 O Método “Branch and Bound”

No Capitulo 4, Se¢ao 4.1, vimos que o problema de encontrar uma decomposi¢ao de um
EE A equivale ao problema de encontrar uma subseqiiéncia de Seqlnv[A].

Dado um EE A tal que Seqlnv[A] tenha um nimero grande de elementos, nao é possivel
enumerar, em um tempo razoavel, todas subseqiiéncias de Seqlnv[A]. Isto evidencia o fato
de que nao é possivel encontrar uma decomposicao de A de comprimento minimo por uma
enumeragcao explicita de todas solugoes possiveis. Assim, o problema de decompor um EE
arbitrario é um problema de Otimizacao Combinatéria.

Um método para enumerar parcialmente as possiveis solucoes de um problema de
Otimizagao Combinatéria é conhecido como “branch and bound” [37, p. 40]. A idéia é
particionar o conjunto de solugoes possiveis em alguns conjuntos pequenos, gerando sub-
problemas independentes. Quando se resolve todos estes subproblemas, a melhor solugao
encontrada é a solucao 6tima do problema original. Esta particao pode ser vista como
a construcao de uma arvore, cujos nés correspondem as solugoes parciais, e o no raiz ao
problema original. A busca nesta arvore pode ser melhorada se limites inferior e superior
do valor da solucao 6tima sao conhecidos. Por exemplo, se é conhecido uma solucgao viavel
cujo valor é, digamos, 25 e o né atualmente visitado tem limite inferior igual a 28, este
ramo pode ser podado, uma vez que a melhor solugao neste ramo nao pode ser melhor que
a melhor solucao conhecida. A arte desta estratégia consiste em encontrar bons limites
para evitar de visitar todas (ou a grande maioria) possiveis solugoes do problema.

H& muitas maneiras de visitar os nés de uma arvore. No algoritmo apresentado na
Secao 7.2, usamos a busca em profundidade [37, p. 39], que é descrita da seguinte for-
ma. No inicio da busca, cada n6é da arvore é marcado como “nao visitado”. Na primeira
iteragao, algum né arbitrario é selecionado (se a arvore tem uma raiz, entao a raiz é seleci-
onada) e marcado como “visitado”. Seus nés adjacentes sdo marcados como “alcancével”
e colocados em uma pilha. Em uma iteracao arbitraria, se a pilha esta vazia, a busca
termina. Caso contrario, o elemento que esta no topo da pilha é desempilhado e marcado
como “visitado”. Os seus nds adjacentes que ainda estao marcados como “nao visitado”
sao marcados como “alcancavel” e colocados na pilha e uma nova iteracao comeca.

7.1.2 A Arvore de Decomposicao

Dado um EE A, definimos uma arvore rotulada que representa o espaco de todas possiveis
subseqiiéncias de Seqlnv[A]. Seja [By, Ba, -+, By,] a seqiiéncia de invariantes de A, isto
é, Seqlnv[A] = [By, Bs, -+, By]. A drvore de decomposi¢io de A, denotada 7 (A), é uma
arvore rotulada tal que:

(1) Todos néds sao rotulados por um subconjunto Y = By, @ B;, © --- @ B;;, onde
(B , B;.] é uma subseqiiéncia de Seqlnv[A].

i1y Pigy " " ij

(2) O rétulo da raiz é o conjunto unitdrio que contém a origem e é denotado por {o};
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Y & Bm

Figura 7.1: Um né Y na arvore de decomposicao.

A=§§: 312::'15215;’]53:t

(a) (®)

Figura 7.2: (a) Um EE A. (b) Seqiiéncia de invariantes de A. (¢) Arvore de decomposicao de A.

(3)  Osrétulos dos filhos de um né cujo rétulo é Y = By, © By, ®--- @ B;; sao Y © B, 14
(primeiro filho), Y @ B;,;» (segundo filho), ---,Y @ B, (dltimo filho). Para um
exemplo, veja a Figura 7.1.

(4) A aresta que liga um n6 cujo rétulo é Y e seu filho cujo rétulo é Y @ By, é rotulada
como By. (veja a Figura 7.1).

Freqiientemente, usaremos né Y significando né cujo rétulo é Y.

Por construcao da arvore de decomposicao, nao é dificil ver que, se a sequiéncia de
invariantes de um dado EE A tem m elementos, entdo 7 (A) tem 2™ nés. Para um
exemplo de 7 (A), veja a Figura 7.2.

Seja A um EE e sejam X e Y dois nés de 7(A) tais que X é um descendente de Y.
Denotamos Path4[Y, X] a seqiiéncia de rétulos das arestas de 7 (A) que estao no caminho
de Y a X. Nao é dificil ver que se Paths[Y, X] = [C},C5,---,Cj], entdo X =Y & C; &
-+ @ C;. Por exemplo, na Figura 7.2.c, Path4[Ny, N7| = [By, B3] e Ny = N1 & By & Bs.
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Figura 7.3: (a) — (b) Um EE A e C(A). (¢) Seqiiéncia de invariantes de A. (d) — (e) Z e C(Z).

Segundo esta notacao, Path,[{o},Y] denota a seqiiéncia de rétulos das arestas de
7 (A) que estao no caminho da raiz ao né Y, que por sua vez forma uma subseqiiéncia de
Seqglnv[A] cujo resultado da adigao de Minkowski de todos elementos desta subseqiiéncia
¢ igual a Y. Por exemplo, na Figura 7.2.c, Paths[{o}, Ns| = [B2, B3] é uma subseqiiéncia
de Seqlnv[A]; e 0 n6 Ny = By & Bs. Assim, se o EE A é igual a uma translagdo do né Y’
(isto é, Y = A), entdo A tem uma decomposicao dada pela seqiiéncia Path4[{o}, Y].

O nivel de um nd Y na arvore de decomposicao é o comprimento do caminho da raiz até
Y e é denotado por level(Y). Desta forma, dado um EE A, o nosso objetivo é encontrar
um né Y em 7 (A) tal que Y = A e seu nivel seja minimo. Se tal né nao existe, entao o
EE A nao é decomponivel.

Seja A um EE. Dado um né Y de 7 (A), dizemos que Y é um nd vidvel se, e somente
se, existe um né X, descendente de Y, tal que X = A. Por exemplo, na Figura 7.2.c, o
n6é Ny é um noé viavel, enquanto que o ndé Ny nao é.

A arte da estratégia do algoritmo apresentado na Secao 7.2 é visitar os nds da arvore
de decomposicao, procurando por nos viaveis e “podando” os nds inviaveis.

7.1.3 Condicoes Necessarias para Né6s Viaveis

Nesta subsecao, mostraremos algumas condi¢oes necessarias para a existéncia de nés
viaveis na arvore de decomposicao de um dado EE A.

O resultado a seguir fornece uma condig¢ao necessaria para a existéncia de uma decom-
posicao para um dado EE.

Teorema 7.1 Seja A um EFE. Seja Z o EE obtido pela adicao de Minkowski de todos o0s
elementos da seqiiéncia Seqlnv[A]. Se existe i € {0,---,7} tal que v;(Z) < v;(A), entdo A
nao tem decomposicao.

Prova: Suponha, por absurdo, que A tem uma decomposicao. Pela Proposicao 4.3,
existe uma subseqiiéncia de Seqlnv[A], digamos [By, Bs, - - -, B, que é uma decomposicao
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de A. Logo, existe h € Z* tal que A = (B, ® By @---@ By)p,. Assim, pela Proposicio 4.16,
v(A) =v(B1)+v(By) +-- -+ v(By). Conseqiientemente, v;(A) = v;(By) +v;(B) +-- -+
vj(By) < v;(Z), para todo j € {0,1,---,7}, uma vez que Z é o resultado da adigdo de
Minkowski de todos os elementos da seqiiéncia Seqlnv[A]. Mas isto contradiz a hipdtese
de que existe ¢ € {0,1,---,7} tal que v;(A) > v;(Z). Portanto, A ndo tem decomposigao.

n

A Figura 7.3.a apresenta um exemplo de um EE A que nao tem decomposicao. A
sequiéncia de invariantes de A esta apresentada na Figura 7.3.c. Seja Z o EE obtido pela
adigdo de Minkowski de todos elementos em Seqlnv[A], isto é, Z = B; @& By & B3 & By
(veja a Figura 7.3.d). O vetor de projegoes de A e Z sao, respectivamente, v(A) =
(2,2,2,2,2,2,2,2) e v(Z) = (2,2,2,2,2,3,0,3). Assim, pelo Teorema 7.1, A nao tem
decomposicao, uma vez que vg(Z) < vg(A).

O proximo teorema, uma conseqiiéncia da Proposicao 4.16, fornece uma condicao para
nos viaveis, e, portanto, podemos utiliza-la como uma estratégia para podar alguns nés
nao viaveis na arvore de decomposicao de um dado EE.

Teorema 7.2 Seja A um EE. Seja Y um nd de T(A). Se existe i € {0,---,7} tal que
vi(Y) > v;(A), entao Y ndo é um ndé vidvel.

Prova: Suponha por absurdo que Y é um né viavel. Assim, existe um descendente de
Y, digamos X, tal que X = A. Seja W C Z? o conjunto obtido pela adicdo de Minkowski
de todos elementos em Path4[Y, X]. Assim, X =Y @W = A, e, conseqiiéntemente, existe
h € Z* tal que A = (Y @ W),. Logo, pela Proposicio 4.16, v(A) = v(Y) + v(W). Desta
forma, para todo j € {0,1,---,7}, v;(A) = v;(Y) 4+ v;(W), e, portanto, v;(A) > v;(Y).
Mas isto contradiz a hipdtese de que existe ¢ € {0,1,---,7} tal que v;(A) < 14(Y). logo,
Y nao é um né viavel. |

Na Figura 7.2.c, os vetores projecao de N, e A sdo, respectivamente, v(Ny) = (2,2,0, 2,
2,0,4,0) e v(A) = (1,1,1,1,1,0,3,0). Assim, pelo Teorema 7.2, Ny nao é um né viavel,
uma vez que vo(Ny) > vo(A).

O teorema seguinte, que é uma conseqiiéncia imediata da Proposicao 3.15, é uma outra
estratégia de poda (que também foi obtida por Zhuang e Haralick [51]).

Teorema 7.3 Seja A um EE. Seja’Y um nd de T(A). Se Y ndo é um invariante de A,
entao Y nao € um no vidvel.

As definigoes que se seguem sao necessarias para se obter uma outra estratégia de poda
(dada pelo Teorema 7.5).

Seja A um EE. Seja Y um né de 7(A). Denotaremos por Arestas,[Y] a seqiiéncia
formada pelos rétulos das arestas que ligam Y a seus filhos, isto €, se Y é o no raiz, entao
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Arestas Y] = Seqlnv[A]; se Y = B; @---®B;;, entao Arestass[Y] = [B;, 41, Bi, 42, -, By
(veja a Figura 7.1). Por exemplo, na Figura 7.2.c, Arestass[N;] = [By, Bs]. Se X é
um descendente de Y, entdo, por construgao de 7(A), a seqiiéncia Paths[Y, X] é uma
subseqiiéncia de Arestas,[Y]. Por exemplo, na Figura 7.2.c, Path4[Ny, N5] = [B;] é uma
subseqiiéncia de Arestass[N;| = [Ba, Bs].

Seja A um EE. Seja Y um né de 7(A). Definimos a subseqiiéncia Possivel4[Y] da
seqiiéncia Arestasa[Y] da seguinte forma. Seja Di, Do, -+, Dy todos elementos distin-
tos de Arestass[Y] tais que, para todo i € {1,2,---,k — 1}, D; aparece antes de D,
em Arestass[Y]. Seja m; o nimero de ocorréncias de D; em Arestass[Y]. Claramen-
te, Arestass|Y| = Seq[Dy,mq]--- Seq[Dy, my|. Seja m; o maior inteiro ndo negativo tal
que (Y & n;D;) é um invariante de A. Seja d; = min{n;,m;}. A seqiiéncia possivel
é definida como Possivel4[Y] = Seq[D;, di] - - - Seq[ Dy, di]. Por exemplo, na Figura 7.2.c,
Possivel 4[N1] = Bs, uma vez que Arestass[N1| = By, By, N1 @ By = N4 nao é um invariante
de A e N; ® B; = N5 é um invariante de A.

No proximo resultado temos uma propriedade interessante para seqiiéncias possiveis.
Como conseqiiéncia desta propriedade, obtemos uma nova estratégia de poda dada pelo
Teorema 7.5.

Lema 7.4 Seja A um EE. Sejam X,Y dois nés de T(A) tais que X é um descendente
deY. Se X = A, entdo Path,[Y, X] é uma subseqiiéncia de Possivel4[Y].

Prova: Sejam Si,S,---, S todos elementos distintos da seqiiéncia Path4[Y, X], tais
que, para todo i € {1,2, ---, k — 1}, S; aparece antes de S;;; em Path[Y, X]. Se s; é o
nimero de ocorréncias de S; na seqiiéncia Path4[Y, X], entdo Path4[Y, X] = Seq[S, s1] - - -
Seq[Sk, sk|. Assim, X =Y @515 @ 525D - - - B sxSk. Para provar que Path4[Y, X] é uma
subseqliéncia de Possivel 4[Y], temos que mostrar que:

(a) cada S; € Possivel4[Y];
(b) se d; é o numero de ocorréncias de S; na seqiiéncia Possivel4[Y], entdo s; < d;

(¢) paratodoie {l,---,k— 1}, S; aparece antes de S;;1 em Possivel4[Y].

Umavez que X =Y @551 D D 5.5, = A, existe z € Z? tal que A=Y ®s5:5: DD
skSk @ {z}. Desta forma, pela Proposigao 3.15, (Y @ s;5;) é um invariante de A e, pela
defini¢ao de Possivel4[Y], S; € Possivel4[Y]. Isto prova (a).

Seja n; é o maior inteiro positivo tal que (Y @ n;S;) é invariante de A. Seja m; o
nimero de ocorréncias de S; em Arestasy[Y]. Pela construgao da seqiiéncia Possivel4[Y],
o numero de ocorréncias de S; em Possivel4[Y] é d; = min{n;,m;}. Se d; = n;, entdo
s; < n;, uma vez que Y @ s;9; é invariante de A. Se d; = m;, then s; < m;, uma vez que
Path4[Y, X] é uma subseqiiéncia de Arestas,[Y]. Isto prova (b).
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Suponha por absurdo que existe j € {1,2,---,k — 1} tal que S;;; aparece antes
de S; em Possivel4[Y]. Uma vez que a seqiiéncia Possivel4[Y] é uma subseqiiéncia de
Arestas4[Y], entdo S;;; aparece antes de S; em Arestass[Y]. Uma vez que Pathu[Y, X] é
uma subseqiiéncia de Arestas,[Y], entdo S;4; aparece antes de S; em Pathy4[Y, X]. Mas
isto é uma contradi¢ao, uma vez que, por construcao de Path4[Y, X|, S; aparece antes de
S;j41 em Path,[Y, X]. Portanto, para todo i € {1,2,---,k — 1}, S; aparece antes de S; 41
na seqiiéncia Possivel 4[Y]. Isto prova (c). ]

O teorema seguinte fornece uma nova estratégia de poda.

Teorema 7.5 Seja A um EE. Seja Y um né de T(A). Seja Z C Z* o conjunto obtido
pela adi¢ao de Minkowski de todos os elementos de Possivel4[Y]. Se eziste i € {0,---,7}
tal que v;(Z) < v;(A) — 15(Y), entao Y nao € um nd vidvel.

Prova: Suponha por absurdo que Y é um né viavel. Assim, existe um descendente de
Y, digamos X, tal que X = A. Seja W C Z? o conjunto obtido pela adicdo de Minkowski
de todos elementos em Path4[Y, X]. Dessa forma, X =Y @& W = A, e, conseqiientemente,
existe h € Z* tal que A = (Y @ W),. Logo, pela Proposicio 4.16, temos que v(A) =
v(Y)+v(W). Uma vez que, pelo Lema 7.4, a seqiiéncia Path 4[Y, X] é uma subseqiiéncia de
Possivel4[Y], entdo, para todo j € {0,---,7}, v;(Z) > v;(W) = v;(A) — v;(Y). Mas, isto
é uma contradicdo, pois, por hipdtese, existe i € {0,---, 7} tal que 1;,(Z) < 1;(A) — v (V).
Portanto, Y nao é um né viavel. [ |

Com as estratégias dadas pelos Teoremas 7.2, 7.3 e 7.5, podemos podar alguns (possi-
velmente, nao todos) nds invidveis da arvore de decomposigao. Apresentamos na proxima
se¢ao o algoritmo que faz uso dessas propriedades de poda.

7.2 Decomposicao Otima de um Elemento Estrutu-
rante

Nesta segao, apresentaremos um algoritmo para encontrar uma decomposi¢ao 6tima de
um EE A arbitrario.

A proposigao seguinte caracteriza um né Y na arvore de decomposi¢ao de um dado
EE A tal que Y = A. Um resultado andlogo, usando vetor retangular em vez do vetor
projecao, foi apresentado na Proposicao 5.7.

Proposicao 7.6 Seja A um EE e seja’Y um nd de T(A). Entdo, Y = A se, e somente
se, Y é um invariante de A e v(Y') = v(A).

Prova: (=) Se Y = A, entdlo, existe h € Z* tal que Y = A, = A® {h}. Logo, pela
Proposigao 3.15, Y é um invariante de A. Uma vez que v(Ay,) = v(A), entao, v(Y) = v(A).
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(<) Uma vez que Y é um invariante de A, pela Proposicao 3.14, existe um EE X tal
que A= X @Y. Pela Proposicao 4.16, v(A) = v(X) 4+ v(Y). Uma vez que v(A) = v(Y),
entdo v(X) = 0 e, portanto, | X| = 1. Seja h € Z* tal que X = {h}. Neste caso, a adicio
de Minkowski X &Y = A é uma translacao de Y por h. Logo, Y = A. ]

Seja A um EE. Quando encontramos um né Y de 7 (A) tal que Y é invariante de A e
v(Y') = v(A), entdo, pela Proposigao 7.6, Y = A, e, portanto, a seqiiéncia Path4[{o},Y] é
uma decomposigao de A. Se level(Y) é igual a lower(A) (o limite inferior estabelecido pelo
Teorema 4.18), entao Path4[{o}, Y] é uma solugao 6tima. Caso contrario, a solu¢ao tima
contém no méximo level(Y') elementos. Assim, acabamos de obter um limite superior
para a decomposicao de A. Note que este limite superior pode mudar dinamicamente. O
limite superior atual é denotado por Isa.

Uma tarefa crucial para o algoritmo é uma poda adequada na arvore de decomposicao
quando seus nés estao sendo visitados. O Teorema 7.1 fornece uma condi¢ao necessaria
para a existéncia de uma decomposicao de A. Assim, devemos comecar a busca verificando
se esta condigao ¢é satisfeita. O Teorema 4.18 fixa o limite inferior para uma decomposigao
de A, enquanto os Teoremas 7.2, 7.3 e 7.5 guarantem podas importantes, uma vez que
eles detectam noés inviaveis.

Neste contexto, o algoritmo verifica se a condi¢ao necessaria para a existéncia de uma
decomposicao é satisfeita. Se ela nao é satisfeita, entdao o EE nao tem decomposicao
e o algoritmo para. Caso contrario, depois de inicializar lsa < oo, a busca de uma
decomposi¢ao comeca. Na primeira iteracao, o né raiz ¢é selecionado e marcado como
“visitado” e seus filhos sao colocados em uma pilha. Em uma iteracao arbitraria, se a
pilha estd vazia, entao o algoritmo verifica dois casos: (i) se lsa = 0o, entdao o EE A nao
tem decomposicao; (i) se lsa = level(Y'), entao Path4[{o}, Y] é uma decomposi¢ao 6tima
de A. Nos dois casos, a busca termina. Se a pilha nao estd vazia, o elemento do topo,
digamos Y, é desempilhado e marcado como “visitado” e o algoritmo verifica se 0 n6 Y
pode ser podado ou se ele é uma solucao, ou seja, se Y = A.

(i) — Verificar se 0o no'Y pode ser podado.
Temos quatro estratégias de poda que devem ser examinadas:
(i.a) Poda por limite superior.
Se level(Y') > Isa.
(i.b) Poda por proje¢ao.
Se existe i tal que v4;(Y) > v;(A).

(i.c) Poda por invarianga.

Se Y nao é invariante de A.

(i.d) poda por seqiiéncia possivel.

Seja Z C Z? o conjunto obtido pela adicdo de Minkowski de todos os
elementos da seqiiéncia Possivel4[Y].
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Se existe i € {0,1,---,7} tal que v;(Z) < 1;(A) — (Y.

Se uma dessas condigoes ¢ satisfeita, entao o né Y é podado e comeca-se uma nova
iteracao.

(ii) — Verificar se o no'Y € uma solugao.

Y é uma solucao se as duas condigoes seguintes sao satisfeitas simultaneamente:

o level(Y) > lower(A) e
e v(Y)=v(A).

No caso dessas duas condigdes serem satisfeitas, Y é um invariante de A (caso
contrario, Y seria podado no passo (i.c)) e, uma vez que v(Y) = v(A), pela Propo-
sicao 7.6, Y = A, e, portanto, Path,[{o}, Y] é uma decomposi¢ao de A.

(ii.a) — O noY € uma solugdo.
Temos duas possibilidades:

o se level(Y) = lower(A)
= A busca termina.

o se level(Y) > lower(A)
= lsa «— level(Y)
e comeca-se uma nova iteracao.

(ii.0) — O nd'Y nao € uma solugdo.

Os filhos de Y sao empilhados comeca-se uma nova iteracao.

Na Figura 7.4, apresentamos um exemplo simples de aplicacao do algoritmo para
encontrar uma decomposi¢ao 6tima do EE A mostrado na Figura 7.4.a. A seqiiéncia de
invariantes de A é apresentada na Figura 7.4.b. O vetor projecao, o vetor retangular e
o limite inferior de A estao mostrados na Figura 7.4.c. O né raiz é selecionado para ser
visitado na Figura 7.4.d. O n6 N; esta sendo visitado na Figura 7.4.e. O né N, esta
sendo visitado na Figura 7.4.f. O né N, é podado (poda por projecao, veja Teorema 7.2)
na Figura 7.4.g. O n6 Nj esta sendo visitado na Figura 7.4.h. Uma vez que N5 = A,
entdo Pathu[{o}, N5] = [Bi, Bs] é uma decomposigdo de A. Além disso, uma vez que
level(Ns) = 2 = lower(A), entdao Path4[{o}, N5] é uma solugao 6tima e a busca péra.
Neste exemplo particular, somente a poda de projecao foi detectada. Em geral, as outras
estratégias de podas sao detectadas de uma maneira similar.

Note que o limite inferior, dado pelo Teorema 4.18, pode nao ser atingido, ou seja,
pode existir um EE A tal que o nimero de elementos em uma decomposicao Otima de
A é estritamente maior que lower(A). Mas, se a entrada do algoritmo é um EE conve-
x0, 0 Teorema 5.14, mostrado no Capitulo 5, guarante que este limite inferior sempre é
alcancado.

A seguir faremos um comentario da complexidade do algoritmo proposto.
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A=flr p e m-3Benm -t
(@) (b)

v(A)=(1,1,1,1,1,0,3,0)
p(A) = (2,3)
lower(A) =2

(©)

Figura 7.4: Aplicagdo do algoritmo para um exemplo simples.

Proposicao 7.7 Seja A um EE. Se m é o numero de elementos na sequéncia de invari-
antes de A, entao m = O(n), onde n = max{po(A), p1(A)}.

Prova: Claramente, a multiplicidade de um dado EE com respeito a A é no maximo
max{po(A), p1(A)} = O(n) e o ntiimero de subconjuntos do quadrado elementar é 2°. As-
sim, o nimero de elementos na seqiiéncia Seqlnv[A] é no méximo 2°-max{p;(A), pa(A)} =
O(n). Portanto, m = O(n). n

Uma vez que a arvore de decomposicao de um dado EE A contém 2™ nés, onde m é o
ntimero de elementos na seqiiéncia de invariantes de A, e pela Proposigao 7.7, m = O(n),
onde n = max{py(A), p1(A)}. Dessa forma, a complexidade do algoritmo proposto é, no
pior caso, O(2").
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7.3 Comparacao com Alguns Algoritmos Conhecidos

Nesta secao, compararemos o algoritmo apresentado na Secao 7.2 com alguns algoritmos
conhecidos na literatura. A Subse¢ao 7.3.1 compara com o algoritmo de Zhuang e Hara-
lick [51] que decompoe EE’s arbitrarios. A Subse¢ao 7.3.2 compara com o algoritmo do
Xu [49] que decompoe EE’s convexos. E a Subsegao 7.3.3 compara com o algoritmo de
Park e Chin [35] que decompoe EE’s simplesmente conexos.

7.3.1 Algoritmo de Zhuang e Haralick

Zhuang e Haralick [51] apresentaram um algoritmo para encontrar uma decomposi¢ao
6tima de um EE arbitrario onde todos elementos nesta decomposi¢ao tém um numero k
pré-fixado de pontos. O algoritmo deles faz uma busca em largura em uma arvore (que
eles chamaram drvore de busca e a técnica de solugao utilizada por eles é dividida em duas
partes: (a) os pontos de um EE que participa de uma decomposi¢ao do EE de entrada A
deve ser a diferenca entre os pontos de A, isto é, se B estda em uma decomposicao de A,
entdo, para todo z € B, existem x,y € A tais que z = x — y; e (b) a redugao do espago
de busca é feita usando a mesma estratégia dada pelo Teorema 7.3. Eles chamaram esta
estratégia de verificacao para frente.

A busca em largura tem vantagens e desvantagens em relacao a busca em profundidade.
A principal vantagem é que a primeira solu¢ao encontrada é sempre 6tima. A principal
desvantagem é que todos nés de um nivel corrente devem estar guardados na memoria.
No algoritmo proposto, decidimos usar a busca em profundidade pois ele utiliza menos
memoria e, em nossos experimentos (veja a Se¢ao 7.4), observamos que normalmente a
distancia entre a solucao 6tima e a primeira solugao encontrada é pequena.

O problema de decomposi¢ao considerado neste trabalho (definido no Capitulo 3,
Secao 3.8.1) é um caso especial do problema estudado por Zhuang e Haralick (isto é,
k=23,---,9 e cada EE na decomposi¢do é um subconjunto do quadrado elementar).
Neste caso particular, o algoritmo proposto na Segao 7.2 consegue uma maior redugao no
espaco de busca, uma vez que ele usa mais duas estratégias de poda que o algoritmo de
Zhuang e Haralick (podas por projecao e por seqiiéncia possivel).

7.3.2 Algoritmo do Xu

Xu [49] desenvolveu um algoritmo para encontrar uma decomposi¢ao 6tima de EE’s con-
vexos em termos de subconjuntos do quadrado elementar, onde todos elementos nesta
decomposigao sdo também convexos (veja o Capitulo 5).

Dado um EE convexo, a complexidade do algoritmo do Xu é O(n?), onde n é o valor
maximo entre as coordenadas do vetor retangular de A, ou seja, = max{po(A), p1(A4)}.
Nesta subsecao, vamos mostrar que, se a entrada do nosso algoritmo é um EE convexo,
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entdo ele encontra uma decomposigao 6tima de A em tempo O(n'). Além disso, esta
decomposic¢ao pode conter EE’s ndao convexos (neste sentido, o algoritmo proposto é mais
geral que o algoritmo do Xu).

Dado um EE A, dependendo da ordem escolhida para construir a seqiéncia SeqQ
(ou equivalentemente, da ordem escolhida para os elementos de Seqlnv[A]), diferentes
heuristicas de busca para se encontrar uma decomposicao de A podem ser obtidas. Para
este algoritmo, utilizamos a mesma ordem estabelecida no Capitulo 5, Secao 5.3, ou seja,
em ordem decrescente segundo a soma das coordenadas dos vetores retangular de cada
elemento em SeqQ (conseqiientemente em Seqlnv[A]), isto é, po(B1) + p1(B1) > po(Ba2) +
p1(B2) = -+ = po(Bn)+ p1(By), €, a0 mesmo tempo, se po(B;) +p1(B;) = po(B;) + p1(B;)
e |B;| < |B,|, entao B; aparece antes que B; em SeqQ (conseqiientemente em Seqlnv[A])
(veja um exemplo na Figura 5.1).

Dado um EE A e um né Y de 7 (A), seja D o primeiro elemento em Arestas[Y] tal
que Y @ D é um invariante de A. Definimos o né Y & B como o no invariante mais a
esquerda de Y. Definimos a sequéncia de nos mais @ esquerda da arvore de decomposicao
T (A) como a seqiiéncia [T, 11, T, - -, T;] formada pelos ndés de T(A) tais que Tp é o
no raiz (isto é, um conjunto unitdrio que contém a origem) e, para todo i = 1,2,...,7,
T; é o no invariante mais a esquerda de T;_;. Dizemos que a seqiiéncia de nds mais a
esquerda [Ty, Ty, 15, - -+, T;] de T(A) é mazimal se, e somente se, para todo elemento B
de Arestasy[1}], T; @ B nao ¢ um invariante de A.

Agora, vamos mostrar que, dado um EE convexo A, se a seqiiéncia de nés mais a esquer-
da de T(A), digamos [Tp, 11,15, - -+, T;], é maximal, entdo a seqiiéncia Patha[{o}, Tj] =
D1, Dy, - -+, D;] é uma decomposicao étima de A. Para isso, dividiremos a nossa prova
em duas partes. Primeiramente, vamos provar que Path,[{o}, T;] é uma decomposicao de
A, ou seja, que T; = A e, posteriormente, que Path[{o},T}] ¢ uma decomposicao 6tima,
ou seja, lower(A) = j.

7.3.2.1 A Seqiiéncia Maximal de Noés mais a Esquerda é uma Decomposicao

Agora, vamos mostrar, no Teorema 7.12, que, dado um EE A, se a seqiiéncia de nds mais
a esquerda de 7 (A), digamos [Ty, 11, - - -, 1}], ¢ maximal, ent@o a seqiiéncia Path4[{o}, T}]
é uma decomposicao de A. Para isso, precisamos de alguns resultados preliminares.

Lema 7.8 Seja A um EE. Seja [To,Ty,---,Tj] a seqiéncia de nés mais a esquerda de
T(A). Sej>0eT;®D éum invariante de A, entdo Tj_1 & D também € um invariante
de A.

Prova: Uma vez que T; @ D é um invariante de A, entao, pela Proposicao 3.14, existe
Z € Z% tal que (Tj@D)®Z = A. Como Tj = T;_1® Dy, entdo (Tj_,®D;)®D)® Z = A.
Pela propriedade de comutatividade e associatividade da adi¢ao de Minkowski temos que
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(T;_1@ D) (Dj@ Z) = A. E finalmente, pela Proposicao 3.15, Tj_1 & D é um invariante
de A. |

Lema 7.9 Seja A um EE. Seja [1y,Ty,---,T;] a seqiéncia de nés mais a esquerda de
T(A). Seja D um elemento da seqiiéncia Seqinv[A] = [By, B, -+, B,]. SeT; & D € um
invariante de A, entao D é um elemento de Arestas,[Tj].

Prova: Suponha por absurdo que D ¢ Arestasy[T}]. Seja m a multiplicidade de D
com respeito a A. Como Arestass[Ty] = Seqlnv[A] e D € Seqlnv[A], entao existe i €
{1,2,---,7} tal que Arestasx[T;_1| = [Ba, Bat1,- -, Bp] - Seq[D,m] - [Be, Bey1, -+, By €
D é o primeiro elemento de Arestas[T;_1] tal que T;_y & D é um invariante de A, isto é,
para todo elemento B € [B,, Byi1,- -, By|, T;—1 @ B nao é invariante de A.

Seja [Dq, Do, -+, D;] a seqiiéncia dos rétulos das arestas que estdo no caminho do
né raiz até o né 7;. Assim, para cada ¢ € {1,2,---,5}, Dy é o primeiro elemento de
Arestas4 [T, 1] tal que Ty_y @ D, é um invariante de A.

Uma vez que T; @ D ¢ um invariante de A, entao, podemos inferir pelo Lema 7.8 que,
para todo ¢ € {1,2,---,j}, Ty—1 & D é um invariante de A. Dessa forma, pela definigao
da sequiéncia de nés mais a esquerda, D; = D, D;oy = D, -+, Diyyy = D. Logo,
i+m—-1<jel, =T, oD;=T,. 1D, Tihw=T,oDips=Ti,&D=T,_,®2D, -,
Tivma=Tiae&mD, Ty =T 1&mDS Dy, -, T3 =T, 1&MDS Diyy®--- D Dj.
Portanto, se Z =T;_1 ®© Dy @ --- @ Dj, entao T; = Z & mD.

Como Tj; @ D ¢ invariante de A, entao, pela Proposicao 3.14, existe um conjunto
T €Z*tal que (Tj®@ D)dT = A. Como Tj = Z@®mD, entio, (Z®T)d (m+1)D = A.
Assim, pela Proposicao 3.15, (m + 1)D ¢é invariante de A. Mas isto contradiz a defini¢ao
de multiplicidade de A. Logo, D € Arestas[T}] ]

Lema 7.10 Seja A um EE convexo. A seqiéncia de nds mais a esquerda de T(A),
digamos [Ty, T, - -+, T;], € mazimal se, e somente se, p(1;) = p(A).

Prova: (<) Suponha por absurdo que a seqiiéncia de nés mais a esquerda de 7 (A) nao
seja maximal. Seja B um elemento de Arestas4[7}] tal que T; & B é um invariante de A.

Uma vez que Arestasy[7T}] é uma subseqiiéncia de Seqlnv[A], entdao B tem pelo menos
dois pontos e, conseqiientemente, po(B) > 0 ou p;(B) > 0.

Uma vez que T; @ B é um invariante de A, entao, pela Proposicao 3.14, existe um EE
X tal que A= X & (T; @ B). Assim, pela Proposicao 4.17, p(A) = p(X) + p(T;) + p(B).
Como p(T}) = p(A), logo, p(X) + p(B) = (0,0) e, portanto, po(B) =0 e p1(B) = 0. Mas
isto contradiz o fato de que po(B) > 0 ou py(B) > 0. Portanto, a seqiiéncia de nés mais
a esquerda de 7 (A) é maximal.

(=) Suponha por absurdo que p(7}) # p(A). Obviamente, por construcao da seqiiéncia
de nés mais a esquerda, T; ¢ um invariante de A.
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Como A é um EE convexo e Tj é um invariante de A, entao, pelo Lema 5.6, A © T}
¢ também um EE convexo. Assim, pela Proposicao 5.1, A © T; tem uma decomposicao

seqiiencial, digamos [Zy, Zs, -+, Zy|. Como T} é um invariante de A, entdo, pela Propo-
sigdo 5.19, p(A©T;) = p(A) — p(T;) Uma vez que p(1}) # p(A), entdo p(AST;) # (0,0).
Assim, |A © Tj| > 2, e, conseqiientemente, um elemento em [Zy, Zs, - - -, Z;|, digamos Z1,

contém pelo menos dois pontos. Claramente, Z; ¢ um invariante de A © Tj. Uma vez
que Z; é um subconjunto do quadrado elementar e |Z;| > 2, entao existe um elemento B
em Seqlnv[A] = [By, By, -+, By] tal que B = Z;. Como Z; é um invariante de A & T},
obviamente, B também é um invariante de A© T}. Portanto, pela Proposicao 3.14, existe
um conjunto X tal que B& X = Ao T;.

Uma vez que, T; é um invariante de A, entao, (A&T;)®T; = A. Logo, (BeX)@T; =
X & (I; @ B) = A. Dessa forma, pela Proposigao 3.15, T; @& B é um invariante de A.
Portanto, pelo Lema 7.9, B é um elemento de Arestas4[T;]. Mas isto contradiz a hipétese
de que a seqiiéncia de nés mais a esquerda de 7 (A) é maximal. Portanto, p(7;) = p(A).

Lema 7.11 Seja A um EE convexo. A seqiiéncia de nés mais a esquerda de T (A),
digamos [Ty, Ty, -- -, T}, € mazimal, entdo T; = A.

Prova: Por construcao da seqiiéncia de nés mais a esquerda, 7; é um invariante de A.
Pelo Lema 7.10, p(T;) = p(A). Logo, pela Proposigao 5.7, T; = A. n

Teorema 7.12 Seja A um EE convero. A seqiéncia de nds mais a esquerda de T (A),
digamos [Ty, Ty, - - -, T;], € mazimal, entao a seqiiéncia Paths[{o}, T;] € uma decomposigao

de A.

Prova: Seja Pathy[{o},T}] = [D1, Da, -, D;]. Por construcao, T; = D;®Dy@®- - - & D;.
Pelo Lema 7.11, T; = A. Portanto, Path4[{o},T};] é uma decomposicao de A. ]

7.3.2.2 A Seqiiéncia Maximal de Noés mais a Esquerda é uma Decomposigao
Otima

Agora, vamos provar que, dado um EE convexo A, se [Iy,T1,---,T;] é uma seqiiéncia

maximal de nés mais a esquerda de 7 (A), entdo [Tp,T4,---,T;] é uma decomposigao
6tima de A. Para isso, mostraremos que lower(A) = j. Como feito na Subsegao 5.5.3, a
Proposigao 7.13 (cuja prova esta na Segao 7.6) mostra que [Tp, 71, - - -, Tj] é uma seqiiéncia

elemento retangular de A, e, dessa forma, pela Proposi¢ao 5.16, lower(T;) = j. Como,
pela Proposigao 7.11, T; = A, entao, claramente, lower(A) = j.
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Proposicao 7.13 Se A € um EFE convezo, entdo uma sequéncia de nos mais a esquerda
de T(A), digamos [Ty, Ty, ---,T}], € uma seqiéncia elemento retangular de A.

O préximo resultado é uma conseqiiencia imediata das Proposigoes 7.13 e 5.16.

Proposigao 7.14 Seja A um EE convexo. Se a seqiéncia mais a esquerda de T(A),
digamos [Ty, T, Ty, - - -, T;], € mazimal, entio lower(A) = j.

Prova: Pela Proposicao 7.13, [To,T1,---,1}], é uma seqiiéncia elemento retangular de
A. Dessa forma, pela Proposicao 5.16, lower(1;) = j. Como, pelo Lema 7.11, T; = A,
temos que, p(7;) = p(A), e, conseqiientemente, lower(T;) = lower(A). Portanto, j =
lower(T};) = lower(A). n

Teorema 7.15 Seja A um EFE convexo. Se a seqiiéncia mais a esquerda de T (A), digamos
[To, 11,15, - - -, T}, € mazimal, entdo Pathu[{o}, T;] € uma decomposi¢ao otima de A.

Prova: Pelo Teorema 7.12, Pathy[{o},T};] é uma decomposigao de A. Uma vez que
Path4[{0},T}] contém exatamente j elementos e, pela Proposigao 7.14, j = lower(A),
entdo Pathy[{o}, Tj] é uma decomposigao étima de A. ]

7.3.2.3 Complexidade para Encontrar a Seqiiéncia Maximal de Nés a Esquer-
da

Dado um EE convexo A, quando a seqiiéncia mais a esquerda maximal de 7 (A), digamos
Ty, Th, T, - - -, T}], é encontrada, entdo, pelo Teorema 7.15, Path4[{o},7T}] é uma decom-
posicao 6tima de A. Mostraremos que a complexidade para encontrar a seqiiéncia mais
a esquerda maximal de 7 (A) ¢ O(n*), onde n é o valor méximo entre as coordenadas do
vetor retangular p(A).

Seja k um inteiro positivo. Sejam A e Y dois EE’s tais que Y é um né de 7 (A) no nivel
k. Seja Patha[{o},Y] = [B1, Ba, - -, By|. Para verificar se Y é um invariante de A, temos
que comparar se A = (AeY)®Y = (--- (A6 B1)8B,6---©B;)®B,)®B®---® By).
A complexidade para computar A & B; ou A @ B; é linear com relagao ao nimero de
pontos de A, uma vez que B; contém no maximo 9 pontos. Se n é o valor maximo entre
as coordenadas do vetor retangular p(A), entdo a complexidade de tempo para computar
A6 B;ou A® B; ¢ O(n?). Assim, a complexidade para verificar se um né Y no nivel k é
invariante de A é O(k - n?).

Uma vez que o algoritmo apresentado na Secao 7.2 faz uma busca em profundidade,
entao a primeira seqiiéncia de nés visitada pelo algoritmo até chegar a uma folha ¢é a
seqiiéncia mais a esquerda maximal [Ty, Ty, T3, -, 71;] de T(A). Se A é um EE convexo,
entdo pelo, Teorema 7.15, Paths[{o},T;] é uma decomposi¢do o6tima de A. Assim, a
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primeira solucao encontrada pelo algoritmo proposto é sempre uma decomposicao 6tima
de A.

Seja A um EE convexo. Pelo Teorema 4.18, lower(A) = [max{po(A), p1(A)}/2] =
O(n), onde n = max{po(A), p1(A)}. Se a seqiiéncia mais a esquerda de 7 (A), digamos
[Ty, 11,15, - - -, T};], ¢ maximal, entdo, pela Proposigao 7.14, j = lower(A). Logo, o tempo
para o algoritmo encontrar a seqiiéncia maximal mais & esquerda de 7 (A) é O(1 - n?) +
O(2-n?) + -+ O(lower(A) - n?). Portanto, a complexidade para o algoritmo encontrar
uma decomposi¢io 6tima de um EE convexo A é O(lower(A)? - n?), ou seja, O(n*), uma
vez que lower(A) = O(n).

7.3.3 Algoritmo de Park e Chin

Park e Chin [35] desenvolveram uma extensao do algoritmo de Xu para encontrar de-
composi¢ao de EE’s simplesmente conexos, onde todos elementos na decomposicao sao
também simplesmente conexos. Vimos no Capitulo 6 que existem familias infinitas de
EE’s simplesmente conexos que sao decomponiveis mas nao tém decomposicao segundo a
definicao de Park e Chin.

Embora a complexidade do algoritmo proposto seja O(2™), onde m é o ntimero de
elementos na seqiiéncia de invariantes, ele tem uma vantagem em relagao ao algoritmo de
Park e Chin, uma vez que ele é capaz de decompor qualquer EE decomponivel, incluindo
os EE’s nas familias X', ) e Z definidas no Capitulo 6.

7.4 Resultados Experimentais

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados experimentais de nosso algoritmo para
encontrar uma decomposigao 6tima para diferentes tipos de EE’s: discos euclidianos (ve-
ja definigdo abaixo), EE’s convexos (veja um exemplo na Figura 7.5.a), EE’s conexos,
decomponiveis, que contém buracos (veja um exemplo na Figura 7.5.b), EE’s conexos,
decomponiveis, que nao contém buracos (veja um exemplo na Figura 7.5.c), EE’s nao
conexos, decomponiveis, que contém buracos (veja um exemplo na Figura 7.5.d) e EE’s
nao conexos, decomponiveis, que ndo contém buracos (veja um exemplo na Figura 7.5.¢).
Estes experimentos foram realizados em uma méaquina “Sun Ultra Enterprise 3000”. O
tempo de processamento da CPU estd medido em horas (h), minutos (m) e segundos (s).

O disco euclidiano de raio r > 0, centrado na origem, é o EE definido por D(r) =
{(z,y) € Z*: 2® +y*> < 1%} (veja a Figura 7.6 para alguns exemplos). Note que esta niao
¢ a unica definicao de EE’s circulares discretos. Um método para se obter alguns tipos de
EE’s circulares discretos e suas respectivas decomposigoes pode ser encontrado em [48].

Dividiremos esta secao em trés partes. Na primeira, mostramos alguns resultados
para discos euclidianos; na segunda, para EE’s convexos; e na terceira, para EE’s decom-
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(d)

Figura 7.5: (a) Um EE convexo. (b) Um EE conexo, decomponivel, que contém um buraco. (¢) Um
EE conexo, decomponivel, que ndo contém buracos. (d) Um EE nao conexo, decomponivel, que contém
alguns buracos. (e¢) Um EE nédo conexo, decomponivel, que ndo contém buracos.

poniveis, conexos ou nao, que contém buracos ou nao. Nas tabelas desta secao, usaremos
a seguinte notacgao:

nst = numero de elementos na seqiiéncia de invariantes.

vrs = nuimero de elementos na primeira solugao encontrada.

nos = numero de elementos na solugao 6tima encontrada.

™p = tempo para detectar a nao decomposabilidade de um EE.
TFs = tempo para detectar a primeira solucao.

tos = tempo para detectar a solucao 6tima.

7.4.1 Discos Euclidianos

Os discos D(2) e D(4) sao decomponiveis, enquanto os discos D(3) e D(5) a D(50) nao
tém decomposi¢ao. Os tempos para detectar a nado decomposabilidade dos discos de D(5)
a D(50) foram menores que 40 segundos. Os tempos para detectar a primeira solu¢ao
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Figura 7.6: (a) — (¢) Discos euclidianos de raios 2, 3 e 4.

raio NSI  NFS=NOS TFS=TOS
2 5 2 0.5s
4 16 4 0.7s

Tabela 7.1: Discos decomponiveis.

(que também foi a 6tima) dos discos D(2) e D(4) estao apresentados na Tabela 7.1. A
Tabela 7.2 mostra o tempo para detectar a nao decomposibilidade de alguns discos de raios
entre 5 e 50. Somente para os discos D(15), D(20) e D(25), o primeiro teste do algoritmo
(isto é, a condigao necessério para a existéncia de uma decomposicao) foi satisfeito. Assim,
isto explica o fato de que o tempo para detectar a ndo decomposibilidade de D(25) é maior
que D(30).

7.4.2 Elementos Estruturantes Convexos

O algoritmo foi aplicado para encontrar uma decomposicao étima de aproximadamente
250 EE’s convexos gerados aleatoriamente. Como foi mostrado no Teorema 7.15, toda
primeira solucao encontrada pelo algoritmo é uma solucao 6tima. A Tabela 7.3 apresenta
o tempo médio para detectar a solucao étima para EE’s convexos que sao subconjuntos
dos quadrados 20 x 20, 40 x 40, 56 x 56, 72 X 72 e 88 x 88. Por exemplo, o EE convexo
apresentado na Figura 7.5.a é um subconjunto do quadrado 20 x 20. Observamos que o
tempo para encontrar a decomposicao 6tima de EE’s convexos é muito pequeno, mesmo
para EE’s grandes. A Tabela 7.4 apresenta o tempo para detectar a solu¢ao 6tima de
alguns EE’s.

A titulo de comparacao com o algoritmo desenvolvido no Capitulo 5, mostramos na
Tabela 7.5 contendo os tempos que o algoritmo proposto levou para encontrar uma decom-
posicao 6tima dos mesmos EE’s indicados na Tabela 5.1. Para manter compatibilidade
com o experimento apresentado no Capitulo 5, este particular experimento foi executado
em uma maquina com processador Pentium III, 450 MHz.

Vemos, na Tabela 7.5, que o algoritmo DECCON é muito mais rapido do que o algo-
ritmo proposto. Isto nao é tanto devido ao fato de que a complexidade de DECCON seja
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raio NSI TND
05 4 0.7s
10 22 1.0s
15 38 2.2s
20 54 11.1s
25 70 36.3s
30 70 2.56s
35 54 4.4s
40 70 4.9s
45 86 6.3s
50 102 7.7s

Tabela 7.2: Discos que nao sao decomponiveis.

Subconjunto do quadrado TFS=TOS

20 x 20 5.5s
40 x 40 19.4s
56 x 56 47 .2s
72 x 72 1m42.0s
88 x 88 3m21.0s

Tabela 7.3: Tempo médio para se detectar a solugao étima de EE’s convexos.

O(n?) e do algoritmo proposto seja O(n*), onde n é o valor méximo entre as coordenadas
do vetor retangular do EE de entrada. Este acréscimo de tempo é devido a construcao
da seqiiéncia de invariantes pelo algoritmo proposto. Note que o algoritmo DECCON nao
constrdi a seqiiéncia de invariantes e a seqiiéncia SeqQ (do Passo 1) é construida previa-
mente antes da execucao do algoritmo. Para terminar esta subse¢ao, observamos que as
solugoes obtidas pelo algoritmo proposto e pelo algoritmo DECCON foram as mesmas.

7.4.3 Elementos Estruturantes Decomponiveis, Conexos e nao
Conexos, com e sem Buracos

Nesta subsec¢ao, usaremos a seguinte notagao para denotar os EE’s:
oci = EE’s decomponiveis e conexos que contém buracos
oc = EE’s decomponiveis e convexos que nao contém buracos.
ool = EE’s decomponiveis e nao conexos que contém buracos.
o = EE’s decomponiveis e nao conexos que nao contém buracos.

Aplicamos o algoritmo para encontrar a primeira solu¢ao (respectivamente, soluc¢ao
6tima) em aproximadamente 400 (respectivamente, 200) EE’s decomponiveis, conexos e
nao conexos, com e sem buracos. Estes EE’s foram gerados aleatoriamente. Os EE’s
aprensetados nas Figuras de 7.5.0 a 7.5.e sao alguns exemplos desses EE’s.

A Tabela 7.6 apresenta o tempo médio para detectar a primeira solucao de EE’s que
sao subconjuntos do quadrado 20 x 20 e 40 x 40. Por exemplo, os EE’s apresentados nas
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EE A o(A) NSI  NFS=NOS  TFS=TOS
01 (17, 17) 448 9 5.5s
02 (17, 19) 531 10 7.7s
03 (31, 34) 844 17 23.3s
04 (32, 36) 918 18 22.0s
05 (48, 48) 1637 24 50.0s
06 (52, 55) 1619 28 57.0s
07 (65, 68) 2114 34 2m7.0s
08 (69, 68) 2217 35 2m30.0s
09 (85, 82) 2586 43 3m55.0s
10 (88, 84) 2802 44 4m32.0s

Tabela 7.4: Tempo para se detectar a solugao étima de alguns EE’s convexos.

Tempo Médio para
encontrar uma
solugdo 6tima
Subconjuntos do | Algoritmo Algoritmo Algoritmo
retangulo do Xu DecCoN proposto
20 x 21 0.22s 0.23s 1.33s
38 x 40 0.23s 0.27s 3.26s
56 x 57 0.23s 0.26s 8.16s
73 x 73 0.26s 0.28s 17.48s
89 x 89 0.28s 0.28s 31.70s
109 x 108 0.25s 0.33s 67.95s
124 x 124 0.32s 0.54s 2m1.09s
141 x 144 0.29s 0.42s 3m15.36s
160 x 162 0.31s 0.47s 6m0.87s
176 x 179 0.35s 0.56s 8m17.34s
192 x 193 0.37s 0.63s 11m20.19s
214 x 210 0.41s 0.75s 18m20.30s
229 x 227 0.45s 0.86s 24m23.05s
246 x 247 0.48s 0.97s 34m30.58s

Tabela 7.5: Tempo médio para encontrar uma decomposicao étima de EE’s convexos.

Figuras de 7.5.b a 7.5.e sao subconjuntos do quadrado 20 x 20. Na maioria dos casos, a
primeira solucao encontrada foi também a solucao 6tima. Além disso, a diferenca entre o
numero de elementos na primeira solucao e o limite inferior de uma decomposicao foi no
maximo dois. Portanto, na maioria das vezes, a primeira solugao esteve muito perto da
solugao étima.

Na Tabela 7.7, apresentamos o tempo para detectar a primeira solugao e a solucao
6tima de alguns EE’s que sao subconjuntos do quadrado 20 x 20 e que o limite inferior
nao foi igual ao niimero de elementos na primeira solucao. Nesta tabela, observe que a di-
ferencga entre o nimero de elementos na primeira solugao e o limite inferior é normalmente
pequeno e, na maioria dos casos, a primeira solucao ¢ a solucao 6tima. Uma vez que a
complexidade de tempo para detectar a solugao 6tima, no pior caso, é exponencial, em
aplicagoes praticas, uma boa heuristica é parar quando a primeira solucao é encontrada.

Embora os resultados apresentados nas Tabelas 7.6 e 7.7 sejam bons, o tempo para
encontrar a primeira solucao aumentou exponencialmente com o acréscimo do tamanho
do EE. Isto aconteceu pois as trés estratégias de podas usadas no algoritmo nao foram
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20 x 20 40 x 40
DCH 3.266s 13m41.0s
DC 2.876s 22.2s
DDH 1.682s 34.0s
DD 1.506s 18m27.0s

Tabela 7.6: Tempo médio para detectar a primeira solugao de alguns EE’s.

EE A p(A) NSI 1limite inferior NFS TFS  NOS TOS
(18,16) 17 9 10 1.2s 10 3.0s
(16,16) 17 8 9 1.0s 9 4.1s

DDH (18,18) 38 9 10 1.8 10 29.4s
(18,15) 21 9 10 1.1s 10 6.0s
(14,18) 10 9 10  1.0s 10 1.3s
(16,16) 19 8 9 1.1s 9 7.5s

DD (18,17) 29 9 10 1.2s 10 43.5s
(18,14) 36 9 10 1.5s 10 1m54.0s
(18,16) 20 9 10 1.3s 10 7.7s
(18,16) 24 9 10 1.2s 10 11.6s
(16,16) 41 8 9 3.5s 9 2m39.0s

DCH (18,18) 30 9 10 1.2s 10 57.2s
(16,18) 19 9 10 1.0s 10 2.5s
(16,18) 30 9 10 1.8 10 18.0s
(16,17) 60 9 10 4.1s 9 47.0s

DC (14,18) 43 9 10 5.3s 10 2m41.0s
(16,15) 31 8 9 1.6s 9 27.0s
(18,18) 41 9 10 1.6s 10  8m20.3s

Tabela 7.7: Tempo para detectar a primeira solugao e a solugao 6tima de alguns EE’s.

capazes de evitar um ntmero consideravel de nés nao viaveis na arvore de decomposicao.
A Tabela 7.8 apresenta o tempo para detectar a primeira solucao de alguns EE’s que sao
maiores que os EE’s apresentados na Tabela 7.7.

7.5 Conclusao

A mudanca ou transformacao de estrutura de representacao de operadores para melhorar
o desempelho de suas implementagoes ¢ um passo fundamental no processo de progra-
magao automatica de MaqM’s [11]. Neste capitulo, estudamos um aspecto particular
deste problema: a decomposigao seqiiencial de erosdes (respectivamente, dilatagoes).

Um algoritmo geral para prova automadtica de que uma erosao (respectivamente, dila-
tagdo) tenha uma decomposigao seqiiencial ou nao foi apresentado. A prova da existéncia
¢ construtiva e uma solugao 6tima ¢ exibida. Este algoritmo ¢ baseado em uma busca que
usa o método “branch and bound”, com estratégias de podas baseadas em propriedades
geométricas e algébricas deduzidas formalmente.

O algoritmo proposto nao é eficiente para todos os casos, mas generaliza importantes
resultados cldssicos (Zhuang and Haralick, Xu, Park e Chin). Uma anédlise teérica do algo-
ritmo, juntamente com alguns resultados experimentais, ilustra estes fatos. O algoritmo
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EE A | p(A)  NSI TFS
DDH (62,75) 114 67h38m56.0s
DD (52,56) 91 5h25m30.0s
DCH (50,54) 137 23h24m21.0s
DC (50,58) 521 Pelo menos 201h

Tabela 7.8: Tempo para detectar a primeira solugao de alguns EE’s.

combinatorial apresentado pode ser melhorado se novos limites ou estratégias de podas
forem descobertos.

7.6 Apéndice do Capitulo 7

Neste apéndice, vamos provar a Proposicao 7.13. Dividiremos esta prova em duas partes.
Na primeira, mostraremos alguns resultados intermediarios necessarios para a prova e, na
segunda parte, provaremos a Proposicao 7.13.

7.6.1 Resultados Necessarios para a Prova da Proposicao 7.13

Dado um EE A, para mostrar que uma seqiiéncia maximal de nés mais a esquerda de
7 (A), digamos [Ty, Ty, - - -,1}], é uma seqiiéncia elemento retangular de A, precisamos de
alguns resultados preliminares, dados nos Lemas de 7.16 a 7.18.

Lema 7.16 Seja A um EE convero. Seja [1y,T1,---,T;] uma seqiéncia de nds mais
a esquerda de T(A). Seja Pathu[{o},T;] = [D1, Ds,---,Dj| e seja B um elemento de
Seqlnv[A]. Se, para algum k € {1,2,---,j}, Tpy_1 ©& B € um invariante de A, entdio
po(Dy) + p1(Dy) > po(B) + p1(B).

Prova: Uma vez que B é um elemento de Seqlnv[A], a seqiiéncia [Ty, T}, -+, Ti_1] é
uma seqiiéncia de ndés mais a esquerda de 7 (A) e Ty_; @ B é um invariante de A, entao,
pelo Lema 7.9, B é um elemento de Arestasy[T;_1]. Como Dy é o primeiro elemento
de Arestasy[T}_1] tal que Ty @ Dy, é invariante de A, entdo B aparece depois de Dy
em Arestasy[T)—1]. Assim, pela ordem escolhida para construir a seqiiéncia Seqlnv[A],

po(Dx) + p1(Dy) > po(B) + p1(B). u

Lema 7.17 Seja A um EE convezo. Seja [Dy, Ds,-- -, D;] uma subsegiiéncia de Seqlnv[A]
com j > 2 tal que D1 ® Dy®---® D; € um invariante de A. Sejam D; e Dy, dois elementos
de [D1, Dy, -+, Dj] tais que i < k. Se T € um EF tal que |T| > 2, p(T) < (2,2) eT €
um invariante de D; ® Dy ou C(D;) @ C(Dy), entdo existe um B em Seqlnv[A] tal que
p(B)=p(T) e Dy ®Dy®---® D;_1 ® B € im invariante de A.
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Prova: Seja X =D @& Dy ®---® D;_1. Seja Y o resultado da adicao de Minkowski de
todos elementos em [D;, D; 11, -+, D;] com excecao de D; e Dy. Assim, Z = Dy & Dy &
DD =Y OXDD;, @Dy

Uma vez que Z = Dy @ Dy ® - -- @ D; ¢ invariante de A, pela Proposigao 3.14, existe
um EE Rtalque A=R®Z=R® Y XED, &Dy)=(RBY)® (X DD, ®Dy) =
S®(X®D;®Dy),onde S=R®Y. Dessa forma, pela Proposigao 3.15, D; @ Dy, é um
invariante de A.

Como A é um EE convexo e A = S ® X & D; & Dy, entao, pela Proposicao 5.4,
A=SeXaeC(D;,)@& D=5 XdC(D;) @ C(Dy). Dessa forma, pela Proposigao 3.15,
C(D;) & C(Dy,) é um invariante de A.

Uma vez que T' é um invariante de D;@® Dy ou C(D;)®C(Dy); e D;@®Dy e C(D;)®C(Dy)
sao invariantes de A, entao, pela Proposicao 5.2, T' é um invariante de A.

Como que p(T) < (2,2) e T é um invariante de A, ent@o existe um elemento B em
Seqlnv[A] tal que B = T. Claramente, p(B) = p(T'). Agora, falta demonstrar que X & B
¢ um invariante de A.

Uma vez que T é um invariante de D; & Dy, ou C(D;) & C(Dy,), entdo, claramente, B
também ¢é um invariante de D; & Dy, ou C(D;) & C(Dy,).

Se B é um invariante de D; & D, entao, pela Proposicao 3.14, existe um EE D tal
que B&D = D; ® Dg. Assim, como A=SOXDD, &D,=SdXD(D;®Dy) =
SG(XPB®D)=Sd®(X®B)d D, entao, pela Proposi¢ao 3.15, X & B é um invariante
de A.

Analogamente, se B é um invariante de C'(D;) & C(Dy), entao X & B ¢ um invariante

de A. -

Lema 7.18 Seja A um EE convezo. Seja [Dy, Ds,-- -, D;] uma subsegiiéncia de Seqlnv[A]
com j > 2 tal que D1 @ Dy @ --- @ D; € um invariante de A. Se existem D; e Dy em
(D1, Dy, - -+, Dj] tais que p(D;) = (2,1) e p(Dy) = (1,2), entao existe B em Seqlnv[A] tal
que p(B) =(2,2) e D1 ® Dy & --- @ Dy & B € um invariante de A, onde { = min{i, k}.

Prova: Sejam R, R, R, S, &1 e S os conjuntos definidos na Proposicao 5.24, cu-
jos elementos estao mostrados nas Figuras 5.3 e 5.4. Da mesma forma que foi feito na
Proposigao 5.24, suponha que C(D;) € R e C(Dy) € S. Assim, uma vez que {R, Ro}
e {81, 82} sdo partigoes, respectivamente, de R e S, temos dois casos para considerar:
(1) C(D;) € Ry ou C(Dy) € S5 ¢ (2) C(D;) € Re e C(D;) € So.

Caso 1: C(D;) € Ry ou C(Dy) € S;.

Consideraremos que C'(D;) € R (a prova para C(Dy) € S; pode ser feita de maneira
similar).
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Como indicado na Figura 5.5, se C(D;) € R, entao existem dois EE’s convexos
C1 e Cy tais que C(D;) = Cy1 @ Cy, p(Cy) = (1,1) e p(Cy) = (1,0). Dessa forma,
T = Cy & C(Dg). Assim, uma vez que T é um invariante de C(D;) & C(Dy,) (pela
Proposigao 3.15) e p(T') = p(Cy) 4+ p(C(Dy)) = (2,2) (pela Proposicao 4.17), entao,
pelo Lema 7.17, existe um elemento B em Seqlnv[A] tal que p(B) = p(T) = (2,2) e
D1®Dy®---®D; 1® B éum invariante de A (se it < k) ou D1® Do®---® Dy 1B B
¢ um invariante de A (se k < 7).

Caso 2: C(DJ €ERye C(DJ eS,.

Neste caso, a Figura 5.7 apresenta todas possibilidades de C(D;) & C(Dy,). Assim,
como indicado nesta figura, existem dois EE’s convexos C) e Cy tais que C(D;) &
C(Dy) = C1 & Cy, p(Cy) = (2,2) e p(Cy) = (1,1). Assim, pela Proposi¢ao 3.15,
C} é um invariante de C(D;) @ C(Dy,). Dessa forma, pelo Lema 7.17, existe B em
Seqlnv[A] tal que p(B) = p(Cy) = (2,2) e D1 & Dy @ ---® D;_1 & B é um invariante
de A (sei<k)ouDy ®Dy@--- @Dy ® B ¢éum invariante de A (se k < 1).

Portanto, existe B em Seqlnv[A] tal que p(B) = (2,2) e D1y & Dy @ --- & Dy_1 @ B é
im invariante de A, onde ¢ = min{i, k}. m

Agora, com estes resultados dados acima, podemos mostrar que, dado um EE convexo
A, se [Ty, T, - - -, Tj] é uma seqiiéncia maximal de nds mais a esquerda de 7 (A), entao
[Ty, T4, - - -, T;] é uma seqiiéncia elemento retangular de A.

7.6.2 Prova da Proposicao 7.13

Seja Pathu[{o},Tj] = [D1,Ds,---, D;]. Obviamente, por construcao, Paths[{o},T}] é a
seqiiéncia geradora de [Ty, 11, - -+, T;]. Assim, para provar que a seqiiéncia [Ty, 17, - - -, T}]
é uma seqiiéncia elemento retangular de A, basta mostrar que sua seqiiéncia geradora
Path4[{o},T};] é uma seqiiéncia retangular. Dessa forma, temos que provar que as Res-
trigoes da definicao de seqiiéncia retangular sao validas para a seqiiéncia Path4[{o}, T}].

Prova que as Restrigdes de (a) a (f) s@o validas:

Suponha, por absurdo, que uma das Restrigoes de (a) a (f) da defini¢ao de seqiiéncia
retangular ndo seja vélida para a seqiiéncia Paths[{o},T};]. Assim, existem dois elementos
D; e Dy, com i < k, na seqiiéncia Pathy[{o},T}] = [D1, Ds, - - -, D;] tais que p(D; ® Dy,) =
p(D;) + p(Dy) < (2,2). Seja T = D; @ Dy. Claramente, T é um invariante de D; & Dj.
Além disso, como D; e Dy, sao elementos de Seqlnv[A], entao |T'| > 2 e po(Dy)+p1(Dy) > 0.

Uma vez que p(T) = p(D;) + p(Dy) < (2,2), |T| > 2 e T é um invariante de D; @ Dy,
entdo, pelo Lema 7.17, existe um elemento B em Seqlnv[A] tal que p(B) = p(T) e D; &
Dy@---®D;1@&B=1T,_1® B é invariante de A. Como i € {1,2,---,7}, entdo, pelo
Lema 7.16, po(D;) + p1(D:) > po(B) + p1(B).
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Uma vez que p(B) = p(T') = p(D;) + p(Dy), entao

po(Di) + p1(Di) = po(B) + p1(B) = (po(Ds) + po(Dr)) + (p1(Di) + p1(Dx))
= (po(D;) + p1(Ds)) + (po(Dx) + p1(Dx)).

Dessa forma, po(Dy) + p1(Dg) < 0. Mas isto é um contradigao, pois po(Dy) + p1(Dy) > 0.
Portanto, todas as Restrigoes de (a) a (f), sao validas para Path4[{o}, T;].

Prova que as Restricoes de (g) a (j) sao validas:

Suponha por absurdo que uma das restrigoes, de (g) a (j), nao seja vélida. Dessa
forma, cp(Paths[{o},7}]) > 0 ou cgo(Patha[{o},Tj]) > 0. Conseqiientemente, existe um
elemento Dy, em Path4[{o}, T;] tal que p(Dy) = (2,0) ou p(Dy) = (0,2). Consideraremos o
caso p(Dy) = (2,0). O outro caso p(Dy) = (0, 2) pode ser provado de uma maneira similar.
Logo, pelas restri¢oes (g) ou (h), c11(Patha[{o},T}]) > 0 ou ¢ 2(Pathu[{o},T}]) > 0, e,
portanto, existe um elemento D; em Path4[{o}, T}] tal que p(D;) = (1,1) ou p(D;) = (1, 2).
Uma vez que po(D;) + p1(D;) > po(Dx) + p1(Dy), pela ordem escolhida para construir
Seqglnv[A], podemos considerar que i < k (o caso ¢ > k é anal6go).

Uma vez que, p(C(Dy)) = p(Dx) = (2,0) (pela definigao de vetor retangular), entao
C(Dy) é uma linha horizontal com trés pontos consecutivos. Dessa forma, existem duas
linhas horizontais com dois pontos consecutivos cada um, digamos L; e Lo, tais que

C(Dy) = Ly & Ly. Claramente, p(L;) = p(Ls) = (1,0).

Assim, C(D;) @ C(Dy) = C(D;) ® (L1 & Lg) = (C(D;) ® L1) ® Lg. Dessa forma,
pela Proposicao 3.15, T = C(D;) & Ly é um invariante de C'(D;) @ C(Dy). Além disso,
pela Proposicao 4.17, p(T') = p(C(D;)) + p(L1) < (2,2), uma vez que p(D;) = (1,1) ou
p(Di) = (1,2).

Uma vez que, p(T) < (2,2), B é um invariante de C(D;) ® C(Dy,) e i < k, entao, pelo
Lema 7.17, existe um elemento B em Seqlnv[A] tal que p(B) = p(T) e D1 & Dy & --- &

D;,_1®B =T, ;® B é invariante de A. Dessa forma, uma vez que i € {1,2,---,j}, entao,
pelo Lema 7.16, po(D;) + p1(D;) > po(B) + p1(B).

Uma vez que p(B) = p(T) = p(C(D;)) + p(L1) e p(C(D;)) = p(D;), entao

po(Di) + p1(D;) = po(B) + p1(B) = (po(C(D;)) + po(L1)) + (p1(C(Ds)) + p1(L1))
= (po(Di) + po(L1)) + (p1(Ds) + p1(L1))
= (po(Di) + p1(Dy)) + (po(L1) + p1(L1)).

Assim, po(L1) + p1(L1) < 0. Mas isto contradiz o fato de que p(L1) = (1,0). Logo, as
Restricoes de (g) a (j) s@o vélidas para Path4[{o},T}].

L
)+
)+

Prova que a Restrigao (k) é valida:

Suponha por absurdo que a Restri¢do (k) nao seja valida, ou seja, ¢ 2(Path4[{o}, T}]) >
0 e co1(Patha[{o},Tj]) > 0. Sejam D; e Dy, dois elementos em Pathy[{o},T}] tais que,
p(D;) = (1,2) e p(Dx) = (2,1). Sem perda de generalidade suponha que i < k.

Pelo Lema 7.18, existe B em Seqlnv[A] tal que p(B) = (2,2) e D1®Dy®- - -®D;_1®B =
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T;_1® B é um invariante de A. Dessa forma, uma vez que i € {1,2,---,j}, pelo Lema 7.16,
po(D;) + p1(D;) > po(B) + p1(B). Mas, isto contradiz o fato de que po(D;) + p1(D;) = 3 e
po(B) + p1(B) = 4. Logo, ¢ 2(Path4[{o},T};]) = 0 ou cy1(Paths[{o}, T;]) = 0 e, portanto,
co1(Patha[{o},T}]) - c12(Patha[{o},T}]) = 0.



Capitulo 8

Representacao Compacta de
W -Operadores

A importancia dos operadores da familia dos W-operadores na area de Visao Computa-
cional é que eles sao freqiientemente usados para resolver problemas de andlise de ima-
gens [41].

Vimos no Capitulo 3, nos Teoremas 3.35 e 3.36, (veja na péagina 30), que qualquer W-
operador pode ser representado em termos de sup-geradores e inf-geradores. Neste mesmo
capitulo, na Secao 3.5.3, apresentamos uma outra representacao de um W-operador, que
chamamos de sup-representagao (respectivamente, inf-representagao), dado pelo Teore-
ma 3.38 (respectivamente, Teorema 3.39), que usa um ndmero menor de sup-geradores
(respectivamente, inf-geradores) que a representacao canonica.

Neste capitulo, apresentamos uma nova sup-representacao (respectivamente, inf-repre-
sentagao) para W-operadores que usa composigoes de sup-geradores (respectivamente, inf-
geradores) com dilatagoes (respectivamente, erosoes) como outra familia de sup-geradores
(respectivamente, inf-geradores). Esta representagdo é chamada compacta, uma vez que
ela usa um ndmero menor (ou, no pior caso, o mesmo numero) de operadores sup-
geradores (respectivamente, inf-geradores) que a sup-representacdo (respectivamente, inf-
representagao) apresentada no Teorema 3.38 (respectivamente, Teorema 3.39).

Considerando os W-operadores que sao anti-extensivos e idempotentes em um sentido
estrito, nés obtivemos uma simplificacao para a sua representacao compacta. Além disso,
colocando a hipétese de que os W-operadores sao também crescentes, obtivemos uma
realizacao minimal da representagao classica de Matheron para as aberturas e fechamentos
IT’s (como supremo de aberturas morfolégicas ou infimo de fechamentos morfolégicos) a
partir da representacao compacta simplificada.

Um corolario desses resultados é que a sup-representagao pode ser convertida para a
representacao compacta por algoritmos simples e nao sofisticados. Este método ¢ 1til, por
exemplo, para otimizar programas da MaqM projetados por algoritmos de aprendizagem,
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uma vez que esses programas gerados automaticamente estao freqlientemente na forma
de sup-representacao e a representacao compacta tem uma eficiéncia maior, pois ela usa
um nimero menor de operadores sup-geradores que a sup-representacao.

Na Secao 8.1 apresentamos a sup-representacao e a inf-representacao compacta dos
W-operadores. Na Secao 8.2, mostramos uma especializacao da sup-representacao e da
inf-representacao compacta para operadores que nao sao crescentes. Na Secao 8.3, dedu-
zimos a realizacao minimal da representacao de Matheron para aberturas e fechamentos
IT’s a partir da representacao compacta. Na Secao 8.4, apresentamos alguns exemplos
de conversoes da sup-representagao para a sup-representacao compacta. Finalmente, na
Secao 8.5, fornecemos algumas conclusoes deste capitulo.

8.1 Representacao Compacta

Nesta secao, apresentaremos uma nova estrutura de decomposicao para W-operadores que
simplifica a sup-representacao, no sentido de que o niimero de operadores sup-geradores
envolvidos nesta nova decomposi¢cao é menor, ou no pior caso, igual ao nimero dos sup-
geradores na sup-representacao. Por causa dessa propriedade, chamaremos essas novas
decomposigoes de representa¢ao compacta.

Introduziremos agora uma relagao de equivaléncia sobre uma colecao genérica de in-
tervalos maximais X. Sejam [A, B] e [A’, B'] dois elementos de X. Dizemos que [A, B] e
[A", B'] sao equivalentes sob translagdo se, e somente se, um pode ser construido a partir
de uma translagao do outro, isto é, [A, B] = [A’, B'] se, e somente se, existe h € E tal que
[A, B] = [A', B'];.

Uma vez que a equivaléncia sob translacao definida acima é uma relacao de equi-
valéncia, o conjunto de suas classes de equivaléncia (isto é, os conjuntos compostos exa-
tamente por todos elementos equivalentes em X) constitui uma partigao de X.

Denotaremos por Q(B(v)) o conjunto de todas as classes de equivaléncias (sob trans-
lagao) sobre B(¢), onde ¢ é um W-operador. Denotaremos por E(¢)) = R(B()) o con-
junto formado por exatamente um elemento de cada classe de equivaléncia em Q(B(v))),
isto é, E(¢) é um conjunto tal que |E(¢)] = |Q(B(¢))| e para cada X € Q(B(¢)), existe
[A, B] € E(¢) tal que [A, B] € X.

Seja [A, B] € E(v), isto é, [A, B] é um intervalo que representa um classe de equi-
valéncia. Denotaremos por Cj4 p) a classe de equivaléncia representada pelo intervalo
[A, B]. Seguindo esta notacao, temos que Q(B(v)) = {Ca,p : [A, B] € E(¢¥)}.

Denotaremos por Ci4 ) 0 subconjunto de E que é composto por todos h € E tais
que [A, B]_j, estd na classe de equivaléncia representada por [A, B], isto é, para todo
[A,B] € E(¥), Clap) = {h € E:[A,B]_, € B(¢)}. Dessa forma, a classe de equivaléncia
representada por [A, B] é dada por Ciap = {[A,B]_, : h € Cap}. Note que, como
Cua,p € B(¥) e B() é uma colecao de intervalos maximais, entao, claramente, Cpy g
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é também uma colecdo de intervalos maximais. Logo Cia g = {[A, Bl_s : h € Cla,p} =
DA B4} h € Cum} = DA B} - h € Gl = UHIA Blba s h e Clygh
Assim, pela definicao de adicao de Minkowski entre uma colecao de intervalos maximais
e um conjunto, temos que Cpa 5 = {[A, B]} © Cf, p.

O teorema seguinte nos fornece a sup-representacdo compacta para qualquer W-
operador ).

Teorema 8.1 Se ¢ € Wy, entao ¢ = V{do, , M\ 5 : [4, B] € E(¥)}.

Prova: Para todo ¢ € Uy, temos que Q(Bw (¢)) = {Bw (dc, ;Aa,5) : [4, B] € E(4)},
uma vez que, para todo [A, B] € E(1),

BW((SC[A,B] )‘EXVZB) = BW()‘Z\V,B) & C{A,B}
(pelas Proposigoes 3.24 e 3.41)
= {[A. B} ® Cly
(pela Proposicao 3.37)
- C[A,B]-
u
E a inf-representacao compacta é dada pelo seguinte teorema.
Teorema 8.2 Se ¢ € Uy, entdo ¢ = A{acEA}B] u%th : [A, B] € E(y*)}.
Prova: Pelo Teorema 8.1, temos que, para todo X € P(E),
¢*(X) = U{(SC[A,B])\AyB(X) : [A7 B} € E(¢*)}
Pela definigao de ¥*, temos que, 1 = v¢p*v. Assim, para todo X € P(E),
V(X)) = v (v(X))
= v(UW{dci, y i p(v(X)) : [A, Bl € E(¥)})
= v(UW{dc, p A pv(X) 1 [A, B] € E(¥)})
= N{vdcy, , Aipv(X) : [A, Bl € E(¥")}
(pela Lei de Morgan)
= N{vdc,, ,vvALpr(X) : [A, B] € E(¥")}
(uma vez que vv é o operador identidade)
M (dcp 5 1) (AT p)(X) < [A4, B] € E(y7)}
Neer, | 1L pe(X) : [4, B] € E(u))
(pelas Proposigdes 3.30 e 3.34)
Portanto, ¢ = A{a‘c[tA’B] u%th [A, B] € E(y*)}. ]

A sup-representacao compacta pode ainda ser melhorada. De fato, se existe X C E(1))
tal que, para todo [A, B] € X, C = Cja p], entao, uma vez que dc comuta com o supremo
(veja a Proposigao 3.29), temos que
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v{(SC’[AB]/\A,B : [A, B] € X} = \/{50)\1473 : [A, B] S X} = 5C<\/{)\A,B : [A, B] € X})

Observe que, com esta fatorizagao, economizamos |X| — 1 dilatagoes.

8.2 Representacao Compacta para Operadores nao
Crescentes

Nesta se¢ao, mostraremos como a sup-representacao (respectivamente, inf-representagao)
compacta é simplificada para W-operadores que sao anti-extensivos (respectivamente,
extensivos) e idempotentes em um sentido estrito.

Vimos no Capitulo 3 que um operador ¢ € ¥y, é chamado anti-extensivo se, e somente
se, 1 < 1, onde ¢ denota o operador identidade. Uma propriedade dos operadores anti-
extensivos 1) € Wy, é que, para todo X € K(¢), o € X, uma vez que o € (X) C X.
Portanto, o € A, para todo [A, B] € B(¢).

Proposicao 8.3 Se um operador 1» € Wy, € anti-extensivo, entao, para todo [A, B] €
E(v), temos que Cpa 5 C A.

Prova: Para todo [A, B] € E(¢), v € Ca,p) ¢ equivalente a [A,B|_, = [A_;,B_;] €
B(¢) e, uma vez que ¢ é anti-extensivo, o € A_,, temos que x € A. Dessa forma,
C[A,B] - A. |

Dizemos que um operador ¢ € Wy, é autolimitado se para todo [A, B] € B(¢), X €
[A, B] implica que ¥(X)NW € [A, B].

Lembramos o leitor que um operador ¢ € Uy, é dito idempotente se, e somente se,
Y = ). Por um lado, observe que a autolimitacao nao implica idempoténcia. Por exem-
plo, para qualquer C' € P(W) tal que o € C, a dilata¢do dc é um operador autolimitado,
mas d¢c nao é idempotente. Por outro lado, um operador idempotente nao é necessa-
riamente autolimitado. Por exemplo, para todo A, B € P(W) tais que o € A C B e
|B| — |A| > 2, o operador ¢ = 04As.4 V 0arpp ¢ idempotente, mas nao ¢ autolimitado,
uma vez que B € [B,B] € B(¢)) e (B) = A ¢ [B, B].

Dizemos que um operador 1) € Uy, é um operador idempotente em um sentido estrito
se, e somente se, 1) é ao mesmo tempo idempotente e autolimitado.

A préxima proposicao fornece uma condicao suficiente para a idempoténcia de opera-
dores nao necessariamente crescentes.

Proposicao 8.4 Se um operador i) € Wy, € anti-extensivo e autolimitado, entao 1 € um
operador idempotente.
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Prova: Por um lado, se z € ¢(¢(X)), entao o € ¥(¢(X_,)), uma vez que ¢ é IT. Assim,
temos que o € (X _,), uma vez que ¢ é anti-extensivo, e, conseqiientemente, = € ¥ (X),
uma vez que ¢ é IT. Por outro lado, se x € ¥(X), entdo X_, NW € K(¢), uma vez que
1 é IT e localmente definido em W. Assim, temos que existe um intervalo [A, B] € B(v)
tal que X_, NW € [A, B]. Logo, existe [A, B] € B(¥) tal que »(X_,NW)NW € [A, B|,
uma vez que v é autolimitado. Assim, ¥(X_, NW)NW € K(v) e, conseqiientemente,
o€ Y(Y(X_,NW)NW). Dessa forma, como 1 é localmente definido em W, temos que
o€ Y(W(X_,NW))eoe€p((X)). Portanto, z € ¥(¢»(X)), uma vez que ¢ é IT. ]

No teorema seguinte, provamos que operadores do tipo 64\ 4, que foram extensiva-
mente estudados por Ronse [39], constituem uma familia de sup-geradores para operadores
que sao anti-extensivos e idempotentes em um sentido estrito. Para isto, apresentamos
antes a seguinte proposicao.

Proposicao 8.5 Se um operador € Wy € autolimitado, entao, para todo [A, B] € E(1),
temos que Vx € A, [A_,, B_,] C K(¢¥).

Prova: Paratodo [A, B] € E(¢) e paratodo Y € [A, B], se x € A, entao z € Y(Y)NW,
uma vez que 1 é autolimitado e A é o menor elemento de [A, B]. Assim, x € ¥(Y), e,
dessa forma, o € ¥(Y_,), uma vez que 1) é IT, e, conseqiientemente, [A_,, B_,] C K(1).
|

Teorema 8.6 Se um operador v € Wy, € anti-extensivo e autolimitado, entdo

Y =V{0adap: [A B] € E(¥)}.

Prova: Este teorema é uma conseqiiéncia imediata das Proposigoes 8.3 e 8.5. A Pro-
posicao 8.3 garante que B(1)) estd completa e a Proposi¢ao 8.5 garante que todas outras
possibilidades para esta representacao estao incluidas em algum intervalo de B(v)). |

Recordamos o leitor que um operador ¥ € Uy, é extensivo se, e somente se, ¢ < .

No préximo teorema, provamos que operadores do tipo € 44 g constituem uma familia
de inf-geradores para todo operador ¢ € Wy, tal que 1* é anti-extensivo e idempotente
em um sentido estrito.

Teorema 8.7 Se um operador 1 € Wy, tal que * € anti-extensivo e autolimitado, entao

v =Neapllp : [A B] € E(v")}.

Prova: Como ¢* é anti-extensivo e autolimitado, pelo Teorema 8.6, temos que, para
todo X € P(E),

Y* =V{dadap: [A, Bl € E(¥")}
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Como ¢ = v*v, temos que, para todo X € P(E),

v(X) = v (v(X))
= (U (X)) 4, B] € ()}
— VU{EAT(X) : [A, B] € B(W)})
= N{vda ) pr(X) : [A, Bl € E(¥*)}
(pela Lei de Morgan)
= N{vdavvAy pr(X) : [A, Bl € E(y*)}

(uma vez que vv é o operador identidade)
M{Woar) (AR pr)(X) : [A, B] € E(y7)}
N{earpile e (X) : [A, B] € E(47)}

(pelas Proposigdes 3.30 e 3.34)

Portanto, 1 = /\{sAtu%th . [A, Bl € E(v)}. .

Observamos que operadores anti-extensivos (respectivamente, extensivos) e idempo-
tentes que nao sao autolimitados podem nao ser representados pelo Teorema 8.6 (respec-
tivamente, Teorema 8.7). O ultimo exemplo antes da Proposigao 8.4 prova isto.

Note que a implementacao computacional de operadores anti-extensivos que sao au-
tolimitados pela decomposicao do Teorema 8.1 é mais eficiente que a implementacao pela
decomposigao do Teorema 8.6, uma vez que, para todo [A, B] € E(¢), Ciap C A.

8.3 Representacao Compacta para Aberturas e Fe-
chamentos Invariantes por Translacao

Nesta secao mostraremos que a representacao compacta de aberturas e fechamentos I'T’s é
uma realizacao eficiente da representacao de Matheron dada no Capitulo 3, Subsegao 3.6.2.

Vimos na Subsecao 3.6.1 que se ¢ € ¥y, é um operador crescente, entao os operadores
A, B € 14 p das familias de sup-geradores e inf-geradores dos Teoremas 3.38 e 3.39 tornam-
se, respectivamente, erosoes e dilatagoes. Conseqiientemente, os operadores Mg p € 14
da representacao compacta dados nos Teoremas 8.1 e 8.2 tornam-se erosoes e dilatagoes.

Seja 1 € Uy, uma abertura. Como 1) é crescente, anti-extensivo e idempotente, para
todo [A, B] € B(¢)), A é um invariante de ¢ (isto ¢, 1)(A) = A), e, conseqiientemente, ¢ é
autolimitado. Como 1) é crescente, anti-extensivo e autolimitado, a estrutura de decompo-
sicao do Teorema 8.6 reduz-se a um supremo de aberturas morfolégicas. Tomando W = E,
esta € a realizacao do resultado classico de Matheron para representacao de aberturas I'T’s
(Teorema 3.48.a). Além disso, a proposigao seguinte mostra que esta é uma realizagao
minimal, no sentido da absorcao granulométrica, isto ¢, aberturas morfolégicas que sao
absorvidas por outras aberturas morfolégicas nao estao consideradas nesta decomposicao.

Proposicao 8.8 Seja v € Yy uma abertura. Se [A,W] € B(v), entdo nao existem
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heEeA e€P(W) tais que A’ # A, A’ € um invariante de A e [A},, W] € B(v).

Prova: Seja [A, W] € B(¢). Suponha por absurdo que exista h € E ¢ A" € P(W) tais
que A’ # A, A’ é invariante de A e [A}, W] € B(¢).

Como [A},, W] e [A, W] pertencem a B(¢)) e A" # A, entdo podemos escolher E(1)) tal
que [A},, W], [A, W] € E(¢). Pela independéncia da translacao de 4/ e pela simplificacao
do Teorema 8.6 para aberturas I'T’s, temos que ya; = ya < . Como A’ é um invariante
de A e A" #£ A, entao, pela Proposicao 3.49, v4 < va. Pela Proposicao 3.27, temos que
K(+) é um isomorfismo de reticulado entre (Uy, <) e (P(P(W)),C). Assim, y4 < ya =
Ya, S K(va) CK(va) = K(vay) € K@)

Uma vez que [A, W] € E(¢) e ¢ é uma abertura (conseqiientemente, ¢ é anti-
extensivo), entao o € A.

Pela Proposigao 3.47, temos que K(y4) = {X € PW) : A, C X ez € A} e
Kya) ={X e PW): A, C Xeze A} Assim, como o € A, entdo A € K(va).
Além disso, como A € K(y4) C K(ya) C K(¢), entao existe z € A’ tal que A, C A e
Al € K(¢). Dessa forma, [A,, W] € B(¢) e, portanto, temos que [A, W] & B(¢), uma
vez que [A, W] nao é um intervalo maximal em B(v). Mas isto contradiz a hipétese de
que [A, W] € B(¢). Portanto, ndo existem tais A’ e h. n

Seja 1 € Uy, um fechamento. Como v é crescente, extensivo e idempotente, entao,
pela Proposicao 3.18, 1* é crescente, anti-extensivo e idempotente (isto é, ©* é uma aber-
tura). Assim, para todo [A, B] € B(¢*), A é um invariante de ¢* (isto é, ¥*(A) = A) e,
conseqiientemente, 1* é autolimitado. Como 1* é crescente, anti-extensivo e autolimitado,
entao a estrutura de decomposicao do Teorema 8.7 reduz ¥ a um infimo de fechamentos
morfolégicos, uma vez que se B = W os operadores p14 5 da representacao compacta
tornam-se dilatacoes. Tomando W = FE, esta é a realizacao do resultado classico de
Matheron para representagao de fechamentos IT’s (Teorema 3.48.b). Além disso, a pro-
posicao seguinte mostra que esta ¢ uma realizacao minimal, no sentido da absorcao gra-
nulométrica, isto é, fechamentos morfolégicas que sao absorvidas por outros fechamentos
morfoldgicos nao estao considerados nesta decomposicao.

Proposicao 8.9 Seja i € WUy um fechamento. Se [A,W] € B(¢*), entdo ndo existem
he EeA €P(W) tais que A’ # A, A" é um invariante de A e [A},, W] € B(¢").

Prova: Como 9* é uma abertura, pela Proposi¢ao 8.8, nao existem h € F e A’ € P(W)
tais que A’ # A, A’ é um invariante de A e [A}, W] € B(¢*). ]
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8.4 Conversao da Sup-Representacao para a Repre-
sentacao Compacta

Foi implementado um programa que transforma automaticamente a sup-representacgao de
um operador para a sua sup-representacao compacta. A tarefa deste programa é primeiro
identificar as classes de equivaléncia na base do operador e depois identificar as que podem
ser fatoradas por ter o mesmo Cju p).

Observe que no caso de operadores anti-extensivos que sao autolimitados, temos a
flexibilidade de escolher Ci4 g como qualquer C' tal que Ciupp € C C A A idéia é
escolher um C' que maximiza o efeito de fatoracao.

A seguir, damos alguns exemplos da aplicagao deste programa para alguns exemplos
1 010 1
simples. Para estes exemplos, considere A = 111, B = % ,C= 111 D= % , FF=101

010
e G =011.

Seja 1y = 0464V dpep. A base de ¢y ¢ B(¢1) = {[A,, W] :a € A}+{[By, W] : b € B},
onde + denota a uniao de conjuntos disjuntos. Logo, neste caso, o operador dado ja esta
na forma da representacao compacta. Agora, seja 1y = dae4 V dcec. A base de 1), €
B(¢n) = {[Aa, W] : a € A} + {[Cy, W] : d € D}. Logo, ¥y pode ser reescrito como
9 = 04 V Opec. Note que 1 e 19 sao ambos operadores crescentes e a representagao
compacta de 1, é melhor que a original, uma vez que |D| < |C/|.

Seja 13 = dadaa V ocAcc. A base de 13 é B(13) = {[Aa, Aa) 1 a € A} +{[C.,C,] :
¢ € C}. Logo, o operador ja estd na forma da representagdo compacta. Agora, seja
Wy = 5A)\A,C V (Sc)\ac. A base de 1, é B(w4) = {[Aa,C’a] a € A} + {[Cd,Cd] :d e D}
Logo, 4 pode ser reescrito como 4 = dadac V dpAcc. Observe que 93 e 14 sao ambos
operadores nao crescentes e a representacao compacta de 14 é melhor que a original, uma
vez que |D| < |C.

Seja 15 = dpApc V deAg,o. A base de 5 é B(vs) = {[Fy,Cy] : f € F'} +{[Gy, Cy]
g € G'}. Mas, G* = (F"),, onde h = (—1,0). Portanto, B(v5) = {[F},Cf| : f €
F'}y + {[Fy,Chyy] : f € F'} Logo, ¥5 pode ser reescrito como 95 = dpApc V OpApc, =
dr(Arc V Apc, ). Neste caso, com esta fatoragao, economizamos uma dilatagao.

8.5 Conclusao

Introduzimos uma nova sup-representagao e inf-representacao para W-operadores: a re-
presentacao compacta. A familia de sup-geradores (respectivamente, inf-geradores) nesta
representacao é constituida de composicoes de sup-geradores da sup-decomposicao com
dilatagoes (respectivamente, de composigoes de inf-geradores da inf-decomposi¢do com
erosoes).
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Uma propriedade importante da representacao compacta é que ela pode usar um
nimero menor (ou, no pior caso, o mesmo numero) de operadores sup-geradores (respec-
tivamente, inf-geradores) que na sup-decomposicao (respectivamente, inf-decomposigao).
Esta propriedade implica que os operadores sao mais eficientes quando implementados na
representacao compacta.

Apresentamos também uma simplificacao da representacao compacta para a familia
de operadores idempotentes em um sentido estrito e anti-extensivos (extensivos). Além
disso, a partir desta forma simplificada, obtemos uma realizacao minimal da representacao
de Matheron para aberturas e fechamentos I'T’s.

Finalmente, mostramos que a sup-decomposi¢ao pode ser facilmente transformada
para a sup-representacao compacta e apresentamos alguns exemplos dessa transformacgao.



Capitulo 9

Sup-Decomposicao para
Decomposicoes Sequenciais

Como ja vimos no Capitulo 3, a sup-decomposi¢ao tem algumas boas propriedades como
caracterizar unicamente os W-operadores e possuir uma estrutura simples que pode ser fa-
cilmente utilizada para projeto automéatico de operadores. No entanto, esta representacao
tem um sério inconveniente: sua estrutura paralela nao é eficiente para implementacao
em maquinas convencionais seqiienciais.

Neste capitulo, formalizamos o problema de transformar as sup-decomposi¢gdes em
decomposigbes puramente seqiienciais (quando elas existem). Uma versao especializada
deste problema ¢é o problema classico de encontrar decomposicoes seqiienciais para erosoes
e dilatagoes (veja os Capitulos 4, 5, 6 e 7).

A teoria proposta consiste na formulacao e solucao de equacoes discretas em reticulados
completos, cujo espago de solucoes tem uma forte natureza combinatéria. As técnicas fo-
ram desenvolvidas para W-operadores em geral, depois, especializadas para W -operadores
crescentes e, posteriormente, aplicadas sobre operadores construidos por composicoes de
dilatacoes e erosoes.

Os resultados apresentados aqui para W-operadores em geral sao uma extensao de al-
guns resultados obtidos por Jones [27] para operadores crescentes I'T’s e introduzem alguns
novos limites superiores e inferiores para o caso particular de W-operadores crescentes.

9.1 Propriedades de Colecoes de Intervalos Maximais

Nesta secao, veremos algumas propriedades sobre colecoes de intervalos maximais que
serao usadas neste capitulo.

Proposicao 9.1 SeX e€lly, C € P(E) eh € E, entio X, &C =XBC, = (XD CO)p,.

131
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Prova: Primeiramente, mostramos que (X @& C), = X, & C.

(XeC)y = (WX :celC})y
= WXgp:cel} (pela Proposigao 3.23.c)
= W{(Xp)e:ceC}
= X,aC.
Agora, provamos que (X @& C), = X @ C,.
XeC)y = (WX :celC})y
= W{Xp:celC} (pela Proposigao 3.23.¢)
= |_|{Xd td € Oh}
= X&O,.
n
Proposicao 9.2 Se X, Y €Il e C € P(E), entao
XUuY)aC=XaoO)u(Ya(C)eXNY)eoC=XaO)Nn(Ys ).
Prova:
(XUY)aC = WH{(XUY),:hel}
= U{(XhUYh) ZhGC}
(pela Proposigao 3.23.c)
= (WH{Xp:helHU(W{Yr:heC})
(pelas Proposigoes 3.23.a e 3.23.D)
= XaoO)u(Yal).
Analogamente, pode-se provar que (XMNY)oC=(Xol)Nn(Yol).
n
Como conseqiiéncia da Proposicao 9.2, temos o seguinte resultado.
Proposicao 9.3 Sejam X, Y € Ilyy e C € P(E). Se X <Y, entao
XelC<YaplCeXo(C<LYoC(C.
Prova:
X<Y & XuUuY=Y
& (Xuy)sC=YaCl
= XelO)u(YelO)=YaC
& XeO)<YaCl.
Analogamente, pode-se provar que X © C <Y & (. |

Proposicao 9.4 Se Xy, € Iy e C € P(E), entdo, para todo h € E, Xy & C =
(X_w)w_,, ©Ch.
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Prova: Sejam W' € P(E) e Yy~ € Iy tais que Yy = Xy @ C. Assim,

& Xal,=Y, (pela Proposigao 9.1)
= (X © Ch)—h =Y
& X,60CL,=Y (pela Proposigao 9.1).

9.2 Equacao de Fatoracao de Minkowski

Nesta secao definimos o seguinte problema:

Problema: Dada uma colecao de intervalos maximais Yy € Iy e um conjunto C' €
P(E), encontrar todas colegoes de intervalos mazimais Xy € Iy tais que

Uma vez que Xy @ C? € Myger € Yy € Iy, entao W e W' satisfazem W@ Ot = W',

9.2.1 Limite Superior para W

No préximo resultado temos um limite superior para W na Equagao (1) e é uma con-
sequiéncia direta da relagao de adjuncao dada pela Proposicao 3.11.

Proposigao 9.5 Sejam W,C, W' € P(E). Se W & C* =W', entao W C W' & C*.

Dado um conjunto C' € P(FE) e uma cole¢do de intervalos maximais Yy, pelas Pro-
posigoes 9.5 e 3.24, as colegoes Xy € Il que satisfazem a Equagao (1) podem ter suas
representagoes mudadas para Xyroce. Agora, é suficiente considerar W = W’ & C*. De
fato, se existe uma solucao Xy, € Il tal que W C W’ © O, entao existe uma so-
lugao Xyrget € yrgotyw tal que W_l(leect) = Xy . Assim, podemos considerar que
wW=weocC"

9.2.2 Limite Superior para Xy

Nesta subsegao, vamos mostrar um limite superior para Xy,. Seja C' € P(FE). Uma
conseqiiéncia imediata da definicao da adicao de Minkowski é que o € C* @ C. Assim,
para todo W € P(FE), podemos ver facilmente que W C W & (C* @ C'). Dessa forma, pela
propriedade associativa da adi¢ao de Minkowski (Proposigao 3.8.f), W C (W @ C") @
C. Logo, pela Proposicao 3.24, podemos mudar a representacao de qualquer colecao de
intervalos maximais Xy € Il para Xy € Iy», onde W’ = (W & C) & C.
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W’ =1111 C=o011
(a) (b)

[A], B1] = [0001,0111]  [A}, BS] = [0010,0111]  [A%, BL] = [0100, 0111]

[A]}, B}] = [0001, 1011] [AL, Bf] = [0010, 1011] [Ag, Bg] = [0001, 1101]

[A%, BL] = [0100, 1101] [A§, B = [0010, 1110] [4§, By] = [0100, 1110]
(c)

Yy = {[A], B1l, [45, By, (A5, Byl [A), By, [Ay, Bgl, [Ag, Bgl, [A7, By, [Ag, Bgl, [Ag, Byl}
(d)
w=w'oct=111 W'=Waq@CtaeC=11111
(e) ()
Yy © Cct = {[01001, 11101], [00100, 11101], [01001, 11011], [00010, 11011],
[00100, 10111], [00010, 10111], 00100, 01110], [00010, 01110] }
(9)
Uy = {[00100, 11101], [00010, 11011], [00100, 10111], [00010, 10111]}
(h)
Uw = {[010, 110], [001, 101], [010, 011], [001, 011]}
(1)
X3 = {[010, 110], [001, 101], [010, 011], [001, 011]}
Xz = {[010, 110], [010, 011], [001, 011]}
()
Figura 9.1: Limite superior para Xyy.

O préximo teorema mostra um limite superior para todos Xy~ € Ily».
Teorema 9.6 Sejam Yy € Iy e C € P(E). Para todo Xy € ly tal que WdCt = W’
e Xy @& C' =Yy, temos que Xy < Yy & C* onde W' = (W e C') ¢ C.
Prova:

XwdCt=Yy < I—'{(Xh)WeBCt th e Ct} =Y

=  (Xp)w < Ywr (Vh € CY)
& Xy, < (Yow)wr, (Vh € CY)
& Xwac < (Y_n)wac (Vh e C)

(uma vez que he Ct e W, CW' & C)

. t
& Xwoc STH{(Y-p)wec : h € C'}
p=—" XW// S YW/ -, Ct.
|

Seja Xy uma solucao da Equacdo (1). Assim, Xy» € Iy w. Pelo Teorema 9.6,
Xy < Yy © Ot Dessa forma, obtemos um limite superior para Xy ». Agora, mostra-
remos um limite superior para Xy,. Uma vez que Xy < Yy © CY, entao, para todo
[A, B] € Xy existe [L, R} eYy © C* tal que [A, B] - [L, R] Como Yy © Ct e Iy,
LCAeBCRCW" Uma vez que [A,B] € Xy» e Xy € Iy w, entdo A C W
e B—W =W¢ Assim, LCACWeW =B-WCR-WCW'-W =We.
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Dessa forma, R — W = W¢, e, conseqiientemente, {[L, R]} € Iy~ . Logo, para todo
intervalo [A, B] € Xy, existe um intervalo [L, R] € Yy © C*, tal que [A, B] C [L, R]
and {[L, R]} € Iy~ w. Devemos alertar que pode existir um intervalo [L, R] € Yy © C*
tal que [L, R] € Ilyw,w (por exemplo, veja a Figura 9.1). Portanto, se Uy» = {[L, R] €
Yy ©Ct: {[L,R]} € Uwnw} e Uy = W (Uyn), entdo, para todo Xy que satisfaz
a Equagao (1), temos que Xy < Uy, Conseqiientemente, Uy, é um limite superior
para Xy. Por exemplo, sejam W' e C' os dois conjuntos apresentados nas Figuras 9.1.a
e 9.1.b. Seja Yy a colegao de intervalos maximais apresentada na Figura 9.1.d. A colecao
de intervalos maximais Yy © C! estd mostrada na Figura 9.1.g e os limites superiores
Uy para Xy~ e Uy para Xy sao os que estao apresentados na Figura 9.1.h e 9.1.7,
respectivamente. Note que somente quatro intervalos de Yy» © C* aparecem em Uy, A
Figura 9.1.j apresenta duas solugdes para a Equacao (1).

9.2.3 Limites Inferiores para Xy

~ . . Y 12 ~
Nesta subsecao, construiremos um conjunto Oy" © C Ily, onde, para cada solucao Xy
da Equagao (1), existe um elemento Zy € @?,{VW"C tal que Zy < Xy . Para isso, precisa-

mos do seguinte resultado.

Proposigao 9.7 Sejam Yy € Iy, Xy € Iy e C € P(E). Se Xy & C' = Yy,
entdo, para cada intervalo [A', B'] € Yy, existem [P,Q],[X,Y] € Xw e a,b € C" tais
que B, =A" e Y, =B — (W5

Prova: Uma vez que Yy = Xy & C' = W{(Xp)wact : h € C'}, entao W’
W& Che Yy é o supremo de (Xp)wact, b € C*. Assim, cada intervalo [A’, B'|
Yy é construido pelo supremo de translacoes de intervalos em Xy,. Logo, Yy~
M((U{U(Xp)wact : h € C'}). Dessa forma, se [A', B'] € Yy, entao existem dois pon-
tos hy, hy € C* e dois subconjuntos A € U(Xp, )yyace € B € U(Xpy)yyger tais que A= A’
e B = B'. Note que, se A € U(Xp, ) g € A = A" (vrespectivamente, B € U(Xp, )y aer
e B = B'), entao existe um intervalo [L1, R;] € Xy (respectivamente, um intervalo
[La, Ry] € Xw) tal que (Ly)n, = A (respectivamente, (Rs)n, = BN W). Em outras pala-
vras, para cada intervalo [A’, B'| € Yy, existe um intervalo em Xy tal que sua translagao
contribui para gerar a extremidade esquerda do intervalo [A’, B']. Da mesma forma, exis-
te um outro intervalo em Xy, tal que sua translagao contribui para gerar a extremidade
direita do intervalo [A’, B']. Logo, para todo intervalo [A’, B'] € Yy, existem dois inter-
valos [P, Q],[X,Y] € Xy e dois pontos a,b € C* tais que P, = A" e Y, U (W,)$,, = B'.
Assim, uma vez que Y, C W, entao, claramente, Y, = B’ — (W,)§. n

mm 1l

- : . YO e
Agora, faremos duas defini¢oes para construir o conjunto O,,Y""". Primeiro, dado um

intervalo [A’, B'] C P(W’) e um conjunto C' € P(E), definiremos duas colecoes de inter-
valos E% B g R[WA} B contidos em P(P(W)), onde W = W’ & C*. Com os intervalos
destas duas colecoes, podemos construir um conjunto de colecoes de intervalos, denotada
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por HV[/) B0

- . o AY , ~
o conjunto de colegoes de intervalos maximais ©,"""". Apds estas construgdes provare-
mos, no Teorema 9.8, que para toda solucao Xy da Equacao (1), existe uma colegao de
Yy,C

W tal que Zy < Xy

/] 7C

~ . A’ B .
, e, finalmente, usando as colegoes de intervalos em H[W’ construiremos

intervalos maximais Zy € Oy

Dado um intervalo [A’, B'] C P(W’) e um conjunto C' € P(E), definimos as colegbes
de intervalos £l P19 e RIEFIC contidos em P(P(W)), onde W = W' & Ct, como

LiPhe = ([AL AL A CW,, zeC)

Riy P1 = (B, 0 W, B, nW]: B' = W, = (W,), v € C'}.

Claramente, |£jy | < |C] e [Riy#1] < |C]. A seguir, damos um exemplo de L

e REVPIC Qe W' = 11111, C = 011 e [A’, B'] = [01000, 11101], entdo W = W' © C* =

1111, £2°7¢ = 111000, 1000], [0100, 0100]} e RAZHC = {[1101,1101], [1110, 1110]}.
[A/,B],C

Agora, definimos o conjunto Hyy, como
A’,B',C A'B', A'\B'|,C
iy 7 = (L. Ly U{[R.R)} : [L, L) € Ly, [R.R) € R,
Claramente, \H[A d “l < ]E[A B <. \R%/’Bl]’cl < |C|*. A seguir, damos um exemplo de

HEAPLC Qe W' = 11111, C = 111 e [A’, B'] = [01000,11101], entdo W = W' & Ct =
1111 e

HI B — (411000, 1000]} L {[1101, 1101]},

{
{[1000, 1000]} LI {[1110, 1110]},

{[0100,0100]} L {[1101, 1101]},
{[0100,0100]} L {[1110, 1110]}}.
— {{[1000, 1000], [1101, 1101]},
{[1000, 1000} [1110,1110]},
{[0100,0100], [1101, 1101]},
[0 ]

{[0100,0100],][1110, 1110]}}

Seja I = {1,2,3,---,n} um conjunto de indices. Sejam Yy = {[A}, B} : i € I]} €
Iy e C' € P(E). Definimos o conjunto

Y, C 4 ,[AL
SW - HW

Claramente, |Sp?"“| < |C]".

B{],C . X 7_[[A’ ,Bl],.C

Dada uma cole¢ao de intervalos maximais Yy € Il e um subconjunto C' € P(E),

. . . . . AYyC
construiremos o conjunto de colegoes de intervalos maximais OV, onde W = W' & C*,
como

@YW/C {ZWEHW Zw—U{S ,ZGI} (1 SQ Sn)ESYW/C}

Claramente, |@YW' “ < |8YW' “l < |C|?". A seguir, damos um exemplo de @YW ™. Sejam

W' .C € P(E), os conjuntos apresentados nas Figuras 9.2.a e 9.2.b, respectivamente; seja
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{
{
{

W’ =1111 C=o011
(@) (®)
[A}, Bj] = [0001,0111]  [A}, BS] = [0010,0111]  [Af, Bj] =
[A}, By] = [0001,1011]  [AL, B] = [0010,1011]  [A}, B =
[A%, B7] = [0100,1101]  [Ag, B{] = [0010,1110]  [Ag, B)] =
(c)
Yy = {[A], Bi], [A}, Byl [AS, Bgl, [A}, Byl [Ag, Bil, [Ag, Bgl, [A%
(d)
wW=woect=111
(e)
’ 7 ’ 7
Hxl’Bl] = {{[o01,001]}} HE;TBZ] =
[a4,B4].C [4}.B}1.C
Hyy = {{[020, 011]}, {[011, 011], [100, 100]} } Hiy =
[Af.BLl,C [Ag.Bl.C
Hyy = {{[o01, 101]}, {[001, 011]}, {[101, 101], [010, 010]}, {[010, 011]} } Hyy =
[AL,Bl,C [A’S,Bé],c
Hy = {{[o10, 110]}, {[101, 101], [020, 010] }, {[100, 110}, {[100,101]}} M,
’ 7
HiA9 P01 _ (010, 1101}, {1100, 120]}}
(f)
Y. .c A’ ,B!],C [AL,BL],C
A R s M

Z; = {[100, 110], [001, 011]}

(9)

Z3 = {[100, 110], [010, 110], [010, 011], [001, 011]}
Zs5 = {[100, 110], [100, 101], [010, 110], [010, 011], [001, 101], [001, 011]} Zg = {[010, 110], [010, 011], [001, 101], [001, 011]}

Y, .c
w =121, 22,

©

(h)

(@)

Figura 9.2: Exemplo de SEVW"C

[0100, 0111]
[0001, 1101]
[0100, 1110]

{02
{[oo
{l
{[t

Bz, [Ag,

Bgl, [Ag,

001,011

001, 101

1

10
10

,100],
, 110

Byl}

¥, {[o10, 011]}}
}, {[oot, 011]}}

[110, 110], [001, 001] }, {[001, 101] } }

, [001, 001]}, {[010, 110]} }

Zy = {[100, 110], [100, 101], [001, 101], [001, 011]}
Z4 = {[010, 110], [010, 011], [001, 011]}

1 Z6}

Y/ ,C
e Oy .

Y a colecao de intervalos maximais apresentada na Figura 9.2.d. Note que W', C' e
Yy sao exatamente o mesmos que foram apresentados nas Figuras 9.1.a, 9.1.b e 9.1.d,

respectivamente. Assim, Sy
{Zh Z27 :
ie{1,2,---,

Yy ,C H[A’I,B

H

/B/]C

5:B§1,C

H[Agv

- Zg}, onde W = W'6C" é o conjunto mostrado na Figura 9.2.¢; H 4B
9}, sao os conjuntos apresentados na Figura 9.2.f e Z;, parai € {1, 2, -

sao as colegoes de intervalos maximais de IIy mostradas na Figura 9.2.h.

Yy, C
e Ow

iKe;
, para

76}7

O proximo resultado mostra quais sao os limites inferiores para todas solugoes Xy da

Equagcao (1).

Teorema 9.8 Sejam C € P(E) e Yy € Illy. Para todo Xy € Iy tal que Xy & C* =
Yy, existe Zyy € @YW"C tal que Zyw < Xyy.

Prova: ;

Seja Yy = {[A}, B]] : i € I}. Pela Proposicao 9.7, para cada intervalo [A}, B/] €

Yy, existem pontos a;,b; € C' e intervalos [P, Q;], [X;,Y;] € Xy tais que (B;),, = Al
[P, P],[Y;,Yi]}. Seja Zy a colegao de intervalos

e (Yy)y, = Bl — (W), Seja S;

maximais de Ily, tal que Zy = I_I{SW

cie I}
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Uma vez que [P, B] C [P,Qi] e [Y;,Yi] C [X;,Y]], entdo temos que cada Sy <
Para provar que Zy € @?,(VW"C, temos que mostrar que cada S}, € H%;’BH’C

isso, devemos mostrar que [P;, P}] € E%Q’BH’C e [V;,Y)] € R%;’Bﬂ’c.

Uma vez que (F;),, = A;, entdo (A))_,, = P, C W. Assim, A, C W,,, e, conseqiiente-
mente, [P;, P)] € E%“Bﬁ']’c.

Uma vez que (Y;)y, = B] — (W,)§yr e Yi € W, entdo, claramente, Y; = (B;)_,, N W.
Portanto, [Y;, Y] € R[WA;“BZ']’C.

. Para

Como uma conseqiiéncia do Teorema 9.8, cada solugao Xy da Equagao (1) tem um
limite inferior em @?/(VW”C. Mas, algumas colecoes de intervalos maximais em @;{VW"C po-
dem ser desconsideradas. Para o exemplo apresentado na Figura 9.2.h, somente os limites
inferiores Z4 e Zg sao menores ou iguais ao limite superior Uy, apresentado na Figu-
ra 9.1.7. Assim, neste particular exemplo, temos que Z; £ Uy, parai € {1,2,3,5}, e con-
seqiientemente, eles nao devem ser utilizados para encontrar as solugoes da Equagao (1).
Agora, para as solugoes apresentadas na Figura 9.1.5, temos que Zy; < X1, Xy < Uy e

Zg < X1, X2 < Uy
A seguir, apresentamos um algoritmo para encontrar todas solugoes da Equagao (1).
Algoritmo SEARCH_1 (C, Yy):

Entrada: Um conjunto C' € P(E) e uma colecao de intervalos maximais Yy € .
Saida:  As colecoes de intervalos maximais Xy € Iy, tais que Xy @ C' = Yy,
onde W =W'o C*.
W"— (WeaChH e,
Uyn —{[L,Rl € Yy & C": {[L, R]} € Uy w}.
para cada Zy, € @;VW"C faca
para cada Xy tal que Zy < Xy < Uy faga
se Xy @ C' = Yy entao
devolva Xy .

Claramente, a cardinalidade do espago de busca para o algoritmo SEARCH_1 (C, Yy)

. . Yypr,C e
é proporcional a |©y""| < |C|*", onde n = | Y|, uma vez que cada limite inferior Zy,

Lo Yy,
é retirado somente uma vez de Oy .
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9.3 Simplificacao para Colecoes de Extremidade Di-
reita Fixa

Definimos o conjunto Zy, C Ily como o conjunto de todas colecoes de intervalos maximais
tal que a extremidade direita de qualquer intervalo é a janela W. Chamaremos qualquer
colecao de intervalos maximais de Zy, por colegcao de extremidade direita fixa.

Agora, considere o problema, apresentado na Secao 9.2, restrita a Zy, e Zy, isto €,
dada uma colecao de intervalos maximais Yy € Zy» e um conjunto C' € P(FE), encontrar
todas colecoes de intervalos maximais Xy € Zy tais que Xy @ Ct = Yy,

Por simplicidade de notagao, onde nao ha risco de confusao, denotaremos os intervalos
[A, W] de X € Zy por [A].

9.3.1 Simplificacao do Limite Inferior

Podemos obter um novo limite inferior para Xy € Zyw, que é ele mesmo uma solucao
da Equacao (1), restrita a colegoes de extremidade direita fixa. Para isso, precisamos do
seguinte resultado, que é um caso particular da Proposicao 9.7, quando a extremidade
direita dos intervalos em Yy e Xy sao, respectivamente, W' e W.

Proposigao 9.9 Sejam Yy € Iy, Xy € Zw e C € P(E). Se Yy = Xy & C*, entao,
para cada intervalo [A'] € Yy, existe um intervalo [P] € Xy e um ponto a € C* tal que

P, =A.

Dado um intervalo [A'] C P(W') e um subconjunto C' € P(E), definimos os conjuntos

cAC = A, W] oz e ¢y e HIEYC = ({IP,W]} 1 [P,W] € £} Claramente,
IHATC = 12479 < 0. A seguir, damos um exemplo de £ e HIAC Sejam W
e C' os conjuntos apresentados nas Figuras 9.3.a e 9.3.b, respectivamente. Neste caso,

W =W'6& C*' é o conjunto mostrado na Figura 9.3.e. Se [A]], [A}], [A%] sdo os intervalos

apresentados na Figura 9.3.c, entao os conjuntos E%a]’c, L’%IQ]’C e E%g],c sao aqueles que
estao apresentados na Figura 9.3.f e os conjuntos H%I]’C, H%Q]’C e H%‘*}’C sao aqueles

que estao mostrados na Figura 9.3.g.

Seja I = {1,2,3,---,n} um conjunto de indices. Seja Yy = {[A}] : i € I]} € Ty

¢ C € P(E). Definimos o conjunto Fp" = H%H’C X e X H%H’C. Claramente,
|]—“§VW"C| < |C|™. A seguir, damos um exemplo de f?,{vw“c. Se Yy e C sdo a colegao de

intervalos maximais e o conjunto apresentados nas Figuras 9.3.d e 9.3.b, respectivamente,
~ . Yy ,C o . : .
entao o conjunto Fy/ é aquele que estd mostrado na Figura Figure 9.3.h.

Dada uma colec¢ao de intervalos maximais Yy € Zy» e um subconjunto C' € P(FE),
. . - . e Yy C
definimos o conjunto de cole¢ao de intervalos maximais @,V onde W = W& C*, como
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W’ =11111  C =111

(a) (b)

[A}] = [00010]  [A}] = [00100]  [A}4] = [01000]
©

Yy = {[A]],[45], [A5]}
(d)

wW=w'ecCct=111
(e)
£lALC [aglc [aglc
= {[o10], [001]} L, = {[100], [010], [001]} L, = {[100], [010]}
(f)

(a1 (A1,

HOC ooy, (loouyr HE el

°= {{[100]}, {[010]}, {[001]}} My
(9)

C
= {{[z00]}, {[010]}}

Y., c Al
F =H£/V1]' x H

(h)

(asl.c __[aLl.c
w X Hy,

Z; = {[oot], [100]}  Zp = {[001], [010]}  Z3 = {[100], [010], [001]}  Z4 = {[010]}  Z5 = {[100], [010]}
(©)

Y

,,C
e W = (21,22, -, 25}

)

Figura 9.3: Exemplo de .7-"?,{[,""/’0 e @?,{VW/’C.

Oyt ={Zw € Tw : Zw = U{Fyy, i € I}, (Fiy, Fpy, oo Fiy) € F“}. Claramente,

DY < |FE O < |CJ". Um exemplo de 3" pode ser visto na Figura 9.3.5.

Os limites superiores Uy~ para Xy e Uy para Xy estao apresentados nas Figu-
ras 9.4.g e 9.4.h, respectivamente. Note que somente dois intervalos de Yy & C* (apre-
sentados na Figura 9.4.f) aparecem em Uy A Figura 9.4.i apresenta duas soluges da
Equacao (1). Além disso, para este exemplo, somente o limite inferior Z, é menor ou igual
ao limite superior Uyy.

O préximo resultado mostra os limites inferiores para as solugoes Xy, da Equagao (1)
para colecoes de extremidade direita fixa.

Teorema 9.10 Sejam C € P(E) e Yy € Zy. Para todo Xy € Ty tal que Xy & C* =
Yy, existe Zy, € CID?,{VW/’C tal que Zyy < Xy e Zy @ Ct = Yy

Prova: Seja Yy = {[A}] : i € I}. Pela Proposicao 9.9, para cada intervalo [A] € Yy,
existem a; € C* e [Pj] € Xy tais que (Pi)a, = A]. Seja Fy, = {[Pi]}, parai € I. Seja Zw
a colegao de intervalos maximais de Zy, tal que Zy = L{F}, : i € I}.

A prova de que Zy € CID?,{VW"C e Zy < Xy pode ser feita de uma maneira similar ao

do Teorema 9.8.

Agora, provaremos que Zy @ C' = Y. Para isso, dividiremos esta prova em duas
artes. Na primeira, provaremos que Zy ® C? < Yy e, na segunda, mostraremos Yy <
) ) Y
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W’ =11111  C =111
(a) (b)
wW=w'gct=111 W'=WaCcC"ecC=1111111
(d) (e)
Y © Cf = {[0001000], [0010010], [0010000], [0100100] }
(£

Uy = {{[0001000], [0010100] }

(9)

Uw = {[010], [101]}
(n)
X1 = {[101], [010]}
X2 = {[o10]}
©)
Figura 9.4: Limite superior e as solucoes para o exemplo apresentado na Figura 9.3.

Zw @ C*

Uma vez que Zy < Xy, entao, pela Proposicao 9.3, podemos ver facilmente que
Zy & C'< Xy @ C' =Yy

Observe que {[(A})_q,, W]} ® C* € Zyy. Além disso, temos que {[(A})_a,, W', ]o,} <
{l(A))—;, W]} ® C*, uma vez que cada a; € C*. Assim, podemos ver facilmente que
Yo = {[A] i € I} = {(A) 0, W'y uy 20 € I} < U{[(AD -0, W} @ C' i € T},
Dessa forma, uma vez que Fy, = {[(A})_q,, W]}, temos que Yy < U{Fy, & C* i € I}
Conseqiientemente, pela Proposigao 9.2, Yy < L{F}, i € I} & C' = Zy & C". n

Como conseqiiéncia do Teorema 9.10, todos limites inferiores para toda solucao Xy
da Equac@o (1), restrita a colegdes de extremidades fixas, estdo em CD;(VW"C. De fato,
dada uma solu¢do Xy da Equacao (1), existe Zy € CID?/[VW”C tal que Zy & Ct = Yy e
Zy < Xy

Apresentamos agora uma algoritmo para encontrar todas solugoes da Equacao (1),
onde Yy € Ly

Algoritmo SEARCH_2 (C, Yy):

Entrada: Um conjunto C' € P(E) e uma colecao de intervalos maximais Yy € Zy.
Saida:  As colecoes de intervalos maximais Xy € Zyy, tais que Xy @ Ct = Yy,
onde W =W'o C*.
W// “— (W @ Ct) @ C, UW” — {[L] c YW/ @ Ot . {[L]} - IW”/W}'
para cada Zy € O faga
se Zyw ® C' = Yy entao
para cada Xy tal que Zy < Xy < Uy faga
se Xy @ C' = Yy entao

devolva Xy .
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Claramente, a cardinalidade do espago de busca do algoritmo SEARCH_2 (C, Yy~) é
proporcional a |(I>?4(,W“C| < |C|™, onde n = |Yw|, uma vez que cada limite inferior Zy,
¢ retirado somente uma vez de (IDBKVW"C. Além disso, se usamos o algoritmo SEARCH_2
(C,Yw), quando Yy € Zy C Iy, em vez do algoritmo SEARCH_1 (C, Yy), 0 espago

de busca para escolha dos limites inferiores é reduzido de O(|C|*") para O(|C|").

9.3.2 Conjuntos viaveis para C

Na Equagcao (1), o subconjunto C' € P(F) é um parametro fixo. Obviamente, dada uma
colecao Yy € Ty, podem existir alguns subconjuntos C' em P(FE) tais que a Equagao (1)
nao tenha solugao. Por exemplo, se W’ e Y/ sdo o subconjunto e a colegao de intervalos
mostrados nas Figuras 9.3.a e 9.3.d, respectivamente, é facil ver que para C' = 111111,
a Equagao (1) ndo tem solucdo, uma vez que W’ = 11111, e, conseqiientemente, W =
Wec=0.

Dada uma colegao de intervalos Yy € Ty, os subconjuntos C' em P(F) tais que
a Equacao (1) tem pelo menos uma solu¢ao sao chamados de conjuntos vidveis. Por
exemplo, se Yy» € a colecao de intervalos apresentada na Figura 9.3.d, entao o conjunto
C mostrado na Figura 9.3.0 é viavel.

Nesta subsecao, estudaremos algumas propriedades da Equagao (1) para dar algumas
condicoOes necessarias para a existéncia de conjuntos viaveis. Observe que, pela Propo-
sicao 9.4, se um conjunto C' € P(FE) é vidvel, entdo, para todo h € E, o conjunto C},
também ¢é viavel.

Seja [A] € X € Zy. Dizemos que a extremidade esquerda A é minimal em X se, e
somente se, |A| < |B|, para todo intervalo [B] € X. Claramente, se |A| = |B|, entao
tanto a extremidade esquerda de [A] como a de [B] sdo minimais. Por exemplo, sejam
let W = 11111, A, = 00101, Ay = 10100, A3 = 01000, A, = 00100, A5 = 00010 e
Ay = {[A1], [A2], [As], [A4], [A5]}, entdo os intervalos [Az], [A4] e [A5] tém extremidade

esquerda minimal em Ayy.

Seja Z € Iy . Denotaremos por Min(Z) o conjunto de todos intervalos em Z tais

que suas extremidades esquerdas sdo minimais em Z, ou seja, Min(Z) = {[A] € Z :
A é minimal em Z}. Para o ultimo exemplo, Min(A) = {[As], [A4], [45]}.

Dada uma cole¢ao de intervalos maximais Z € Zy,, para cada conjunto A € P(E),
definimos o conjunto S% € P(FE) como S4 = {h € E: [A_;] € Z}. Para o tiltimo exemplo,
S4 =101e 54 =111

O préximo resultado fornece uma condicao necessaria para conjuntos vidveis.

Teorema 9.11 Sejam Yy € Iy e C € P(E). Se C € um conjunto vidvel, entdo, para
todo [A'] € Min(Yy), eziste a € E tal que C, C SX,W' e C' € um invariante de SX/W'.

Prova: Uma vez que C é vidvel, existe Xy € Zy tal que Xy @ C* = Yyr. Dado um



Capitulo 9. Sup-Decomposicdo para Decomposicdes Seqiienciais 143

intervalo [A’] em Min(Yy), denotamos por Ix" C Xy e I3 C Yy as colegdes de
intervalos tais que I8V = {[A" ] : z € S3"} e IX,W' ={[A,] :y € SXW'}. Agora,

2%
provaremos que S, = S3"V @ C.

Por um lado, SX" @ C' C SY"'. De fato, seja [A"] € XV e ¢ € C'. Mostraremos
que [A” ., W'l € Y. Suponha por absurdo que [A" W'l € Y. Assim, existe um
intervalo [X',W'] € Yy tal que X' C A’ e X' # A" . Assim, pela Proposicao 2.1,
| X'| < |A_,.|. Mas, isto é uma contratriz o fato de que A’ é minimal em Yy. Dessa
forma, [A" .., W' € Yy.. Logo, existe y € STV tal que (A", = [A",], ou seja,
—x +c¢=—y. Assim, £+ (—¢) =y e , portanto S3" & C C S}W’, uma vez que ¢ € C*.

Por outro lado, S C SXW @ C. Para provar isso, temos que mostrar que, dado um

intervalo [A” ] € Yy, entdo existem x € SXW e ¢ € O tais que —y = —x + ¢. Pela
Proposi¢ao 9.9, existem um intervalo [P] € Xy, e um ponto ¢ € C! tais que P, = A’_y.
Assim, [P] = [A” ] e, conseqiientemente, [P] € ", Dessa forma, existe 2 € SAW tal
que [P] = [A",]. Dessa forma, —y = —z + ¢. Portanto, y = = + (—c¢), e, uma vez que
ye SV xSV eceCt entio SV CSXW g O

Uma vez que SXW’ = S},W @ C, entao, pela Proposicao 3.15, C' é um invariante de
SX,W'. Falta ainda mostrar que existe a € E tal que C, C S3W'.

Seja a € Sif,w. Pela Proposicao 3.10 e pela definicao de dilatagao, temos que S:(,W’ =
(SAV)_o ® C,. Uma vez que a € Sy, entdo o € (SA")_a, €, pela definicio e pela
proprie(‘i{ade de comutatividade da adicao de Minkowski, C;, € Co® (S )—q = (S3V)_a®
C,=S,"". ]

Devemos observar que, dada uma colecao de intervalos maximais Yy € Zy/, como
uma conseqiiéncia da Proposicao 9.4, se C' é uma solucao viavel, entao, para todo h € E,
C), também o é. Assim, para encontrar todos conjuntos viaveis C},, é suficiente procurar
somente um conjunto viavel C' que represente todos os conjuntos viaveis C',. Chamaremos
o conjunto viavel C' que representa todas as suas translagoes por representante do conjunto
vidvel.

Dada uma colegao de intervalos maximais Yy € Zy, pelo Teorema 9.11, se C' é viavel,
entdo, para todo [A'] € Min(Yy~), uma translacao de C', digamos C,, é um subconjunto
de S}W’. Pela ultima observacao, C, é também um conjunto viavel. Portanto, podemos
encontrar todos os representantes dos conjuntos viaveis C' procurando C' C S:{,W’ tal que
C' ¢ um invariante de S)"'.

Agora, dada uma colecao de intervalos maximais Yy € Zy, apresentamos o algoritmo
SEARCH_ALL que tem como safda pares (C, Xy) € P(E) x Zy tais que Xy & C* = Yy

Algoritmo SEARCH_ALL (Yy):



Capitulo 9. Sup-Decomposicdo para Decomposicdes Seqiienciais 144

Entrada: Uma colecao de intervalos maximais Yy € Zyy.
Saida:  Pares (C, Xy ) € P(E) x Zw, tais que Xy & C' = Yy,
com W =W'o Ct.

Seja [A’] € Min(Yyy) tal que, para todo [D'] € Min(Yy), |S3| < |SHY|.
para todo C' C S}/ faga

7 . . Y ~
se C' é um invariante de S,V entao

comego
seja {X1, Xo, -+, X, } asaida de SEARCH_2 (C, Yy);
para cada i = 1,2, ---,n devolva o par (C, X;);

fim.

Dada uma colegao de intervalos maximais Yy € Zy/, o algoritmo SEARCH_ALL
(Yw) procura os representantes dos conjuntos vidveis C' para a Equagao (1) e, depois,
ele chama SEARCH_2 (C, Yy ) para encontrar todas as solugoes Xy da Equagao (1). Em
outras palavras, este algoritmo soluciona completamente a Equagao (1) quando Yy €
Twr.

9.4 Conversao da Sup-Decomposicao para Decompo-
sicoes Seqiienciais

Denotaremos por Ty, o conjunto de todos W —operadores que podem ser construidos por
composigoes de erosoes e dilatagoes. Note que o conjunto dos filtros alternados seqiien-
ciais [43], LD’s em uma janela W, é um subconjunto de Yy,. Dada uma base de um
operador ¢ € Ty, descrevemos nesta se¢ao como encontrar uma representacao seqiiencial

para 1.

Vimos no Capitulo 3, na Subsegao 3.6.1, que a base de um operador ¢p € Wy, se
simplifica no caso em que 9 é crescente: a extremidade direita de todo intervalo na base
de 9 é a prépria janela W, ou seja, ¢ é crescente se, e somente se, para todo intervalo
[A, B] € Bwy(¢), temos que B = W. Assim, podemos ver facilmente que, ¢ € Wy, é
crescente se, e somente se, By (¢) € Ty .

Note que se ¥ € Ty, entao 1 é um operador crescente, uma vez que dilatagoes
e erosoes sao operadores crescentes [24, p. 86] e composigdes de operadores crescentes
geram operadores crescentes [24, p. 46]. Assim Ty C Zy,. Além disso, se ¥ € Ty, entdo
¥* € Ty, uma vez que, pela Proposicao 3.30, €5 = d¢t € 05 = €.

Se 1 é um operador em Ty, entao uma representacao de 1) pode comecar por uma
dilatagao ou uma erosao, ou seja, 1 pode ser reescrito como dct; ou ecthq, onde C' € P(E).

Proposigao 9.12 Se ¢ € Ty e C € P(E), entio Bygco((ectt)*) = By (¢v*) & C.



Capitulo 9. Sup-Decomposicdo para Decomposicdes Seqiienciais 145

Arvore de Representacao

e By (¥)
/: .
'R
X111 ® Xpap® Xjn; @ Zi, e Z7 .. ®  Zim,
Ve s s

{a} ® ) ® {c} e
5 5 5
{O}i {~a} {o}i = {o}i {—c}

Figura 9.5: Um diagrama da arvore de representacao.

Prova: Proposigao 3.30, . = d¢ e, pela Proposicao 3.41, temos que Bygot(0ct)) =
By () & C*. Logo, Bwact ((ect¥))) = Bwact (e0:¥") = Bwac: (dcv*) = Bw (¥*) & C*.
n

Seja 1 € Ty,. Como, pela Proposicao 3.46, podemos construir a base de ¥* a partir
da base de 1), entao, dada a base de um operador 1 € Ty que comeca por uma dila-
tagao (respectivamente, erosao), podemos, pela Proposicao 3.41 (respectivamente, Pro-
posicao 9.12), encontrar uma representagao de 1 aplicando o procedimento SEARCH_ALL
para By () (respectivamente, para By (¢¥*)). Se (C,X) é uma saida do procedimen-
to SEARCH_ALL (B (%)) (respectivamente, By (¢*)), entdo ¢ pode ser reescrito como
1 = dc1y (respectivamente, como 1) = ectthy), onde 1 é um W-operador crescente e
B (1) = X (respectivamente, B(¢7) = X*).

Assim, dada a base de um operador ¢ € Ty, podemos construir uma &arvore que
representa o espaco de busca de todas representagoes seqlienciais possiveis de ¢ da seguinte
forma. A raiz é a base de ¢. Um né é uma colecao de intervalos maximais Yy € Zy. Se
Yy = {[{o}]}, entdo Yw nao tem filhos. Se Yy = {[{a}]}, a # o, entdo o filho de Yy é
{[{o}]} e a aresta que liga Yy e seus filhos é rotulada por d;_,;. Caso contrério, construa
Y7, usando o resultado da Proposi¢ao 3.46 e aplique o procedimento SEARCH_ALL para
Yw e Y5, Se (C,X) é uma saida de SEARCH_ALL (Yy ), entdo X é um filho de Yy
e a aresta que liga Yy a X é rotulada por d¢. Se (C,X) é uma saida do procedimento
SEARCH_ALL (Y7 ), entdo X* é um filho de Yy e a aresta que liga Yy a X* é rotulada
por £ct. Chamaremos esta arvore de drvore de representacao.

Note que, dada a base de um operador ¥ € Yy, os rotulos das arestas que estao no
caminho da raiz a um né Yy = {[{o}]} forma uma representagao seqiiencial de 1).

Na Figura 9.5, apresentamos um diagrama que descreve graficamente os filhos de um
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n6 Y na drvore de representagao. Para este diagrama, todas saidas de SEARCH_ALL(Y)
sao

(Cth,l) (ClaXI,Q) o (017X17n1>

(C2,X21) (C9,X32) -+ (C9,X5,,)

(€5, X51) (O, Xj2) o (O, Xjay)
e todas saidas de SEARCH_ALL(Y™) s@o

(Dlazl,l) (D17Z1,2) e (Dlazl,m1)

<D27ZQ,1) (D27Z2,2> et (D27Z2,m2)

(DiyZy1) (DgyZyo) -+ (Di,Zgm,)

Dessa forma, os filhos de Y sao as colegoes de intervalos maximais X, , e Z; , onde
pef{l,2,--- 5}, ¢ €{1,2,---,n. }, r e {1,2,--- k} es, €{1,2,---,m}. A aresta que

liga Y e X, (respectivamente, Z; ) é rotulada por dc, (respectivamente, ept).

r,Sp

9.5 O Algoritmo Implementado para Mudanca de Es-
trutura

Implementamos os algoritmos SEARCH_1, SEARCH_2 e SEARCH_ALL apresentados nas
Secoes 9.2 e 9.3. Usando a implementagao do algoritmo SEARCH_ALL, implementamos
também um procedimento para transformar automaticamente a sup-decomposicao de um
dado operador v € Ty em todas possiveis representacoes seqiienciais de 1. A tarefa
deste procedimento ¢ visitar todos nds da arvore de representacao aplicando o algoritmo
SEARCH_ALL. Quando um né {o} é encontrado, o procedimento devolve uma represen-
tagao de 1 percorrendo e imprimindo os rotulos das arestas do caminho da raiz até esse
no. Existem muitas maneiras de visitar os nds de uma arvore. Para o algoritmo descrito
acima, utilizamos a busca em profundidade [37, p. 39].

9.6 Exemplos de Aplicacao do Algoritmo

Nesta secao, mostraremos algumas aplicacoes do método discutido na Secao 9.4.

Na Figura 9.6, mostramos um exemplo simples para encontrar uma representagao
seqiiencial de um operador ¥ € Yy». Neste exemplo, a base de 1) é a colecao de intervalos
maximais Y; = Yy apresentada na Figura 9.6.a. A rais da arvore de representagao é a
base de entrada, ou seja, Y.
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Arvore de Representacgao Arvore de Representacao
oY =Yy oY = Yy
601 ¢
oYy = X
W' =Ww; = 11111 W' =W = 11111
Y1 =Yy, = {[00101], [10100], [01000], [00010] } Y1 =Yy, = {[00101], [10100], [01000], [00010] }

Y] = Y;V, = {[11011], [01110]}
Safda de SEARCH-ALL (Y71):

Cy = 101

Y> = X = {[101], [010]}

Wy =W’'ocCt =111
Saida de SEARCH-ALL (Y7 ):

0.
(a) (b)
Arvore de Representacao Arvore de Representacao Representation Tree
oY =Yy oYL = Yy oY =Yy,
dcy | dey | dcy |
oY, =X, oY, =X, oY, = X
ect | ect | ect |
2 oY =X} > oYy =X} > oYy =X}
Wy = 111 ol 0cy
2 = 11 oY, = X3 oY, = X3
Y = {[101], [010]} Wy — 11, dca ),
Y3 = {[110), [o11]} vo Z (o, o) 5
Safda de SEARCH-ALL (Y3): Yi _ {[nj'} - Wy =1
0. 5= ‘ _ Yi = {1}
Saida de SEARCH-ALL (Y3): S‘“d‘;de Sff”‘“”’ALL (Ys): Cy =01
5 =
Co =11 - Y5 = 1
2=1 Y =Xg = {[L]} - B

Y3 = Xo = {[11:]}
Y3 = X3 = {[o1.], [10:]}
W3 =W © Ch =11

Ws=WyeCt =1
W4:W3GC§:1» 5 160y =

Saida de SeaRCH-ALL (Y3):
0.

(c) (d) (e)
Figura 9.6: Applicacdo do método proposto para um exemplo simples.

A Figura 9.6.b mostra que as saidas do procedimento SEARCH_ALL quando aplicado a
Y e Y] sdo, respectivamente, (C1,X;) e (). Assim, na &rvore de representacao, o filho do
né raiz Y; é Yo = X e a aresta que liga Y; e Y, é rotulada por ¢, (veja a Figura 9.6.D).

Na Figura 9.6.c, vemos que as saidas de SEARCH_ALL quando aplicado a Yy e Y,
sdo, respectivamente, () e (Cy, X5). Assim, na arvore de representagao, o filho do né Yy é
Y; = X e a aresta que liga Y, e Y3 é rotulada por £ct, como mostrado na Figura 9.6.c.

Na Figura 9.6.d, mostramos que as saidas de SEARCH_ALL quando aplicado a Y3 e
Y} sdo, respectivamente, (C3,X3) e (. Assim, na &rvore de representagao, o filho do né
Y3 éY, = Xjeaaresta que liga Y e Y, é rotulada por d¢,, como mostra a Figura 9.6.d.

Finalmente, na Figura 9.6.e, Y4 = {[{a}]}, onde a = (—1,0). Uma vez que a # o,
entao o filho de Y, é Y5 = {[{0}]} e a aresta que liga Y, e Y5 é rotulada por d¢, com
C4 = {—a}.

Os rotulos das arestas sobre o caminho da raiz até o n6 Y5 forma uma representacao
seqiiencial de v, ou seja, 5(;1505 dcs00, € uma representacao seqiiencial de 1. Note que,
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para este exemplo, a sup-decomposicao de ¢ tem 4 deslocamentos, 2 interseccoes e 3
unioes. A representacao seqiiencial de 1 tem 4 deslocamentos, 2 unides e 1 interseccao.
Assim, o numero de deslocamentos, interseccoes e unides para implementar ¢ usando sua
sup-decomposicao é 9; se a representacao seqiiencial encontrada é usada, este nimero
decresce para 7.

Como podemos ver neste exemplo simples, transformamos a sup-decomposicao de 1)
(que tem uma estrutura paralela) para uma representacao puramente seqiiencial de .
A vantagem de representacoes seqiienciais sobre a sup-decomposicao é que implementar
representacoes seqiienciais é geralmente mais eficiente em maquinas convencionais seqiien-
ciais.

A seguir damos alguns resultados experimentais da aplicacao do algoritmo. Estes ex-
perimentos foram realizados usando uma maquina com processador Pentium III, 450MHz.
O tempo da CPU é medido em minutos (m) e segundos (s).

Sejam Wy, Wy, W3, Wy, W5 os subconjuntos apresentados nas Figuras 9.7.a, 9.7.d, 9.7. f,
9.7.h e 9.7.5, respectivamente. Sejam 1,10 € Qu, V2 € Qu,, Y3 € Quwy, Vs € Qu,,

Vs € Quy, tais que By, (1) = {[A1], -+, [As]}, Bw, () = {[Bi],- - [Bol}, Bun(v2) =
{[D1], -+, [Ds]}, Bw(vs) = {[F1], -+, [Fiel}, By (vu) = {[G1], -+, [Gar]} e Buy (¢5) =
{[H1],- -, [Hss|}, onde Ay, Ag,---, Ag e By, By, -+, By sado os subconjuntos de W apre-
sentados nas Figuras 9.7.0 e 9.7.c, respectivamente; Dy, Dy, ---, Dy sao os subconjuntos
de W, apresentados na Figura 9.7.e; Fy, Fy,---, Fig sao os subconjuntos de W3 apre-
sentados na Figura 9.7.g; G1,Gs, -+, Gy sao os subconjuntos de W, apresentados na
Figura 9.7.7 e, finalmente, Hy, Hs,---, D3g sao os subconjuntos de Wj apresentados na

Figura 9.7.k. Aplicando-se o método discutido na Se¢ao 9.4, temos que as melhores repre-
senta(;()es Seqﬁendais de ¢1, 1/)27 ¢37 1/}47 105 € wﬁ sao: 1P1 - 5015017 Q/}2 = 50115012501150127
w?) = 802603503 ¢4 = 5046056057 77Z)5 - 6068055057 ¢6 - 607508509501060786860960107 Onde
C1,Cy, - -+, (5 sao os conjuntos apresentados na Figura 9.7.1.

A Tabela 9.1 resume os resultados experimentais. Nesta tabela, usamos a seguinte
notacao:

NSD: numero de EE’s na sup-decomposic¢ao;

OSD: numero de deslocamentos, interseccoes e unioes usando a sup-decomposicao;
NS: ntimero de solugoes encontradas pelo algoritmo;

OBS: namero de deslocamentos, intersec¢des e unioes usando a melhor solugao;
NBS: numero de EE’s na melhor solugao;

T: tempo para o algoritmo encontrar todas representagoes seqiienciais.

A Coluna 2 da Tabela 9.1 mostra que o nimero de intervalos (ou equivalentemente,
o nimero de EE’s) na sup-decomposi¢ao do operador apresentado na Coluna 1. Na
Coluna 3, mostramos o nimero de deslocamentos, intersecgoes e unioes efetuados pelo
operador se implementamos na forma de sua sup-decomposicao. A Coluna 4 apresenta
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11111
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@

Figura 9.7: Alguns exemplos de transformagao da sup-decomposigao para decomposigoes seqiienciais.

o numero de representagoes seqiienciais encontradas pelo algoritmo. A melhor solucao
encontrada pelo algoritmo é uma solugdo que usa o menor nimero de operagoes (isto é,
deslocamentos, intersecgoes e unides). Na Coluna 5, apresentamos o niimero de operagdes
da melhor solu¢ao. A Coluna 6 mostra o nimero de EE’s na melhor solugao. O tempo
gasto pelo algoritmo para encontrar todas representacoes seqiienciais estao apresentadas
na Coluna 7 da Tabela 9.1. Comparando as Colunas 3 e 5, observamos que o nimero de
operacoes na representacao seqiiencial é muito menor que na sup-decomposicao.

Embora os resultados apresentados na Tabela 9.1 sejam bons, devemos observar que o
algoritmo para encontrar a melhor representacao seqiiencial tem complexidade exponen-
cial.

9.7 Conclusao

Neste capitulo, estudamos o problema de transformar a sup-decomposicao de W-operado-
res em decomposigoes seqiienciais mais eficientes (quando elas existem).
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Operador NSD OSD NS OBS NBS T

1 8 111 1 30 2 1.8s
2 8 111 169 16 6 12.0s
3 16 319 1 17 3 1.0s
4 27 431 1 20 3 4.2s
Y5 38 187 1 15 3 48m23s
Y6 9 143 676 16 8 30m43s

Tabela 9.1: Tempo utilizado pelo algoritmo para encontrar todas representacgoes seqiienciais.

Definimos o problema da equacao de fatoragao de Minkowski e fornecemos limites
superiores e inferiores para o espaco de solugoes para o caso geral e para o caso de intervalos
com extremidades direita fixa.

A teoria apresentada aqui foi implementada e aplicada para construir representacoes
seqilenciais de operadores crescentes para os quais existem decomposicoes seqiienciais em
termos de composicoes de dilatagoes e erosoes.

Uma versao especializada deste problema é o problema classico de encontrar decompo-
sigoes seqiienciais para erosoes e dilatagoes. De fato, um préximo passo para este trabalho
pode ser encontrar somente os conjuntos viaveis C' de maior cardinalidade e posteriormen-
te utilizar os resultados dos Capitulos 4, 5, 6 e 7 para decompor seqiiencialmente oo ou
Ect.

Resumindo, estudamos formalmente o problema de transformar a sup-decomposicao
em representacoes seqiienciais e exploramos o problema estabelendo limites inferiores e
superiores para o espaco de busca para soluciona-lo. No entanto, estamos longe de dar
respostas definitivas para este problema tao complexo. O caminho aparenta ser bastante
promissor, mas cheio de aventuras e desafios.



Capitulo 10

Conclusao Final

Neste capitulo, na Se¢ao 10.1, resumiremos e discutiremos os principais resultados desta
tese. Na Secao 10.2, proporemos novos horizontes para a continuidade das pesquisas
realizadas nesta tese.

10.1 Conclusoes e Contribuicoes

Nesta secao, resumiremos as principais contribuicoes desta tese. Com estes resultados,
foram acrescentados alguns avancos no estado da arte em MM, no que se refere a trans-
formacao de estruturas de decomposicgao.

O problema geral de mudanca da sup-decomposicao de um W-operador 1 para outras
estruturas de representacao de 1 que usam os operadores elementares de forma que o
numero de operagoes na MaqM seja minimo é extremamente dificil e foi pouco explora-
do até o momento. Na literatura nao hé muitas referéncias a respeito deste problema.
Apresentamos, neste trabalho, nos Capitulos 8 e 9, alguns resultados que vao na diregao
melhorar esta perspectiva, abrindo novos caminhos para pesquisas futuras nesta area ainda
pouco explorada.

Como o problema geral de se encontrar a melhor representagao de um operador, a par-
tir de sua sup-decomposicao, é extremamente dificil, muitos pesquisadores restrigiram o
estudo desse problema para certas classes de operadores. De fato, existe um niimero con-
sideravel de estudos desse problema para a familia das erosoes e dilatacées. No entanto,
os estudos classicos desse problema, restrito a familias das erosoes e dilatacoes, fornecem
como resultados complexos algoritmos, onde o processo de otimizacao de uma solucao
encontrada estd subdividido em varios intrincados subcasos. Além disso, as solugoes exi-
bidas por estes algoritmos podem ser melhoradas, ou seja, existem decomposigoes que
implementam uma erosao ou uma dilatacdo de uma forma mais eficiente do que as de-
composicoes geradas por esses algoritmos. Apresentamos, nesta tese, nos Capitulos 4, 5, 6
e 7, alguns resultados que melhoram estes estudos classicos, introduzindo novos algoritmos
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mais simples e que geram solugoes mais eficientes.

A seguir, nas Subsecoes de 10.1.1 a 10.1.5, detalhamos esses resutados comentados
acima.

10.1.1 Decomposicao de Elementos Estruturantes Convexos

Para o caso de EE’s convexos, avancamos no estado da arte em MM apresentando um
novo algoritmo que usa estratégia gulosa para decompor tais EE’s. Os EE’s que estao
na decomposicao gerada pelo algoritmo proposto nao sao necessariamente convexos. A
complexidade desse algoritmo ¢ O(n?), onde n é o valor méximo entre as coordenadas do
vetor retangular do EE convexo de entrada.

Embora a complexidade de tempo do algoritmo do Xu [49] seja O(n?), todos elementos
na decomposicao encontrada por este algoritmo sao convexos.

Logo, como a complexidade computacional dos algoritmos que implementam erosoes e
dilatacoes depende do nimero de pontos do EE, o algoritmo proposto tem uma vantagem
sobre o algoritmo do Xu.

Uma outra qualidade de algoritmo proposto é que seu processo de otimizacao é muito
simples comparado ao algoritmo do Xu.

Finalmente, uma anélise teérica (prova de corretude e da complexidade de tempo) do
algoritmo proposto foi apresentada.

10.1.2 Decomposicao de Elementos Estruturantes Simplesmen-
te Conexos

Para o caso de EE’s simplesmente conexos, mostramos que o algoritmo de Park e Chin [35]
para decompor tais EE’s nao decompoe trés familias infinitas de EE’s decomponiveis
simplesmente conexos. Isto significa que o algoritmo de Park e Chin ¢é limitado no sentido
de que ele nao é capaz de decompor os EE’s dessas familias.

Teoricamente, o algoritmo de Park e Chin é um algoritmo polinomial, mas a sua
implementagao nao ¢ viavel, uma vez que, em um determinado passo do algoritmo deles,
é necessario encontrar uma solugao inteira de um sistema linear com um nimero fixo de
variaveis. De fato, para cada nimero inteiro positivo n, existe um algoritmo polinomial
para encontrar solugoes inteiras de sistemas de inequagoes lineares com n variaveis [40,
p. 256]. No entanto, este resultado é somente tedrico, e a implementagao desse algoritmo
na pratica nao é viavel. No caso geral, resolver sistemas lineares de solucao inteira é um
problema bastante dificil [40, p. 227].
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10.1.3 Decomposicao de Elementos Estruturantes Arbitrarios

No caso geral, apresentamos um algoritmo que usa um método de “branch and bound”,
com estratégias de podas baseadas em propriedades geométricas e algébricas, deduzidas
formalmente, da soma de Minkowski, para decompor EE’s arbitrarios. Esse algoritmo
pode ser usado como prova automadtica de que uma erosao (respectivamente, dilatagao)
tem uma decomposi¢ao seqiiencial ou nao. A prova da existéncia é construtiva e uma
solugao 6tima é exibida.

O algoritmo proposto nao ¢ eficiente para todos os casos, mas generaliza importan-
tes resultados classicos (Zhuang and Haralick, Xu, Park e Chin). Uma anélise tedrica
do algoritmo, juntamente com alguns resultados experimentais, ilustra estes fatos. Em
particular, mostramos que, se o EE de entrada A é convexo, entao o algoritmo encontra
uma decomposigio 6tima de A em tempo O(n*), onde n = max{py(A), p1(A)}.

O algoritmo combinatorio apresentado pode ser melhorado se novos limites ou es-
tratégias de podas forem descobertos.

10.1.4 Representacao Compacta de W-Operadores

Introduzimos uma nova sup-representacao e inf-representacao para W-operadores: a re-
presentacao compacta. A familia de sup-geradores (respectivamente, inf-geradores) nesta
representacao é constituida de composicoes de sup-geradores da sup-decomposicao com
dilatagoes (respectivamente, de composigoes de inf-geradores da inf-decomposi¢do com
erosoes).

Uma propriedade importante da representacao compacta é que ela pode usar um
nimero menor (ou, no pior caso, o mesmo numero) de operadores sup-geradores (respec-
tivamente, inf-geradores) que na sup-decomposicao (respectivamente, inf-decomposigao).
Esta propriedade implica que os operadores sao mais eficientes quando implementados na
representacao compacta.

Apresentamos também uma simplificacao da representacao compacta para a familia de
operadores idempotentes em um sentido estrito e anti-extensivos (extensivos). Além disso,
a partir desta forma simplificada, obtemos uma realizacao minimal da representacao de
Matheron para aberturas e fechamentos I'T’s. Mostramos também que a sup-decomposicao
pode ser facilmente transformada para a sup-representacao compacta e apresentamos al-
guns exemplos dessa transformacao.

10.1.5 Decomposicao Seqiiencial de W-Operadores

Estudamos o problema de transformar a sup-decomposicao de W-operadores em decom-
posigoes seqilienciais mais eficientes (quando elas existem).
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Definimos o problema da equacao de fatoragao de Minkowski e fornecemos limites
superiores e inferiores para o espaco de solugoes para o caso geral e para o caso de intervalos
com extremidades direita fixa.

A teoria apresentada foi implementada e aplicada para construir representacoes seqiien-
ciais de operadores crescentes para os quais existem decomposigoes seqiienciais em termos
de composicoes de dilatacoes e erosoes.

10.2 Perspectivas Futuras

Podemos comparar o trabalho de pesquisa com um trilhar por caminhos onde ha trechos
conhecidos e desconhecidos. O percurso conhecido ja foi percorrido e marcado. O trecho
desconhecido é vibrante e desafiador.

O percurso do caminho sobre problema geral de mudanca da sup-decomposicao de
um W-operador 1 para outras estruturas de representacao de 1) que usam os operadores
elementares de forma que o niimero de operacoes na MaqM seja minimo esta apenas no
inicio. Com os resultados desta tese, avancamos mais um pequeno, mas consideravel,
trecho desse caminho. No entanto, ainda falta percorrer um longo caminho para dar
respostas definitivas para este problema. O caminho ainda desconhecido aparenta ser
bastante promissor, mas cheio de aventuras e desafios.

Apresentamos, a seguir, alguns desafios que podem ser feitos a partir dos resultados
desta tese.

O algoritmo DECCON apresentado no Capitulo 5 pode ser simplificado colocando-
se na sequiencia SeqQ somente os elementos de SeqQ que sao subconjuntos convexos do
quadrado elementar. Com esta simplificagdo, poderiamos obter um algoritmo de mesma
complexidade do algoritmo do Xu.

A teoria apresentada no Capitulo 9 foi implementada e aplicada para construir re-
presentacoes seqiienciais de operadores que podem ser construidos por composicoes de
dilatagoes e erosoes.

Um proximo passo para este trabalho pode ser encontrar somente os conjuntos viaveis
C' de maior cardinalidade e posteriormente utilizar os resultados dos Capitulos 4, 5, 6 e 7
para decompor seqiiencialmente dc ou ect.

Outro proximo passo pode ser especializar este estudo para o caso de filtros alternados
seqlienciais e tentar, usando algumas propriedades algébricas dessa classe de operadores,
diminuir o espaco de busca para a solucao da equacao de fatorizacao de Minkowski.

Finalmente, podemos tentar encontrar algoritmos paralelos para os problemas que
foram estudados nesta tese.



Apeéendice A

Classificacao de Texturas a partir de
Transformacoes Morfolégicas

Uma ferramenta morfolégica para classificacao automatica de texturas é proposta e apli-
cada a um enorme conjunto de amostras de revestimento de paredes. Comegando a partir
de medidas de dados morfoldgicos (covariancga, velocidade de erosao e dilatagao, distri-
bui¢ao de tamanho, densidade de picos e vales) sobre imagens em niveis de cinza, uma
analise de correspondéncia é usada para aprender um procedimento de visualizagao de
superficies em um espaco reduzido, e, assim, selecionar as medidas mais pertinentes com
respeito a classificacao de texturas.

A.1 Introducao

A classificagao de textura por andlise de imagens tem muitas aplicacoes na industria.
O principal objetivo deste estudo é fornecer e demonstrar a utilidade de um algoritmo
de classificacao de textura que usa algumas medidas morfolégicas e analise de dados
estatisticos (andlise de correspondéncia) para classificar texturas aleatérias em k diferentes
classes. Isto é aplicado para o desenvolvimento de um algoritmo rapido para classificar
automaticamente algumas amostras de revestimento de paredes, para, posteriormente,
usa-lo como um procedimento de inspecao visual em larga escala.

Este trabalho esta dividido em dois passos: treinamento e classificagao. No passo do
treinamento, as medidas morfoldgicas feitas sobre imagens das amostras produzem uma
enorme quantidade de dados, que sao submetidos a uma andlise estatitica para conseguir
a melhor separagao de representagao de pontos em k regices. O passo de classificagao é
obtido pela projecao experimental de dados em uma dimensao menor que representa um
sub-espaco dos dados medidos.

A principal dificuldade é encontrar as melhores medidas morfolégicas que devem ser
executadas. Neste trabalho, mostraremos que as medidas morfolégicas: (i) curva de
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Figura A.1: (a) Qualidade Q1 (“too early”), (b) Qualidade Q2 (“normal”), (c) Qualidade @3 (“too
late”).

covarianga; (i7) curvas de dilatacdo e erosao; e (uii) distribuicao granulométrica e anti-
granulométrica nao fornecem a mesma precisao para a classificacdo. Mostraremos como
extrair as melhores funcoes morfolégicas e os valores mais discriminantes para uma boa
classificagao das amostras. Este apéndice estd organizado da seguinte forma. A Secao A.2
descreve as amostras estudadas. A Secao A.3 apresenta as medidas morfolégicas utilizadas
neste trabalho. A Se¢ao A.4 descreve a analise estatistica de dados. A Segao A.5 apresenta
os resultados experimentais e finalmente, as conclusoes estao resumidas na Secao A.6.

A.2 Amostras e Aquisicao de Imagens

As amostras de revestimento de paredes estudadas neste trabalho sao colocadas em um
catalogo para serem dados aos clientes da industria. As amostras produzidas apresentam
trés tipos de qualidades de texturas (denotadas por Q1, Q2 e @3), devido a alguma
instabilidade na elaboracao destas texturas. Estas qualidades dependem do tempo de
secagem do cimento antes de ser raspado. E possivel definir as seguintes categorias, a
partir do aspecto morfologico das amostras: “too early”, “normal” e “too late”. Alguns
exemplos de tais amostras estdao apresentados na Figura A.1

O problema de classificacao estudado aqui é, dado uma colecao de imagens das amos-
tras de um grupo G contendo diferentes tipos de texturas, classifica-las em classes 1, 2
e (23, segundo o tipo de texturas.

Neste trabalho, apresentaremos um estudo com 300 imagens de amostras.

No processo de aquisicao de imagens das amostras de revestimento de parede, um
dispositivo simples composto por uma camera e duas lampadas foram usadas. Uma ilu-
minagao normal e isotrépica incide obliquamente a 45 graus. As sombras, que o revelo
da amostra projetam, fornecem uma textura nao isotrépica. Nas imagens, os niveis de
cinza nao representam diretamente a elevacao do ponto considerado, mas sao, no entanto,
representantes da topografia: as imagens obtidas apresentam sombras, devido a presenca
forte de relevos (Figura A.1).

Todas imagens adquiridas apresentaram um ruido periédico horizontal, que foi remo-
vido por um filtro de freqiiéncia, usando a Transformacao Rapida de Fourier (TRF). As
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imagens finais contém 485 x 285 pixels.

A.3 Medidas Morfolégicas

Quando se trabalha com texturas, é conveniente considar as imagens como realizagoes de
estruturas aleatérias (conjuntos aleatdrios no caso de imagens bindrias [32, 41], e fungdes
aleatérias para imagens em niveis de cinza). Estas estruturas aleatérias podem ser carac-
terizados pela capacidade de Choquet [32, 41, 25], a partir do qual sdo derivados a maioria
das medidas morfolégicas.

A.3.1 A Capacidade de Choquet

Uma func¢ao aleatéria, semicontinua, limitada superiormente Z(x) é caracterizada pela sua
capacidade de Choquet, T'(g), que pode ser definida [25] sobre fungoes continuas limitadas
inferiormente g com um suporte compacto K:

T(g) = P{z € Dz(9)}; Dz(9)" ={x,Z(y) < gy — x),Vy € K} (A1)

Um caso particular e muito utilizado é a lei espacial definida sobre um ntimero finito
de pontos z1, xs, ..., x, da seguinte forma,

F(x1, 29, ooy T, 21, 22, ooy 2n) = P{Z(21) < 21, Z(x2) < 29, ..., Z(xp) < 23} (A.2)

Outros casos particulares fornecem as transformagoes por V (supremo), chamado uma
dilatag@o ou por A (infimo), chamado uma erosao, que geram novas fungoes aleatérias:

Zy(K) =Veex{Z(@)}=Z D K

ZNK) = Noex{Z(2)} =Z S K

Como um caso particular, quando o conjunto compacto K é limitado no ponto x e
g(x) = z, recobrimos a fungao distribuigao F'(2):

F(z)=P{Z(z) <z} =1-T(g) (A.3)
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A.3.2 Medidas Morfolégicas

A.3.2.1 Funcgao de Covarianca

A fungao de covarianga centrada e reduzida de uma fungao aleatéria estacionaria Z(x) é
definida por:

oy = B2 @2 (@ + 1)} = (E{Z(=)})*
E{Z(z)Z(2)} — (E{Z(2)})?

onde, F{-} denota a esperanga matemadtica de uma varidvel aleatéria. O termo E{Z(x)
Z(x+h)} é estimado pela média do produto {Z(x)Z(x+ h)} sobre os pixels das imagens.
Como este produto pode ser interpretado em termos de um produto de convolucao, ele
é obtido por TRF. Adicionamos o valor 0.5 para a covarianca centrada e reduzida, dessa
forma, evitando valores negativos para a andlise de correspondéncia. As medidas foram
feitas por valores h entre 1 to 100 nas duas principais dire¢oes da imagem (horizontal e
vertical).

A.3.2.2 Curva de Abertura e Fechamento (Antigranulometria e Granulome-
tria)

Uma granulometria é o estudo de distribuicoes de tamanho dos objetos em uma ima-
gem [32, 41]. Calculamos, ao mesmo tempo, uma granulometria (distribuigdes de tama-
nhos de picos) usando aberturas morfologicas e uma antigranulometria (distribuicoes de
tamanhos de vales) usando fechamentos morfoldgicos. O seguinte estimador para a den-
sidade de tamanhos é equivalente a uma funcao de densidade de probabilidade, enquanto
a funcdo S(k) tem o papel de uma fungao distribuigdo acumulativa [23]:

S =5(k)—S(k+1)

Sthy=Ll._ 1 { Vol{(M ©2kB)N((Z — Av{Z})okB)}  ifk>0
" N Vol{M & 2kBY | VO{(M &2[k|B)N ((Z — Av{Z}) e [k|B)} if k<0
onde:

e Z/okB é a abertura de Z por kB,
o 7 o |k|B é o fechamento de Z por kB,
e N ¢ o nimero de niveis de cinza na imagem (no nosso caso N = 255),

e Vol{-} é o volume da imagem, ou seja, Vol{ X} = > X (w),

weX
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e Av{-} é a imagem média constante, ou seja, Av{X} é uma imagem de mesmo
tamanho que X com altura constante igual a 1. Vol{X}, onde S é o nimero de

S
pixels de X,

e 7 ¢é aimagem de entrada,

e M ¢é a imagem mascara,

B é o elemento estruturante (quadrado; segmento horizontal ou vertical), e

e M N Z é arestricao da imagem Z a mascara M.

A Figura A.2 fornece um exemplo de curvas de abertura e fechamento. O lado direito
(valores positivos do eixo horizontal) é a curva de abertura enquanto que o lado esquerdo
(valores negativos do eixo horizontal) é a curva de fechamento.

Curve of Closing and Opening by Square
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Figura A.2: Exemplo de uma curva de fechamento (lado esquerdo) e uma curva de abertura (lado
direito) por elementos estruturantes quadrados.

A.3.2.3 Curva de Erosao e Dilatagao

Nos também usamos uma “pseudo-granulometria” e “pseudo-antigranulometria” obti-
das por uma substituicao do fechamento e abertura por, respectivamente, dilatacao e
erosao [23]. Mais formalmente,
S( )_l. 1 ' Vo{(M s kB)N((Z -Av{Z})ckB)} ifk>0
- N Vol{M o kB} | Vo{(M o [k|B)N((Z - A{Z}) @ kB)} if k<0

A velocidade da erosao é definida como a diferenga |S(k) — S(k + 1)|. Na Figura A.3
fornece um exemplo de uma curva de erosao e dilatacao por segmentos verticais. Como



Apéndice A. Classificacdo de Texturas a partir de Transformacdes Morfoldgicas 161

no caso da granulometria, erosoes e dilata¢oes por quadrados (com tamanhos entre 1 a
100 pixels), segmentos horizontais e verticais (com tamanhos entre 1 a 100 pixels) foram
usadas para a classificacao de texturas.

Curve of Dilation and Erosion by vertical lines
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Figura A.3: Exemplo de uma curva de erosao (lado direito) e uma curva de dilatagdo (lado esquerdo)
por segmentos verticais.

Observamos o célculo das curvas de erosao e dilatacao pode ser feito de uma maneira
muito mais rapida que o calculo das curvas de abertura e fechamento.

A.3.2.4 Medidas sobre Picos e Vales
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Figura A.4: Exemplo de “watersheds”

Para se obter informacao sobre a conectividade dos picos e vales, extraimos os “wa-
tersheds” das imagens (um exemplo é dado na Figura A.4). A partir dessas imagens
segmentadas, medimos o niimero de vales com uma dada area S, ou com um dado volume
V' (pela integracao dos valores dos niveis de cinza para cada “watershed”) e, analogamen-
te, para o numero de picos. Este tipo de informacao estd ilustrado na Figura A.5, onde
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a parte esquerda refere-se aos picos e a parte direita aos vales. Estes dados morfoldgicos
foram usados em um estudo preliminar de superficies, mas nao foram relevantes para a
classificacao das texturas deste trabalho.

Curve of Area Histogram

Figura A.5: Exemplo da distribuigao de picos (parte esquerda) e de vales (parte direita)

A.4 Introducao a Analise de Correspondéncias

Para analisar as medidas morfolégicas descritas na Segao A.3.2 e produzir uma classifi-
cagdo das amostras, usamos a andlise de correspondéncia [13]. Um tratamento anédlogo
foi feito em [26] para a classificacdo automatica de inclusdes ndo metdlicas em rodas. Foi
usado mais recentemente, para a classificacao de superficies rugosas [2], e para simulagdes
de conjuntos aleatérios [3]. Os valores das medidas estao armazenados em uma tabela,
onde toda linha corresponde a uma amostra (ou a uma observag¢do) e toda coluna corres-
ponde a uma medida (ou a uma varidvel). Definimos a coordenada linha de uma dada
superficie (observagao) como o vetor de M dimensoes, e a coordenada coluna de uma dada
medida (varidvel) como um vetor de N dimensoes.

Técnicas alternativas de analise de fatores poderiam ser utilizadas para este proposito,
como andlise de fatores discriminantes, ou ainda andlise de discriminantes penalizados [46].
Estas andlises dividem com a anélise de correspondéncia o fato de que uma combinacao
linear 6tima das variaveis é procurada para a discriminacao dos dados, e, na pratica, estas
analises fornecem resultados muito similares. Além disso, pode-se provar que a anélise de
correspondéncia é um caso especial da andlise de fatores discriminantes, baseado sobre a
métrica do “chi” quadrado [13].

A analise de correspondéncia permite construir um mapeamento das coordenadas li-
nhas e colunas (pontos com M e N dimensoes, respectivamente) em um espaco de di-
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mensao reduzida (por exemplo, um espago de dimensao dois) gerando critérios sintéticos
(neste sentido, o método é um tipo de andlise de fator [13]).

Nem todas as variaveis utilizadas na analise sao importantes para separar as amostras.
Esta analise permite encontrar as varidaveis mais significativas entre as varidveis iniciais
para a separagao das amostras.

A anélise de correspondéncia permite uma representacao de nuvens de pontos linhas e
colunas em um espaco reduzido, que separa na medida do possivel todos pontos por uma
maximizagao da inércia. Além disso, esta andlise permite a interpretacao dos eixos (ou
fatores) do plano da representacdo em termos das varidveis iniciais. Isto é precisamente a
principal vantagem deste método (com respeito a andlise classica de fatores).

Com uma indicacao da qualidade dos eixos sintéticos é possivel estimar a precisao da
representacao simplificada e a perda de informacao, a partir da parte correspondente a
inércia que cada eixo carrega. Por exemplo, se a primeira direcao significa 45% de inércia,
entao ela sintetiza 45% da informacao total. Obviamente, uma representacao de pontos
em um plano significa a soma de fragoes de inércia para cada eixo. Isto é importante para
observar que podemos usar a “distancia” entre imagens, bem como a “distancia” entre as
variaveis.

No exemplo do estudo mostrado na Figura A.6, observamos que a parte de inércia é
88.4% para o primeiro fator e 5.8% para o segundo. Isto significa que um vetor de 200
dimensoes pode ser representado em um espaco de 2 dimensoes mantendo o total de 95%
de informagao. A visualizacao dos pontos colunas permite identificar as medidas mais
discriminantes. Para concluir esta parte, lembramos que a andlise de correspondéncia
permite:

e Visualizar as superficies em um espago reduzido (tipicamente 2 ou 3 dimensées) com
a ajuda de fatores sintéticos.

e Dar uma interpretacao para esta representacgao.

e Propor a reducao do nuimero de variaveis, ttil para diminuir o tempo de medida
para a etapa de classificagao.

A.5 Resultados Experimentais

O estudo deste trabalho foi feito em trés etapas. Na primeira, a importancia dos elementos
estruturantes direcionais sao estimados (esta escolha é justificada pela iluminagao direci-
onal feita na aquisicdo das imagens das amostras). Em uma segunda etapa, as varidveis
mais discriminantes sao determinadas, a fim de reduzir o nimero de dados. Estas duas
primeiras etapas foram feitas em uma base de dados reduzido (30 imagens de amostras).
Na etapa final, estudamos a base de dados completa (300 imagens de amostras) sobre um
nimero reduzido de medidas.
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A.5.1 Primeira Etapa: Analise das Medidas

A primeira parte do estudo pretende avaliar se as texturas obtidas sao realmente deter-
minantes para caracterizar as diferentes qualidades do produto. As curvas de abertura e
fechamento nao forneceram bons resultados discriminantes, principalmente devido a fato
que as curvas experimentais apresentaram muitas oscilagoes (veja a Figura A.2). Imagens
maiores de cada amostra seriam requisitadas para proceder a analise estatistica. Na parte
restante do estudo, limitamos as medidas para as curvas de erosao e dilatagao (e, assim,
abandonando as medidas de abertura e fechamento). Elementos estruturantes direcionais
aparentaram ser bons para a investigacao desse estudo.

A.5.2 Segunda Etapa: Reducao do Nimero de Variaveis

As projecoes das varidveis no primeiro plano de fatores mostram a influéncia de cada
variavel sobre a discriminacao. De fato, as varidveis mais dispersas nos planos de fatores
sao mantidas (duas varidveis préximas terao a mesma influéncia sobre a representacao e
classificagao, e, portanto, uma sé pode ser utilizada). Para a parte restante do estudo, é
possivel manter as seguintes medidas:

e A curva de covarianca (horizontal e vertical), para distancias entre 1 e 50 pixels.

e As curvas de erosao e dilatagao, usando como elementos estruturantes segmentos
horizontais e verticais com tamanho entre 1 e 30 pixels.

e As curvas de erosao e dilatacao, usando elementos estruturantes quadrados com
lados entre 1 e 50 pixels.

As medidas foram feitas para uma base de dados com 100 amostras de cada tipo de
qualidade.

A.5.3 Estudo Final

Primeiramente, um resultado muito importante deste estudo é que a funcao de covarianca
nao é suficientemente eficiente para discriminar as trés categorias das amostras, enquanto
que as operagoes morfolégicas (erosdo e dilatagao) fornecem discriminagao satisfatéria das
amostras. Usando uma simples regressao linear para definir os melhores limites para os
diferentes dominios, obtemos, para estes exemplos, as pontuacoes dadas nas Figuras A.6
e A.7. Observamos que, no caso de operadores com elementos estruturantes com direcao
perpendicular & incidéncia da iluminagao (Figura A.7), estes fornecem o melhor resultado
(90% de pontuagao da classificacao). Isto é muito interessante, pois existem algoritmos
muito rapidos para calcular erosoes e dilatagoes direcionais. Como mostrado nas Figu-
ras A.6 e A.7, algumas amostras nao foram classificadas corretamente. A razaos para
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a classificacao que nao foi feita corretamente é que as texturas das amostras sao muito
similares as correspondentes amostras das outras familias. Devemos observar que nao é
facil separar as amostras por uma simples inspecao manual.

A.6 Conclusao

Apresentamos uma ferramente automatica de classificacao de texturas. Esta ferramen-
te, usada aqui, é um estudo pratico e baseado na andlise de correspondéncia de dados
morfolégicos. Esta andlise permite a visualizacdo em um espagco sintético (aqui de duas
dimensoes), onde o significado de cada eixo é obtido pela projecdo das varidveis neste
mesmo espaco. A partir de observagoes das variaveis neste plano, as variaveis mais discri-
minantes podem ser extraidas. A classificacao automatica baseada nas curvas de erosao
e dilatagdo (usando elementos estruturantes quadrados ou segmentos horizontais e ver-
ticais) fornecem resultados muito satisfatérios que a funcao de covarianga neste estudo.
Isto é consistente com a caracterizagao tedrica de estruturas aleatorias pela capacidade
de Choquet. Trabalhando-se com poucos dados otimizados (curvas de erosao e dilatacao
com elementos estruturantes de tamanho 30 ou 50), podemos obter uma boa classifica¢ao
de texturas muito similares, com a pontuacao de 90%. O controle de amostras mal clas-
sificadas mostra que elas sao muito dificies de discriminar, mesmo para um observador
experiente.

Este estudo é, de fato, em uma primera fase, uma aprendizagem para a classificagao:
usando a base de dados de referéncia, as melhores dire¢oes (ou fatores) que discriminam
estas amostras sao calculadas. Posteriormente, em uma segunda fase, para classificar uma
nova amostra, temos que somente utilizar a projecao dela nestas diregoes calculadas no
passo anterior (isto é, usa-se os resultados da etapa da aprendizagem, nao é necessério
recalcular novos fatores). Como resultado deste estudo, aparentemente erosoes e dilatagoes
lineares sao bastante discriminantes para texturas muito similares, onde a covarianca nao
funciona para separar tais amostras de superficies.
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Curve Erosion and Dilation by Square
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Figura A.6: Pontuacdo da classificacao para as curvas de erosao e dilatacao pelo quadrado e a corres-
pondente representacao das varidveis no primeiro plano de fatores.
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Figura A.7: Pontuacao da classificagdo para as curvas de erosao e dilatacdo por linhas verticais e a
correspondente representacao das varidveis no primeiro plano de fatores.
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